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RESUME

Cet ouvrage de cours de mécanique du point matériel est destiné a I’ensemble des étudiants
de premiere année de licence (L1) du cycle universitaire LMD. Il a été concu afin de répondre
au nouveau programme universitaire. Il traite principalement les fondamentaux de la mécanique
Newtonienne classique. L'assimilation des concepts traités est consolidée par des applications di-
rectes et, indépendamment, par la simulation informatique, cette derniere est introduite comme
outil et support didactique supplémentaire pour une meilleure maitrisé des concepts et des no-
tions traités.

MoTS CLES : Mécanique Newtonienne, cinématique du point, changements de référentiel, dyna-
mique du point, moment cinétique, travail et énergie.
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INTRODUCTION

Cet ouvrage de mécanique du point matériel s’adresse a tous les étudiants de la premiere année
Licence des filieres scientifiques et techniques désireux d’acquérir des bases solides en physique.
Ce cours aborde essentiellement les notions de la mécanique Newtonienne, une des meilleures
entrées en la matiere pour une compréhension des notions de la physique. Il présente les princi-
paux raisonnements a comprendre et a connaitre accompagnés de nombreux exemples d’applica-
tion afin de faciliter 'assimilation des notions traités. L'outil de simulation informatique présenté
sous forme de code Matlab mathscript est introduit comme une aide didactique supplémentaire;
il servira de support « d’expérimentation virtuelle » & quelques problémes réels de mécanique. A
travers une interface interactive et conviviale, I’étudiant sera invité a expérimenter et a analyser
les résultats obtenus (affichés) ce qui renforcera d’avantage ses connaissances et sa maitrise du
probleme étudier.

Cet ouvrage répond aux nouveaux programmes, il a été rédigé avec un souci accru de péda-
gogie et un effort de clarté et d’exactitude des définitions et des énoncés des notions traités. Il
accompagne, ainsi, la transition du lycée et la premiere année des études supérieures vers une ap-
proche pédagogique dites démonstrative.

Ce manuel est divisé en trois parties : la premiere partie, composée de deux chapitres, traite prin-
cipalement des rappels mathématiques et des fondamentaux nécessaires et commun a toute la
discipline des sciences physiques. Le premier chapitre aborde les notions : d'unités des grandeurs
physique, analyse dimensionnelle et les incertitudes de mesures. Le second chapitre expose un ou-
til ma-thématique important en physique et particulierement en mécanique —le calcul et 'analyse
vectorielle. La deuxieme partie est consacré aux fondements de mécanique Newtonienne dans un
référentiel Galiléen, elle comporte trois chapitres a savoir : la cinématique, la dynamique, et travail
(mécanique) et énergie. Le chapitre de la cinématique inclus la terminologie et le vocabulaire lié a
la description et a la caractérisation du mouvement; pour ensuite revoir les définitions et les for-
mulations mathématiques des grandeurs cinématiques exprimées dans les différents systémes de
coordonnées. En fin nous exposons le probleme lié au changement de référentiel; la formule de
Varignon-Bour est utilisée afin de faciliter la dérivation du théoreme de composition des vitesses
et celui des accélérations. Le chapitre de la dynamique est consacré en grande partie a ’étude
des trois principes de Newton, l'intérét est porté sur le principe fondamentale de la dynamique
PFD (deuxieme loi) ot une méthodologie générale de résolution des probléemes rencontrés est
élaborée; le théoreme du moment cinétique TMC son équivalent, dans le cas des mouvements de
rotation est aussi exposée. Le dernier chapitre traite aux différentes définition liées aux notions de
travail et énergies (potentiel, cinétique). Une alternative de résolution a celui du PFD par 'utilisa-
tion du principe de conservation de 'énergie ou celle du théoreme de I'énergie cinétique TEC est
aussi proposé et illustré par des exemples d’applications. La derniere partie est réservée a quelques
sujet d’examen avec leurs corrigés; on trouvera également vers la fin des annexes pour enrichir et
étayer quelques notions.

Lobjectif de ce manuel est de servir de guide et d’aide efficace dans le travail des étudiants.
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RAPPEL MATHEMATIQUES






Chapitre 1

Unités de mesure, Analyse dimensionnelle et
notion d’incertitudes

DEFINITION : GRANDEUR PHYSIQUE

Une grandeur physique est définie comme toute attribut (propriété) d'un phénomene de la na-
ture, d'un corps ou d’une substance, qui est susceptible d’étre distingué qualitativement et déter-
miné quantitativement par mesure et/ou par calcul qu'on appelle "valeur d'une grandeur". Cette
valeur (d'une grandeur) est exprimée généralement sous la forme d'une unité de mesure précédée
d’'un nombre.

Exemple. une longueur 1.99 m, une pression 1.02 Pa, une temperature 100 °C, un volume 1.1L ...
etc,.

Il est important de noter que les valeurs des grandeurs physique ont un sens autre que numé-
rique. Elles désignent trés souvent des parametres définissant I'état d'un systéme et ayant un sens
concret.

1 UNITES DE MESURE

1.1 Systemes International d’'unités (SI)

Le Systeme international d’unités, SI, est fondé sur un choix de sept 07 unités de base. Ces
unités fondamentales sont considérées comme indépendantes du point de vue dimensionnelle
et permettent d’établir les unités de toutes les grandeurs physique. Actuellement, les définitions
exactes des sept unités de base (SI) sont établies a partir d'un ensemble de sept constantes fon-
damentales de la physique. Une description détaillée reliant les définitions de ces 7 constantes
physiques et la détermination des nouveaux étalons est donné en Annexe D. Les unités de base
du SI sont regroupés dans le Tableau 4.



Grandeur de base Unité de base Dimension

Nom Ecriture Nom (Symbole unité) Symbole dimension
temps t seconde (s) T

masse m kilogramme (kg) M
longueur Lx,retc. metre (m) L
température thermo- T kelvin (K) ]
dynamique

quantité de matiere n mole (mol) N

Courant électrique Li Ampere (A) I

intensité lumineuse I, candela (cd) J

TABLE 1.1 — Grandeurs et unités de base du SI.

1.1.1 Unités dérivées

Les unités dérivées sont définies comme des produits de puissances des unités de base,en voici
quelque exemples illustrées dans le Tableau 1.2

Grandeur physique | Expression simple | Unité dérivée expri-
mée en unités de base

Vitesse V= % ms!

Accélération a=4% ms~2

Force F=ma N=kgms

Quantité de Mvt P=mv kgms™!

Moment d'une force ]T/[/o —XxF Nm= kgm2 s72

Moment d’inertie In=mr? kgm?

TABLE 1.2 — Exemples de grandeurs et d'unités dérivées.

Certaines unités dérivées du SI ont recu une appellation et un symbole spécial, comme le pas-
cal (Pa), le Newton (N), le hertz (Hz); la liste exhaustive des 22 unités ayant cette distinction peut
étre consultée en Annexe D.

1.1.2 Prefixes du SI
Le SI dispose d’une série de préfixes qui sert essentiellement a exprimer une valeur plus grande ou
plus petite que I'unité elle méme. Les préfixes et leurs valeurs respectives sont représentés par des
multiples et sous-multiples décimaux de puissance (voir Tableau 1.3) .

Facteur Préfixe Symbole Facteur Préfixe Symbole
10! déca da 107! déci d
10? hecto h 1072 centi c
103 kilo k 1073 milli m
10° méga M 10°®  micro u
10° giga G 1079 nano n
10'? téra T 10712 pico p
10%° péta G 1071 femto f
10'8 exa E 10718 atto a
10%! zetta Z 10721 zepto z
10% yotta Y 1072*  yocto y

TABLE 1.3 — Les préfixe du SI
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Il est d'usage de n'utiliser qu’'un seul préfixe pour quantifier la valeur d'une grandeur physique.
Pour une masse M= 10000 g, il est correcte d’écrire 10kg cependant cette écriture 1 da. kg est
completement fausse.

1.2 Unités en dehors du SI

Du fait que, certaine unités en dehors du SI sont trés utilisés par la communauté scientifique,
elles se font acceptés par le SI. Une simple conversion suffit de les faire adaptés au unités du SI,
mais certains d’entre elles perdent ’avantage de ne pas pouvoir étre combinés aux préfixes du SI.
En voici quelque exemple

Grandeurs physiques  Unités en dehors du SI

Longueur
¢ 1 mille =1609 m
o 1angstroem (A) =1071%m
o 1 unité astronomique (UA)= 1.4960 x 10 m
Aire
o 1hectare(ha)= 1000 m?
o 1acre = 4046,86 m?
Volume
o 1=103cm3=10"3m3
Masse
¢ 1 unité de masse atomique (u)= 1.6605 x 10727 kg
o 1ltonne=10% kg
temps
o ljour=24h=1.44x10° min=8,64x10* s
o 1année (a)=365,24 jours = 3,156 x 107 s
Energie
o 1eV=1,602x10"1 J
o 1cal=4,186]
Pression

o 1Pa=1N.m™?
o latm=1,013x10° Pa
¢ 1bar=10° Pa

TABLE 1.4 — Exemples de conversions des unités courantes en unités du SI



1.3 Systeme CGS

Le systeme CGS d’unités de mesure proposée par le physicien Gauss est un autre systeme des
grandeurs physiques répondu dans le domaine physico-chimique ot les unités de base sont :

— le centimetre pour les longueurs;

— le gramme pour les masses;
— la seconde pour le temps.

‘ Grandeur Unité ‘ Définition Correspondance. S.1I
longueur centimetre lcm 1x107%m
masse gramme lg =10"3kg
temps seconde 1 seconde 1s
accélération gal 1 gal=1cms™2 1072 ms™2
force dyne 1 dyn=1gcms™2 1x10°N
énergie erg 1 erg=1gcm?s™2 1x1077]
puissance erg par seconde | 1 erg-s '=1gcm?s3 1x107'W
pression barye 1Ba=1dyn-cm™?=1gcm 's™2 | 1x107!Pa
viscosité poise 1P=1gcm !s7! 1x107! Pas
induction magnétique | gauss 1G 1x1074T (Tesla)

TABLE 1.5 — Unités CGS utilisées en mécanique

2 ANALYSE DIMENSIONNELLE

2.1 Dimension d’'une grandeur fondamentale

Les grandeurs de base du SI sont organisées par convention en un systeme de dimensions.
Les symboles dimensions sont désignées par des lettres majuscules comme le montre la colonne
symbole dimension du Tableau 4. Lorsqu’on parle de la dimension d’'une grandeur G, on I'écrit

entre crochet : [G]

2.2 Dimension d’'une grandeur dérivée

La dimension d'une grandeur dérivée est un mondme en puissance des dimensions des gran-

deurs fondamentales, par exemple

Aire étant le produit de deux longueurs , sa dimension est [A] = L? par contre son unité est m?.

Vitesse a pour dimension [v] = LT™! son unité est ms™!.
Force: [F] = MLT 2 son unité est kgms™2.

1

2.3 Grandeur sans dimension

Certaines grandeurs physiques sont sans dimension c’est le cas par exemple, d'une densité,
d’un angle ou d'un indice de réfraction. Pour signifier qu'une grandeur X est sans dimension alors

elle est mentionnée par cette convention [X] = 1 ou tres rarement par [X] = &.

Remarque 1.1. En regle générale, une grandeur physique sans dimension est démunie d'unité de
mesure, par exemple, une densité ou un indice de réfraction. a I’exception d'un angle plan/solide
qui posséde une unité de mesure (radian/stéradian)
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2.4 Analyse dimensionnelle

L'analyse dimensionnelle consiste a déterminer les dimensions attribuées aux expressions re-
liant des grandeurs physiques.

Théoreme 1.1. La dimension de toute grandeur physique [G] peut s'exprimer en produit de puis-
sance des dimensions des grandeurs fondamentales tel que :

Gl=L% MP.TY.T'.@%. J7 . NT (1.1)

a,B,7,A,¢,0 et T sont des entiers relatifs ... .-3,-2,-1,0,1,2,3 . ..

Les équations aux dimensions servent a :
Trouver la dimension d'une grandeur physique,
vérifier 'homogénéité des formules, c’est a dire quand les grandeurs constituant les deux membres
de I’égalité sont de méme dimension.
exprimer une grandeur physique dans différents systémes d'unités,
et déduire la forme des lois physiques.

En regle générale, une équation non homogene est obligatoirement fausse, en occurrence si
elle est homogene cela constitue une condition nécessaire mais pas suffisante. La vérification de
I’homogénéité d'une relation est donc un outil incontournable pour vérifier une formulation phy-
sique.

Remarque 1.2. Si f (») est une des fonctions énumeérer ci-dessous alors: [f (¢)] =1 et[¢] =1 C'esta
dire que la fonction et son argument sont sans dimension

Fonction trigonométrique: cos(e), sin(e), tan(e) et cot(e)
Fonction trigonométrique inverse: arccos(e), arcsin(e) et arctan(e)
Fonction logarithmique: In(e), log(e)

Fonction exponentiel : exp(e)

Fonction hyperbolique : sinh(e), cosh(e), tanh(e) et coth(e)

Fonction hyperbolique inverse: arcsinh(e), arccosh(e), arctanh(e) et arccoth(e)

EXEMPLE 1 :FONCTION TRIGONOMETRIQUE

La vitesse v d'un point matériel de masse m varie en fonction du temps t selon la relation :

. [ k
v(t) =wAsin —t
m

Trouvez les dimensions de w et de k, sachant que A est une longueur.

SOLUTION

Une fonction trigonométrique et son argument sont sans dimension, ca se traduit par les équa-
tions aux dimensions suivantes : [sin(\ / %t” =1let [\/%t] =1 et d’apres I'énoncé on déduit :
(t]=T,ml=Met[A]l=L



¢ Détermination de la dimension de w :

. [k
[wA] |sin —t
m

[v] =
1
LT = [0 [A]l = [w]=T",
X

I'unité de w est s~!

¢ Détermination de la dimension de & :

k k
—1 :1@[—r2]:1:[k]:[ﬂ2]:1\4r2
m m r

l'unité de k est kgs >

EXEMPLE 2 : GRANDEURS ADDITIVES

La vitesse d’'une particule varie avec le temps selon la formule : v (f) = At — B#3. Quelles sont
les dimensions de A et de B?

SOLUTION

L'équation aux dimensions de la vitesse est :
[v] = [At—B¢t’]

les termes additives ou soustractive d'une grandeur physique doivent avoir la méme dimension
par conséquent : [v] = [At] = [Bf?]

e Dimensionde A : [v] = [Af] = [A] = [—llf]] = LT_l =LT?(m-s7?)

* Dimensionde B [v] = [Br®| = [B] = % = L;: =LT*(m-s7%)

EXEMPLE :

La période P d'un pendule simple est la durée d'une oscillation compléte. Quelle est la relation
existant entre P, la masse m suspendue, la longueur 1 du fil et 'accélération terrestre g?

SOLUTION :

La période P est exprimé en fonction de trois grandeurs m,l,g :
P=Ikm*l’g*

k étant une constante sans dimension [k] = 1 et x,y et z sont des entiers relatif a déterminer. L'équa-
tion au dimension de |'expression de P

[P]=[m]*[1)7[g]"



z
T: MxLy(iz) — MxLy+zT—2z
T

par identification, on obtient un systéme d’équation facile a résoudre

x=0
y+z=0
—2z=1

etapour solutionx =0, y= +% etz= —%. On adonc

pP= kmol%g_% = k\/z
8

ainsi, nous retrouvons a une constante prés "k" la période d'un pendule a tres faible angle d’oscil-

lation dont la formule exacte est : P = 271\/%

3 NOTION D’ERREUR ET D’INCERTITUDE DE MESURES

La validité d'une loi ou d'une théorie en sciences physique passe inexorablement par |’expéri-
mentation; dans une des citations du lauréat prix Nobel Richard Feynman 1965 :

« Le principe de la science, la définition, presque, est la suivante : Le test de toute
connaissance est 'expérimentation » L'expérimentation est le seul juge de la vérité
scientifique.

Or dans toute expérimentation, des opérations de mesurages de grandeur physique sont effec-
tués; ces mesures sont inéluctablement entachées d’erreurs dont I'origine peut provenir d'une ou
plusieurs sources, a savoir :

— La méthode et/ou a I'appareil(instrument de mesure ) utilisés , résolution de I'instrument
de mesure.

— des variations naturelles de tout phénomene physique.
— Expérimentateur.

L' expérimentation est complétée par une analyse d’erreur appropriée. Cette derniere a pour but
de quantifier et d’enregistrer I’ écart de valeur issue de 'opération de mesurage pour déceler toute
anomalie et ainsi procéder a une amélioration de I'’expérimentation.

Distinction de vocabulaire

Malgré que les deux mots "erreur" et "incertitude" ont des significations différentes cepen-
dant la majorité des scientifiques confondent leurs emplois et les utilisent d'une maniere inter-
changeable , on parle par exemple de calcul d’erreurs au lieu de calcul d’incertitude. Afin de le-
ver toute ambiguité sur leurs définitions en se référe au vocabulaire internationale de Métrologie
(VIM) dont I'essentiel des termes utilisé est présenté en annexe C



3.1 Erreur de mesure «€»:

Résultat d'un mesurage moins une valeur vraie de la grandeur que I'’on mesure (mesurande).

— Etant donné qu'une valeur vraie ne peut pas étre déterminée dans la pratique, on utilise une
valeur conventionnellement vraie.

— Lorsqu'il est nécessaire de faire la distinction entre « I’erreur » et «I'erreur relative » la pre-
miere est parfois appelée « erreur absolue » notée e .

3.1.1 Les différents types d’erreurs

Toute erreur de mesure se compose de deux types d’erreurs "€ =€, +€;" :

Erreur aléatoire "¢," Ce type d’erreur varie de facon imprévisible lors des mesurages répétés . Par
exemple, la mesure répétée de la période d'un pendule avec un chronometre manuel est :

Nombre d’essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(s) 100 94 98 96 105 9.8 103 10.2 104 9.3

TABLE 1.6 — Dix mesurages (/N = 10) de la période d’oscillation T d’'un pendule. La fluctuation de
mesurage est la signature de I’erreur aléatoire.

En regle générale, I'erreur aléatoire ne peut étre ni éliminée ni corrigée, cependant elle peut
étre réduite en augmentant le nombre d’essais c’est a dire pour N —oo0 ona ¢&,;— 0.

Erreur systématique €, : composante de I'erreur de mesure qui, dans des mesurages répétés, de-
meure constante ou varie de fagon prévisible. Lerreur systématique est constatée dans le cas
ou les mesures sont décalées d'une valeur constante (biais) par rapport a une valeur de réfé-
rence. On peut reprendre I’exemple précédant, en plus de I'erreur aléatoire, le chronometre
comporte un défaut de calibrage qui devance de +0.2 s alors mesures enregistrées sont :

Nombre d’essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(s) 10.2 9.6 10.0 9.8 10.7 10.0 105 104 10.6 9.5

TABLE 1.7 — Dix mesurages de la période d’oscillation, T, d'un pendule avec une erreur systéma-
tique: e, =+40.2 s.

Bien que, les erreurs systématiques sont difficiles a détecter, elles sont corrigibles. Afin de les
minimiser I'expérimentateur doit s’assurer :
1. Bon étalonnage.
2. Bon calibrage (remise a zéro ).
3. Considérer tout les parametres lors de la modélisation (ex erreur dans expérience de
Millikan).
4. Bviter les erreurs de négligence qui consistent a introduire des valeurs de mesurage er-
ronés comme le montre I’exemple suivant

Nombre d’essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(s) 10.2 9.6 10.0 9.8 19.2 10.0 10.5 10.4 10.6 9.5

Sil’erreur de négligence n’est pas immédiatement corrigée , il serait difficile de la com-
penser plus tard. L'élimination des mesures erronées peut étre envisager par I'applica-
tion du critere de Chauvenet.

3.1.2 Erreur relative

Rapport de I'’erreur de mesure a une valeur vraie du mesurande, c’est un nombre sans dimen-
sion qui est exprimé en pourcentage "%".
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3.2 Incertitude de mesure

Le mot «incertitude » signifie doute sur le résultat d'un mesurage qui reflete I'impossibilité
de connaitre exactement la valeur du mesurande. L'écriture standard rapportant la mesure d'une
grandeur physique G est :

(valeur mesurée de G) = G, £0G

G, = meilleure estimation de G
et
0G = incertitude sur la mesure

La valeur correcte de G se trouve probablement dans (ou proche de) I'intervalle allant de G,, —6G
aGy, +0G.

3.3 FEvaluation d’'une incertitude

3.3.1 Cas d’'une mesure unique (évaluation de type B)
Dans le cas d'une mesure unique ou mesure directe, la valeur estimée est la valeur mesurée.

Les mesures se caractérisent bien souvent par la lecture de graduations sur

— une regle,

— un chronometre,

— voltmetre/amperemetre ...etc,.
ou d'un dispositif numérique

— chronometre numérique.

— voltmetre/amperemetre.

La regle d’or pour I'évaluation d'une incertitude de mesure d'un instrument analogique est la
moitié d'une graduation. Lincertitude d'un instrument numérique est 1 dans le dernier digit.

3.3.2 Evaluation statistique (évaluation de type A)

On dispose de N mesures Gi, Gz ... Gy d'une méme grandeur G effectuées selon les mémes
conditions de répétabilité et avec la méme méthode de mesure . Pourvu que toutes les incertitudes
soient aléatoires et faibles, nous avons les résultats suivants :

LA MOYENNE La meilleure estimation de G basée sur ces mesures est leur moyenne :

- G1+Ga+Gy+...+ Gy 1! i=N
G :G: = —
" N NZ:

L’ECART-TYPE L incertitude moyenne sur les mesures individuelles Gy, G, ... Gy est donnée
par I'écart-type (déviation standard) :

_\/(Gl—G)2+(G2—G)2+...+(GN—G)2_ | oiN
o6= N-1 T\\N-1 &
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L'écart-type o indique approximativement 68 % des mesures de G (effectuées avec la méme
méthode) se situent a une distance inférieure a o de la valeur vraie.
L'INCERTITUDE ASSOCIEE a toute mesurede G: 6G =0g
L’ECART-TYPE DE LA MOYENNE Tant que les incertitudes systématiques sont négligeables, I
incertitude sur la meilleure estimation de G (c’est-a-dire G) est I'écart-type de la moyenne (ETM) :
S
¢ VN
S’il existe des incertitudes systématiques notables, alors o fournit la composante aléatoire de
I'incertitude associée a la meilleure estimation de G :

0Galsa = oG
Si on dispose d’'un moyen pour évaluer la composante systématique 6G;ys; une expression

raisonnable (dépourvue de justification rigoureuse) pour 1 'incertitude totale est la somme qua-
dratique de 6 G 64 €t 0 Gyt -

6G = \/(5Galéa)2 + (5Gsyst)2

Remarque 1.3. Si une série de mesure répéter sont identiques alors 'incertitude de mesure sera
égale a la précision de l'instrument utilisée.

3.4 Incertitudes Fractionnaires (Relatives)

Lincertitude 6 G d'une mesure : (G mesuré) = G,, +6G indique la précision ou fiabilité. Cepen-
dant, l'incertitude 6G en elle méme n’est guerre parlante. Un centimetre d’incertitude sur une
distance de un kilometre traduit une mesure exceptionnellement précise, tandis que la méme
incertitude pour une distance de trois centimetres indique une mesure plutodt grossiere Aussi la
qualité d’'une mesure n’est pas seulement donnée par son incertitude 6G mais également par le
rapport % , ce qui nous amene a considérer :

I'incertitude fractionnaire = m
m

Lincertitude fractionnaire est également appelée incertitude relative ou précision , I'incerti-
tude 6 G est appelée incertitude absolue pour éviter toute confusion avec I'incertitude fraction-
naire.

Lors de mesures sérieuses, I'incertitude 6 G reste beaucoup plus petite que la valeur mesurée
Gp,. Puisque 'incertitude relative s’avere généralement plus petite, il est souvent plus pratique de
la multiplier par 100 et de ’exprimer en pourcentage. Par exemple, la mesure :

longueur / =50 + 1cm.

a pour incertitude fractionnaire :

ol _lcm
l,, 50cm

soit une incertitude de 2 %.Le résultat s’écrit alors sous la forme : longueur! = 50cm + 2 % Puisque
I'incertitude a la méme unité que ], I'incertitude fractionnaire est une grandeur sans dimension.
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3.5 Propagation des incertitudes

La plupart des grandeurs physiques ne sont habituellement pas accessibles par une mesure di-
recte mais s’obtiennent plutot en deux étapes distinctes, par exemple la vitesse v=d/t. on mesure
la distance parcouru d au bout d’'un temps t. Il en va de méme pour I'’estimation de I'incertitude.
aussi, lorsqu’'une expérience nécessite nécessite ces deux étapes, Il en va de méme pour 'esti-
mation de I'incertitude. On évalue au préalable les incertitudes associées au grandeurs mesurées
avant d’en déterminer leur "propagation" au cours du calcul aboutissant au résultat final.

3.5.1 METHODES SIMPLES DE CALCUL DE LA PROPAGATION D’INCERTITUDES

METHODE DES DIFFERENTIELLES TOTALES

Si on considere une fonction G tel que

G=f(x2) 4.2

ou x,y et z représentent des grandeurs mesurables. La différentielle totale de G est donnée par :

ﬁd fd +—fdz (1.3)

aG =
0x Oy 0z

La propagation d’incertitudes sur G (representant I'incertitude absolue de G) est alors donnée
par différentielle totale de G a la difference :

1. Remplacer les différentiels « d » par les incertitudes absolues de chaque grandeurs mesu-
rable.

2. Incorporer les valeurs absolues sur les différentielles partielles.

de ces recommandations on a

0f |5+ |9L of | s
0G = 0 1.4
ax |23y |% " 15210 (14
I'incertitude relative sera alors déduite par
0G |0
oG _|2f)ox 1 by, |0f) 52 w5
G ox| G |0y| G |0z|G

UTILISATION DES DERIVEES LOGARITHMIQUES

Parfois, lorsque la fonction G se présente sous la forme d’'une combinaison d'un produit, d'un
quotient et/ou d’'une puissance la méthode des dérivées logarithmiques est mieux adaptée au cal-
cul de la propagation d’incertitudes.

Considérons a titre d’exemple, la fonction suivante :

G=f(x,y,z)=xzky (1.6)

Le logarithme népérien de la fonction G s’écrit :

m,,n
lnG:ln(x Y
Zk

):mlnx+nlny—lnz (1.7
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La différentielle logarithmique de la fonction G donne :

aG dx dy . dz
—=m—+n——-k— (1.8)
G x y z

L'expression de l'incertitude relative de G est obtenue

0 ) o )
—G: m—x + rz—y +’k—z
G X y z
0G O0x ) 0z
2 =l T dnl T+ 1k
G |x] | |z

3.5.2 Regles rigoureuse de calculs pour la propagation des incertitudes

Siplusieurs mesures x,..., w, d’'incertitudes respectives 6 x, ..., w, contribuent au calcul d'une
grandeur G. Les incertitudes sur x,..., w se propagent alors au travers des calculs et jusqu’a 'in-
certitude sur G.

SOMMES ET DIFFERENCES : Si
G=x+-+z—-(u+---+w)

alors

6G= \/(6x)2+---+ 02+ Gu)?+---+ (O w)?

(si toutes les incertitudes sont indépendantes et aléatoires)
et, 6G est toujours majorée par la somme des incertitudes :

0G<dx+---+0z+0u+---+ow

PRODUITS ET QUOTIENTS : Si
XX+ XZ

G=——

UX- -+ XW

et que les incertitudes sur x, ..., w sont indépendantes et aléatoires, alors 'incertitude rela-
tive sur G est la somme quadratique des incertitudes relatives initiales :

e T

et, %G est toujours majorée par la somme des incertitudes relatives :

0G Ox 0z Ou ow
_S_+...+_+_+...+_
Gl x| lz|  |ul |wl

MULTIPLICATION PAR UN NOMBRE EXACT : Si A est connu exactement et G = Ax alors6G=|A|dx
ou
oG B ox
Gl x|
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INCERTITUDE D’UNE PUISSANCE : Sin est un nombre donné et G = x" alors

0G ox
- = |n| -
|G| | x|

INCERTITUDE D’UNE FONCTION D’UNE SEULE VARIABLE : Si
G=G(x)

est une fonction de x alors

5G=|46

o
dxx

Si G(x) est une fonction compliquée a dérivée alors il sera plus astucieux de recourir au mé-
thodes numériques tel que :

0G=|G(xy,+0x)— G(x)l
FORMULE GENERALE DE PROPAGATION DES INCERTITUDES : Si
G=G(x,...,2)

est une fonction a plusieurs variables x, ..., z,alors

OX+--+ 0z Meéthode des différentielles totales

oG
0G=
0 z

X

dans le cas ou les mesures sont indépendantes et aléatoires

G _ \? 0G _ \?
5G—\/(a5)€) +"'+(&6Z)

3.6 Lesregles d’écriture et de présentation des résultats

En sciences physique, I'écriture et la presentation d'un résultat experimental ou d'un résultat
issue des calculs obéissent a des regles strictes et bien établies. Pour s’en apercevoir posons une
simple question : quel serait la difference entre les deux écritures 1.40 m et 1.400 m? forcement
la majorité des étudiants ignorent la réponse car elle fait intervenir la notion de chiffre significatif.

Le nombre de chiffres significatifs indique la précision d’'une mesure physique, pour la pre-
miere écriture la precision est de 'ordre 1/100 eme (centimetre) et la precision de la deuxieme
écriture est de 'ordre de 1/1000 éme (millimetre); par convention le nombre de chiffre signifi-
catif traduit aussi I'incertitude d'un résultat : la premiere s’écrit 1.40 +0.01 m et la deuxieme
1.400 £0.001 m. Par convention 6.51 +0.05 Q est abrégée par 6.51 (5) Q

Regles pour identifier les chiffres significatifs
— Tout les chiffres non-zéros (non nul) sont significatifs : 2.998 x 1028 ms™! a quatre chiffres
significatifs.

— Tout les zéros entre les chiffres non-zéros sont significatifs : 6,02214179 x 1023 mol~! a neuf
chiffres significatifs.

— Les zéros a gauche du premier chiffre non-zéro ne sont pas significatifs : 0.51 MeV a deux
chiffres significatifs.
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— Les zéros a la fin d'un nombre qui se situe a droite de la virgule d'une décimale sont signifi-
catifs : 1,60 x 10~ C a trois chiffres significatifs.

— Si un nombre se termine avec de(s) zéro(s) sans décimale : 2800 Q2 devrais avoir quatre ou
deux ( écriture scientifique 28 x 102 Q) chiffres significatifs.

En voici quelques examples

Valeur 1,890 | -11.7000 | 0.0720 | 2 | 3,00 x 1074 [ 5x 10 0,2 | 0,052
Nombre de chiffres 4 6 3 1 3 1 1 2
significatifs

LES REGLES DE CALCULS AVEC CHIFFRES SIGNIFICATIFS

— Dans le cas d'une multiplication, d'une division ou d'une puissance, le résultat doit avoir le
meéme nombre de chiffres significatifs que le nombre qui en a le moins.

— Dans une addition ou une soustraction, le résultat doit avoir le méme nombre de décimales
que le nombre qui en a le moins.

— Lorsqu’un résultat final contient trop de chiffres, la réponse finale doit étre arrondie.

3.6.1 Lesregles de présentations des incertitudes

Pour une presentation correctes des résultats finaux issue de(s) mesure(s) ou de(s) calcul(s)
d’incertitude, il est nécessaire méme impératif de suivre les deux régles d’or

Laregle de présentation des incertitudes : Les incertitudes expérimentales doivent presque tou-
jours étre arrondies avec un ou deux chiffres significatifs.

Laregle de présentation des résultats Le dernier chiffre significatif de tout résultats doit étre du
meéme ordre de grandeur — a la méme position décimale — que I'incertitude.

Ecriture scientifique: pour une valeur en notation scientifique, le nombre de chiffres significatifs
est le nombre de chiffres qu’il y a dans le nombre avant la puissance de 10, écrit sous forme :

G=(Gp+6G) x 10F unité, keZ

Remarque1.4. Afin de limiter les inexactitudes d’arrondj, les calculs intermédiaires sont dispensés
des regles. Tout nombre susceptible d'un calcul ultérieur conserve au moins un chiffre significatif
supplémentaire, relativement a son expression finale. Les calculs achevés, le résultat est définiti-
vement arrondi en supprimant ces chiffres temporaires, non significatifs

APPLICATION : ECRITURE DES INCERTITUDES A- Réécrivez les mesures suivantes sous une
forme correcte avec le nombre convenable de chiffres significatifs :

1. Hauteur =5,03 +0.04329 m - corrigé - Hauteur =5,03+0.04 m

2. Temps=1,5432+1s - corrigé - Temps=1,5+1s

3. charge=3.21x10"9+2.67x1072°C - corrigé -  charge=(3,21+0,27)x107!% C

4. Longueur d’onde = 0.000000563 + 0.00000007 m - corrigé - Longueur d’onde =
(56+7)x 107 m

5. Moment = 3.267 x 103 +42 g.cm.s™! - corrigé - Moment = 3267 +42 g.cm.s™ !

B- Réécrivez les équations suivantes sous la forme la plus claire et la plus appropriée
1. x=3,323+1,4 mm - corrigé - x=3,3+1,4 mm
2. t=1234,567 +54,321s - corrigé - t=1235+54s
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3. A=5,33x1077+3,21x107? - corrigé - A=(5,33+0,03)x107"

4. r =0,000000538 +0,00000003mm - corrigé - A=(5,4+0,3) x 107" mm
5. v=28,123456+0,0312m/s - corrigé - v=8,12+0,03m/s

6. L=3,1234 x 10*+2m - corrigé - L=31234+2m

7. m=5,6789x10""+3x10%g - corrig¢ - m=(568+0,03)x10"'kg

APPLICATION : CHIFFRES SIGNIFICATIFS ET INCERTITUDES RELATIVES Convertissez les pour-
centages d’incertitudes des mesures suivantes en incertitudes absolues et réécrivez les résultats
sous forme standard G,,, = G et convenablement arrondis :

1. x=543,2m+4% - corrigé — O6x=543,2x0,04=21,728m onax=>543,2+21,7m

2. v=-65,9m/5+8% - corrigé - ov=|-65,9/x0,08=5,272m/s onav=-659+
5,3% m/s
3. A=671x10°m+4% - corrigé - SA=671x10""x0,04=26,84x10""m  ona

A=(671+27)x109m

APPLICATION : INSTRUMENT NUMERIQUE

On mesure au multimetre une intensité I :I'ampéremetre affiche I =
2,457 A. La notice indique "1,0 % de I'indi. +3digits ". Un digit est
unité du dernier chiffre affiché par I'appareil

Lincertitude-type est donc Al = 2,457 x 0.010 +0.001 = 3 x 10™2A.
On écrit donc I = (2,46 +0,03)A

cet exemple révele d'une difficulté majeure dans I’estimation des incertitudes. Si vous portez
uniquement votre attention sur les échelles de mesures en oubliant les autre sources d’incerti-
tudes, vous risquez de sous-estimer l'incertitude totale.

3.7 Ecriture et présentation correctes d'un résultat expérimental

Une fois les calculs faits, il convient de bien présenter le résultat obtenu en respectant les regles
suivantes :

— Lécriture d'un nombre entier ou décimal se fait en séparant les groupes de trois chiffres
d’'une méme classe par un espace blanc. Exemple : 79143.0981; 100000.00; 1000

— Tous les noms des unités de mesure sont considérés comme des noms communs. Leur lettre
initiale est une minuscule et leur pluriel prend un (s). Un résultat numérique s’écrit en le
faisant suivre du symbole de la grandeur. Les symboles ne sont pas des abréviations. Ils ne
sont donc pas suivis d'un point et ne prennent jamais la marque du pluriel. Si les symboles
sont des noms propres, la premiere lettre est une majuscule. Exemple : 5 ampéres ou 5 A; 8
kilogrammes ou 8 kg; 11 metres ou 11 m; 2 gauss ou 2 G

— Toute mesure physique s’obtient avec une précision limitée. L'expression du résultat doit
donc rendre compte de cette précision. La mesure m = 31.4 g signifie que la masse m a été
mesurée avec une incertitude au 1/10 de gramme prés. Si la mesure avait été faite au milli-
gramme pres, on aurait écrit m’ = 31.400 g. La mesure de m comporte trois chiffres significa-
tifs, celle de m’ cing. Les deux résultats doivent étre présentés de la maniere suivante : m =
(31.4+0.1) get m’ = (31.400+0.001) g.
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Chapitre

Vecteurs : notions mathématiques

Certaines des grandeurs physiques mentionnées au Chapitre ?? sont définies uniquement
par un nombre et une unité; on parlera par exemple d'une masse de 2.5 kg, d'une température de
25°C ou d’une durée de 10 s. Ces grandeurs sont appelées scalaires; elles sont caractérisées par
une valeur numérique, mais n'ont pas d’orientation.

D’autres grandeurs physiques, que I'on appelle vecteurs, nécessitent plusieurs valeurs numé-
riques afin d’étre completement définies. Géométriquement, un vecteur est un peu comme une
fleche, caractérisée par un module (une longueur) et une orientation. La notation vectorielle est
un outil tres puissant. Premierement, elle nous permet d’exprimer de facon claire et concise de
nombreuses lois physiques et de réduire considérablement le nombre d’ équations ou de formules
dont il faut tenir compte.

Toutes les grandeurs physique sont soit des scalaires ou des vecteurs.

1 Vecteur : Définition et Propriétés Géométriques

Un vecteur est concu géométriquement comme une fleche et représenté dans I’espace par un
segment de de droite dirigée d'un point de départ A vers un autre point d’arrivée B (extrémité), qu on
note parAB ou en gras AB, il arrive qu’on le symbolise par une seule lettre en minuscule : @, X,
etc. Un vecteur est caractérisé essentiellement par :

1) La norme ou le module du vecteur - ex- (4)
primée a 'aide de la valeur absolue || AB]||
dont la valeur est un scalaire positif ou nul.
Cette valeur représente la longueur du vec-
teur ou simplement la distance joignant les
deux points A et B.

2) Lorientation précisée par I'angle 0 pris
par rapportal’orientation de référence dans
le sens de rotation trigonométrique (anti-
horaire) O

Orientation de
Référence (0 =0)

FIGURE 2.1 — Représentation géométrique
d’un vecteur

de la définition, on déduit les propriétés mathématiques suivantes :
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« Deux vecteurs d et b sont égaux s'ils
ont le méme module, || 4| = || b I, etils
ont la méme orientation 64 = 6p, on
écrit d = b.

e Deux
vecteurs a et b sont opposés, si et
seulement si, ils sont égaux en mo-
dule | 4| = II_b)II, mais ils ont des
directions opposées |04 —0p| =7
on écrit alors @ = —b

1.1 Vecteurs particuliers

Certains vecteurs ont recu des appellations spéciales, dont I'origine est liée a particularité ma-
thématique qu’elle montre. Les pl_u§ remarquables sont décrits comme suit :
o Vecteur nul: Un _vecteur AB est dit vecteur nul, si et seulement si son
module est nul, || ABII = 0, en conséquence les deux pomts Aet B for-
mant le vecteur sont confondues (A=B), dans ce cas AB=AA=0.0n
peut montrer que I'a l’addltlon vectoriel de deux vecteurs opposés est un
vecteur nul, AB+ BA= 0.

—

© vecteur position: Le vecteur position d'un point M est OM le point ini-

tial se trouve a 'origine O d’'un systeme de coordonnées (cartésiens, cy-
lindrique, sphérique,etc.) et 'extrémité se trouve en M.

¢ Vecteur unitaire : On appelle vecteur unitaire # tout vecteur dont le
module est égale a 1, || 7] = 1. On peut ainsi exprimer n'importe quel
vecteur d a 'aide du produit de son module et de son vecteur unitaire
d=|all#. Un Vecteur unitaire est obtenu a partir de la normalisation du

vecteur : il = ”u”

o Vecteurs orthogonaux : Deux vecteurs sont orthogonaux s’ils forment
un angle droit (%) entre eux.

¢ Vecteurs orthonormées: Deux vecteurs sont orthonormées s’ils sont a
la fois unitaires et orthogonaux deux a deux entre eux.

o Vecteurs colinéaires : ce sont des vecteurs paralleles et/ou appar-
tiennent a la méme ligne.

o Vecteurs coplanaires: ce sontdes vecteurs qui appartiennent au méme
plan.
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1.2 Opération géométrique sur les vecteurs

Le calcul vectoriel n'obéie pas aux regles de I'algébre ordinaire. Il possede ces propres regles
dont les plus importantes sont élaborés géométriquement et peuvent étre confirmée analytique-
ment. Nous donnons les régles des opérations élémentaire sur les vecteurs a savoir : 'addition, la
soustraction des vecteurs et la multiplication d'un scalaire par un vecteur.

1 Somme de deux vecteurs: La somme ou la résultante de deux vecteurs & et b est un
vecteur ¢. Deux méthodes graphiques sont alors proposées pour la détermination de la
résultante. de la somme des deux vecteurs :

©® construction du parallélogramme
Si les deux vecteurs AB = d et AD b partagent la méme origine , la résultante ¢
est déterminé par la diagonale AC du parallélogramme ABCD.

® Relation de Chasles
si les deux vecteurs sont arrangées en cascade c’est a dire que I'extrémité du pre-
mier vecteur AB = @ coincide avec le point de depart du second vecteur BC b,
la relation de Chasles est utilisé pour determiner la résultante AC=AB+BC

Deux vecteurs Construction du
quelconques parallélogramme

Méthode de Chasles

2 Somme de plusieurs vecteurs : la sommation de plusieurs vecteurs s’effectue par gé-
néralisation de la relation de Chasles, les vecteurs sont disposées en cascades : on a
a+b+c+d = é, etlarésultante est obtenue en joignant le point initial du premier vecteur

d
c a b >
b ¢
. e=adt+ bl citd
Q,

et 'extrémité du dernier vecteur .
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1 Soustraction de deux vecteurs : la soustraction de deux vecteurs d — b peut étre
considéré comme la somme de deux vecteurs a et —b, qu'on peut écrire d+ (—b) = C.

a b

.
vecteurs: a, b

q (—0)

a

vecteurs: a,—b

O

4, Construction du
parallélogramme

(—0)

a
Méthode de
Chasles

2 Multiplication d’un vecteur par un nombre réel: La multiplication d'un vecteur d par
un nombre réel (scalaire) a est un vecteur ad dont le module est égale a || |d|. Les deux
vecteurs d et ad sont colinéaires. IIs ont la méme direction pour a > 0 et de directions

opposées pour a < 0.

3 w = —2a o= 2
a |
v =1.5a
p=2.5a

1.2.1 Propriétés Algébriques des vecteurs

Les plus importantes propriétés des trois opérations algébriques sur les vecteurs sont regrou-

pée dans le tableau
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d+b=b+a Commutativité par rapport a I’addition

a+ (I; +&=(a+ E) +¢ Associativité par rapport a I'addition

la+bll < llall + bl Inégalité triangulaire

ad=ada; (af)da=paa) Commutativité et associativité par la multipli-
cation des nombres réels

(a+p)a=ad+pa Distributivité par rapport a l'addition des
nombres réels .

a (Ei + E) =ad+ab Distributivité de la multiplication d'un
nombre par rapport a l'addition des vec-
teurs

ad+pb+ye+..+61=0 Tout vecteur (U ) est le résultat de la combi-

naison linéaire des vecteurs @, b, ¢, ..., [ avec les
scalaires a, 3,7, ...,0

TABLE 2.1 — Importante propriété algébrique des vecteurs.

2 Base vectorielle

La derniére propriété vue dans le Tableau 2.1 permet de décomposer tout vecteur V de facon
unique sous forme d'une combinaison linéaire,

a;é;

<t
Il
.MZ

~
Il
—

alé’l + agég + ...aN_léN_l + aNé'N

— a1,a2,as,...,an-1, &y € R:nombres réels positifs, négatifs ou nuls, qui sont appelés compo-
santes du vecteur V,

— &1, 86,...,6N-1, €y sont des vecteurs non coplanaires qui forment une base, le nombre de vec-
teurs de cette base N est appelé dimension de I’espace. Par exemple dans I’espace physique
tridimensionnel, la dimension de I’espace vectoriel est N = 3.

— La condition nécessaire pour que V =0 impliqueque a; =az =as=..=an-1=an=0

Le tableau ci-dessous Tableau 2.2donne les différents types de base de dimension 2 « bidimen-
tionnel » le cas d'un plan

2.1 Convention d’écriture d’'une base

Quand les vecteurs d'une base sont choisis tangents aux lignes associées a un systeme de co-
ordonnées appelés aussi lignes de coordonnées, on dit qu’il s’agit de la base associée au systéme
de coordonnées . En physique, de telles bases sont utilisées. La notation usuelle adopté pour la
désignation d’'un vecteur de cette base, par exemple, si r est la coordonnée alors &, est le vecteur
associé. La direction de ce vecteur est choisi pour r croissant. L'étudiant trouvera une description
complete des différentes notations des systeme de coordonnées ainsi que leurs base associées
dans ’Annexe B.1
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Type de base (2D)

Schéma illustratif

base quelconque

o les vecteurs de la base ey et ey, ne
sont pas orthogonaux

— —
o llexll # lleyll

base orthogonale

¢ «ortho» : vecteurs de la base sont
—> —
orthogonaux: ey L ey

— —
o llexl # lleyll

base orthonormée ou orthonormale

¢ «ortho » les vecteurs de la base
sont orthogonaux: ey L e,

o «normes » :les modules des vec-
teurs de la base sont égales a
Punité: [lex] = [leyll =1

x|l # I €y |l

e ll=1¢él=1

TABLE 2.2 - Different type de base de dimension vectorielle 2 : cas bidimentionnelle

2.2 Base directe et indirecte

Une base orthonormée peut en outre étre directe, si elle vé-
rifie la regle de «la main droite » (voir Figure 2.2) et est
indirecte dans le cas contraire. Lorsque 1'on place sa main
droite de maniere a avoir 'index tendu 7 et le majeur plié j
respectivement dans le sens des x et des y croissants, alors

le pouce k pointe vers les z positifs.

FIGURE 2.2 - Regle de la
main droite.

Il existe une autre méthode qui permet de connaitre si une base est direct ou indirect par I'utilisa-
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tion du produit vectorielle, pour plus de détails (voir section 4.2)

3 Représentation d’'un vecteur dans un repere cartésien

Pour des raisons de simplicité, on se munira tout au long de ce chapitre d'un repére cartésien
car il fournit un moyen tres intuitive pour représenter et pour décrire les vecteurs dans un plan ou
dans I'espace. En plus, Les calculs des différentes opérations mathématiques sont grandements
simplifiés.

3.1 Repere spatial cartésien

Un repeére spatial cartésien est constitué, d'une origine O et trois axes non-coplanaires ou,
d’une maniere équivalente d'une origine O et d’'une base dénoté par : (O;éy, éy,é;) ou (O;7, J, k).
La derniere notation est la plus couramment utilisée. Les vecteurs de la base orthonormée asso-
ciée au systeme de coordonnées cartésiennes sont les vecteurs unitaires colinéaires aux axes Ox,
Oy, et Oz, respectivement.

3.2 Composantes d’'un vecteur

Soit P un point de I'’espace définie a partir de ces coordon- P,

nées (Py, Py, P;), qu'on notera P (Py, Py, P;). Le vecteur po- Pj* Pyey

sition du point P est défini a partir de origine O(0,0,0). Les AP, P,. P
vecteurs Pyéy, Pyé, et P;é, sont les composantes vecto- /{ Pz,

rielles de OP dans les directions respective de x, y et z. La o By y

sommation de ces composantes vectorielles (combinaison N
linéaire) donne le vecteur P ) !

F:O_F;:Pxéx-i-Pyéy'i'Pzéz (2]-) T

il est facile de calculer analytiquement les opérations vectorielle tel que : addition , soustraction
et la multiplication d’un vecteur par un nombre réel; considérant pour cela deux vecteurs : A =
1. Addition: C=A+B=(Ax+By) &+ (A, +By)&,+ (A, + B¢,
~— —_——— ~—
Cx Cy C,
2. Soustraction: D=A-B=(A,—By)é+(Ay—By)&,+(A,—B,)&,
——— —— ———
Dy Dy D,

3. Multiplication par unnombreréel a: aA= (@A) éx+(aAy)é,+(@A,)E,

N~

1
4. Lanorme oulemodule : | Al = (A2 + A2+ A2)" | B = (B2 + B2+ B2)°

Ax ;3 AJ’ 3 Az 3 .

. ﬁA:||A||:(A2+A2+A2)% x+(A2+A2+A2)% y+(Az+A2+AZ)%ex’
5. Vecteur unitaire: e "B, T s
Up = 731 = —éx+ T€y+ “—éx
1Bl ™ (s2em2im2)r * (B2em2en2)r T (B2eBZiB2)E
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4 Produit des vecteurs

4.1 Produitscalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs A et B qu’on dénote A- B est un nombre réel :

A-B=|AIIBllcosp, O=¢p=n 2.2)

FIGURE 2.3 — produit scalaire entre deux vecteurs.

ou ¢ est le plus petit angle entre les deux vecteurs A et B ayant soit la méme origine ou la méme
extrémité
Le signe du nombre réel obtenue du produit scalaire dépend de I’angle ¢.
A-B>0 lorsque 0° < ¢ < 90°
-B=0 lorsque ¢ = 90° les deux vecteurs sont alors orthogonatux entre eux
-B<0 lorsque 90° < ¢ < 180°

o N

\ l
ool
.
ool
|e
ool
=
‘wl
hl

B
A A A A ¢ =180
$=0 0" <¢ <90" ¢ =90’ 90° < ¢ <180° Z'E:'l’allél
PE-i)  AB>0  AB-o  dB<o

FIGURE 2.4 — Dépendance du signe du produit scalaire en terme de I'angle ¢

4.1.1 Propriétés du produit scalaire
On a les propriétés suivantes :

Commutativité: A-B=B-A

Distributivité: E-(A+B)=E-A+E-B

Multiplication parunréel: mA-nB=mn(A-B) VYm,neR

4.1.2 Expression analytique

Dans une base orthonormée (&, €,, €;) le produit scalaire des deux vecteurs A de composantes
(Ax, Ay, A;) et B de composantes (Bx, By, B;) s'écrit
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— A-B=ABy+AyB,+ A,B;
— éx-éx=ey,-é,=¢e;-e;=1,
— éy-ey=ey-é;=¢e;-e;,=0.
Une des applications utile du produit scalaire est le calcul de 'angle ¢ entre deux vecteurs A et
B tel que

i B A.B,+A,B,+ A,B
i xDx yDy zDz 2.3)
Al

cos¢p = -
IBI (A% + A2+ A2)%(B2+ B2+ B?)

=

APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

EXEMPLE] : LOI DES COSINUS

Soit le triangle ABC de la figure ci-contre, connaissant les va-

leurs des angles aux sommet et les longueurs de ces cotés qu’'on
L. —> — —>

désignerapar: a=|AB|l, b=|BCl| et c=|AC|.

Etablir la loi des cosinus & 'aide du produit scalaire?

SOLUTION

Le point de départ est |'utilisation de la relation de Chasles, de la figure , on a E = zﬁ + B—C)
11 suffit de suivre les étapes suivantes :

(Ac) = (AB+BC)
— 2 —2 —_ — — 2 — —
acl” = |aB +2AB-BC+HBC“ avec AB=-BA
acl” = |aB| -2 (BA) .BC+ HBCH
ac|” = |aBl| -2 HBAH HBC“ cos(BA,Bc) + HBCH

¢® = a*-abcos(B)+ b

A z 2z z e -2 - =2 . 2 2 . -2 =
__»La méme procédure est répétée pour AB = AC — BC qui est réécrire sous forme : AB=—-CA+
CB pour aboutir a

a* = c¢* - bcceos(y) + b*

A —_— —_—> —_—> « . . ] .
et de méme pour BC = AC — AB,, ici aucune modification n’est effectue puisque les deux vec-
teurs ont la méme origine en A, finalement la loi cosinus est

b? = ¢® — accos (a) + a*

EXEMPLE 2 : THEOREME DE THALES

SO0

Si un triangle ABC est inscrit dans un cercle de centre O et de dia-
metre AB=2R, et que le point C appartient également a ce cercle, alors A Q

le triangle est rectangle en C (¢ = 7).
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SOLUTION

Les notations des vecteurs qui accompagnent la démonstration de ce
theoreme sont 1nd1quees dans la figure ci-contre, on désigne : OA =
OB——a et OC = b oil ||a||—||b||—

L'angle au sommet C du triangle est droit c’est équivalent a dire que les deux vecteurs CA et

CB sont orthogonaux entre eux. La méthode que nous adoptons pour vérifier cette hypothése est
le produit scalaire; a I’aide de la la relation de Chasles les deux vecteurs sont réécrits

CA = CO+04A
= -b+d=4d-

_— = —>

CB = CO+O0OB

S

Le calcul du produit scalaire donne

CA-CB = —(a—E)(mE)
= —(@-PF*)=(1B1>-14d1?)=0= (CALCB)

4.2 Produit vectorielle

Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B est un vecteur
noté C = A x B perpendiculaire au plan (A, B)

Bx AY

-

AxB=|ANBsin@), (2.4)

FIGURE 2.5 - Produit vectorielle
de deux vecteurs A et B, le triedre
formé par les vecteurs (4, B,C) =
(f_i, B, A x E) est directe.

— ¢ estle plus petit angle mesuré entre les deux vecteurs A et B lorsque leurs origines ou leurs
extrémités coincident.

— U, est un vecteur unitaire perpendiculaire au plan contenant les deux vecteurs A et B et
indique I'orientation du vecteur C. Le sens de i/, sera déterminé par une convention appelée
regle de la main droite.

— Le symbole "A" peut étre utilisé pour designer I'opération du produit vectoriel, par exemple
C=AAB.

4.2.1 Propriétés du produit vectoriel
1. Antisymétrie: Ax B =—B x A.
2. Distributivité par rapport a I'addition: Ax (B+C)=Ax B+ AxC.
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3. Multiplication par unréel: mAx nB=mn(Ax B), m,neR

_>_>->)

4. Application a une base orthonormée directe (ex, )€z
éxxeéx=0, @é,xé,=0, é;,xé;=0.
Exx €y =8, €,xe;=8y, €;xeéx=¢,.

€x
@e ro%
= antihoraire

eZ
€y

N

Pictogramme d’aide pour la détermination du produit vectorielle entre les vecteurs unitaire

de la base direct

4.2.2 Double produit vectoriel (Formule de de Gibbs)

Le double produit vectoriel est noté A x (B x D) = (A-D)B~-(A-B) D

4.2.3 Expression analytique

Dans une base orthonormée (&, éy, é.) le produit vectoriel de deux vecteurs A= A8+ Ayéy+
Azé; et B=B,éx+ B,é, + B;é; est calculer par la méthode du déterminant

& &, @
Lo A Al LA A L] A A
AxB=|Ac Ay Az | = &| 5 2165 B vl &

BxBsz y Dz x Dz x Dy

= (AyB;—A;By)é,—(AxB,— A;By)é,+(AxBy— AyBy) €,

4.2.4 Interprétation géométrique

La norme du produit vectoriel de deux vecteurs || A x B]| représente I'aire du parallélogramme
formé par ces deux vecteurs comme illustrée dans la figure

A x B

FIGURE 2.6 — Calcul de I'aire du parallélogramme formé par deux vecteurs.
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EXEMPLE : LOI DES SINUS

Considérant le triangle ABC de la figure ci-contre, connaissant les va-

leurs des angles aux sommet et les longueurs de ces cotés, qu'on dé-
i —> — —>

signerapar: a=|AB|, b= |BC| etc=|AC]|.

Etablir la loi des sinus a 'aide du produit vectoriel 2

SOLUTION

La relation de Chasles nous permet d’écrire AC = AB + BC , effectuons une multiplication vec-
toriel de cette relation par AC,

ACxAC = ACxAB+ACxBC
0 = ACxAB+ACxBC =  ACxAB=-ACxBC

calculons la norme des deux membres

IAC x AB| I-AC x BC||

casin(a) = cbsin(y)
Iﬂméme procédure est répétée pour relation AB = AC - BC en effectuant le produit vectoriel
par AB
AB x AC - AB x BC
ABx AC+BAxBC =  ABxAC=-BAxBC

AB x AB
0

calculons la norme des deux membres

I—BAx BC|
absin(f)

IAB x AC|

casin(a)

par égalisation des équations précédentes, on obtient

casin(a) = cbsin(y) = absin(f) — division par abc
sin() _sin(y) _ sin(f)

loi des sinus
b a c

4.3 Produit mixte

Le produit mixte d’un triplet de vecteurs A, B et C est un nombre réel (scalaire) noté
(48,8 =A-(Bx0)

Le résultat finale du produit mixte peut étre interprété géométriquement comme étant le vo-
lume d’un parallélépipede formé par le triplet de vecteurs (A, B, C) comme illustré dans la figure

0
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FIGURE 2.7 — La valeur absolu du produit mixte du triplet représente le volume parallélépipede
V=A-(BxC)=ABCcos®sinf

Dans une base orthonormée (é’x, éy, é’z) le produit mixte du triplet de vecteurs A=A, éx+Ayéy+
A,8,,B=B,8,+ Byé,+B;é; et C=C,8,+ Cyéy + C,€é; se calcule comme le déterminant suivant :

Cy C,

Bx BZ
Cx C;

Cx Cy

>N}
X
ool
1
oo}
=
wo]
<
os]
N
1

Ay

_A_V

AyByC,+ AyB,Cy+ A;B;Cy — (AyB,Cy+ AyBxC, + A,B,Cy)

4.4 Propriétés du Produit mixte

Permutation des opérateurs: [A,B,C|=A-(BxC)=(AxB)-C
Distributivité par rapport a addition : [A X,B,C | = [A,E, C |+ [f( ,B,C ]
Multiplication par unréel [mA, nB,kC| = mnk|[A,B,C]

Permutation des vecteurs [A,B,C|=-[B, A é] -|A,C,B]=-|C,B, A]
Permutation circulaire [A, B,C| =[B,C, A] = [C, A, B|

5 Analyse vectorielle

DEFINITION : CHAMP DE SCALAIRE Soit M un point de I'espace &,on définit un champ (ou une
fonction) scalaire f (M) selon :

Mi»f(M)EIR, VMeé&

Si le point M est repéré par des coordonnées cartésienne, une définition équivalente est ré-

écrite: M (x,y,z) IR flxy2)eR, VY(xyz)eRd

Les exemples des grandeurs physiques des champs scalaires sont : Le champ de température
T (x,,z) et les champs de charge volumique p (x, y, z).Les champs scalaires sont utilisés en phy-
sique pour représenter les variations spatiales de grandeurs scalaires.

DEFINITION : CHAMP VECTORIEL OU CHAMP DES VECTEURS Soit M un point de I'espace & , on
définit un champ (ou une fonction) vectoriel(le) f (M) selon:

ML Ffnesr, vMes

ol . est un espace R-vectoriel
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Les exemples des champs vectorielles sont : le champs électrique E, le champ magnétique H
ou champ de vitesse ¥ (x, y, z) dans un écoulement de fluide.
Si on associe une base orthonormée (éx, éy, éz) au coordonnée cartésien,

(x,y,2) IR f(x, y,2) €S, ¥ (x,y,2)eR®  usuellement ¥ <R
Le champ vectoriel f (x,y, z) dans la base cartésienne s’écrit

fx3.2)= fe (0, 1,2) 8+ fy (%, 1, 2) 8y + fz (%, 1, 2) &

Les composantes fy, f) et f, sont des fonctions (champs) scalaires.

5.1 Opérateurs Différentiels

Les opérateurs différentiels sont des outils mathématiques d’'une grande utilité dans le do-
maine physique et de ce fait ils ont une large étendu d’application, certain d’entre eux peuvent
étre appliqués a des champs scalaire tel que le gradient, et d’autre a des champs vectoriels comme
la divergence et le rotationnel.

Il est usuel de définir ces opérateurs d'un point de vue mathématique stricte; I'opérateur vec-
toriel V appelé del (ou parfois nabla) est centrale a tous ces opérateurs différentiels qui est définie
en coordonnées cartésiennes par :

5.1.1 Gradient d’'un champ scalaire

Le gradient d'un champ scalaire ¢ (x, y, z) est définie par

— - _0p _ 0p _ 0¢
grad ¢:V¢:exa+eya+ezg

11 est clair que le champ vectoriel V¢ a pour composantes les dérivées premieres de ¢ (x5, 2)
par rapport a x-,y- et z respectivement.

Il est important de ne pas confondre entre V¢ et ¢pV le dernier un est un opérateur vectoriel
dont les composantes sont ((p%, (b%, ¢%). on aboutit a un résultat important indépendemment
du systeme de coordonnée choisie en effectuant le produit scalaire des deux fonctions

V-di=d¢

ou d7 est le vecteur déplacement élémentaire.
La démonstration reste simple, si le produit scalaire est repris en coordonnée cartésienne alors

— G 0 )
grad ¢-di = éx£+éy£+éza—f (xdx+8,dy +é.dz)
op 0P 0
= Ldx+-—tdy+—d
0x x+0y y+az c
= d¢
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Divergence d'un champ vectoriel
La divergence d’'un champ vectoriel d = d (x, N2 z) = ayéy + ayéy + a.é, est définie par:

div a=V-d= +
v 4 ox 0y 0z

Le résultat de div d est un champ scalaire, si div d =0 alors il est dit d’ étre solénoidale.

5.1.2 Le Laplacien d'un champ scalaire

Lopérateur Laplacien est définie par

V2p=V-(Vp) = div gradep
2 2 2
o’y ¢ 8
0x2  0y? 0z?

5.1.3 Rotationnel d’'un champ vectoriel

La rotationnel d'un champ vectoriel d (x, y, z) est définie par

& & &,
rota=Vxi = | & & &
ax ay ag

= Oaz_%)é +(%_%)g +(%_%)g

oy o0z) * \oz ox) Y \ox oay)~

Pour un champ vectoriel 7 (x, y, z) décrivant la vitesse locale de n’'importe quel point dans un
fluide alors V x U est une mesure de la vitesse angulaire du fluide au voisinage de ce point. Donc
pour les régions ou V x d # 0 est tourbillonnaire (rotation) et dans le cas V x d = 0 la région ne subit

pas de rotation, dans ce cas on dit qu’elle est irrotationnel.

5.1.4 Propriété et relation des opérateurs différentiels

Le tableau ci-dessous résume les résultats des opérateurs différentiels sur la somme et la mul-

tiplication des champs scalaires ( ¢ et y) et les champs vectoriels ( d et b).

V(p+y)=Vo+Vy

-V(ﬁ+i§):§ a+V-b

0?x(ﬁ+§)=§xﬁ+§x5

 V(py) =yVp +pVy

«V(a-b)=ax(Vxb)+bx (Vxa)+(a ¥)b+(b-¥)a
oV (pa@)=pV-da+a-Ve

.?-(ﬁxb’):b’-(*xﬁ)—ﬁ (@xl;)

o Vx (¢pd) =V xd+pV xa
«Vx(axb)=a(V-B)-b(V-a)+(b-V]a-(a-V)b




5.2 Expression des opérateurs différentiels en coordonnées cy-
lindriques

Opérateurs vectoriels en coordonnées cylindriques ¢ (1,0, z) est un champ scalaireet é = d (1,0, z) =
a,é, + agéy + azé, est un champ vectoriel

s 2 _ 0P 1 0¢p » 0P »
Gradient V=576 +55560+ 5, €;

i 2= 10 (00, 10 ¢
Laplacien Vep =35 (rar) + 530z + 5
Divergence V.ia=192 (rq)+12% | 9a

8 T ror r r 00 0z
é, rég é,
i Vxpg=1l 4 o0 4
Rotationnel Vxad= £ £ £
ar ragp a,

5.3 Expression des opérateurs différentiels en coordonnées sphé-
riques

Opérateurs vectoriels en coordonnées sphériques ¢ (r, 0, (p) estun champ scalaireetd = d (r, 0, cp) =
aré, + agép + a,é, est un champ vectoriel

- Sp_ g (100, L 1 06
Gradient Vo =576+ 25560+ 75ing 9y O
i 2= L 0 (200 L0 (sing% 1%
Laplacien Vi =33; (r ar) + 75550 (sm@at9 + 5570 597
. V- 10 (2 10 ; 1 _9ay
Divergence  V.d= ;5 (r*ar)+ 55539 (a9sind) + 5550
ér rég rsinbé,
: VA | 9o 0 9
Rotationnel Vxad=m:5| 3 30 3¢

ar rag rsinfay,
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DEUXIEME PARTIE

FONDEMENTS DE LA MECANIQUE DU POINT
MATERIEL
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Chapitre

Cinématique du point matériel

Des atomes aux galaxies, la plupart des objets étudiés par les physiciens sont en mouvement.
Ces mouvements peuvent étre ordonnés ou aléatoires, continues ou intermittent, ou méme for-
mer une combinaison de ces divers type de mouvements.

La cinématique(cinéma) tire son appellation du mot grec « kinéma » qui signifie mouvement.
La cinématique est cette partie de la mécanique qui consiste a décrire mathématiquement le mou-
vement d'un objet sans tenir compte des causes qui le produit. Dans le cadre de la mécanique
classique ou Newtonienne deux considérations doivent étre tenu en compte :

— La taille des objet > 10~Ym (manomeétre)

— Lavitesse des objet > %; c est la vitesse de la lumiere.

Afin de faciliter la description du mouvement d'un corps matériel non déformable. On modé-
lise ou on représente ce dernier par un point géométrique sans dimension auquel on lui associe
une masse, qu’on appellera point matériel, noté M. Le plus souvent le point matériel est représenté
aussi par le centre de masse G d'un corps, par exemple : un avion, un homme, une locomotive...etc.

1 Nécessité d’un référentiel

Un mouvement est par essence relative, un conducteur en route est immobile par rapport a
un passager(observateur) assis a coté de lui, mais il est en mouvement par rapport a un autre
observateur qui reste en bas de chaussée. La nécessité de définir un référentiel pour la description
d’'un mouvement est primordiale.

Un référentiel est un ensemble de points N = 4, fictifs ou matériels, immobiles(fixes) les uns
par rapport aux autres qui servent a repérer le systeme dont on étudie le mouvement. On choisira
un référentiel pour lequel le référentiel par rapport auquel la description du mouvement et les lois
de la physique sont les plus simples et les résultats sont valables. Les référentiels les plus connues
sont choisie al’échelle de 'univers de notre galaxie; ils sont énuméré par ordre d'importance iner-
tiel :
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o Référentiel de Kepler (ou héliocentrique) Rk : dont l'origine est le
centre du Soleil et dont les axes pointent vers les étoiles lointaines, I'un
d’entre eux étant usuellement pris orthogonal au plan de I'écliptique,
dans lequel la Terre orbite. Ce référentiel peut étre considéré comme
inertiel dans tous les cas pratiques, sauf si I'on étudie des phénomenes
aux échelles galactiques et supérieurs.

o Référentiel de Copernic R¢: Les axes du référentiel de Copernic sont
paralleles a ceux du référentiel de Kepler et dont l'origine est le centre
de masse du Systéme solaire. Le référentiel de Copernic peut étre consi-
déré comme galiléen quand |'expérience est d'une durée breve devant le
mouvement du systeme solaire dans la Galaxie.

o Référentiel géocentrique Rg: qui est usuellement représenté par un
repere ayant pour origine le centre de la Terre et des axes qui pointent
vers des étoiles lointaines. Ce référentiel est « plus inertiel » que le ré-
férentiel terrestre, qui est en rotation par rapport a lui, mais, en raison
de la révolution de la Terre autour du Soleil, on constate ses limites lors
de mesures sur des durées de quelques jours, comme par exemple dans
I'étude des marées;

o Référentiel terrestre (ou dulaboratoire) Rt: dont!’origine est un point
de la surface de la terre et dont un axe est aligné avec la verticale du lieu
et deux autres étant horizontaux. Sa nature imparfaitement inertielle ap-
parait par exemple lorsque I'on étudie des phénomeénes impliquant des
distances non-négligeables par rapport au rayon de la Terre ou des du-
rées de I'ordre de sa période de rotation (24h), comme la déviation vers
I'est ou les oscillations du pendule de Foucault

A tout référentiel spatial, on lui associe un repére temporelle. En effet la grandeur physique
temps dote d'une origine (choisi arbitrairement), permet de mesurer la durée des phénomenes
et d’établir un ordre chronologique des événements, lesquels, par définition se produisent en un
endroit ponctuel a un instant précis. En mécanique classique, le temps est supposé universel et
absolu, en ce sens ot les durées et I'ordre chronologique sont indépendants de I'observateur, c’est
a dire indépendant du référentiel.

2 Définitions générales des grandeurs cinématiques

2.1 Repere

Le référentiel étant choisie, on lui associe un repere spatial ou un systeme de coordonnées dont
l'origine O est fixe par rapport a ce référentiel. Le role du repere est la localisation spatial de |’objet
en mouvement, et afin de marquer les événements on lui ajoute un repere temporel. Un repére a
pour but de répondre aux deux questions ou? et quant? le point matériel a été.

2.2 Equation horaire

Les équations horaires expriment les systemes de coordonnées d'un point matériel en fonction
du temps. Par exemple, si un mouvement est exprimée en termes de coordonnées généralisée
(x1, X2, x3) alors x; (1), x2 (¢) et x3(¢) sont les équations horaires ou t est la variable du temps. Les
équations horaires donnent plus d'information que la trajectoire.
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2.3 Trajectoire

Lieu géométrique des points du référentiel occupé par le point matériel au cours du temps. I’
équation de la trajectoire est purement spatiale; elle est obtenue a partir des équations horaire en
éliminant la variable « temporelle : t ».

— Une parabole (projectile)
— Une ellipse (rotation de la terre autour du soleil)

2.4 Vecteur position

Le vecteur position est un vecteur particulier (voir page 87) qui sert a indiquer la position d'un
point materiel P en mouvement par rapport a une origine O d'un repére a un instant donné, il est

usuellement noté 7(z), OP(f) .
La grandeur dimensionnelle d'un vecteur position est une longueur : [OP] =L.

2.5 Vecteur déplacement

Si P, et P, sont respectivement les positions initiale et finale d'un point matériel en mouve-
ment pris le long d'une trajectoire aux instants f; et f, tel que At = (£, — ;) >0, alors le vecteur

déplacement P; P, est déterminé par la différence des vecteurs positions : finale et initiale.

PP, = OP,-0P; (3.1a)
AT = T(h)-T(H) (3.1b)
A7 = T(t+Ar)—7(t) onpose(t=rt) (3.1c)

0

trajectoire trajectoire

du mobile du mobile

(a) Les points P; et P, sont (b) Les points P; et P, sont
éloignées. trés proches.

FIGURE 3.1 - ( 3.20a) Vecteur déplacementet ( 3.20b) Vecteur déplacement élémentaire lorsque
P, — P, dans ce cas le vecteur déplacement élémentaire est tangent a la trajectoire

2.5.1 vecteur déplacement élémentaire

Lorsque P; se rapproche de P,, (P; — P»), ce qui se traduit sur le plan temporel par (At — 0) ou
d’'une maniere équivalente sur le plan spatiale d’'un accroissement infinitésimal des coordonnées
de P,; c’est a dire si P; a pour coordonnées généralisés (xi, x2, x3) alors P, aura pour coordon-
nées (x; + dxy, X2 + dx,, x3 + dx3), on parle dans ce cas de vecteur déplacement élémentaire ou
déplacement élémentaire qu'on notera dr.
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Déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes

si P; a pour coordonnées cartésienne (x,y, z) alors P, aura (x+dx,y+dy,z+ dz), ainsi le le
déplacement élémentaire peut étre déterminé par 'une des méthodes :

Construction graphique : qui consiste a déterminer graphiquement le vecteur déplacement

Méthode analytique : est la plus utilisé qui consiste a calculer la différentielle totale du vecteur
position,soit

d7 = dOP = dx@, + dyé, + dz@, (3.2)

2.6 Description du mouvement : vitesse et accélération

2.6.1 Vecteur vitesse moyenne

Soit un point matériel P se déplacant le long d'une trajectoire donné et une origine O quel-
conque. Soit P, et P, deux positions de P aux instants respectifs t; et f, séparés par un intervalle
de temps At = t, — 11 > 0. Le vecteur vitesse moyenne entre P; et P, est définie par le vecteur

déplacement P; P, devise par l'intervalle de temps séparant les points P; et P, :

N PPy, AT
Umoy =N T ac 5:3)

2.6.2 Vecteur vitesse instantanée

Le vecteur vitesse instantanée U () s’exprime comme la limite de 0,,,, quand A tend vers zéro
(P; et P, se rapprochent) :

PPy . AT
U(t) = lim = lim — (3.4a)
At—0 At At—0 At
F(t+AH)—-7(t
At—0 At

L'équation 3.4b n'est rien autre que la définition de la dérivée du vecteur position par rapport
au temps, ce qui nous meéne a la définition de la vitesse instantanée

__dOP _dr

U(t) = 7 = E (3.4¢)

2.6.3 Vecteur accélération moyenne

L'acceleration moyenne est égale a la variation de la vitesse AU = U, — U/ divisée par I'intervalle
de temps At séparant les passages aux points P; et P soit
_AD
At

-

Amoy

(3.5)

qui par définition est colinéaire au vecteur variation de la vitesse AU
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FIGURE 3.2 — Représentation et détermination du vecteur accélération moyenne d,,, dont la di-
rection est colinéaire au vecteur variation de la vitesse AU

2.6.4 Vecteur accélération instantanée

On définit I'accélération instantanée par passage a la limite de 'accélération moyenne quand
At—0

. AD
a(t) = AI%I_I}OE (3.6a)
St e
_ i 2UFAD-D0) (3.6b)
At—0 At

de I’équation 3.6b découle la définition du vecteur accélération instantanée, qui est égale a la dé-
rivée du vecteur vitesse par rapport au temps :

(l‘)_d—ﬁ (3.6¢)
at)=— .6c

Le vecteur accélération instantanée est aussi égale a la dérivée seconde par rapport au temps du
vecteur position comme le montre I’équation :

- 2
d (dr) a-r (3.6d)

N=—|—|=——
a() de\dt dr?

le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire

2.6.5 Types de mouvement

Le mouvement d'un point matériel P dans un référentiel considéré est :
accéléré si ||V (P)| croit au cours du temps, c’est a dire || T(P) ||2 croit, on peut alors écrire :

dlvP)|? d (v (P)-7(P))
— >0 & — >0
dt dt

< 2d(P)-Uv(P)>0 ou d(P)-v(P)>0

décéléré ou ralenti si|| 7 (P)| décroit au cours du temps; on montre de maniére similaire que cela
correspond a :

aP)-v(P)<0
uniforme si |7 (P)|| = constant, ce qui correspond a :
aP)-v(P)=0
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3 Mouvement unidimensionnel "rectiligne"

Le mouvement rectiligne est le plus simple a étudier, sa trajectoire étant une droite «ligne »
toute les grandeurs cinématiques : vecteurs position, déplacement, vitesse et accélération sont
colinéaires a cette derniére, il suffit d'un vecteur unitaire, par exemple (O; é,) le long de cette droite
«ligne » pour décrire le mouvement, ainsi

1. Vecteur position : OP = z() é;
2. Vecteur vitesse U(t) = v(t)é, = z(1)é,
3. Vecteur accélération d(t) = a(t)é, = Z(1)é,

Pour un mouvement rectiligne, le vecteur déplacement A7 n’a qu'une seule composante z :
AT = Azé, Le module du vecteur déplacement Az = zy — z; représente la distance entre les points
final et initial, alors que le signe indique le sens du déplacement. Pour Az > 0 |'objet s’est déplacé
dans le méme sens a I'axe, pour Az < 0 'objet s’est déplacé dans le sens opposé a l’axe.

SiI'objet revient a sa position initial z¢ = z; , 'exemple d'un coureur sur une piste d'un stade
parcourant un tour, le déplacement est nul (Az =0) de méme pour la vitesse moyenne ainsi on
perd toute information sur la performance de ce coureur, entre autre la vitesse. Dans ce cas il est
plus utile de définir la vitesse scalaire moyenne a chaque parcours

dpar

X (3.7)

Usca =

Usca €Stla vitesse scalaire moyenne, At estl'intervalle de temps etd),, est la distance parcouru.

3.1 Mouvement rectiligne : uniforme et uniformément varié

Le mouvement est rectiligne uniforme si v = Z = cte. On retrouve alors - @ = 0 puisque d = 0.

e

Le mouvement est rectiligne uniformément varié si d = cste = aé,. La caractérisation du mou-
vement se fait de la facon suivante :

— siU-d=va>0,le mouvement est rectiligne uniformément accéléré.

— siU-d=rva<0,le mouvement est rectiligne uniformément décéléré (ou ralentit, retardé).

3.2 Relation entre grandeurs cinématiques

Si I'équation horaire (ou la position) x(f) est connue alors une opération de dériva-
tion premiere et seconde permettent de déterminer respectivement la vitesse X = v(f)
et ' accélération ¥ = a(f) comme le montre le diagramme de la figure ci-dessous

50—t @ —Em

FIGURE 3.3 — Schéma de calcul pour la détermination des grandeurs cinématiques en partant de
x(1) — v(r) — a(i)




Si maintenant, on dispose de l'équation algébrique de l'accélération a(t) alors une
opération d’intégration est nécessaire pour obtenir les autres grandeurs cinéma-
tique tel que la vitesse et la position comme l'indique le diagramme ci-dessous

([ at G0 1 (50

FIGURE 3.4 — Schéma de calcul par intégration en partant de a(t) — v(t) — x(f)
DETERMINATION DE LA VITESSE A PARTIR DE I’ACCELERATION

t
a(t)z%@dv:a(t)dt = fdv:[a(t)dt =
t; t;

t t
v(t)—v(tl-):fa(t)dt s v(n= U(ti)+fa(t)dt (3.8a)
t; li

DETERMINATION DE LA POSITION A PARTIR DE LA VITESSE
d t t
X
v(t):aédx:v(t)dt :fdx:fv(t)dt :x(t):x(ti)+fv(t)dt (3.8b)
ti I

3.3 Mouvement rectiligne sinusoidal

z(t)

Cest un mouvement périodique dont |
I’équation horaire est de la forme : ; s #(t) = Zmazsin(wot + ¢)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,{ B
2(1) = ZmaxSin (o + @) (3.9) \ /\ /\ A /\ /\
— Zmax est 'amplitude maximale
— wo pulsation propre ~\/ /] \/ | AV VA VA

— @ phase initialea t =0 w

— @(f) =wot+ @ phase au temps t. o

FIGURE 3.5 — Mouvement sinusoidal de période
—2n
=

La fonction z(#) a une période T = i—’; tel que: z(¢t+ T) = z(1), en effet on montre que
ZmaxSin [wo (£ + T) £+ @] — Zmaxsin [wot + @] =0

est vérifié si wg T = 27. La fréquence de la fonction z(#) est donnée par f = =

Une autre méthode permet de trouver la période, sachant que la fonction sinus a une période
de 27, on vérifie que ¢ (1 + T) — ¢ (t) = 27 ce qui nous meéne au méme résultat.

Les grandeurs cinématique d'un point matériel P sont données comme suit :

43



Vecteur position : op (H=2z()é,

Vecteur vitesse: (1) =2(1)é, = d;g) %é’z = Zmax®Wo COS [wot + @] &,

Vecteur accélération: (1) = Z (1) &, = —zmaxw}sin (wof + @) &, = w3z (1) &,

On déduit I’équation différentielle caractéristique des mouvements harmoniques :

Z+wiz=0 (3.10)

4 Description d’'un mouvement plan
4.1 Coordonnées polaire et base polaire

On définit les coordonnées polaires (r,6) d’'un point M de coordonnées cartésiennes (x, y) par

rcos () (3.11a)
rsin(0) (3.11b)

Les équations horaires décrivant un mouvement en coordonnée polaire sont alors :

Fo= or) (3.12a)
0 = (1 (3.12b)

— 1 est la coordonnée radiale, qui représente la , Y ;
distance entre l'origine O et le point M, soit e M
—> Ymp - .
IOM]. r |
— 0 € [0,2n[ est la coordonnée angulaire, c’est | e, 0 |
I'angle orienté que fait le vecteur position OM \ Ofe M
avec l'axe des abscisses Ox

— On appelle I'origine O « pole », d’ou1 'appella- N S

tion de coordonnées polaires. e

FIGURE 3.6 — Coordonnée polaire
Les équations 3.45 permettent la transformation des coordonnées cartésiennes en coordon-
nées polaires; la transformation inverse; c’est a dire la transformation des coordonnées polaires
en coordonnées cartésiennes s’obtient

IOM|l = r = /x2+y? (3.13a)

cosf=2=_% (3.13b)
roVx2+y? '
. y y
sing=2=—Y__ (3.130)
tang = S0 _ Y (3.13d)
cosf@ x
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4.1.1 Base polaire

Les vecteurs unitaires de la base polaire (é,, ég) sont définis comme suit :

oM _ OM

joMm| T

Le vecteur unitaire orthoradial ou angulaire éy est pris perpendiculaire a é,.de facon a ce que la
base polaire soit directe.

Le vecteur unitaire radial é, est définie par: é, =

Yy
M
M, €\ -
€,
r
61/ 0 . X
Oz, M,

FIGURE 3.7 — Représentation et détermination des vecteurs unitaires polaire : €, est colinéaire et
de méme direction que le vecteur position 7; &y se construit a partir d'une rotation de é, d'un
T . 2z . - = T
angle de 7 dans le sens de trigonométrique, tel que, ég (0) = é; (0+ 5)
Le vecteur position en coordonnées polaire est défini par donnée par :

OM = ||OM|8, = ré, (3.14)

4.1.2 Relation entre base polaire et base cartésienne

Afin de déterminer les grandeurs cinématiques telles que la vitesse et I'accélération a partir
du vecteur position (équation (3.14)), il est important d’exprimer les vecteurs unitaires de la base
polaire (é, (1), &y (1)) mobile (changent d’orientation en fonction du temps) en termes des vecteurs
unitaires la base cartésienne (&, €,) fixe (invariante dans le temps).

Y
En examinant la figure (),la projection de chacun des | Er| = ' 69' -
vecteurs unitaire polaire sur les axes Ox et Oy résultent BT €y "~
L—,
aux formules de passage de la base polaire en terme I/' b >Er
de la base cartésienne; cette transformation est notée ! 2 f \‘
(ér,89) — (&x,€,) et qui est exprimée mathématique- ' T
ment par : \ O Ca
\\ ,I
A ’
N 7
R R . . \\\ _»Cercle unitaire
ér = (cosO)éx+(sinb)e, (3.15a) See-- -
€ = (-sin0)é,+(cosO)éy, (3.15b) FiGURE 3.8 - Relation entre vecteur
unitaire mobile et des vecteurs unitaire

fixe

Les formules de passages inverses, (éx,éy) — (&, ég), sont obtenues en résolvant le systéme
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d’équations 5.23 des inconnues &, et é,

é, sin0
ég cosf

ey = - = (cosB) é, — (sinB) &y (3.16a)
cosf sinf

—sinf@ cos@

cosf é,
—sinf &y
éy = - = (sinf) é, + (cosO) &y (3.16b)

cosf sind

—sinf cos@

PP . . & . dé
4.1.3 Dérivation des vecteurs unitaires polaire : % et =2

La base polaire étant mobile, le calcul des dérivées de é, et &y par rapport au temps se fait de
la maniére suivante :

dé,  dé do
dt do dt
.d &,
=0
do

(3.17a)

d é dépdo
dt do dt

.d e
= ¢L% (3.17b)

ao
Afin de compléter la dérivation, I'intérét est maintenant porté aux calculs des dérivée % et %.
La substitution de é;, et &y par leurs expressions respectives (équations (3.15)) revient a réécrire

dé. _d[(cosf)é,+(sinf)é,|

0 = 0 = —(sinf) éy + (cos0) é, = &y (3.18a)
dég d|(—sinf)é,+ (cosh)é
dze _d] ;9 o (c0s0) & — (sinb) &, = —&, (3.18b)
d é,
~— df
/ & y \
dé &
A partir des équations (3.18), une regle de db ) \
dérivation des vecteurs unitaire polaire par p iz
rapport a I'angle polaire est établie comme (;Ze;)
le montre la figure () —€
\ - —& /
d(‘er) /

do

FIGURE 3.9 — Reégle de derivation des vecteurs

unitaires polaire
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4.1.4 Détermination du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse en coordonnée polaire est obtenu en dérivant le vecteur position (équation
(3.14)) par rapport au temps

dOP d(ré,]

) = =
v =4 dt
dé, dr_ de .,
= rdtr+aer avec (dt’:(aeg)
_ drs 9% (3.19)
T T '

Le vecteur vitesse a deux composantes

7 composante radiale

v(t)= r6 composante orthoradiale

4.1.5 Détermination du vecteur accélération

Selon la définition (voir équation 3.6c), le vecteur accélération en coordonnées polaire est ex-
primé par

;_4vw _ difdr. do.
dt delde " dr?
d?r do\?] . d*0 drdo) .
= [ﬁ—r(m) e, + rﬁ+zaa]eg (3.20)

le vecteur accélération a deux composantes

#—r6% composante radiale

at) = r6+2i0 composante orthoradiale

4.2 Description intrinséeque du Mouvement: base de Serret-Frénet

Dans ce qui suit, nous allons faire appel a deux notions importantes, celle d’abscisse curvi-
ligne (ligne courbée) noté s et celle de coordonnée naturelle "intrinseque" utilisée en mécanique
des fluides qui est donnée et représentée par les vecteurs unitaires de la base de Serret-Frénet ou
simplement base de Frénet. La vitesse et I’accélération ne sont plus dérivées a partir de la variation
du vecteur position 7(f) mais plutdt a partir de sa variation avec le parametre s, c’est a dire 7(s(t)).
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4.2.1 Abscisse curviligne

L'abscisse curviligne s(t) est la mesure algébrique
le long de la courbe entre une origine fixe Mg
choisie sur la trajectoire et le point M au temps
t (on définit préalablement un sens positif arbi-
traire). Elle est notée s(t) :MoM

Mo

Sens du Mvt

FIGURE 3.10 — Abscisse curviligne s(f) : dé-
pendant du point de repérage initiale Mg et
le sens du mouvement : s(t) > 0 positif ou
s (t) > 0 négatif

DETERMINATION DE LA LONGUEUR DE LA COURBE

Considérons la trajectoire C d’'un mobile de la figure ci-contre,
en tout point elle peut étre repérée par le vecteur position ex-

primée en coordonnées cartésiennes 7 (t) = (x(t), y(t),z(t)).
Lorsque At tend vers zéro, il est 1égitime d’établir les égalités

suivantes :

lim A7 =d7 (Def. vecteur déplacement élémentaire)

At—0

Al%m0 As=ds (Def. element de ligne)

On déduit que : ||d 7|l = ds (résultat important qui servira de

point de depart pour suite ).
on peut écrire

ds)? = ||dF| - I1dF| = dF-dF (valable pour tout les systemes de coordonnées)

de méme,
ds |dF| Id7|
— = ds= dt
i dr T ar

Par intégration, on obtient la longueur de la courbe entre deux instants ¢, et ¢

s(1)

dar
fd udt ave H

dat

4.2.2 Base de Frénet

IIdrII

2 2
f \/ (%) + (%) + (dz) dt resultat en Coordonnées cartesiennes

La description du mouvement d’'un point matériel M dans I’espace peut étre quantifié a I'aide
de la base de Frénet constitué du triedre (ér, €y, €g) ou le point M pris comme origine. Les trois
vecteurs unitaires orthogonaux de la base de Frénet sont définit seulement a partir de la géométrie

de la trajectoire (voir figure).

— le vecteur tangent é7 (#).1l est tangent a la trajectoire et sa direction suit celle du mouvement

(indiqué par +);
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— le vecteur normal €y (t), perpendiculaire a é7 () et dirigé vers le centre de courbure de la
trajectoire (formé par le cercle osculateur);

— le vecteur binormal ég (), tel que le triedre (ér, €y, ég) soit direct ég = é7 x éy

Cercles osculateurs

A
N
/o

trajectoire

FIGURE 3.11 — Exemple de la représentation de la base de Frénet a partir du sens d'une trajectoire.
Selon les directions de ér et éy le vecteur unitaire binormal épg est soit sortant ® indiquer par
"pointe de la fleche" ou entrant ® indiquer par le dos de la fleche "Empennage" pour que le triedre
(ér, én, ég) forme une base directe.

4.2.3 Détermination et construction des vecteurs é; et éy

Le vecteur unitaire tangentiel est directe- M, ds M
ment lié au vecteur vitesse par la relation : — N () \
r(t r(t+dt
U=vér (3.21a) (1) ( )

En effet, cette relation peut étre vérifié en

considérant 1’équation paramétrique de la 0
trajectoire 7 (s), ol1 s = s (f) est'abscisse cur- FIGURE 3.12 — Représentation du déplacement
viligne comme illustré dans la figure (). élémentaire d7 et d'un accroissement d’abscisse

curviligne ds

De la définition de la vitesse vectorielle on a :

5 dr  dsdr
T dt  dtds
_ 4 (3.21b)
B ds '
— Le terme % = v est la vitesse scalaire

— Le terme % = ér représente le vecteur unitaire tangentiel qui est tangent a trajectoire.
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Pour montrer que ||ér]| = 1, il suffit d’inspecter le dessin (figure 5.23 ) il apparait lorsque (dt — 0) :

dF| _|dF

drl=1d L .
|d7| = | Sl:'ldsl s

=lérll=1

La dérivation de la vitesse (3.21a) fait apparaitre deux termes :

i(vé)
T

Q
Il

= Yoy (3.22)

— Le premier terme %éT est 'accélération tangentielle.

— Le deuxieme terme v% est appelé accélération normale, car elle est normale (orthogonale)
au vecteur unitaire tangentiel et a la trajectoire.

En effet, puisque

I d(ér-ér)
er-er=1 = =0
T er ar
deér
= 2—¢ér=0;
dr '

L'équation précédente montre que les deux vecteurs % et ér sont orthogonaux entre eux,

donc il est legitime d’écrire % sous cette forme

dér

—=Xeé 3.23
T en ( )

deér
dt
On s’'intéresse a la dérivation du terme %, en traitant ér comme une fonction de 1’abscisse

curviligne s, on peut écrire

én est le vecteur unitaire normal tel que (éyLé7) etle module X = ‘

déT déT ds

dt ds dt
Ly (3.24)
B ds .
Par identification des équations similaires (3.23) et (3.24), la norme
dér
X=v|— (3.25)
ds

Dans la suite, on admet une approximation utilisée en géométrie différentiel ou une courbe
infinitésimale d s est approximée par un arc de cercle de rayon p. Sur ce cercle appelé aussi cercle
osculateur , le vecteur unitaire tangent subit une rotation d’angle da entre les instants t et dt, en
examinant la figure () les relations géométrique suivantes sont déduite
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ds = pda secteur d'un cercle

déeyr = ér(t+dt)—ér(t) déplacement élémentaire
|déT| = IéT(t+dt)|da
= lda

il en résulté que

dér
ds

_ |déT| _ lda _ 1
~lds|  pda p

(3.26)

FIGURE 3.13 - (a) Rotation du vecteur unitaire tangent ér d’'un angle élémentaire

da correspondant aux instants ¢ et t + d¢, (b) calcul du déplacement élémentaire

sur la courbe ds

finalement, les substitutions en cascades : (3.26) — (3.25) — (3.23) pour arriver a (3.22) qui
exprime l'accélération dans la base de Frénet :

dv(t)é +v2(t)é,
T, T N
= ElTéT+6lNéN (3.27b)

a(r)

(3.27a)

Laccélération dans la base de Frénet a deux composantes

ar = dz(t” composante tangentielle
a) = ,
ay =1 p“) composante normale
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4.3 Mouvement circulaire

On dit qu'un mouvement est circulaire si sa trajectoire
est un cercle caractérisé par un rayon R et un centre O.
Les équations horaires peuvent étre exprimées soit en
coordonnées cartésienne

x(®) = Rcos[f(1)] (3.28a) Y\
y(®) = Rsin[0(1)] (3.28b)
ou en coordonnées polaires,
ri = R (3.28¢)
0 = 0, (3.28d)
ces dernieres sont mieux adaptées pour I'étude de ce

genre de mouvement. Ainsi, les grandeurs cinéma-

tiques sont énumérés comme suit FIGURE 3.14 — Mouvement circu-

Vecteur position OP =Ré, laire
Vecteur vitesse U = % = RO
Vecteur accélération d= % = —R6O?8,

Dans le cas particulier d'un mouvement circulaire uniforme, la vitesse angulaire est constante :
0 = w = cte, la substitution de cette valeur dans les expressions des vecteurs vitesse et accélération
donne:

<

Rweéy

QU

4.3.1 Représentation d’'un mouvement circulaire dans la base de Frénet

La figure () montre la représentation bidi-
mentionnelle de la base local de Frénet pour
un mouvement circulaire, il apparait claire-
ment, et indépendamment du sens de ro-
tation du mouvement,!’établissement des
égalités suivantes :

(3.29)
(3.30)

Par contre, la correspondance avec le vec-
teur unitaire binormale éz dépends du sens
de rotation du mouvement car la base de
Frénet doit étre directe, selon le sens de ro-

tation on a on trouve

Sens anti-horaire (3.31)
(3.32)

é;

—&, Sens horaire

FIGURE 3.15 — Représentation de la base Fré-
net (ér, éy, ég) dans un mouvement circulaire, le
symbole (© indique que le vecteur est sortant
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Les vecteurs vitesse et accélération pour un mouvement circulaire sont données

Vecteur vitesse U =ROér avecw =0

Vecteur accélération d= 22 = —RH?8,

FIGURE 3.16 — vitesse angulaire )

5 Description du mouvement dans I'espace

L'étude du mouvement d'un point matériel dans I’espace revient en premier a repérer ce point
a l'aide d’un systeme de coordonnées tridimensionnel : cartésienne , cylindrique ou sphérique.
En plus, pour une description compleéte des grandeurs cinématiques de nature vectorielle, il est
nécessaire d’associé a ce systeme de coordonnée une base qui est choisi orthonormée et directe.
chaque vecteur unitaire qui compose la base est tangent aux lignes de coordonnées, nous rappe-
lons qu'une ligne de coordonnée est la trajectoire d'un point lorsqu'une seule coordonnée varie,
les autres étant égales a des constantes. Le choix d'un systeme de coordonnées est sollicité par
la nature du mouvement a étudier et des simplifications mathématiques qu’il peut apporter a la
résolution d’'un probleme.

5.1 Coordonnées cartésiennes

Les coordonnées cartésiennes sont les plus utilisées en physique parce qu’ils sont simples et
intuitives; o1 un point matériel est repéré a 'aide d’un triplé (x, y, z) € R? issue de la projection sur
un systéeme d’axes Ox,0y et Oz.

5.1.1 Base cartésienne

L'association a ce systeme d’axe d'une base (éx,éy,éy) orthonormée, direct et fixe (dont les
vecteurs unitaires qui la compose ne changent pas d’orientation durant le temps) forme un outil
mathématique complet pour la description de tout mouvement.

Le vecteur position d’un point matériel P parcourant une trajectoire € (voir figure) est définie a
I'aide d'un repere cartésien (O; €x, €y, éy) par

F(t)=0P (1) =x(D) 8 +y (1), +2(1) &, (3.33)
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Les composantes (x(t),y(t),z(#)) du vecteur position OP représentent a la fois les équa-
tions horaires et les coordonnées du point matériel.

Le vecteur déplacement Sion considere deux points de coordonnées cartésiennes P; (x,-, Vi» z,-) et
P (xf,yf zf) pris a partir d’'une trajectoire ¢ aux instants f; et ¢, c’est a dire d'une durée
At =ty —t; 20, les indices i et f sont les indicatifs d'initiale et de finale, le vecteur déplace-

e —

ment P; P est représenté dans la figure dont le calcul analytique est donné comme suit :

z

xr
FIGURE 3.17 - Vecteur déplacement P, P, = AT =7 (t7) — 7 (t;)
PiPr=(xp—xi)éx+(yr—yi) &+ (27— zi) &,
Déplacement élémentaire Il existe deux méthodes pour le calcul du Déplacement élémentaire,

soit :

Méthode des différentielles La différentiel du vecteur position équation ref () ,

dF=d(0P) = d[xé+yé,+zé.]
= dxéy+dyé,+dzé,

Méthode graphique En seréférantafigure(), le déplacement d’'un point materiel entre deux
points voisins :P; (x, , z) et Py (x+ Ax,y + Ay, z+ Az) nous conduit au méme résultats
que précédemment. le déplacement élémentaire est la sommation des déplacement
élémentaire pour chacune des composantes x ,y et z.
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caractéristique cinématique Toutes les grandeurs cinématiques sont résumées dans le tableau ci
dessous

Grandeurs cinématiques moyennes de durée At

Cor =) p=yi) o (=)

Umoy = ey éy é,
Vitesse moyenne A At A AA t At
X Y Z
= —8,+—8,+—2&
At Y At Y A ”
o) b))
a = é 8, + é
Accélération oy At * At Y At “
moyenne _Avy, Avy o Avg

e, + e
At © At YV At

Grandeurs cinématiques instantanées At — 0

_dr(n) _dx(®_ dy® . N dz (1) .,

5t N
Vitesse i ; PO T A Yt A A &
itesse instantanée =KD E+ (D8 +2(D)E,
=V (Déx+ vy (DEy+ v, ()&,

= a’r () dzx(t)é s alzy(t)(3 N dzz(t)é

oder der Y der 7 der ¢
Accélération instanta- _dv(t) F()E.+ (08,4518
née Codt Ty ’

=ay(t)éx+ay () é,+a;(1)é,

6 Coordonnées cylindriques

Un systeme de coordonnée cylindrique (figure ()) est utilisé lorsque le probleme physique a
étudier présente une symétrie par rapport a I'axe de rotation Oz. Tout point de I'’espace est posi-
tionné a I'aide d'un triplé de coordonnées (1,0, z) ou (r,0) représente les coordonnées polaires et
z(altitude) est la coordonnée cartésienne dont ’axe Oz est perpendiculaire au plan polaire (xOy);
les équations horaires pour décrire le mouvement d'un point matériel sont données par

ro= r(p (3.34)
6 = 6( (3.35)
z = z(t) (336)

Les coordonnées cylindriques sont une généralisation des coordonnées polaires, ainsi les re-
lations qui lies les coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques s’obtiennent de facon
similaire
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r - |(nO)

P(r,0,z)
/(r,z)

2 .
9 (2,0)
Ty
O 4
M(r,0,0) o p=
T X
(a) Coordonnées cylindriques (b) Lignes de coordonnées cylin-
d’un point P driques.

FIGURE 3.18 - ( 3.20a) r = 0 coordonnée radiale (distance), 0 < 6 < 27 coordonnée angulaire
(angle) et —oo < z < +o00. Les Coordonnées cylindriques du point P sont issue des projections sur
un plan polaire au point M et sur un axe cartésien Oz choisi L au plan polaire. ( 3.20b)par conven-
tion les variables entre parenthéses sont constantes.

= rcos(0) (3.37a)
= rsin(0) (3.37b)
z = Zz (3.370)

La réciproque, (1,0, z) — (x,y, z)

y = /x2+y2 (3.38a)

0 = arctan(%):tan_l(g) (3.38b)

z = Zz (3.38C)

6.1 Base cylindrique

La base cylindrique est formée par le triedre directe et orthonormée (é,, €y, €;) . C’est une base
locale (ou mobile) car en partie les vecteurs unitaires de la base polaire (é;,éy) qui la compose
sont mobiles (changent d’orientation en fonction du temps). Le vecteur €, reste fixe puisque il est
toujours perpendiculaire au plan polaire (xOy) : €, = &, x &y

d’'une maniere générale, un vecteur unitaire d'une base est choisie tangents a la ligne de co-
ordonnée , le sens de ce vecteur est désigné par le sens croissant de cette variable, des exemples
illustrant ce principe est montre dans la figure ci-dessous

Le vecteur position 55 est déterminé en utilisant la relation de Chasles voir figure ()
OP = OM + MP

= |oni| &, + | B 2.

=ré, +zé,
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FIGURE 3.19 - base cylindrique et désignation de ces vecteurs unitaire a partir des lignes de coor-
données

Le Déplacement élémentaire est déterminée par la méthode des différentielles

dOP =d (ré, + 28,) = d (ré,) + d (2&,)
der

do
do

=dré,+rdOéy+dzé, car dé,=

Caractéristiques cinématiques les principaux résultats des caractéristiques cinématiques sont
récapitulées dans le tableau ci-dessous

Grandeurs cinématiques instantanées en coordonnées cylindriques

Vecteur position OP(t)=r (D8, (t)+z(1) 8,
Déplacement élémen- dOP = dré, + rd0éy + dzé,
taire

dOP dr_  d6_. dz.
Vecteur vitesse dt ‘Ee’”Ee“Eez

UV=ré,+r0ég+zé,

_dv (dzr (d@)z)q
a=—-= r er+

dr \dez \dr
Vecteur accélération ( d29+ 2dr d@)_, +d2z_,

r—+2——|ég+—=é

darz” “dtdt) " de’*

= (i —r0®)8, + (r0 + 2i-0) 8y + 8,

a part les termes en « z», Les caractéristiques cinématiques sont similaires a celles des coor-
données polaires.
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7 Coordonnées sphériques

Généralement, un systeme de coordonnées sphériques est utilisé lorsque le probleme phy-
sique a étudier présente une symétrie de rotation par rapport a une origine O. La position d'un
point matériel est alors donnée a I'aide des trois coordonnées (r,60,¢) : une distance r et deux
angles 0 et ¢ comme le montre les figures

z

X

(a) Coordonnées sphé- (b) Lignes de coordonnées.
riques d'un point P

FIGURE 3.20 - ( 3.20a) r = 0 distance entre le point O et le point P, colatitude 0 < 0 < 7 (angle) et
longitude ou azimut 0 < ¢ < . ( 3.20b)par convention les variables misent entre parenthéses sont
constantes.

Les équations horaires du mouvement dans ce systeme de coordonnée sont

ro= (3.39)
0 = 01 (3.40)
o = @(1) (3.41)

Les principales définitions et notations montrées dans la figure sont récapitulées comme suit :

Coordonnées Sphériques

Coordonnée domaine Description

r :distance r=0 r= ” @’H = OP distance entre les points O et P

0 : colatitude 0<O=nm Angle compris entre les vecteurs Oz et OP pour le-

quel le plan méridien est défini

@ : latitude 0<fO<2nm Angle compris entre les vecteurs Ox et OM
Définitions générales

Le parallele : ligne de cercle, paralléle au plan xOy, passant par P et de centre S

Le méridien : ligne de cercle, perpendiculaire au plan xOy, passant par P de centre O

Le plan méridien: plan formé par les deux vecteurs OP et Oz (def 0) et contient le méridien

Points issue de la Projection orthogonale

S : proj. de P sur I'axe Oz
M : proj. de P sur le plan xOy
Q: proj. de M sur I'axe Ox
R: proj. de M sur 'axe Oy
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Expression du vecteur position en terme coordonnées sphériques + base cartésienne : a 'aide
de la relation de Chasles le vecteur position OP est écrit sous la forme

OP = OM + MP
=OM#&,+0S%, car MP=0S
de méme le vecteur OM est décomposé a son tour
OM = OR+ RM
=ORé,+0Qé, car W:O_Q)

Le regroupement des deux équations, nous donne le vecteur position en terme de la base
cartésienne

OP = 0Q&, + OR&, + OSE,

Principalement, les modules OQ , OR et OS sont obtenues a partir de la projection du mo-
dule OP sur les trois axes cartésiens; les details de cette projection sont présentés dans le
tableau suivant

Projection de OP

o , 05 = | 0B cose
Projection sur 'axe Oz OS=MP

=rcosf

o OM = | OB sin
Projection sur le plan xOy OM=SP=p

=rsinf

Projection de OM

L , 0oQ = HWH cos @
Projection sur I'axe Ox OQ=RM

=rsinfcosg

L , OR = HWH sing
Projection sur I'axe Oy OR=QM

=rsinfsing

La substitution des modules retrouvés donne

OP=0Q#é,+O0R&,+0S&,

= rsinf cosé, + rsinfsingéy, + r cosfé,

Par identification on trouve la relation qui lie les coordonnées cartésiennes aux coordonnées
sphériques, (r,0,¢) — (x,y,2)
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x = rsin(0)cos(¢p) (3.42)
= rsin()sin(¢p) (3.43)
z = rcos(0) (3.44)

La réciproque, (x,y,z) — (1,6, ¢) :

ro= [ ryrez? (3.45)

/%2 + 12
6 = arctan (xTﬂ/) (3.46)
¢ = arctan (%) (3.47)

Cette transformation reste valable pour tout les points de I'espace sauf a I'origine O(x =0, y =
0,z=0)

7.1 Base sphérique

La base associée au systeéme de coordonnée sphérique est formée par le triedre (&, &y, é,) or-
thonormée et direct, voir figure; c’est une base local (ou mobile), de ce fait les vecteurs unitaires
qui I’a compose sont appelées vecteurs tournants, ils sont construits et définis a partir des lignes
de coordonnées dont la description est mentionnées comme suit :

'

o
’

FIGURE 3.21 - base sphérique

é,: ce vecteur unitaire est tangent a la ligne de coordonnée pour laquelle (6, ¢) sont constants
et r variable. Lorientation est la droite que forme la ligne de coordonnée et le sens est dé-
terminée pour r croissant; il vient que é, a la méme direction et la mémé orientation que le
vecteur position ES, les deux vecteurs sont contenue dans le plan méridien, en conséquence
immédiate

oF op
oP r
= (sinf cos ) &, + (sinfsing) é, + (cosh) €,

6 =
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qui a pour composantes cartésiennes

sinf cos @
é-=| sinfsing =2 (0,¢)
cos@

&y : ce vecteur unitaire est tangent a la ligne de coordonnée «le méridien » pour laquelle (r,¢)
sont constants et 0 variable. Lorientation de ce vecteur est déterminée pour les valeurs de 8
croissant choisie dans le sens anti-horaire. Par construction géométrique, les deux vecteurs
é, et &g sont orthogonaux et direct c’est equivalent a écrire

x sin (0 + ) cos ¢ cosf cos¢
8y =&, (6+5,(p) =| sin(0+%)sing =| cosfsing =&y(0,¢)
cos (0 +5) —sinf

soit
ép = (cosOcosg) &y + (cosOsing) &, — (sinh) é,

é,: C’est un vecteur unitaire tangent a la ligne de coordonnée «le parallele » pour laquelle (r,0)
sont constants et ¢ variable. Ce vecteur est parallele au plan xOy dont |'orientation est dé-
terminée pour les valeurs croissantes de ¢ dans le sens anti-horaire; deux méthodes sont
alors proposées pour la determination des composantes cartésiennes de € :

Analyse géométrique en inspectant le dessin de la figure (), on constate que les deux vec-
teurs é, et é, sont paralleles au plan xOy et sont orthogonaux entre eux, donc pour
0 ® p p y g p
OM rsinfcos@é, + rsinfsingé,
OM rsinf
= cos@é,+singé, =&, (¢)

ona

C?S((p+ %) —sing
ép =2 ((p+§): sin(p+%) =| cosp =2&,(p)
0 0

Calcul direct La base associée au systeme de coordonnée sphérique étant choisie direct
alors é, = é, N\ &y

éx éy é,
é,=| sinfcosgp sinfsing cos6
cosfcosp cosfOsing —sinf

sinfcosgp cosf
cosfcosgp —sinf

sinfcosg sinfsing

> sinfsing cos0 S
o cosfcosp cosBOsing

. . é
cosfsing —sinf J

‘+é’z

=—sin@é, +cosgé,

7.2 Formule de passage et changement de base

La base sphérique est lié a la base cartésienne par la matrice de passage dénoté Ry , tel que

ér €x
€ [=Rop| €
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Ry =

sinfcosg sinfsing cos6O
cosfcosgp cosfOsing —sinf
—sing Ccos ¢ 0

inversement, la relation pour obtenir les vecteurs de la base cartésienne en fonction des vec-
teurs de la base sphérique est :

d
_1 -
R, P Eg

€p

R-! estla matrice de transfert inverse calculer comme suit

0,

-1 _

’

sinfcosgp cosOcosgp —sing
sinfsing cosfsing cosp
cost —sinf 0

le déterminant : det (Rg'(p) =det (R(; l(p ) =1

7.3 Dérivation des vecteurs tournant

La base sphérique étant mobile, la dérivation des vecteurs unitaires est nécessaire afin de trou-
ver les caractéristiques cinématiques. La technique consiste a exprimer le vecteur tournant en
termes d'une base fixe a savoir une base cartésienne et ainsi procédé a la dérivation . Tout les
elements des dérivées partiels sont calculés comme suit

[5)
36 |,

(5]
09 Jg

(aég)
3 ),

0[(sin6 cos¢) & + (sinfsing) &, + (cosH) &
00
= (cosOcosg)éx+(cosOsing)é, — (sinh) é,

-

0[(sinf cos@) éx + (sinfsing) é, + (cosh) €]

O
= —(sinfsing)éy + (sinfcosy)é,

= sinfé,

0[(cosB cosg) &, + (cosOsing) é, — (sinh) &,|
00

= —(sinOcosg)é,— (sinfsing)é, — (cosh) &,

-

= —er
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0 [(cosOcosg)é, + (cosOsing) é, — (sinh) &;|

O
= —(cos@sing)é,+(cosOcosy)é,
= cosBé,

(Oé}p
36

) _ 0(—singé, +cosgé,)
¢

00

0(—singéy +cosé,)

dp
= —Ccos@éy—singé,

= _eP

La dérivée totale de chaque vecteur tournant est calculée

08, 08,
%r 404+ %%q
36 VT 59 ¥

dBég +sinfé,dy

98y . 08
% 46+ 2% 4
30 " 0 “Y

—dfé, +cosOdgpé,
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Grandeurs cinématiques instantanées en coordonnées sphériques

Vecteur position OP = OP&, = &,

Déplacement élémen- d (OP) = d(ré)=dré,+rdé,

taire = dré,+rdféy+rsinfdgé,
d(OP) dré, +rd0éy+rsinfdyé,
. dt dt
Vecteur vitesse dar

<
1l

5 4 0 +rsing®?s
—&+r—=~&g+rsinf—=2
dt " dt dr ?
Fé,+rféy+r¢sinfé,

=
Il

. dv d?r aoy: ., (de\*.
a:E = W—T(E) —T'SIHQ(E) )€r+
drdo  d%*o dp\?) .
dtdt+rﬁ—rsm9c039( ) ég +
dr de d’¢ do de
Vecteur accélération zd_ dt Sing +r Sme% ter cos@d— E) G
a = (F-rb*-rsin®09*) &, +

(270 + r — r¢p* sinf cos 0) &y +
(27@sin@ + r@sind +2r0¢pcos0) &,

Mouvement relatif
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8.1 Vitesse relative

On s’intéresse a la description et a la détermination de
la vitesse relative d'un mobile M observée depuis un
autre mobile N. Les deux mobiles sont dans le méme

référentiel fixe appelé référentiel absolue, noté 2 4 re-

présenté par un repere cartésien (O, &y, &, ;).

Les définitions des grandeurs cinématiques dispo-

nibles des deux mobiles M et N dans le référentiel (re-

pere) % 4 sont données comme suit : FIGURE 3.22 — Représentation des
grandeurs cinématique de deux
mobiles M et N dans un référen-
tiel absolu £ 4

Le mobile M

— vecteur position : 7y (f) = OM (1),

— vecteur vitesse Uy (f) = %

— vecteur accélération d; (1) = d”{%(t)

Le mobile N

— vecteur position : 7y (f) = ON (1),

— vecteur vitesse Uy () = %

—_ vecteur accélération dy (f) = Lu0 ULIZV t(t)

— a partir de la relation de Chasles, le vecteur position de N par rapport M 7y se déduit
comme suit : Fyyy = 'y — P
drMN drN drM _

— vecteur vitesse :Uyyy = TN = SN _ EM = 3y — Ty,
— vecteur accélération : dyy = d’é’;‘fN d(’”\c’h”M) =dan—dy

De méme, la détermination des grandeurs cinématiques du mobile M observé depuis N(origine)
est trivial

— vecteur position : Fyy = —Tyn =TmM — TN

— vecteur vitesse :Unpy = —UpN = ddI‘QM =Uy—UnN

— vecteur accélération :dyy = —dyN = d’c’if\;M =dy—an

8.2 Changements de référentiels, compositions des mouvement

8.2.1 Loide composition de Mouvement

La loi de composition des mouvements permet de connaitre le mouvement d'un point P (vi-
tesse, accélération) par rapport a un référentiel fixe dit aussi référentiel absolue, noté %/, en
connaissant le mouvement de ce point P par rapport a un référentiel relatif 24 lui-méme en mou-
vement par rapport a Z.,. Le mouvement relatif du point P est illustré dans la figure (). Les défini-
tions et les notations des grandeurs cinématiques du point P liées respectivement aux référentiels
absolue Z 4 et relatif Zp sont regroupees dans 1e tableau ()

Les vecteurs positons absolue OP et relatif O’ P sont reliés par la relation de Chasles,
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FIGURE 3.23 — Mouvement relatif

Référentiel Absolue % 4 Référentiel relatif %2 p
Repere associé (0;éy,8,,é;) Fixe (O';éy,é,,é,) Mobile
- — - —_ _ /
Vecteur position rap) = Of) . rr(P) = O,f e e
= Xextyey+ze, = Xeyxy+ty ey/+Z ey
- dra(P) - drg (P)
. va(P) = —— VR(P) = ——
Vecteur vitesse dt |z, dr g,
= X8y +yé,+2é; = iep+ye, +zey
- dva(P) - dvg (P)
R ap(P) = —— ar(P) = ———
Vecteur accélération dt |z, dt |z,
= Xéy+jé,+7é, = iep+jeé, +iey

TABLE 3.1 - Définitions et notations des grandeurs cinématique d’'un mouvement relatif liées aux
référentiels absolue £ 4 et relatif Z

0P = 00+0P
FaP) = Ta(O')+7r(P)

(3.48)

8.2.2 Loide composition des vitesses

La dérivation du vecteur position équation () par rapport au référentiel Z 4 permet d’obtenir
le vecteur vitesse absolue,

dra(P) _ dra(0)] |, dFr(P)
at g, dt |g, dt |a,
d7g (P
a(P) = b(0)+ EED) (3.49)
dt R

pour que I'équation () soit exploitable du point de vue mathématique et physique , il est est

nécessaire de développement le terme % 2 Deux méthodes sont alors proposées

A

[ BN yd yd ) ] L] 7 P
Premiere méthode : dérivation directe du terme #£2

at g,

La premiere méthode fait appel aux définitions données dans le tableau () concernant le vec-

teur position relatif 7 (P) et la mobilité de la base (Exr, éyr, EZ/) par rapport au référentiel £ 4, il
vient immédiatement
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drg(P)

deg| ,dé,, ,déy +dx’é, +dy’é +dz’é (3.502)
at |z, Y at |g, at |g, dt BT T |
dé, . dé, dé, dx dy' dz'
 UEx 17y 12"z ] Y 5 e

= ¥+ +Z ot —— Byt 8yt ——&y 3.50b
ar ¥ dr dt ~dt * dt’ dt”? 5900

TR (P)

dé/ dé’ dé’
I X I y ! z =

= X + +z +Up(P 3.50c
ar 7V ar T ar TR 200

Il est important de noter que la dérivée temporelle d'une fonction scalaire est indépendante du
référentiel par rapport auquel on la dérive.

Deuxieme méthode : formulation de Varignon-Bour

Dans la seconde méthode, on utilisera les formules de Poisson pour aboutir a une formulation
tres importante, celle de Varignon-Bour.

Si un référentiel relatif 25 est en rotation autour d’'un référentiel absolue % 4 d’'un vecteur
vitesse angulaire noté Q@R /% 4, alors les formules de Poisson sont réécrite de la fagon suivante :

e,
dt
@,
dr
e,
dr

Qap /24 N Ex
Qs N €y

Qapp /24 N E2

La substitution des formules de Poisson dans les termes de I'équation (),nous donne

drg (P)

dt

=S 153 A />
Q%R/@A/\x exr+ngR/ng/\y ey’

Q@R/@A AN (x'é’x/ + y,éy/ + Z/éz/) +

drg (P)

= Qgp/ws NTR(P) + ey

RR

+‘Q«@R/=@A /\Z,éz'-l—

drg (P)
dt

RR

(3.51a)

(3.51b)

(3.51¢)

dr (P) (3.52a)
dt |g, '

(3.52b)

(3.52¢)

L'équation () établit la formule de Varignon-Bour qui exprime la dérivée d'un vecteur par rap-
port a un référentiel en fonction de sa dérivée par rapport a un autre référentiel dont la forme
générale est

dA
dt

R A

+Q@R/@A/\A
RR
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Expression de la loi de composition des vitesses

Finalement, le vecteur vitesse absolue () peut prendre deux formes équivalentes selon la mé-
thode de développement utilisés :
soit par la méthode de dérivation directe

d_»/ dé' d !
Da(P) = 74 (0) + % de; +y— 47 detz + g (P) (3.54)

-
N

VE

[

ou par I'application de la formule de Varignon-Bour

DA (P) = U4(0) +Qgp e, A TR (P)+ TR (P) (3.55)

Vg

Les deux méthodes ménent au méme résultat connu par la loi ou théoréme de la composition
des vitesses du mouvement relatif.

Ua(P)=0Vg+ Ug(P) (3.56)

U est la vitesse d’entrainement qui représente la vitesse du référentiel relative par rapport au
référentiel absolu et se compose en deux vitesses

Vitesse de translation est donnée par 7, (0’) qui n’est rien autre le vecteur vitesse de I'origine du
référentiel Zp par rapport au référentiel absolu % 4.

. . , de, ey ) dé,
Vitesse de rotation est donnée par le terme x’ d ; -+ +7 T

Qap /2, A TR (P)

" ou son equivalent

8.2.3 Loide composition des accélérations

La loi de composition des accélérations passe par la détermination de I'accélération absolue
en dérivant le vecteur vitesse absolue, I'équation () par rapport au référentiel absolue, dans un but
d’alléger le calcul et I'écriture on utilisera la formulation de Varignon-Bour et on pose Q. 7] Rs =Q

dv,(P) _ dia(0) .\ d[QATR(P)] , 47r(P)
ar g, ar |a, dt w, At |z,
d[QATR(P dvg (P
ﬁA(P) = ﬁA(O/)+ [ rR( )] + VR( )
e |, dt g,

[ J

-

Premier terme Second terme

Calcul du premier terme

d[QATR(P dQ . dig(P
—[ dR( )] = R ATR(P)+ QA 'r(P)
t - t @, %

-

aqQ = o =
= EArR(P)ﬁLQ/\[vR(P)+Q/\rR(P)]

-

aQ = ==
= EArR(PHQAvR(P)JrQA[Q/\rR(P)]
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La dérivée du vecteur vitesse angulaire Q est indépendant du référentiel
Le calcul du second terme est une application directe de la formule Varignon-Bour

dvg (P)

=dp(P)+QA Dp (P
ar |, r (P) r (P)

le regroupement et le réarrangement des termes calculés permet d’obtenir I'expression de I'ac-
célération absolue

. R P [o I .
aA(P)=aR(P)+aA(O)+E/\rR(P)+Q/\[Q/\rR(P)]+2[Q/\vR(P)], (3.57a)

et élabore la loi de la composition des accélérations d’'un mouvement relatif

da(P)=dg(P)+dg+dc (3.57b)

Les termes d 4 (P) et dg (P) représente respectivement les accélérations absolue et relative et autres
termes

accélération d’entrainement dg =i, (0') + % ATR(P)+QA [Q ATR(P)]
d (0') l'accélération de translation

‘fi—? A Tg (P) accélération angulaire
QA [Q A 7R (P)] est 'accélération centripete

accélération de Coriolis ac=2 [ﬁ A TR (P)]

8.2.4 Etude de quelques Mouvements

D’une maniere générale,comme nous 'avons vue précédemment, un mouvement relatif est
composée d'un mouvement de translation et/ou d'un mouvement de rotation, dans cette etude
nous allons considéré seulement I'un d’entre eux

Mouvement de translation pure de % par rapporta % 4

Dans ce cas, les bases que forment les deux référentiels sont fixes et ne dependent pas du temps
et le vecteur de rotation Qg /2, est nul
la loi de composition des vitesses se réduit a

Ua(P)=04(0")+ Vg (P) (3.58)
de méme pour la loi de composition des accélérations

da(P)=adg(P)+as(0)
I'accélération de Coriolis d¢ = 0 et ’accélération d’entrainement se réduit a dg = dg (O’ )
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Chapitre

dynamique du point en référentiel inertiel

Ce chapitre est une transition importante : nous passons maintenant de la cinématique(qui
décrit le mouvement du corps ) a la dynamique (qui explique le mouvement des corps). La dy-
namique est une branche de la mécanique qui fait appelle a la notion de force pour expliquer le
mouvement des corps

1 Définition systeme matériel

Un systeme matériel est un ensemble de points matériels qui peut se distinguer par :

o Systéme matériel indéformable: Tous les points matériels constituant le systeme
restent fixes les uns par rapport aux autres, ce qui correspond a la définition d’ «un
solide en mécanique ».

o Le systeme matériel déformable : Tout systeme ne correspondant pas a un so-
lide. Exemple : 'ensemble de deux mobiles autoporteurs indépendants forment

un systeme déformable.
Le systeme matériel peut subir des actions ou pas de la part de I'extérieur. En particulier,

on distingue :

o Systéme matériel isolé (ou fermé) : Il n’existe aucune action venant de |'extérieur
et s’exercant sur le systeme.

o systeme matériel pseudo-isolé : Les actions extérieures agissant sur le systeme
se compensent (tout se passe comme si il était isolé). Par exemple, un mobile en
apesanteur.
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avec M =) m;, la masse totale du systeme

l
de points matériels.

¢ Centre de masse : Soit un systeme P
de points matériels de masses (m;) si- mg
tuées aux positions (P;) par rapport
a un point arbitraire O. Le centre de
masse G du systéeme de points ma-
tériels est défini par la moyenne des

centre de

positions des points P; pondérée par masse ﬁepz
leur masse (m;) : m,

- 1

— [
0G=—> m;OP; 4.1) s
M i

FIGURE 4.1 - Le centre d’inertie d'un sys-
teme matériel ou centre de gravitation cor-
respond au barycentre G.

2 Forces

La notion de force apparait dans la formulation Newtonienne de la dynamique, par laquelle on
peut expliquer I'origine du caractere non rectiligne uniforme de certains mouvements. Mathéma-
tiquement, une force est modélisée par un vecteur dont le point d’action est confondue au point
matériel lui méme. On la nomme parfois vecteur pointé,ce dernier obéit a I’algebre vectorielle. 11
suffit de quatre forces, ou interactions, pour décrire tous les phénomeénes physiques.

1.
2.

Interaction gravitationnelle, le cas de la force de gravitation.

Interaction électromagnétique : cas de la force Coulombienne (force électrostatique) et la
force magnétique.

. interaction dites « fortes » assure la cohésion des noyaux atomiques en liant les protons et

les neutrons entre eux

. interaction dites « faibles » intervient dans les réactions nucléaires et elle agit sur toutes les

particules.

Les interactions gravitationnelles et électromagnétiques ont des portées infinies, et appartiennent
donc a la catégorie des forces qui agissent a distance. Par contre, les interactions fortes et faibles
ont des portées extrémement faibles de 'ordre de 10~°m pour la premiere et 10~ m pour la
seconde. L'interaction gravitationnelle fera I’objet d'une description détaillée.
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2.1 force de gravitation et poids d’un corps

La force de gravitation terrestre s’exerce entre deux corps massifs celui de la masse terrestre
My (6 x 10**kg ) et celle d'un corps quelconque m. Elle est formulée et publiée par Isaac New-
ton dans son célebre ouvrage (Philosophig naturalis principia mathematica) en 1687 connu sous
I'appellation de loi universelle de la gravitation ou loi de I'attraction universelle qui s’écrit comme
suit:

Bo = —gy MM 5 (4.2)
G N(RT+h)2 r .
M;rﬂl_>
= —Gvoe (4.3)

— Gy la constante de gravitation univer-
selle égale 2 6.67 x 10~ 'm3kg 1572

(m)

— Rr Rayon terrestre égal a 6400 km
Corps

— h Altitude ou hauteur du corps par
rapport a la surface terrestre

— r = R7+ h distance radiale prise a par-
tir des centres des deux masses

— &, vecteur unitaire qui pointe de la
masse exercant la force vers celle qui
la subit.

Surface

oo terrest

; errestre
Er

Dans le cas ot le corps de masse m se situe Terre (MT)

a proximité de la surface de la terre h — 0.

La force gravitationnelle exercée par la terre

vaut donc e =

FIGURE 4.2 - Force de gravitation F; exer-

- GNMr _, . cée par une masse m sur une masse My si-
Fo=-m e, =mgo (4.4) PN . L

RZT tué a une distance séparant les centres des

deux masses r = Ry + h dans la direction é,.

— 8o champ de gravitation uniforme, Une force opposé et colinéaire a F; non re-

radial et centripete(se dirige vers le présenté

centre) ou accélération de la pesan-
teur dont le module est égale a 9.8
ms~2

La contribution principale est I'obtention
de ce qu’on nomme poids noté usuellement
P=mg ou (g = go).

2.2 Force de contact

2.2.1 Tension d’un fil

Lorsqu’'un corps est attaché au bout d'un fil, si celui-ci est tendue, il subit une force de tension
dirigée deplii)s le corps vers le fil. Cette force notée T ne peut que retenir le corps et non le repoussé.
Lanorme || T'|| dépends des forces appliquées au corps, on a alors

— II?II > 0 le fil est tendue.

—_>
— || T|| = 0 aucune tension n’est exercée sur le fil (fil détendu).
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Quand un fil a une masse négligeable, la tension a la méme norme en tout point. On utilise régu-
lierement cette approximation.

1

T
~U
Y . v
. P=mg
s
(a) Pendule simple. (b) Poulie.

FIGURE 4.3 — Tension du fil T

2.2.2 Force de rappel d’'un ressort

Soit un ressort qui peut subir une défor-
mation élastique réversible, de masse né- ~ _ |Fu. R
gligeable , de longueur a vide [/, et ayant o §

une constante de raideur k qui s’exprime en

Nm™! (voir figure ). Ce dernier effectue un é, :rﬁ
. ) o
mouvement rectiligne sur I'axe (0; é,) eiasigiemi iy S e —

FIGURE 4.4 - Force de rappel

— Si on applique une force de compression F sur ce ressort. On constate que cette force est
proportionnelle a longueur de compression (Al =1, -1)>0etaktel que:

F=kAl(-8))] = k(1-1,)8,

— Sion applique une force de traction F sur ce ressort. On constate que cette force est propor-
tionnelle a longueur étiré (Al=1-1,)>0etaktel que:

F=kAlE) =k -1,)8,

— En conclusion, apres déformation du ressort ( en compression ou en traction), il existe une
force opposée a F qu'on appelle force de rappel du ressort, F; 4 pes , qui a pour effet de rame-
ner le ressort a son état initial (repos), cette force suit la loi empirique de Hook

ﬁrappel = _k(l - ly)éy (4.5)
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2.2.3 Réaction d’'un support solide

Lorsqu’un point matériel est en contact avec la surface solide d'un support (sur lequel il peut
se déplace), il existe une force dites réaction du support exercée par le solide sur le point; notée
ici R; cette derniére se décompose en général en deux composantes : une composante normale
Ry (perpendiculaire 2 la surface du support) et une autre tangentielle R ou force de frottement
solide (tangente au plan ou au point de réaction), soit

R=Rpn+Rry. (4.6)

Réaction Normal

La composante normale Ry empéche le point matériel de s'enfoncer dans le support; elle est
—>
dirigée depuis le support vers le point matériel. Sa norme ||Ry| se calcule a partir des forces en
actions et plus précisément des forces normales appliquées au support.

—>
— |IRnIl > 0 le contact se maintient entre le point matériel et le support

— IIR_N) | = 0 le contact cesse, le point matériel est éloigné du support

Les figures illustrent quelques exemples de la representation et le calcul de la norme de la reac-
tion normale Ry ; en I’absence de frottement Ry = 0, dans ces cas R = Ry.

Gy
. "." Support solide
NNEA sphérique
IITZ \
= \ ¥

P

0

(a) Support horizontal. (b) Support sphérique. (c) Plan inclinée.

FIGURE 4.5 — Représentation de la Réaction normale Ry dans le cas d’absence de frottement Ry =
0

RNl =mg
—
RNl = mgcosa

Réaction tangentiel (force de frottement solide)

La réaction tangentielle Ry ou force de frottement solide ou sec se présente lorsqu’il y a une
friction entre les deux surfaces en contact : corps (représenté par le point matériel) et le support
solide; quant un corps est en mouvement la direction de la réaction tangentielle s'oppose au mou-
vement.
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Mouvement

(a) Support de contact incliné, objet en (b) Support horizontal, objet en (c) Plan inclinée.objet en mou-
équilibre statique . mouvement. vement.

FIGURE 4.6 — Representation de la Reaction normale Ry dans le cas d’absence de frottement

La force de frottement Ry se determine a partir de la relation empirique de Coulomb, deux cas
peuvent se presenter

1 Cas statique v = 0: Lobjet est en équilibre statique, la reaction tangentielle Ry empéche
I'objet de mouvement sur le support ,un exemple d’'une telle situation est montrée dans
la Figure 4.6a dans laquelle la norme de la force tangentielle ne dépasse pas une valeur
maximale || Ry [l max tel que :

IRTll < IRTlmax = s | RN (4.7)

s coefficient de frottement statique

2 Cas Dynamique (v # 0) : Lobjet est en mouvement, la norme de la réaction tangentielle
suit la loi de coulomb dynamique donné par :

IRrll = pta- I RNl (4.8)

La coefficient de frottement dynamique ou cinétique.

L'expérimentation utilisée pour la détermination du coefficient de frottement statique consiste
a poser un object sur un plan inclinée (voir Figure 4.6a) et augmenter 'angle d’inclinaison a
jusqu’a a atteindre un angle critique a pour lequel I'objet commence a bouger alors

IR |

RNl

Us=tanag = (4.9)

pour la détermination du coefficient de frottement cinétique, on détermine I’angle critique a4
pour lequel la vitesse de I'objet reste uniforme(constante)

IR

IR

Ug=tanay = (4.10)
Il est clair que a4 < as on déduit ugz < u; : le coefficient de frottement cinétique est toujours
inférieur ou égal au coefficient de frottement statique.

Le Tableau 4.1 regroupe les coefficients de frottement statique et dynamique de quelques
matériaux
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Contact Us Ua
acier-acier sec 0.6 | 04
acier-acier graissé 0.1 | 0.05
pneu-chaussée seche 0.7 | 0.3
pneu-chaussée humide | 0.7 | 0.3
téflon-acier 0.04 | 0.04

TABLE 4.1 — quelques valeurs .

2.2.4 Force de frottement fluide

Quand un corps est en mouvement dans un fluide, il
subit une force de frottement fluide ou visqueux, no-
tée Fr, dont la norme dépend de la vitesse de I'écou-
lement. FIGURE 4.7 - Representation

d'une force de frottement vis-

queux ou fluidique Fy dans un
écoulement

1. Pour un écoulement a treés basse vitesse correspond a un écoulement tres régulier, appelé
régime laminaire. La force de frottement est modélisé par :

Fr=-ab (4.11)
— U estlavitesse de I'objet par rapport au fluide.
— a est un scalaire positif qui dépend de la forme du corps, dans le cas d’'une sphere de
rayon R, il obéit a la loi de Stokes
a =6mRn
ol 7 viscosité dynamique du fluide.
2. Pour un écoulement a grande vitesse, on utilise un modele du type
Ep=-pv"v (4.12)

— p estune constante
— v=|7| norme de la vitesse

— n exposant entier qui varie en fonction de I'importance de la vitesse n = 2.

on note que les mémes formulations pour décrire les frottements fluides peuvent étre utilisées en
aérodynamique on nomme resistance de I’air ou trainée.
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2.2.5 Poussée d’Archimede

Lorsqu’un corps est au repos immergé dans un fluide, -
chaque point de sa surface subit une force due a la

pression; la résultante de ces forces est appelé pous- G
sée d’Archimede 11, dirigée dans le sens opposée de

la gravitation dont la norme est égale au poids du vo-

lume déplacé, soit

el

My=-msg=-psVr§ (4.13) FIGURE 4.8 — Poussée d’Archi-
mede

— T4 poussée d’Archimede appliquée au centre de poussée C

— my masse du fluide en question

— pr masse volumique du fluide déplacé

— V volume du corps immergé

— g gravité terrestre

3 Les trois loi de Newton

3.1 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement ou impulsion d'un point matériel de masse m et de vitesse U est
p=mb (4.14)

qui s’exprime en kgms~! dans le systéme international. tout comme la vitesse est relative, la
quantité de mouvement ’est aussi.

Si on considére, un systeme de points matériels comme celui montré dans la Figure 4.1; formé
de N masses m; situées aux points P; par rapport a une origine O ol1 chacune se déplace a une vi-
tesse U; avec (1 < i < N); le vecteur quantité de mouvement du systeme est la somme des vecteurs
quantité de mouvement de chacune des masses formant le systeme. On a alors

N N
p=) Pi=) mib; (4.15)
i=1 i=1
La substitution du vecteur vitesse (17,- = dgf ") du point matériel m; dans 1’ Equation 4.15 avec

I'aide de la definition du centre de masse (voir Equation 4.1), on obtient

. dOP; d ) d[ —
= : = — OP = MOG
po= Lmimy dt(;ml (| = 2z (M06)
- dr ¢ '

Le vecteur quantité de mouvement d'un systeme de points matériels est equivalent a la quan-
tité de mouvement du point matériel représentée par le centre d’inertie G de masse M et de vitesse
V6.
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3.2 Premiere loi de Newton : Principe d’inertie

Dans un référentiel inertiel, ou référentiel galiléen, tout point matériel isolé ou pseudo-isolé
persévere dans |’état de repos, ou de mouvement uniforme en ligne droite, dans lequel il se trouve,
amoins que quelque force n’agisse sur lui et ne le contraigne a changer

Equilibre
L'état de repos, appelé aussi équilibre, est un cas particulier de mouvement rectiligne uni-

forme, ol la vitesse est nulle. Si un objet est au repos, alors la force totale qui s’exerce sur lui est
nulle.

3.2.1 conservation de la quantité de mouvement

La premiere conséquence du principe d’inertie est le concept de la conservation de la quan-
tité de mouvement, du fait de 'uniformité de la vitesse du point matériel, le vecteur quantité de
mouvement est constant p = mv = cste

Pour un systeme de points matériels, le principe d’inertie s’applique au centre de masse G, ou
V;; est rectiligne uniforme, de méme le vecteur quantité de mouvement est constant. on déduit le

principe de la conservation de la quantité de mouvement puisque

p=cste=>Ap=0, 4.17)
donc
Pinitiale = ﬁfinale
Zmil_}gm” — Zmiﬁgflnal) (4.18)
i

_____ e-—-—-—-—-—-—-—-—-—"—""~""""7""cm| cm trajectoire
RN rectiligne (cm)

j Vi

FIGURE 4.9 - Principe da conservation de mouvement et trajectoire rectiligne du centre de masse
(cm) .

3.3 Seconde loi de Newton : Principe fondamental de la dyna-
mique

Dans un référentiel inertiel, la dérivée temporelle de la quantité de mouvement est égale a la
résultante des forces qui agissent sur le systéme, soit

L dp
Y Fi= d—’z (4.19)
i
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pour un systeme de masse (m) constante, on a

Zﬁ—md—ﬁ—ma (4.20)
- 1= dt_ .

a est |’ accélération du point matériel ou du centre de masse pour un systéme étendu, par
rapport au référentiel inertiel retenu pour I'étude. Les lois de la mécanique prennent la méme
forme dans tous référentiels inertiel.

Si la résultante des forces extérieurs sur un systéme est nulle, c’est a dire

—

- ap
Foxt=—=0
Y Fext = L
On peut considérer deux cas

Létat de repos : la vitesse est nulle (v = 0)

Etat d’équilibre mécanique la vitesse est constante (v = Cste)

3.4 Troisieme loi de Newton : principe action réaction

Si un systeme A exerce sur un systeme B une force F4p , alors le systéme B exerce en retour sur
A une forceFp4 telle que Fap = —Fp 4. Pour deux systémes ponctuels, on précise parfois que ces
forces sont colinéaires a la droite (AB).

FIGURE 4.10 — action reaction.

La force de gravitation est un exemple typique du principe action-reaction : la terre exerce sur
un corps une force en 'occurrence ce corps exerce sur la terre une force opposées et de méme
module.

4 Théoreme du moment cinétique TMC

Le moment cinétique, tout comme la quantité de mouvement sont des grandeurs fondamen-
tales de la mécanique. Le moment cinétique joue un role équivalent pour la rotation que celui de
la quantité de mouvement pour la translation. De méme, dans les cas des mouvement d’'un point
matériel soumis a une force centrale le moment cinétique se conserve ce qui permet de retrouver
les lois de Kepler, ces dernieres ont pour but I'’étude du mouvement des planétes et des satellites
artificiels.
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4.1 Moment d’'une force en un point Fixe

(D),
Le moment %(ﬁ) en un point O d'une A
force F appliquée au point M est définie par Qo
le produit vectoriel :
0
Mo(F)=0OMAF Mo(F) A
Lunité du moment est N.m. E

FIGURE 4.11 — Moment de la force F en
un point fixe O

Propriétés

— Siplusieurs forces Fy, F», Fs, ..., Fy sont appliquées au point M, alors on montre que la somme

- N
des moments individuel est égale au moment de la force résultante (F,.s = ). F;) appliquée

i=1
au point M.

OMAE +OMAE, ++-+OMAEy = o)+ Mo(Fs) +-+ Mo(Ey)
N __ . N
= ) Mo(F;) telque: Fres=) F;
i-1 i=1

5
>
B3
|

N —_—
> Ao (Fi)
i=1

— Lanorme ou le module du moment %(F ) est:

H%(ﬁ)“ = HO—J\)/I" ||I:“|| ’sin(w,ﬁ)‘ =OM x ||13|| x |sin (a)]

— Si O appartient 2 la droite d’action (2) de la force F ,dans ce cas les deux vecteurs OMet F
sont colinéaires alors .#p (13 )=0

Nous rappelons que pour effectuer le produit vectoriel de deux vecteurs, il est nécessaire que
ces deux vecteurs soient décomposés de la méme base.
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4.2 Moment cinétique en O d’'un point matériel M (m)

Le moment cinétique du point M par rap-
port a un point fixe O de 'axe A est le mo-
ment de sa quantité de mouvement que I'on O
note:

Lao=Aom-5) = OMAm-D(M)
m(OTV[/\z?)

FIGURE 4.12 - Moment cinétique est égal au
moment de la quantité de mouvement en
un point fixe O :

Propriétés
— Le module du moment cinétique ||i M/O || s’obtient par :

||iM/o|| = WIHO_M sin(O_M, 1')(]\4))‘

x [o (M) %

— Le Moment cinétique se calcul facilement en coordonnées polaire :
Lo(M)=m-OMAD(M)=m-ré, A(Fé, +108)=m-r’08,

Si M est en mouvement circulaire de rayon R et de centre O avec une vitesse angulaire w
alors le moment cinétique

Lyio=mRvé, avec (w=Rv)

4.3 Enoncé du théoréme du moment cinétique

La dérivée (par rapport au temps) du moment cinétique d'un point matériel M par rapport a
un point fixe O dans un référentiel (R)galiléen est égale a la somme des moments par rapport au
méme point O des forces extérieures appliquées au point M.

DEMONSTRATION
dt dt
d(OM) _ — d(mD)
= Amv+OM A
dt
= DAMU+OMAY. Foy

= Zw/\ﬁext = ZMO (ﬁext)
4.4 Cas particulier de conservation du moment cinétique
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4.4.1 Mouvement a force centrale

Le mouvement d'un point matériel M est
a force centrale F si le point M est soumis :
a une force F dont la droite d’action passe e €

constamment par un point fixe O, appelé 0
centre de force, qui est de la forme 0) O é

F=f(re

FIGURE 4.13 - La force centrale F se dirige

toujours vers le centre O et elle est colinéaire

au vecteur position OM
voici quelques exemples de forces centrales

o Force de rappel Fy = —kx2&,

o Force de gravitation Fg=-G N% 8,
o Force électrostatique Fg = k, q; P28,

Par le fait que le vecteur position OM et la force centrale F appliquées au point matériel M sont

toujours colinéaires alors le moment .#(F) est nul, et par conséquent le moment cinétique est

constant, en effet d’apres le TMC :

dLo (M)

T :WAﬁ:03ZO(M):cste

Le moment cinétique I_:o (M) est un vecteur constant qui se conserve (AZO (M) = 0) au cours du

mouvement de M. On a

E(Of ) (M) = fg) (M) if: etats initiale et finale

Afin de mettre en évidence les propriétés d'une force centrale, Le moment cinétique est écrit

sous ces formes équivalentes

ZO(M) = m(O—Z\;I/\ﬁ):cste

m-r?0é,=cste coordonnées polaires

Une propriété du produit vectoriel est que Lo (M) est perpendiculaire a chacun des deux vec-

teurs OM et T ou plus précisément Lo (M) est orthogonale au plan formé par (O—M, ﬁ) cela signifie

que la trajectoire du point matériel M est plane et que le mouvement s’effectue dans un plan per-
pendiculaire a Lo (M) passant par I'origine O.
La deuxieme propriété peut étre déduite comme suit :

e

LoM)=m-r?0é,=cste=>r’0=—""=C

C étant une constante positive, appelé constante des aires

83



5 Méthodologie a suivre pour la résolution d’'un probleme par le
PFD

La résolution d'un probleme en mécanique du point matériel par 'utilisation du PFD suit une
démarche rationnelle et systématique qui sera indiqué par les étapes suivantes :

1. Définir le systeme d’étude. Dans notre cas c’est le point matériel.

2. Définir le référentiel galiléen d’étude. Dans cette étape, un repere lié a ce référentiel est dé-
finie.

3. Faire le bilan des forces appliquées au systeme, tout en définissant leur direction. Le mieux,
meéme indispensable, est de réaliser un dessin clair illustrant ces forces.

4. Application et écriture vectorielle du PFD : Le vecteur accélération est exprimé a I'aide du
vecteur position ou a l’aide du vecteur vitesse.

5. Projeter la relation vectorielle : réécriture de la forme vectorielle sous forme compacte ou
chaque grandeur vectorielle est réécrite en terme de ces composantes selon le repere choisi.

6. Résolution de I’équation différentielle.

6 Projectile

On entend par projectile tout lancement ou tire d'un corps de masse m a partir de la surface
de la terre ou vers la surface de la terre et qui ne dépasse pas I'orbite terrestre , en voici quelques
exemples

— tire d'un boulé de canon

— tire d'une balle de fusil (on parlera de balistique)
— lancé franc d'une balle de basket ball

— larguer une bombe d'un avion bombardier

— tire d'un coup franc (football)...etc

Application d’un projectile sans frottements

Un corps ponctuel M, de masse m est lancé a I'instant
t = 0 du point origine O avec une vitesse initiale 7 ¥
faisant un angle a avec le sol horizontal(figure xx), le
module g vo de la vitesse étant fixé. On suppose le M(m) \

repere galiléen. o ¥

FIGURE 4.14 - Le projectile M(m) :
conditions initiale a t=0 M point O
etv

1. Calculer les coordonnées de M a l'instant t.

2. Déterminer I'équation de la trajectoire de M.

3. Déterminer la portée (distance entre O et le point de chute du projectile sur le plan horizon-
tal z = 0) etla fleche de la trajectoire (altitude maximale atteinte) , trouver pour quelle valeur
de I'angle a la portée Lp est maximale, méme question pour la fleche h.
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AN

4. Trouver I'’équation de la "parabole de streté", c’est-a-dire de la courbe du plan xOz séparant
les points pouvant étre atteints de ceux qui ne le seront jamais atteint par le projectile./par
DONNEES g =10ms™2; vp=40ms™};m=0.5kg

Systeme étudié : corps de masse m assimilé a un point matériel M (m)
Référentiel galiléen d’étude : repeére Ry (O; Ex, €y, é’z) lié au référentiel terrestre
Bilan des forces appliquées au pointM: — poids: P = mg

Application du PFD au point M dans Rt :

ZFex[ = ma
P = ma
mg = md =ad=g (vecteurconstant)

Le vecteur accélération étant constant, cela permettra de garder une forme mathématique
compacte chacun deux vecteurs : vitesse et position , ainsi par intégration vectorielle, on
obtient :

di
dat

— vecteur position: U = ddL?/’ =>OM(t) = %tz + C’l r+ 62

— vecteur vitesse:d =% => U (1) =gt + C

C, et C, sont des constantes d’intégration qui se déterminent a partir des conditions ini-
tiales; soit :

— B(t=0)=7p=C; = Dpdonc ¥ (t)=gt+ Vo
— O—]\;[(t:()) =0= C,=0alors W(t):§t2+ﬁot

Projeter la relation vectorielle : Dans cette étape chaque grandeur vectorielle est réécrire sous sa
forme vectorielle compacte en terme de ces composantes dans le repére choisi; le vecteur

vitesse
U(t) = gt + Uo
0 0 0
Uy (1) 0 Vo Ccosa
vl vy | = 0 |t + 0
v, (1) -8 vosina
V() = vpcosa
vy() = 0
v,(t) = —gt+vosina
et le vecteur position
OM (1) = g+ Dot
0 0 0
x (1) 0 , Vocosa
_ ~ ,
OM| y@) |= 0[5 + 0 t
z (1) -8 vosSina

x(t) = wvpcosat
y@® =0

12
z(t) =

—g; + vosinat
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Le mouvement étant sur le plan xOz, la composante en y est omise, par consequent x (t), z (t)
sont les équations horaires , les coordonnées cartésiennes du projectile M et les compo-
santes du vecteur position OM

DETERMINATION DE I’EQUATION DE LA TRAJECTOIRE :

L'équation de la trajectoire est déduite en éliminant la variable temporel "t" des équations

X
Vo Ccosa

dans celui de z(t), cela revient a calculer z (t =2 ) ,

horaires, en substituant ¢ = Vo oS

1 X 2 . X
z = ——g|l———| +vosina|———
27 \vpcosa UVpcosa

= ———x2+(tana)x

1 g
= -5 - Xttana
2 v,cosTa

DETERMINATION DE LA PORTEE Lp ET LA FLECHE h :

Deux méthodes sont proposées pour la détermination des deux parameétres : la portée L, et
la fleche h ou la hauteur maximale atteinte par le projectile.

Méthode basée sur I'équation de la trajectoire

De ce point de vue, la fleche h représente I'extremum de la trajectoire, sa détermination
passe par les étapes suivantes :

, dz g vy
= = ﬁx+(tana):03xh:—smacosa
dx V5 cosca 8

(0]

UG
h = z(x;)=z|—sinacosa
g

2
vy
= |[—sinacosa
g

2
1 Vo .
& (—Osmacosa) +tana

2 vicos?a | g
2 in2
_ 1 vpsin“a
2 g
- La portée correspond a: z(x) = 0= x = L, c'est équivalent a x (—% = Ciszax +tana|=0=>
o
v2 sin2a
— — _0 —
x=0oux= - = Ly

Méthode basée sur les équations horaires

Cette méthode fourni plus d’information que la précédente puisque elle permet de détermi-
ner en plus les temps relatifs pour atteindre la hauteur maximale ¢, et celui la portée (ou du
parcours) t,. Cette méthode exige une étape supplémentaire de calcul.
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— Lorsque le projectile atteint la hauteur maximale (h), la composante de vitesse v, est
nulle, ce qui se traduit par : v, () = —gt, + vosina =0= tj, = %{‘n“ les coordonnées
du projectile M a cette instant sont :

. xp = x(ty) = vocosa (—vosm"‘) = —s1n2a
_ g 2g
OM = ) N2
_ _ vosina . vosina
= = —1g|¥3%) 4 pysina | L23RE) = JCgin?
h=z(t) zg( < ) VoS a( < ) gs a

— Le temps de portée correspond 4 : z(t,) = 0= 1, (-3 g1, + vosina) = 0 ce qui corres-

ponda 1, = Zvosing o 15 distance de la portée est obtenue par
2vpsina Uzo sin2a
Lp =X tp = =
4 4

comme l'illustre la figure , ca peut comprendre Soit le projectile montrée dans figure

fleche

Q)
oot

portée————J//

FIGURE 4.15 — Projectile

Détermination de la parabole de stireté

La parabole de streté définie ’ensemble des points (x,z) qui peuvent étre atteint par le projec-
tile pour une vitesse initiale v constante et un angle d’orientation a variable. Afin de déterminer

ce qui donne

1 1
g;xztan a+xtana — 2%xz—z:O
Vo Vo
cette équation est vérifié pour tout point (x,z) si elle admet des solutions en & ou en tana.

Il est nécessaire que

1
A= x—4( £ 2+z)(—%x2)20
2 UO 2 Vo

2
. s v
cette condition est vérifié pour : z < 32 — 3o X
O
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£

) x?
Yo

2
N 2 _Y _1
La parabole de sareté est z = 5 g2

afin de la déterminer il est nécessaire d’utiliser I'identité ﬁ =1+tan?a

Linterface sous le programme Matlab dont I'execution génere les courbes de stireté ainsi que
les courbes pour différentes valeurs de a sont montrés ci dessous

Les paramétres pour le tracer d'un projectile( sans resistance de I'air ) La courbe d'un projectile

2000 :
= Angle d'orientation du projectiie @ en degre (¢)

1800 [

» Le module de I'accélération de gravitation ¢ = ”?| en (m.s?) [ ,
» Le module de la vitesse initiale v, = '?H (m.s™") 1600 + ‘ |/ B
« Masse duprojectle m (kg) / |
1400 7 |/ n ‘\\ b
I} /1
| /," ‘\‘
g1200r /) \ 1

Introduction des données

Hateur: z (i
=
o
o
o
\\\
\
\ \
i
|
7
/
/
| |

masse=| 1 F
’ oot /// /) 1 .
g=10 3 | / | \
i \
angleDegree=| 1 8 600 |/ \ J
I \ N
vitesseInitiale= 200 5 | \ N\
400 [ / / \ N 1
|/ / \
I \
traje_mobile(masse, g, vit |; 200 ‘T" / ‘ “k \ 5 7
)
0¥ i ) L -
0 666.6667 1333.3333 2000 2666.6667 3333.3333 4000

Tracer la courbe Portée: x (m)
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CHUTE LIBRE D’UN CORPS ET PENETRATION DANS UN LIQUIDE

Un homme (masse m = 75 kg) trébuche et tombe d’une falaise situé a
une hauteur h = 15 m au-dessus de la surface de la mer . On considere
qu’il a chuté sans vitesse initiale et qu’il est seulement soumis a la
force de la pesanteur (on prendra g = 10 ms~2 ). On note Oz, I'axe
vertical descendant, O étant le point initial de chute.

1. Déterminer la vitesse v, d’entrée dans I'eau ainsi que le temps
de chute ¢, .

2. Lorsqu’il est dans I’eau, ’homme ne fait aucun mouvement. Il
subit en plus de son poids une force de frottement F r=—kv(
7 étant la vitesse et k = 250 kgs™! ) et la poussée d’Archimede
ﬁA = —dﬂhg (dp =0.9 estla densité du corps humain).

a Etablir 'équation différentielle a laquelle obéit la vitesse en
projection sur Oz, notée v, . On posera 7 = % , (on rap-
pelleque v, = 2).

b Intégrer cette équation en prenant comme nouvelle origine
des temps ¢ = ¢, (correspondant a I’origine O’).

¢ Déterminer la vitesse limite v; (< 0) en fonction de m, k, g et
dp.

d Exprimer la vitesse v, en fonction de v, |vz| et t. Déterminer
a quel instant #; le baigneur commence a remonter.

e En prenant la surface de I'’eau comme nouvelle origine de
I'axe Oz, exprimer z(t). En déduire la profondeur maxi-
male pouvant étre atteinte.

f En fait, il suffit que le baigneur arrive au fond de la piscine
avec une vitesse de 'ordre de 1 ms™! pour pouvoir se re-
pousser avec ses pieds : a quel instant f, atteint-il cette
vitesse et quelle est la profondeur minimale du bassin?

g établir les équations de la vitesse et les équations horaires
de la position en considérant les deux phases en prenant
comme origine des temps |'origine t=0 en O (sommet de
la falaise).

h tracer les courbes de la vitesse et de la position en considé-
rant les deux casenb) eten g).

SOLUTION

Systeme étudié : Lhomme de masse m assimilé a un point matériel G (m)

Référentiel galiléen d’étude : est un référentiel terrestre qu’on lui associe un repere Ry (O; é;). Le
mouvement étant rectiligne, une seule composante suffit pour décrire le mouvement.

1. Le cas d’'une chute libre

-

Bilan des forces appliquées au point G — poids: P =m g
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G P
15 {°
|7
air libre o
eau
z

Application du PFD au point G dans Rt :
Z ﬁext = ma
p = maeomg=ma =ad=§
Projection s’effectue selon Oz, on a
dv,

a=8 © Zé;=gé, => (dt =%)=g

Résolution Lintégration successive de I'accélération nous permet de trouver :
— lavitesse v,(t) = 2(t) = gt+C et
— la position z(t) = %tz +Cit+Cy ou
CietC, sont des constantes d’intégration qu’'on déterminera a partir des conditions
initiales z (0) = 2 (0) = 0, apres calcul on déduit C; = C, =0.

le temps de la chute ¢, correspond a z(t;) = h = t. = 2h

g
et la vitesse d’entrée est v, = v, (1) = gt = \/28h.
2. Cas du mouvement du corps dans le fluide
Bilan des forces appliquées au point G : poids p = mg, force de frottement F r etlapoussée

d’Archimede il A
O
\ €
air libre ig
— — o'
Fet|Ila
G —
b eau
Sens Mvt
z
Application du PFD au point G dans Rt
Zﬁext = ma
Y N — . av, S
P+Fr+Ilp = ma= mﬁ (V,=v,€;)
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Projeter la relation vectorielle : chaque terme de I’équation vectorielle est réécrit en terme
des vecteurs de la base du repere Rr, soit :

fz’: mg=mge,
Ff = _kvzéz

—_Mmg__mgz
II= a,8 = "a,8¢
apres substitution on a

. L m dv,
mgeé,—kv,é;— d—hgez = mﬁez

apres réarrangement la forme de I’équation différentielle du mouvement est

m

dv, 1
Z+_VZ:(
T

l—d—h)g avec T=

Lintégration ou la résolution de I’équation différentielle dont la solution générale est
de la forme : v, (£) = vy + Vs (£) OU

vy, est la solution particuliere "constante" égale a T (1 - dlh) g et vgm (1) est la solution
sans second membre (obtenu a partir de I’équation caractéristique), qui est égale a
Ae™7, A étant une constante d’intégration qu’on détermine a partir de la condition ini-
tiale ou 'origine des temps est choisie a partir ¢ = ¢, (en O’) tel que v, (¢ = 0) = v, donc

1 1
vz(t:0):ve:T(l——)g+A:>A:ve—T(l——)g
dh dh

La forme finale de la solution est
O (1 1) (1 e_£)+v et
1% =T —_—— —_ T T
z dn 8 e

La vitesse limite est définie par
) 1
vy = lim vz(t):r(l——)g<0
t—o0 dl’l

onpose |vy|=-1 (l - d%,) g ainsi la vitesse v, (t) est exprimé en fonction de |v;|,v, et ¢

vz (1) =vrl (6_5 - 1) + vee_$

Le temps #; ou il commence a remonter correspond a

lvrl+ Ve)

v, (1)=0=>1 :Tln(
vl

e) La position z(t) est déterminée par intégration de la vitesse v,(t)

z(t):fvz(t)dt:—re_$(IvL|+ve)—|vL|t+B
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B est une constante d’intégration qu’'on obtient a parti de la condition z (£ =0) =0 (en
0"

z(t=0=0< —1(lvzl+ve) + B=0=>B =1 (lvL| + ve)
L'expression de la position prise a partir de la surface de I'eau est
_t
z (1) =T (lvLl+ ve) [l—e ] —lvelt

La profondeur maximale s’obtient comme suit

dz (1)
dt

=V ()=0=>t=1

-
la profondeur maximale : zy;4x = 2(f1) =7 (|vL| + Ve) [1 - e‘?l] —lvil

Calcul du temps £, pour le quel la vitesse est égale a v,

lvp|+ ve

B
vy(B)=e 7 (lvpl+ve) = VLl = vpin = L =TIn | ———
Umin + V1|

La condition pour pour que t, existe, il faut que : v, > vpin
Calcul de la profondeur minimale pour atteindre une vitesse vpjp, €st :

)
Zmin =z (t2) =T (lvLl+ ve) [l—e i ] —lviltz
g) Le changement d’origine implique un changement des conditions initiales ce qui

entraine irrémédiablement a un recalcule des constantes d’intégration A et B, c’est
d’ailleurs la seule et unique différence a noter

11 1
Vo (E=1)=Ve=—|v|+Ae" T = A=[v.+|vLller

z(t=t)=h=>B=1t(vrl+ve) +|vLlt: +h

les équations de la vitesse et de la position par rapport a l'origine O sont regroupés
comme suit :

gr, 0<r<t,
v, (1) = _(t=t¢)
(Vet+lvrhe 7 —lvgl, L=t
" 812, 0<t<t,
V4 = (t=t¢)
T(IvL|+ve)[1—e_ rc]—leI(t—tC)+h, t=t,

Interface interactive pour le tracé des équations horaires : position et vitesse en tenant compte
de I'origine

92



Les paramétres de |la simulation lors du plongeant accidentel d'une falaise

» Le module de l'accélération de gravitation g = |'?| (m.s2)
= La hauteur de |a falaise o (m)

» Lamasse de 'homme m (kg)

= La densité du corps humain d;, (sans dimension)

= Coefficient de frottement fluidiques & (kgs™')

Introduction des données

Masse = |85

g =10 H
Hauteur=| 15

dh =
k =

09
250

origine=| Origine O v

[Vitesse, Position tempsE! | | traceVitessePosition(temp

tracé de la position

les résultats des tracés de la position et de la vitesse a partir du somment de la falaise (Origine

o La courbe de la position (Origine O) 18 La courbe de la vitesse (Origine O)
S T T T T T 7 T T T T T T T T
\ CF-r==="° see dentée A lean
\ I Vitesse d'entrée a I'eau
\ 16 [ [
\ /|
s ur |
[
12t | |
—_ |
Ewr | 910t \
< \‘ £ \
S \ by [
2 \ @ 8
\ |
815 ‘ e s/
Q 1 N S | |
| Horizon de la Mer | |
ar| \
\ \
20 \ q 2
| \
o A
25 . . . . . . . . 2 . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
temps (s)

temps (s)

les résultats des tracés de la position et de la vitesse a partir de la surface de I'’eau (Origine O’)

o La courbe de la position (Origine O') 18 La courbe de la vitesse (Origine O")
Horizonde lamer 7~} === === == T mmmmm s === -
Vitesse d'entrée a I'eau
‘ 16 |
1
F 14t
|
| 1
12
2) \
B L 104
E || g
53l @ gl
= 2| 2l
2 || S 6l
a || 3 |
4| |
\ al|
2t
50\ \
AN 0 \\7
6 . . . . . . 2 . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
temps (s) temps (s)

APPLICATION DE LA POUSSEE D’ARCHIMEDE

On veut calculer le volume émergé d'un iceberg, supposé homogene, de masse m. On appelle :

V; le volume immergé,

Ve le volume émergé,

p: la masse volumique de I'eau liquide,

pg lamasse volumique de la glace.
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SOLUTION SIMPLIFIEE

Les forces exercées sur l'iceberg sont :

1. son poids mg = pg(V; + V,)§

2. lapoussée d’Archimede due al'eau —p;V; g

3. lapoussée d’Archimede due al'air —p,i, V.8

L'équation d’équilibre mécanique s’exprime donc en projection sur I’axe de la verticale :

mg—p1Vig—PairVeg =0

Sachant que la masse volumique de I'air est trés inférieure a celle de I’eau (environ 1000 fois),
on peut négliger la poussée d’Archimede exercée par I'air devant celle exercée par I'eau. Léquation
précédente devient alors apres simplification :

pg(Vi+ Vo) = p, Vi = % = S_; — 1 = 5 Ainsi, seulement un dixieme du volume d’un iceberg est
émergé.

SERIE D’EXERCICES
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Travaux dirigés N°3 : Dynamique
Exercice 1: Conservation de la Quantité de Mouvement.

Une particule A a une masse de 1.2 kg. se déplace a la vitesse initiale de  (—7+ 3j) m/s alors que la
particule B, de masse 1,8 kg, a une vitesse initiale de (37 + 47) m/s. Apres leur collision. la vitesse de A
estde (27+ 1.5)) mis. (a) Quelle est la vitesse finale de B ? (b) Quelle est la variation de la quantité
de mouvement du systéme formé des deux particules ?

Exercice 2 : Quantité de Mouvement et PFD.

D'aprés la courbe de la force F en fonction du temps t représentée par figure ci-dessous. Trouvez : (a)
la variation de la quantité de mouvement (impulsion) ; (b) la force moyenne.

Exercice 3.a. Projectile.

Une pierre est projetée vers une falaise de hauteur h avec une vitesse initiale de 42m/s selon un angle
6, =60° avec I’horizontale. La pierre frappe au point A a 5,50 s apres le lancement. Trouver (a) la

hauteur h de la falaise, (b) la vitesse de la pierre juste avant I’impact au point A, et (c) la hauteur
maximale H atteinte au-dessus du sol.

Exercice 3.b. Supplémentaire Projectile.

La vitesse de lancement d’un projectile est cing fois sa vitesse atteinte a une hauteur maximale, trouvez
I’angle de lancement 0,

Exercice 4. Application du principe fondamental de la dynamique. (Facultatif)

Un solide (S), que I’on assimilera a un point matériel, de masse m = 0.1 kg, glisse le long de la ligne de
plus grande pente d’un plan incliné qui forme un angle 0=20° avec 1’horizontale.
1- Le solide est abandonné depuis le point A sans vitesse initiale. En considéerant les frottements
négligeables, déterminer la nature du mouvement de (S). Justifiez ?
2- Calculer la durée du parcours AB. AN.AB=2m
3- En fait, cette durée est de 1.3 s, en admettant I’existence des frottements caractérisés par un
coefficient de frottements dynamique pq.
(a) Representer les forces agissant sur (S) dans ce cas? (b) Déduire la valeur de coefficient de
frottements g?
4- Le solide est maintenant lancé du point B vers le point A. Au point B sa vitesse est de 3 m/s.
Déterminer la position du point C ou la vitesse du solide s’arréte :

a- Sion néglige les frottements ?

b- b- Si le coefficient de frottement est de pq = 0.11?
On prendra dans le probléme g = 9.81 m/s?.

Exercice 5. 2°me et 3¢me | ojs de Newton.

Une chaine composee de cing anneaux, chacun a une masse de 0.100 kg . Cette chaine est tirée
verticalement avec une accélération constante de 2,50 m/s?. Trouvez les modules : (a) la force qu’exerce



I’anneau 2 sur I’anneau 1 qu’on dénote F21 () Fz2 (¢) Faz (d) Fsa. Alors trouvez les modules (e)
de laforce F tiré par la personne tout en haut de la chaine et (f) la force nette de chaque anneau.

AT
FN) .
A ] )
i ‘I:".FJ' -
100 l \ 4 ) L
| | .-.l_’h
I i 3 ‘ ]
{ : w
i i 00 T B 2 =
T L T L Ny
0 2 4 -
Figure ex 2 Figure ex 3 Figure ex 4 Figure ex 5

Exercice 6. Moment cinétique.

Une particule de masse M se déplace dans le plan xy. Ses coordonnées en fonction du temps sont
données par X(t) =At’: y(t) = Bt>— Ct , o0 A, B et C sont des constantes. (a) Déterminez

son moment cinétique par rapport a l'origine. (b) Quelle force agit sur la particule ? (c) Montrez que les
résultats de (a) et (b) conduisent au méme moment de force extérieur agissant sur la particule.

Exercice 7. Dynamique de rotation. R=8cm

Deux blocs de masses m1 = 3 kg et m2 = 5 kg sont reliés par une ficelle
passant sur une poulie de rayon R = 8cm et de masse M = 4 kg. On néglige

1

les frottements et on assimile la poulie a un disque. On place l'origine au M=4kg ‘
centre de la poulie. (a) Quel est le module du moment de force résultant sur
. . A 3kg
le systeme ? (b) Quel est le module du moment cinétique du systeme Ske

lorsque les blocs ont une vitesse de module v ? (¢) Déterminez le
module de I'accélération des blocs en appliquant I'équation
Zee =dL/dt. etpar | application du principe fondamental de Newton

Figure ex 7

Exercice 8. Mouvement dans un milieu résistant (a faire a la maison)

On laisse tomber un objet de masse m. en plus de son poids, il est soumis a une force de résistance
proportionnelle au carré de la vitesse Fr = kv? , ou k est une constante. En supposant que I’axe des y
positifs pointe vers le bas , (2) montrez que I’expression du module de la vitesse en fonction du temps

s’écrit . V= mg 1- 2
ﬁék exp(Zt g/m+1)

b) Montrez que 1’expression décrivant sa position verticale F m exp(—Zt g/m +1)
y= t

: o —t+—1In
en fonction du temps s’écrit K 2

¢) Donnez une valeur aux différentes constantes et tracez le graphe de v(t).



Solutions TD N°3 Dynamique
Exercice N° 1

(@) A partir de I’équation de la conservation de la quantité de Mouvement on a
mAJA’_Fran?::mA\TA’_FrnB\TB’ (1)
Uy, Ug et Uy, Vg sont respectivement les vitesses des particules A et B avant et aprés le choc.
Ona: GA=—T+3] , Us =37+4] ) VA=27+15] , Ve =XT+y] , M, =1.2kg et
m, =1.8kg
La substitution des données dans I’eq (1) donne 4,2i+10,9] =(2, 4+1,8x)T+(1,8+1,8y)], ainsi
par identification, on obtient x = 1 et y=5.
(b) La variation de la quantité de mouvement
~AP,=Ap,
Apg =m (\TB—@) =-36i+18]= ’Ap—B’ =4.02 kg.ms™

Exercice N° 2
— dP . .
F= Ty (Deuxieme loi de Newton)

La variation de la quantité de Mouvement est défini par : Aﬁ:jdf’=jﬁdt donc il suffit de

calculer I’aire sous la courbe de F alors ’Aﬁ’ =350 N.s

:@ _ 350Ns _ 70N
At 5s

: e = AP =
(b) a partir de la définition Fmoy = A = ’F moy
Exercice N° 3
1 .
(@) L’équation horaire pour I’axe y est donnée par y = 3 gt? +Vv,singpt + Y, , I’égalisation de

y =h donne h=51,8 m pour ( vo=42m/s, 60=60.0° et t=5.50s)

(b) la vitesse a 1’impact est v :J(vo COSQ))Z +(Vpsing — g’[)2 =274 mys.

(Vysiné,)*

(c) la hauteur maximaleH H = =67.5m

Projectile (suite)

On note par v, lavitesse de lancement et v, la vitesse atteinte a hauteur maximale,
donc ona 5V, =Vyu (¥).

A hauteur maximale V. =V, =V, C0s8, car v, =0, il suffit de remplacer dans

I’Eq (*): 5V, =V,C086, = @, =cos™ (%} = 78.46°



Exercice 4
1) PFD: > Fexr =ma

T sina ~( 0
P+C=ma, P ™ , C

—mg cosa C,
Projection suivant I’axe des ox
mgsina=ma = a=gsina=3.35m.s"’
La nature du mouvement : rectiligne uniformément
accélérée
2) Calcul du temps de parcours AB

Xq =%a’c2 =t= &ZXTAB =1.09s

3) PFD: en présence de frottement

ZEEXT = ma

- — —(-C _ i
P+C=ma, C| . *|, P mgsina *
C, —mgcosa

Projection suivant 1’axe des ox
—C, +mgsina =ma, (1)

Projection suivant I’axe des oy

Cy—rrgoosw=0:>Cy =g coso (2)
C
H=c =C =u,C, =yymgcosa:  (3)
y
La substitution de Cx (Eq.3) dans I’Eq.1 donne

. gsina—a,
H,gcosa=gsina—a, = pyy =——
gcosa

X\ =%ait2 =a :2?% =2.366 m.s”

Hy =0.107
4)
a) Sans frottement
ZEEXT=ma
- = — —(—mgsin ~( 0
P+C=ma, , ou p( ™ “],c[ J
—mgcosa C,

—ngsina=mp, =a, =—gsina=-3.35ms?

. . dv b
L’équation de la vitesse 8; = dtx =V, -V, = ja3dt
tD

vV, =at+v, =-3.35t+3

X



Le solide s’arréte lorsque vx=0, c’est-a-dire
-V,

t,, =—>=0.895s
&

La distance parcourue a partir de B (xo=0)

1 .
Xgc = E aStArr + VOtArr +X,

AN Xgc =%(—3.35).(0.895)2 +3(0.895)+0=1.34m

b) Avec frottement
ZEEXT =maj :ﬁ+6=maj

—
. A
—(—mgsina ~(-C,
P C o
—-mgcosa C, s
Projection Ox )
5 .
—-C,—mgsina =ma, (5) v Psino.
Projection Oy o

" Peoso

Cy—rrg<30504:0:>Cy =My oS (6)

C
y7 :Ex =C, =4C, =;mgcosc (7)

y
La combinaison des équations (5),(6) et (7) donne

—p;mg cosa—mgsina =ma, =a, =—g(sina+ 14, cosa)
a, =—9.81(sin20° +0.11c0s 20° ) =-4.37 ms *

Comme précédemment, la vitesse est donnée par:

vV, =a,t+v, =-4.37t+3

Le temps pour le lequel la vitesse s’annule

t, =—Yo_ 3 _0686s
a, 437

La distance parcourue du point B au point C

Xe =%a4t,§” Vgt 4% = %(—4.37)(0.686)2 +3(0.686)+0=1.03m

Le point C se trouve entre A et B



Exercice N° 5

L’objectif de cette exercice est 1’application de la deuxiéme et de la troisiéme loi de Newton sur
chaque anneau (corps libre).Les anneaux sont numérotés du bas vers le haut. On choisit le sens
d’orientation positive vers le haut

FSsur4 F
F F sur.
F?.surl £ £
m
m, my m, 4 -
F F m,,glesuM
mlg myg 1sur2 msg 2sur3 msg F4sur5
(a) (b) (c) (d) (e)

@) Fyeur1—myg =mqa, laforce exercée par ’anneau 2 sur I’anneau 1 est F, g1 =
my(a+ g) =123 N , d’apres la troisieme loi de Newton (action- réaction)

El) = _Fl; Donc Fosur1 = Fisur2
(B) Fssurz = Fisura —Mag =mpa donc = Fygypp = Figurz t Mp(g+a) =246 N
(€©) Fasurs = Frours—mzg=mza donc=F,qp3 = Fygn3+ms(g+a)= 3.69N
(d)FSSur4 — Fiqupra—myg=mya = Fssura = Fsquratmy(g+a)=492N
()F —Fysyys —msg=mga = F =F,g,s+ms(g+a) =615 N Avec
Fysurs = Fssura
(f) Les anneaux ont la méme masse et subissent la méme accélération, la force
résultante (nette) sur chacun
Fper =ma = (0.100kg)(2.50m/s?) = 0.250 N.

Exercice 6

(a) Le moment cinétique par rapport a l'origine: L=rxp=M (Fx\?) :
Le vecteur position : F(t)=x(t)i+y(t)] ; r(t)=Ai+(B’—Ct)] en déduit
le vecteur vitesse : v(t)=3At’i+(2Bt- C)]

i j k
L=M|A (Btz—Ct) ol =k
3At? (2Bt-C) 0

At (Bt2 - Ct)

M =R(—ABt4+2 ACt3)M
3At> (2Bt- C)

La force résultante qui agit sur la particule est



(b) F=M % =6AMti+2BM j (Deuxieme loi de Newton)

(c) Le moment de la force exercée par une force F agissant a une position r
est

A® (Btz—Ct)
6AMt  2BM

r=rxF =| A (Btz—Ct) =k

6 AMt 2BM

= R(—4ABMt3 +6 ACMtz)

o o i

Tou == = k(-4ABMt°+6 ACMt*) : Résultat identique par deux formulations
différentes.

Exercice 7
a) (par analogie avec la deuxiéme loi de Newton) appliquée a la rotation .

. . ) . 1
| : moment d’inertie dans le cas d’un disque (| =§mR2 )

o accélération angulaire.

Le moment résultant par rapport a un axe de rotation est
donné par Text =Zfi , par convention on choisit le

sens de rotation positive dans le sens horaire (voir
figure)

2

iy

=P.R-PR
7. =P.R—B.R=gR(m, —m )=1.568 N.m

b) Le module du moment cinétique

Le vecteur moment cinétique total

L=30=3(F ") =3 (R Ami)

En module, on peut écrire

L =m,vR+mVR + l® Sj|a corde ne glisse pas sur la poulie @=VvR alors

L=m,vR+myVR +% MRyv = 0.800v

c) Détermination du module de |'accélération des blocs en appliquant I'équation

d (mzvR +mVvR +; MRvj
Tee =dL/dt =7, =dL/dt &

1
pm =R(m2+ml+§Mja



A partir de la réponse (a) découle I'égalité

m —
T, =OR(M,-m)=a=g ml+rTz\ +n]}2M =1.96 r%z
2

3-b Nous allons appliquer la deuxieme loi de Newton sur chacune des masses. Il est important de spécifier
les axes de coordonnée

M :

asse (m,) A—)
ZEEXT = mlél = |3£ +1_'£ = mlél

—-mg +T1 =ma (1)

Masse (m,) : ‘ =

ZEEXT = ng :E+i = ngz'
m,g —T, =m,a, (2)

Masse (M) : la masse de la poulie étant non négligeable, nous allons appliquer le deuxieme principe de
newton appliquer a la rotation

1 1
22'32|0(:>(T2—T1)R=§MRa3<::>T2—T1=§Ma3 (3)
les deux blocs de masses se déplacent simultanément et la corde ne glisse pas sur la poulie alors

a, =a,=a,=a , leregroupementdes équations (1), (2) et (3) donne

-mg+T,=ma
m,g-T,=m,a (4)

T, —leéMa

La Résolution des trois équations (4) donne

m, —m,
a= 2 =196 M
gml+m2+]/2M /32



Chapitre

Travail et Energie

La résolution d'un probléme en mécanique par I'approche énergétique est une alternative au
principe fondamental de la dynamique (PFD). Elle fait appel aux notions de travail d'une force et
celle d’énergie mécanique (énergie cinétique et énergie potentiel). Cette méthode utilise directe-
ment une formulation algébrique facilitant ainsi la résolution des problémes rencontrés en mé-
canique du point matériel. L'objectif de ce chapitre est 'introduction des notions élémentaires de
travail d'une force et celle d’énergie(mécanique). Deux méthodes de résolutions a I'aide du théo-
reme de I'énergie cinétique TEC et la conservation de I’énergie mécanique CEM seront énoncés.

1 Introduction

Dans la vie courante le terme « travail » posséde diverses significations. En physique, il permet
de décrire le résultat de I'application d'une force servant a déplacer un objet sur une certaine dis-
tance. Un travail W est un transfert d’énergie, d'un agent vers un objet, au moyen d’'une force. Le
travail est positif lorsque I'énergie est recue par 1'objet, et il est négatif lorsque 1'énergie est cédée
par 'objet.

2 Travail d’une force constante

Soit un bloc de masse m soumis a une force constante F se déplacant le long d’un trajet recti-
ligne AB, figure 5.1.

initiale Finale
-
! AT !
| |
: :
1 1
1 — 1
1 1
1 . | —
1 1
| F ! F
] |
, o
1 [/l [ 1 0
[T < o, A
! 1 : 1
A [

A

oy

FIGURE 5.1 — Travail effectué par une force constante F pour déplacer le bloc de A vers B.

On définit le travail de F sur le trajet de A vers B noté W (13 ) par le produit scalaire du vecteur
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force F et le vecteur déplacement AB:
W (F) = AB-F = | AB|- | |l cosf o)

Le travail est une grandeur scalaire dont le signe dépend de I'angle 6 entre la force F etle
déplacement AB,
¢ Travail moteur (W (F ) >0) lorsque0<6< % Lobjet acquiert de I'énergie.

¢ Travail nul (W (13 ) =0)) lorsque8 = % C’est a dire F et 1@ sont perpendiculaires, I'ob-

jet possede une énergie constante.

o Travail résistant (W (13 ) <0) le travail est négatif si 3 <0 < m,'objet cede de I'énergie.

REMARQUE Par définition, la dimension du travail est [W] = M- L?- T~2. Son unité dans le
Systeme International est le joule (J) ou son équivalent en terme d’unité fondamentale kgm? s~

2.1 Travail du poids

On représente dans la figure 5.2 un bloc se déplacant sans frottement sur un plan inclinée d’'un
angle a avec I'horizontal. Si on choisis un repere cartésien (O; éx, €y, éz) , le poids ou la force due
a un champ de gravitation terrestre est : mg = —mgé,, de méme le déplacement est exprimé en
fonction des composantes cartésiennes A7 = Axé, + Ayé), + Azé.

| Sens du Mouvement

Initiale

Finale

e

ol 7 x Xe X

FIGURE 5.2 — Travail effectué par une force de gravitation uniforme .

Le travail effectué par la force de gravitation terrestre sur le bloc est

W (P) = mg-AF
=-mge, - (Axéy+Ayé, +Azé;)
=-mgAy=-mg-(yr— i) (5.2)
=mgh avec h=(y;—yy) (5.3)

ol h est la hauteur, on montre qu’en générale le travail effectué par le poids sur un trajet AB allant
du point A(x4,ya,z4) au point B (xg, y5, zg) noté (A — B) ou simplement AB est
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—mgAy (5.4)
—mg(ys — ya) (5.5)

<

bS
=7
v &
S
I

on constate que le travail du poids ne dépends que des positions initiale et finale du trajet AB

2.2 Travail d’'une force de frottement

On s'intéresse au calcul du travail d’'une force de frottement Ry. On considére un bloc se dé-
placant sur un plan horizontal avec un coefficient de frottement dynamique pz,comme le montre
la figure (5.7)

| Sens du Mouvement

initiale ﬁ

Finale

UQ

FIGURE 5.3 — Travail effectué par une force de frottement Ry qui a pour effet de réduire I'énergie
contenu dans le bloc et de stopper son mouvement .

Le travail effectué par la résultante des forces appliqués sur le bloc est

-

W (P+R)=W (P+Ry+Ry) (5.6)

=W (Rr)+W + WARN) (5.7)

Les travaux des forces Ry et P sont nuls car ces forces sont perpendiculaires au déplacement;
dans ce cas il ne reste que la contribution du travail effectué par la force de frottement, W (Rr),
ainsi I'application de la définition du travail (5.1) donne

W (Rr) = AT- Ry = IAF] - | Ry ll cos () (5.8)

= — |7l Ry (5.9)

Le travail effectué par la force de frottement est un travail résistant quelque soit le sens du
mouvement. Le calcul peut étre repris autrement, en considérant la relation qui lie les modules des

deux réactions de contact : tangentielle et normale R = ug Ry, soit Rr= —UqgRNnéx=—pugmgeé, et
AT = Axé,, finalement

W (Rr) =—pamg (xr—x;) <0 (5.10)
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3 Travail d’une force variable

3.1 Travail élémentaire

Le travail élémentaire 6 W (I:“ ) de F associé au déplacement élémentaire d7 s'écrit :

SW (F)=F-dr (5.11)

FIGURE 5.4 — Representation de la force F et du vecteur déplacement élémentaire d7 au voisinage
d'un point M. Le vecteur déplacement est toujours tangent a la trajectoire (C).

Le calcul analytique du travail élémentaire exige que les deux vecteurs issue du produit sca-
laire, la force F et le déplacement élémentaire d7 , soient exprimées dans la méme base.

Par exemple si le repere considéré est cartésien (O; éy, é,, €;) la force est formulée en terme de
la somme des composantes vectorielles F = Fyé + F,é, + F,é.et de maniere similaire le vecteur
déplacement élémentaire est d7 = dxé, + dyé, + dzé,. Le travail élémentaire est alors :

-

W (F)=F-dFf=Fydx+F,dy+F.dz (5.12)

3.2 Travail total d’'une force le long d’'un trajet fini

Considérons un point matériel M qui se déplace sous I'action d’une force F sur le trajet de la
courbe (C) (voir figure 5.5 ) entre une position initiale A et une position finale B.

Le travail total de la force F entre les points A et B est alors la somme des travaux élémentaires
de F entre A et B telle que :

WAB(ﬁ):fBaw(ﬁ) = fﬁ-d?

A
B
f(dex+ F,dy+F.dz)
A
B

B B
dex+nydy+szdz
A A

Il
B —
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FIGURE 5.5 — Travail d'une force F le long d’une courbe curviligne.

Remarque5.1. Le terme W = [ F - d7 représente mathématiquement la circulation de F le long de
C
la courbe C.

Si plusieurs forces Fy (k =1--- N) s’appliquent au point M alors on montre que le travail de la

s
. N
résultante des forces (F = ) Fjy| estégal ala somme des travaux des forces individuelles

k=1
DEMONSTRATION
N N
F-di = (z Fk)-d? = Y (F-dr)
k=1 k=1

on déduit I'égalité
- N -
SW(F)=)_ 6W (F)
k=1

sur laquelle s’effectue une intégration de part et d’autre sur le chemin AB pour aboutir a notre
proposition

N
Wag (F) = ) Wag (Fx) = Wag (F1) + Wag (F2) + -+ + Wagp (Fn)
k=1

3.3 Puissance d’une force

La puissance d’une force F appliquée en un point M qui posséde une vitesse 7 (M) est :

@ (F)=F-v(M) (5.13)

L'unité de mesure de la puissance reconnu par le SI est le Watt(W) en référence de l'ingénieur
écossais James Watt. Son équivalent en unité de base est IW=1 kgm2 s~3 soit (J/s). Il arrive qu’'on
utilise le cheval(ch) comme substitue d'unité de puissance notamment dans le domaine indus-
triel : 1ch =736 W

Si plusieurs forces Fj (k = 1--- N) s’appliquent au point M, alors on montre que la puissance de
la résultante des forces est égale a la somme des puissances des forces individuelles
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N
DEMONSTRATION La résultante des forces est formulée par F = ) Fj:

N
v=Y (F-9)=Y2 O (5.14)

Q

La substitution du terme de la vitesse instantanée v = i dans celui de la puissance (5.23)

QU

P()=F ar_daw =>dW=P()dt
odt dt B

Par intégration de cette relation sur un trajet AB nous obtenons :

It B
WAB(F“):fﬁ-z?dt:fP(t)dt
ta ta

3.4 Travail effectué par un ressort

La force exercée par un ressort idéal dont la force de rappel F est donnée par la loi de Hooke
F = —kx8, (5.15)

ou k est la constante de raideur ou de rappel du ressort.

?Elﬁ

FIGURE 5.6 — énergie d'un ressort.

Le travail effectué par le ressort lors d’'un déplacement de x; a xf est:

i

xf xf
2 = - > 1 2 2
Wxi_.xf:fF~dr:f(—kxex)-dxex:—Ek(xf—x) (5.16)
Xi X
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3.5 Travail effectué par une force gravitationnelle

Le travail effectué par une force gravitationnelle crée par un champ de gravitation terrestre de
masse M7 pour déplacer une masse (m) d'un point initial I au point final F est déterminé comme
suit :

F

Wi_r (Fg) :f Fg-dF
T

(5.17)

FIGURE 5.7 — Travail effectué par une force de gravitation universelle Fg pour déplacer une masse
mdelversF.

4 Energie cinétique
L'énergie cinétique est définie par la quantité scalaire :

1
EC = —mUZ,
2

c’est’énergie que posséde un corps en mouvement; sachant que la vitesse est relative par consé-
quent I'énergie cinétique 'est aussi et donc dépend du référentiel choisi . Dans ce qui suit nous
omettons de mentionner le référentiel considérer galiléen

4.1 Théoreme del’énergie cinétique « TEC »

Considérons un objet se déplagant le long d'une trajectoire courbé comme celle de la figure ()
sous l'effet d'une force résultante F = ¥ Fy..
k
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Selon la deuxiéme loi de Newton, F = mad, alors le travail de la force résultante :

B B B B
Wz (E) :fﬁ-d?:fméi-d?:mf(d—l;)-(i}'dt):m[(d—l;-ﬁ)dt
A A A A

En utilisant la propriété de la commutativité du produit scalaire le terme entre parentheses peut
s’écrire de la facon suivante :

(d_ﬁ l—,»)_l(d_ﬁ . @)_l
dr ) 2\dr t] 2

_,dv
S dt

Le travail s’écrit ainsi :

B

N dv 1 1

Wa_pglF)=m v— dt:mfvdt:—mvz——mvzzAE

a (F) f( dt) 2 VBT AT Bt
A

A

En connections ce qui a été fait dans la section equation (), on démontre le théoréme de I'éner-
gie cinétique

Y Wi =AE,
k

4.2 Théoreme de la puissance cinétique « TPC »

Pour la dérivation du « TPC », nous partons encore une fois de la second loi de Newton :

- dv
Xk:Fk— ma

Le produit scalaire du vecteur vitesse U avec les deux membres de I’équation précédente donne

o av
5. Fr=ml|p.- ==
Xi:v k m(v dt)

comme précédemment on peut écrire on se munie de 'identité
. dvy d (1 ,\ dEc
A R
B B
Wa_p(F) = mf(v%)dt: mfvdt: %mvé—%mvi:AEc
A A

on aboutit finalement au théoréme de la puissance cinétique

S dEc
F = = —
2 (F) ;% o

avec P =17- ﬁk est la puissance de la force l:“k
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5 Energies potentielles et Forces conservatives

5.1 Définitions et propriétés

il existe trois définitions équivalentes de ce que I'on nomme une force conservative. Il s’agit
d'une force F tel que:

o le travail ne dépend pas du chemin suivi : quel que soit le chemin suivis pour al-
ler d'un point initial A a un point final B, le travail effectué par F est le méme :

1 B

Wi (F) = W3 (F) (5.18)

Les indices supérieurs 1 et 2 indiquent les chemins suivit par le point matériel.
Dans le cas particulier ou la trajectoire est une courbe fermée, le travail effectué est nul :

1 oB

wl (F)+ Wi (F)=0 (5.19)

ce qui équivaux

As 2

Wa_p(F)=-Wg_4(F) (5.20)

Une conséquence immédiate est que le travail d'une force conservative le long d'une
courbe fermée est nul,

f&w:fﬁ-d?:o
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¢ Il existe une fonction E), dite énergie potentielle (associée a cette force) dont la variation
est égale a lopposé du travail de la force F :

6W =—dE), variation infinitésimale
ou d'une maniere équivalente I'intégration de () sur le trajet AB :
mene al’égalité suivante :
Wa_p(F) = —AE, variation macroscopique
= —[Ep(B)-Ep(A)]

o force dérivant d’'un potentiel : :

F= —gradkE, = —?Ep
En effet, pour une force conservative F, le travail élémentaire s'écrit :
W (F)=F-df=-dEp

d Ep estla différentielle totale de Ep dont1’expression en coordonnées cartésiennes est don-

née par
O0Ep O0Ep O0Ep
dEp = dx+ dy+ d 5.21
P 0x * oy Y 0z ‘ .21
= VE, di=-F-df (5.22)

Léquation () est équivalente a: (ﬁE p+13 )-d7 = 0. Le produit scalaire de deux vecteurs est nul
que s'ils sont soit orthogonaux entre eux ou si 'un d’entre eux est nul . Comme le vecteur

déplacement élémentaire d7 # 0, ce qui implique : F = —gradEp & F-d7f =-dEp

Pour une fonction scalaire E,, (x, N2 z), ces deux expressions sont totalement équivalentes. Il
convient de mentionner qu'une méthode équivalente basé sur le théoréeme de Stokes per-
met de montrer qu'une forceF est conservative en vérifiant

rotF=VAE=0

5.2 Exemples de forces conservatives

Il a été établi qu'une force est conservative, si elle vérifiait le(s) condition(s) des définitions
().Les objectifs de cette section seront : (i) Pouvoir vérifier si une une force est conservative (ii)
établir la fonction potentiel pour chaque force conservative proposé; pour ce faire on proposera
une démarche méthodologique basé sur :

1. Vérifier que le travail de cette force est indépendant du chemin suivit.
2. Etablir la fonction potentielle associé a cette fonction.

3. Vérification a I'aide de la relation macroscopique.

¢ Poids dans un champ de pesanteur uniforme

Force: P=mg = -mgé,
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Calcul de W (P) sur un parcours fermé : al'aide del’équation (), on montre que Wy_.p (P)+Wp_.4(P) =
0 et par conséquent, le poids (P) est une force conservative qui dérive d’'une énergie poten-
tielle.

Détermination de I'énergie potentielle de pesanteur E, (M) définie par:(-mg)dy = —dE,(y) soitapre:
mgy + K,ou K est une constante d’intégration définie arbitrairement, par exemple on la
choisit pour E,, (y =0) =0 alors E, = mgy

Vérification : I'équation () est réécrite sous la forme :

Wagp (13) =—[mgys—mgya| =-AE,

¢ Force de gravitation universelle
Force: 13(; = —Gler\—/zlér
Calcul de W (F) sur un parcours fermé: la condition () se traduit par

Wa—p (ﬁc;) + Wg—4 (ﬁc) =0
| |

H M 4 M
f—m(GNﬁér)-(érdr) + f—m(GNr—zé'r) -(é,dr) =0
A B

ovift=2) < Gunli-) o

1 _

B rA
donc la force de gravitation universelle est conservative et derive d'un potentiel.

Détermination de I'énergie potentielle gravitationnelle

- Mm
dep(r) = f— (Fo-dF) = Ep(r) = -Gn——+C
C est une constante d’intégration
Vérification : 'équation () est réécrite sous la forme :

Wag (Fg) = - [(—GNﬂ) - (—GNmMi)

= _AE
rB ra P

¢ Force de rappel élastique d’un ressort

Force: F, = —kx8,
Calcul de W (F,) sur un parcours fermé :

Wa_g (Fr) + Wa_a(Fr) =0
| |
B A
[ —kxé,-(dxéy) + [—kxéy-(dxéy) =0
A B
—kx—z‘B + —kx—Z‘A =0
21a 2B
~5(g-x) +  —5(h-xp) =0

Détermination de I'énergie potentielle élastique

2
dep(x):f—(ﬁr-dxé’x):>Ep(x) :k%+C

C est une constante d’intégration
Vérification on vérifie que le travail F, sur le trajet allant de A jusqu’a B, équation () vérifie la

condition
; 1 1
Wi (F) = [ Fydi =- [Ekxé - k| =-a,
A
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5.3 Exemples de forces non conservatives

¢ Forces de frottement

Force de frottement sec : ﬁT

Calcul de W (Rr) sur un parcours fermé :

Wa—_g (Rr) + Wg—a(Rr) #0
| |

o L I X L

—2||AB| || Rr| #0

donc la force de frottement Ry est non conservative et de ce fait elle ne dérive pas d'un
potentiel.

REMARQUE Touts les types des forces de frottements(sec, fluidique, résistance a I'air....) sont
non conservative et elles ne dérivent pas d'un potentiel

6 Energie mécanique
On définie I'énergie mécanique E par
E=E.+E, (5.23)

E. et E;, sont respectivement les énergies cinétique et potentiel. On montre que I'énergie méca-
nique est :

Constant Si les énergies sont issues d'un systeme de forces conservatives :
E=Cste=AE=0

variable Siles énergies sont issues d'un systéme de forces non conservatives :
E =variable > AE #0

Effectivement, le théoreme de I'énergie cinétique TEC peut étre énoncé en terme de forces
conservatives noté F, et des forces non conservatives F,,. comme suit :

AE, = ) Wy (5.24)
k

= W(F)+W(Fu) (5.25)

= —AE,+W (Ey) car W(E)=-AE, (5.26)

Finalement le TEC est équivalent a

AEc+AE, = W(Fy)
AE = W(Fp)

On vérifie qu’en absence de forces non conservatives F,,, =0ona AE =0
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Exemple analytique

Soit la force F (x, N2 z) = Fyé, + F)é, + F;é, exprimée en coordonnée cartésienne tel que : F =
2yz—x* ,Fy=y*+2xzetF, = f(x,y).
a Déterminer F, pour que le champ de force F dérive d’un potentiel Ep.
b Déterminer la fonction potentiel E,, avec la condition initiale E, (0,0,0) =0
c Calculer le travail du champ de force lorsque le mobile se déplace de A(R,0,0) jusqu’a B (—R, 0, hr).

Détermination de I, La condition pour montrer que la force F dérive d'un potentiel ou encore
V4
qu’elle est une force conservative : il faut vérifier que rot F =0, c’est a dire

— e & & 0F, OF 0F, OF O0F, OF
roiF =| Fx Fy . :éx( , Z)—*( v Z)w(—__y)
9 4 0 0z 0y 0z Ox 0y Ox
0x 0y 0z
est vérifié que si ses composants sont nulles, c’est a dire
0F, _ §F,
62_;_6F W
a_f:W(IH)

la vérification de I'équation (III) nous permet de poursuivre le calcul car Fy et F), étant déja
connues; d’autre part les équations (I) et (II) sont utilisées pour déterminer F;, donc si on
prend une de ces équations soit, (/) alors 2x = %—]jf =>F,=2xy+C(x) (IV)

La derivation de F, (équation (/V) ) par rapport a x est égalisée a celle de 'équation (/1) on
a:

2y=2y+C' (x)=>C ()= dc(x) =0= C(x) = A ou A est une constante,

finalement F, =2xy+ A

Détermination de la fonction potentielle E,(x, y,z) La condition équivalente pour qu’'une force

e . . T = —aradE. = (s L %Fps s
dérive d'un potentiel est donnée par: F = —gradE, = —(Wex+ 3y &yt 57 €z

directement par identification des composants vectoriels on a

~%r _p = —dE,=Fudx (V)
6 ” =Fy=>-dE,=F,dy (V)
aEp —

% —F,>—dE,=Fdz (VI
Lintégration de (V) donne : —E, (x,y,2z) = 2xyz— %3 +g(y2) (VIID

la fonction g(y,z) est constante par rapport a X; égalisons maintenant la dérivée de (VIII) par
rapport a y a celle de (VI) découle

g (y, gy,
2xz+—g(y Z) :y2+2xzz—g(y Z) :y2
0 o0y

3
par intégration on obtient :g (y, z) = y? + M (z) ou M(z) est constante par rapport a y; ainsi
apres substitution de g(y,z) dans (VIII) on a

x3 y3
—Ep(x,y,2) =2xyz— T M@ UX)

la dérivée du résultat obtenue dans (IX) par rapport a z est égalisé a (VII);

2xy+ M'(z) =2xy+ A= M'(z) = A par intégration M (z) = Az+ 8, § est une constante. La
substitution de M (z) dans (IX) et Iutilisation de la condition initiale E, (0,0,0) = 0 permet
d’aboutir a I'expression finale de I'énergie potentiel

Ep(x,y,z):—nyz+%3—y;—/lz (X)
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Le travail de F lorsque le mobile se déplace de A (R,0,0) vers B (—R,0, hr).

vative, on utilise la relation —dE,, = dW par intégration sur le chemin allant de A vers B, on

a

B B
[z, [ aw
A A
—(Ep (B) — Ep (A) = Wa—5 (F)
—[Ep (=R,0,hm) — E, (R,0,0)] = Wa_g (F)
apres substitution des valeurs, le travail de F est

.. 2R3
Wa_p (F) = T +Ahn

. en partant de la définition du travail élémentaire dW (F)
atteint,

hr

-R 0
:f(Zyz x? dx+f y*+2xz) dy+f(2xy+?t)dz
R 0

0

= F-d7 le méme résultat peut étre

0
par definition de I'intégrale définie entre les mémes bornes est nulle, donc [ (y* +2xz)dy =
0

0 Afin d’évaluer l'intégrale précédente, on aura recoure aux équations paramétriques sui-

vantes
x = Rcos0 = dx=-Rsin0d0 y = Rsin0 =
Les bornes des intégrales sont alors déduites

{ x=—R=0=n1

X=R=>60=0
et
z=mh=>0=7x
z=0=>60=0
xg=—R b4 IR
f(dex) f (2yz—x2)dx:—f(ZRsinﬁhH—(RsinH)Z)RsinedB:T
xa=R 0
b/
f (F,dz) = f (2R?cosOsinOh + Ah)dO = Ahn
Wa_p (ﬁ) +Ah7‘[
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dy=Rcos0d0 z= ho =

3

puisque la force est conser-

dz=hd0
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Examen Physique I

Exercice N°1 (7pts) Le vecteur position d’une particule en fonction du temps t est
donné par:

r = Acos(wt)€ + Asin(wt)g,
Ou A et ® sont des constantes.
(a) Déterminez l'unité de @ (I'argument d’entrée d’une fonction trigonométrique est le
radian).
(b) Déterminez la trajectoire et précisez sa forme.

—>

(c) Déterminez le vecteur vitesse Vet le vecteur accélération@.

(d) Calculez le module de la vitesse V = ”\7” :
2
~ 2o Ve
(e) Montez que a=-oI = —Ter (€
Exercice N°2 (7pts) La figure ci-contre montre deux boites de masse respective mi=3Kg
et

: vecteur unitaire radial )

my=1 Kg liées par un systéme (corde- poulie). La masse m1

m =
est sur une surface plane horizontale et la masse m;est P F

sur une surface plane inclinée par rapport a I’"horizontale

d’un angle 8=30°. Les deux surfaces sont considérées
sans frottement.

1. Sion applique a la masse mi1 une force horizontale
F de module égala 2,3 N, quelle sera la tension de la corde.
2. Quelle est la valeur maximale du module de F pour que la corde reste tendue ?
(indic : la tension disparait) .
On suppose que les masses respectives de la corde et de la poulie sont négligeables. On

prendra tout au long de cet examen g=9.8m/s2.

Exercice N°3 (6pts) Une force conservative F = (6X—12) 1 N, ou x est exprimée en

metre, agit sur une particule en mouvement le long de I’axe x. L'énergie potentiel U
associée avec cette force correspond a une valeur de 27 Joules a x=0.

1. Ecrire 'expression de U en fonction de x.

2. Quelle est la valeur maximale de I'énergie potentiel U ?

3. Quelles sont les valeurs de x pour que I'énergie potentielle U soit nulle



Correction Examen 2017

a) Lunit¢dew,ona [ot]=rad =[w]=rad/s

b) L’équation horaire du mouvement est donnée par

F:{ X(t)=Acos(at) - (1)
y(t)=Asin(wt) - (2)

L’équation de la trajectoire

(1) +(2)° = A’ [ cos’ (at) +sin’ (t) | = A”

La trajectoire est un cercle de rayon égal a A.
X2 +y2 — AZ

c) Les vecteurs vitesse et accélération sont respectivement données par :

Q:d—::—Aa)sin(a)t)éx+chos(wt)§y
- _dv_d’r
a=—=

dt  dt®

=— Aw’ cos(wt)€ — Aw’ sin(at)g,
d) Le module de la vitesse
v :M = Vi +v, = \/[—Aa)sin(a)t)]2 4—[Aa)cos(a)t)]2

= Aa)\/[sin(a)t)]2 +[cos(a)t)]2 =Aw

e) a partir de la réponse (c)ona:
a=—Aw’ cos(wt)€ — Aw’ sin(wt)E,

=—’ [Acos(a)t)éx + Asin(a)t)éy] ——o’r
La projection du vecteur unitaire radial € dans la base cartésienne est donnée par:

€ =cos(0)€, +sin(0)€, : Dans notre cas 6=wt (Mouvement circulaire)

(Aw)’

a=-——8 =— )

2
VT [cos(@)éx +sin(0)§y}

= —Aw? [cos(a)t)é} + Sin(“)t)éy}
Exercice N 2

1- Nous allons appliquer la deuxieme loi de Newton pour chacune des masses. Il est important
de spécifier les axes de coordonnée

Masse (m1) : > Fea =ma = P +C +T,+F =ma

o) ol el



Projection selon Ox sens Mvt  _, 1 C1 —_
F+T, =ma 1 v F | T1
1 1% (1) —» —

_b
Masse (m;) : H f ! X

ZﬁEXT :m252 :§+§+ﬁ:m252

—( mgsind —~ (0 —(-T,
P2 , C, , , et T2
—mg cos @ C, 0

Projection selon Ox’

m,gsinfd-T,=m,a, (2) - Sens
Avec les suppositions que les masses de la polie et du fils sont négligeables, en plus T’ m2 du Mvt
que le fils est inextensible nous pouvons émettre les égalités suivantes \2 +
a=a=aetT,=T,=T
1
Nous pouvons regrouper les équations (1) et (2) y
XI

F+T,=ma F+T=ma
=
m,gsind-T, =m,a, m,gsind-T =m,a

On déduit I'accélération

A F+m,gsind

(3)
m, +m,
La tension
T=ma-F (4)

Application numérique : AvecF =23 N, 6=30° ,
ontrouve a=1.8 m/S2 etlatension T =3.1N

2) Nous considérons le cas critique ou F a atteint la valeur maximale pour laquelle la corde n’est plus tendu, ce qui a
pour effet de faire disparaitre I’effet de la tension (T =0 )

FMAX =ma
m,gsind =m,a

a=gsinf et F,,=ma AN a=49 m/s’ et F=14.7N



Exercice N° 3

Une force est dites conservative si elle dérive d’un potentiel : F= —grad U.

_ _ _ du . duU dy
F&+ B8+ P& = —[ G e/y+/652/ezj don

F& :_d—Ué = F =—d—U:> dU = -F,dx =

XTX X X

X dx

U =-[Fdx=~(3x"-12x+C) =-3x’ +12x-C
Détermination de la constante d’intégration C
U (0)=27=-3(0) +12(0)~C =27=C =-27U (x) =—3x* +12x+27

2- Détermination de la valeur maximale de U

dy
dx

=—6X+12=0=>x=2m

Uy =U (2)=-3(2)" +12(2)+27=39 Joules
3- Les valeurs de x pour que U soit nulle

U(x)=-3x*+12x+27=0 soit X =2-+13~-1.60m ou X =2++/13~5.60m
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Examen Physique (Mécanique du point matériel) 2018

Exercice N°1 (4 pts)
L’accélération d’une particule initialement a I’origine et immobile (a t=0, x=0 et v=0) est décrite par
a, = B\/f , ou B est une constante

1- Donner I’expression de la vitesse v(t) et de I’équation horaire x(t).

2- Quelle valeur doit prendre B pour que X(t = lOS) =100m?

3- Calculer la vitesse de la particule a I’instant t=15s.

Exercice N° 2 (8 pts)
Une caisse (mi) de 10,5 kg est immobile sur un plan incliné selon un angle € =25,0° par rapport a
I'horizontale. Le coefficient de frottement statique est de 0,600, et le coefficient de frottement cinétique est
de 0,300. On veut mettre la caisse en mouvement. Pour y arriver, on
attache la caisse, au moyen d'une corde qui passe par une poulie, a un
contrepoids de masse mz, comme le montre la figure.

I- Quelle est la plus petite masse (m2) pour que la caisse se
mette en mouvement ?

2- Avec une masse mx=3.00 kg, calculez le module de
I’accélération de la caisse lorsque celle-ci est en

(m1)

mouvement ?
3- Calculer la tension du fil.
On suppose que la corde est inextensible et que sa masse et celle de la poulie sont négligeables. On

prendra tout au long de cet examen g=9.8m/s’.

Exercice N° 3 (8 pts)

Un bloc de 1 kg situé & une hauteur de 4 m descend un plan D
incliné de 53° (trongon AB). Le module de sa vitesse initiale A

V, estde2m/s. Il glisse sur une section horizontale (trongon \

BC) de longueur 3 m au niveau du sol puis remonte sur un plan 4 p

incliné de 37°(trongon CD). En Appliquant le principe de la 530 7P
conservation de I’énergie mécanique et/ou le théoréme de  _ B ¢
I’énergie cinétique.

Quelle distance le bloc parcourt-il sur le plan incliné de 37° (trongon CD) avant de s'arréter ?
1- Dans le cas ou toutes les surfaces sont sans frottement?

2- Dans le cas ou toutes les surfaces ont un coefficient de frottement cinétique £, =0.4.

3- A partir des résultats obtenus en (1) et (2) donner votre interprétation.



Solution examen 2018

Exercice 1
la=Y ()= adtev(t) = v(t)=286 o v= o x(t)= [vdtax(t,)= x(t) =B
dt v ’ 3 dt ! ’ 15
S 4 2 1500 3
2-Determination de la constante B : X(t = IOS) =100m = s B.102=100=B = ~=1.186 m.s ?
4.10?
2 3
3-V(t = 158) :51,186><(15)2 =45,93 m/s
Exercice 2
I- On applique le deuxieéme principe de la dynamique pour les % ()
deux masses du systéme dans le cas statique:

. . —( mgsin@
(m)-- Y Fex =0 =P +C+T,=0 avec Pl( 19 j

—m,g cos &
6 _CX _? Tl
c, | o

Projection suivant I’axe des ox : mgsind—-C, +T,=0

Projection suivant I’axe des oy : —Mgcosf@+C, =0=C, =mgcosd et A
C VE:
/US :C_X:> Cx = IUSCy = /uSmlg C050
y

La condition nécessaire pour que la caisse (mi1) se met en mouvement il faut que : 1/

. T ‘m E
Hsmgcosd <mgsinf+T, ou plus encore M, < — ) (

9 (4 cos@—sin ) _ -
~ o (0 (0 B l =
(m2) -- Z Fexr =0 = P,+T,=0 avec P, etT, I8 A%
ng _Tz v

Projection suivant ’axe desoy’: m,g—T,=0=T,=m,g ,avec T, =T,=m,g, I’eq (**) devient
m2

(145 cos @ —sin )

m, > 10.5[0.6 cos(25°) sin (25" )] ~1.3 kg (valeur majorée)

2- Appliquons le deuxiéme principe de la dynamique pour les deux masses du systéme dans le cas

m, < =m, >m, (us cos@—sind) ; AN

dynamique :
— — = = — —( mgsind |\ —(-C', —(T
(mui) -- ZFEXT =ma =>R+C'+T'=ma, avec Pl[—n;lgcosﬁj’ C( c, ] et T 1( 0
Projection suivant I’axe des ox : m,gsinfd-C' +T' =maq
Projection suivant I’axe des oy : —M,gcos@+C' =0=C' =mgcosd avec

1
X

C!

y

. - . = . 0 _ 0
(m2) - Y Fexr =mya; =P, +T', =m,a; avec P, et T,
m,g -T '2

Ue = =C' =uC', =umgcosd,alorsona: mgsind—py.mgcosfd+T' =ma



Projection suivant I’axe des oy’ : m,g—-T', =m,a,

La corde est inextensible doncona: a,=a, =a

Les masses poulie étant négligeables doncona T,'=T,'=T"'

Si on regroupe les équations

{mlg sin@— g mgcos@+T ' =ma, - {mlg sin@— u.mgcosf+T'=ma
m,g-T,'=m,a, m,g-T'=m,a

On déduit

g[m,+m,(sin6- y cos)]
m, +m,
3- latensiondufil: T'=m,(g—a) AN T'=19.41N

L’ accélération a = AN a=333ms>

Exercice 3

1- 1¢ cas Le bloc glisse sur des surfaces sans frottement donc 1’énergie mécanique E =E. +E,
est conservée car toutes les forces sont conservatives. Ec est I’énergie cinétique et Ep est I’énergie

potentiel.
Le principe de la conservation de I’énergie mécanique est équivalent a
AE=0= ( E! +E] )— ( EL+ EL) =0=E! +E] =E_ +E} les indices fet i en exposant représentent

respectivement I’état final et 1’état initial.

1 1
Troncon AB : ES +Ef =EL +E} :Emvé +O:§mvi +mgh alors vy =4/V; +2gh AN
v, =9.08 m/s.

1 1
Troncon BC : ES +E5 =EZ +E] :Emvé +0=§mv§+0:vc =V, =9.08 m/s.

1 1 1vg

Trongon CD : EZ +E. =ES +ES :>5m)7§+mghD :Emvé +0=h, :5—0 AN hy=420m
g

2-2¢ cas toutes les surfaces ont un coefficient de frottement g, =0.4 | présence de force non

conservative, il convient d’appliquer le théoréeme de I’énergie cinétique : AE. = ZW =W_+W_;

We : travaux des forces conservatives (force gravitationnel) et Wnc travaux des forces non
conservatives (force de frottement).

Tron¢on AB

1 1
—mv; ——mv, =mgh—Fr.AB avec Fr = z.mgcos(53°) et AB = L , finalement
2 2 sin(53°%)

1 1
Emvé = Emvi +mgh — g.mg cos(53°). =V, = \/vf\ + 2gh(1 — e X cot(53°)) AN

sin(53°)
Vy =7.67 ms™
Tron¢con BC

| 1
Emvé -3 mv; =—u.mg.BC =V, =V —4.9.BC AN v, =6.86ms"
Tron¢on CD



2
VC

29 ( 1. cos(37°) +5in(37%))

0
%m;é—%mvé = — . Mg.cos(37°)CD —mgCDsin(37°) = CD =

AN CD=2.61m c’est-a-dire le bloc est remonté d’une hauteur h'y =1.57 m

3-h, >h'y & cause de la perte d’énergie due aux forces non conservatives (force de frottement)
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Examen de Rattrapage du 1°" Semestre --- Physique | durée : 1h30

Exercice N°1 (7 pts)
On considere un point matériel dont les équations horaires dans un systéme de coordonnées Cartésien sont :

x(t)=t*> et y(t)=2t"+2

1- Déterminer les grandeurs cinématiques : (a) vecteur position, (b) vecteur vitesse et son module et
(c) vecteur accélération et son module.

2- Trouver les composantes tangentielle et normale de I'accélération.

3- Déterminer I'équation de la trajectoire, quelle est sa nature ?

4- Exprimer les équations horaires dans le systéme de coordonnées poIaire(p,H) . 0—\
\
Exercice N° 2 (5 pts) A A
Un pendule simple est constitué d’'une masse ponctuelle m fixée a I'extrémité d’un fil de longueur ¢/, \\/

qui oscille autour d’un axe vertical (A) d’'un angle polaire 4. p
On supposera que le fil est inextensible et sans masse. i \
1- Déterminez I'équation du mouvement et montrer que pour de petite oscillation

(sin@ = @) : Cette équation est équivalente a ] +%c9 =0 : mb/

NB : on vous propose d’utiliser une des deux méthodes : Théoréme du moment cinétique ou Le principe de la

m

conservation de I'énergie mécanique (indication =0, ou E,, dénote I'énergie mécanique)

Exercice N° 3 (8 pts)
Un petit bloque de masse m= 0.2 kg est lancé du point A avec une vitesse initiale vV, de 7m/s. Le chemin que

parcoure le bloque est sans frottement jusqu’a ce qu’il atteint le trongon rugueux de longueur L=12m, ou le
coefficient de frottement dynamique est 1, =0.70. Les hauteurs montrées sur la figure ci-dessous sont

h,=6.0m et h,=2.0 m. En utilisant le théoréme de I'énergie cinétique (TEC) trouver les vitesses du bloque

1. AupointB
2. AupointC
3. Est-ce que le bloque peut atteindre le
point D.
) —
a) Sic’est le cas, quel sera alors la N1 A

vitesse au point D

b) sinon, c’est-a-dire dans le cas
contraire ou il ne pourra pas
atteindre le point D, quelle sera j"l
alors la distance parcouru sur le
trongon rugueux

D

*

S SR S e
PN St (i

—L—

1'2'42

l

NB. Onprendra g=10ms~.

Bon courage
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winmainis  Correction examen de Rattrapage du 1° Semestre - Physique I  2018/2019
Exercice N°1 Exercice N°2

1) Caractéristique cinématique Méthode 1 : Théoréme du moment cinétique (TMC)

a- Vecteur position — dL, .
dM, (FEXT) =—2 (Enoncé du TMC)

F(t)=x()i +y(1)] =27 +(26 +2) ] dt
b-Vecteur vitesse ZO (P) = OPxm¥ : Moment cinétique
()

v(1)
v(t) =[5 (1) = 245t

=x(t)i+y(1)j =210 +45 = L ;
OP=li, = 0 : Vecteur position

c- vecteur accélération ) ) 0
\721/’,/4—101:[9 z( .j:Vecteur
) s o 1o
a()— dr? —x( )l+y( )J_ e = vitesse
‘f‘(f):|"(t)|=2\/g i, i, k
- — -
2) Composantes accélération L, =0Pxmy=|1 0  Oj=ml"0k
0 ml@ 0
a(t)=au,+ay,i, a,,a, sontles
comr’)o’santes tangentielle et normale de dL, ey )
I'accélération a. dt
u,,u, :Vecteurs unitaires tangentiel et normal tel Calcul des moments de forces

que: u, Lu,.

i d5)

S M, (Fopy) = 1, () + 3, (7)

a,=— — 2\/3 La projection de P et T dans la
dt dt base polaire (ﬁr,ﬁg) donne
a’(t)=(au, +ayi, )2 =a’ =a +a, alors p| ™ cosd et T -
—mg sin @ 0

2 2 2
a, =a —a, =0

3) I'équation de la trajectoire s’obtient
en éliminant la variable temporaire (t),

Mo (}3) = OPx P = lii, x| (mg cos 0)ii, —(mgsin 0) i, |

donc y=2x+2 -
c’est I'’équation d’une droite (Mvt =—mglsin 0 (&, xi,)=—mgl sin Ok
rectiligne) N — -
Mo(T)=OPxT =lii, x(~Tii,) =0
4) transformation en coordonnées polaires ZMO (ﬁEXT) = —mglsin Ok (2)

p:\/szry2 =5t + 87 +4

L'égalité des équations (1) et (2) , on obtient

2t 42 212 +2 ~ - ..
tan@ =2 = t2+ :G:arctan[ t2+ j ~mgl sin Ok = ml*Ok :>(9+§sin0=0 (R1)
X




Méthode 2 : Conservation de I’énergie mécanique
(CEM)

E =E.+E,=cste

E,,E_ : Energie potentielle et
I’énergie cinétique

E, =mgh
hzl—lcosé’zl(l—cosﬁ)
donc E, =mgl(1—cos€)

ou

=

E. =%mv2 =%m(19)2

Afin de déduire I'équation du

mouvementona: E ﬁm{{]r
p =g

% =0=
dt

1 \2
d(mgl(l—cos&)+2m<lﬁ) j

= mglOsin O+mi*06 =0
dt

Aprées simplification, on obtient

gsine+lé=o©[9'+§sine=o (R2)

A partir des deux méthodes, on obtient le méme
résultat que ce soit (R1) ou (Ra).

Pour de petite oscillationsind = 4, la
substitution dans (R1) ou (Rz), on obtient

é+§9=0

Exercice 3

AE =W =W +W ; Enoncé du TEC
AE_: Variation de I’énergie cinétique

We : travaux des forces conservatives (force

gravitationnel) et Wnc travaux des forces
non conservatives (force de frottement).

1- Tron¢con AB (W, =0)

1
2
—mvy

2

v, =+/2gh +v AN v, =13 m.s”'

2- Troncon BC (W, =0)
—mvg

5 -mgh, = v, =«/v§—2gh2

AN v.=11.36 m:s™

—%mvfI =mgh, =

1

1,
—EI’I’IVB

3- Trongon rugueux (W, =0)

Si Ve €t v, désignent respectivement les
vitesses du début et de la fin du tragons

rugueux, en occurrence ona V., =V, donc

lmv2
2 D,
Vi ==2u,8L+Vv} >0
39.00 m*>.s <0
impossible, donc le bloc n’atteint pas la fin du
trongon rugueux pour une distance L=12 m

1
—EmvéR =—pu,mgl =

A.N

2
Vpr =

ce qui est

Si x est la distance parcourue sur le troncon
rugueux, on a

2
Ve

2,8

va

—Emvé =—p,mgx => X =

AN x=921m
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Exercice N°1 (4 pts)
L’équation horaire d’'un mouvement oscillatoire rectiligne est donnée par Z(t) = asin(a)t —(p).

1- En utilisant les équations aux dimensions déterminer les unités de a et de (p, sachant que les unités de z et
de t sont respectivement le metre (m) et la seconde (s).
2-  Calculer la vitesse instantanée.
Exercice N° 2 (6 pts)
Les équations horaires d’un point matériel M sont exprimées en coordonnées cylindriques tel que :
r(t): R, 9('[):2'[ et Z(t)zt , R est une constante

1- Déterminez — (a) vecteur position, (b) vecteur vitesse et (c) vecteur accélération.
2- Effectuer une transformation de ces coordonnées cylindriques en coordonnées cartésiennes

Probléme (10 pts) parties A et B sont aux choix par contre la partie C est obligatoire

Une force F inclinée d’un angle & par rapport a un sol horizontal est
utilisée pour déplacer un bloc de masse m. (voir figure).

Partie A: (5 pts)

bloc T
Les conditions du déplacement initiale du bloc sur le sol lorsqu’on lui (m) 2
applique une force F sont données par: Sol
. m . m
sina <Tg () et cosa + Ugsina >/,t5Tg (11)

Mg Désigne le coefficient de frottement statique (sol-bloc),
a) AVlaide d’un dessin illustrer toutes les forces qui agissent sur le bloc en supposant que les deux

conditions sont satisfaites.
b) En utilisant le principe fondamental de la dynamique (PFD) retrouver analytiquement les deux

conditions () et (ll) et dites que représentent-elles ?

Partie B: (5 pts)
1- Calculer les composantes de I'accélération, son module et son orientation.
2- Al'aide d’un dessin illustrer toutes les forces qui agissent sur le bloc.

Partie C: (5 pts) y(m)
1- Calculer le travail effectué par la force F pour déplacer le bloc du 100 B D
point O(0,0) au point D(20, 100) en empruntant les trois chemins :
a- 0—>B—D
b- 0—>C—D
c- 0—D -
d- Est-ce que laforce F est conservative ? O ‘: 15° |
20

Application numérique partiesBet C: m=100kg, a=45°,
F=|F|=1800N et g=10ms.



Solution Rattrapage physique I 2021

Exercice N° 1

1-[Z(t)] = [a][sin(a)t —(p)] ou

[sin(a)t—go)]:1:>[a)t—(p]:1:>[a)t]=[¢]:l

L
dédui t) = =L . =—=1
On déduit [Z( )] [a] (metre) et [¢] L
(rad)

dz(t)
dt

5 =2(t)=awcos(at—9)

Exercice N° 2

1- Grandeurs cinématiques
a-Vecteur position :

OM =r(t)& +z(t)k =R6, +tk b-Vecteur

vitesse
Vzdfj)—th £ ()& +6(t)r(t)e, +2(1)k =2Re, +k

c-Vecteur accélération

2— V . . . —
a-4OM d?zM :?T\t/:(r_mz)ér +(2t0+16)€, +2(t)k
= 4R,

2- Transformation des coordonnées cylindriques
en coordonnées cartésiennes

X(t) = r(t)cos[@(t)} =Rcos(2t)
y(t)=r(t)sin[ 6(t) | = Rsin(2t)

(t)y=z(t)=t invariant
Probleme
u
T'—' Sens du Mouvement
o6, [ 7 i

Partie A : bloc initialement au repos

> F,.=0=>P+C+F=0

Composantes des forces selon le repére choisi

(0 ~(-C, ~(Fcosa
P , C et F )
-mg C, Fsina
Projection sur I’axe Ox

F cos(a)—CX =0 (Etat statique ou Mouvement

uniforme)

La condition pour déplacer le blocest :
Fcos(a)>C, (*)

Projection sur I'axe Oy

Fsin(a)+C,-mg=0=C, =mg-Fsin(a)

Avec la condition pour qu’il est contact ( bloc-sol)

C,>0=

mg - Fsin(a)>0=

. m
sin(a) < mg (D
F
On substituant la relation C, = uC dans (*)

F cos(a)> us [ mg —Fsin(a)]|=
mg

cosa + u sina > 3 (IT)

Partie B : L’application du PFD

> F.=md
Projection selon x :
Fcos(a)
m

Fcos(a)=ma,=>a, = AN

a =12.73 ms™



Projection selony :

Fsin(a)—mg =ma, =a, =FS%(“)_9

a, = 2.73 m.s™

Le module az,/af +a§ =13.02 ms™

u
Mouvement dans
les deux directions

Sol

a
Orientation : tan f=—L = f=12.1"<«
a

X

E F.=Fcosa
PartieC:
arte F, =Fsina

a-W,_5 . (F) = F,.0B+F,.BD =152740 joules
b-W_c o (F) = F,.OC + F,.CD = 152740 joules

Wy o (If) =F.OD =‘|3H6I3‘cos(a—é)
c- =1800x101.98x cos(45—78.69)
= 152740 joules

d- F est conservative car le travail de cette force ne
dépends pas du chemin suivi




Annexe A

élaboration des unités fondamentales

la figure 22 donne un apercu de la provenance de chaque unité fondamentale et le descriptif .

W

h

— Avc; : Fréquence de transition entre deux niveaux de
I'atome de césium 133

— ¢ :vitesse de la lumiere dans le vide

— h :Constante de Planck

— e: Charge élémentaire

— k: Constante de Boltzmann

— N4 :Constante d’Avogadro

— K4 : Efficacité lumineuse d’'un rayonnement mono-

chromatique

FIGURE A.1 — Pictogramme des
7 unités fondamentales du SI et
leurs nouvelles définitions a partir
des 7 constantes fondamentales
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Constante Symbole | Valeur numérique exacte | Définition de I'unité du SI

Fréquence de transition | Avcg 9192631770Hz (avec | La seconde (s) est définie en

entre deux niveaux de Hz=s"1) fixant la valeur de Av¢; exprimée

l'atome de césium 133 571

non perturbé

La vitesse de la lumiere | c 299792458 m/s A partir de la seconde, le metre

dans le vide (m) est défini en fixant la valeur
de c exprimée en ms™!

Constante de Planck h 6.62607015x 107*] s A partir de la seconde et du metre,

(avec J=kgm?s™2) le kilogramme (kg) est défini en

fixant la valeur de h exprimée en
kgm?s~!

charge élémentaire e 1.602176634 x107°C (| A partir de la seconde 'ampere

avec C=As) est défini en fixant la valeur de e

exprimée en As

Constante de Boltz- | k 1.380649x 10~ J/K (avec | A partir de la seconde, du metre

mann J=kgm?s7?) et du kilogramme, le kelvin (K) est
défini en fixant la valeur de k ex-
primée en K~ kgm?s~2

Constante d’Avogadro Ny 6.02214076 x 10 mol™! | Lamole (mol) est définie en fixant
la valeur de N4 exprimée en
mol ™!

Efficacité lumineuse | K.4 683lm/W  (avec Im= | A partir de la seconde, du metre

d’'un rayonnement cdsr= cdm?m™2 et W= | etdu kilogramme, la candela (cd)

monochromatique de
fréquence 540 x 102 Hz

kgm?s73)

est définie en fixant la valeur de

K,q exprimée en cdsrkg ' m~2s3

TABLE A.1 — Elaboration du nouveau Systeme international d'unités ou SI.

0.1

NOMS ET SYMBOLES SPECIALS DES UNITES SI

Les 22 unités SI ayant un nom spécial et un symbole particulier

Grandeur dérivée Nom spécial de Expression de I'unité en unité de
Punité base (autre equivalent SI)

angle plan radian rad=m/m

angle solide stéradian sr= m?/m?

fréquence hertz Hz=s"!

force Newton N=kgms™2

pression,contrainte pascal Pa=kgm !s7?

énergie,travail,quantité  joule J=kgm?s2 (Nm)

de chaleur

puissance,flux énergé- watt W= kgm2 s3 (J/s)

tique

charge électrique coulomb C=As

difference de potentiel volt V=kgm?s3A~1 (W/A)

électrique

capacité électrique farad F=kg 'm~2s*A% (C/V)

résistance électrique ohm Q=kgm?s3A2 (V/A)

conductance électrique  siemens S=kg 'm2s%A? (A/V)
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flux d'induction magné-
tique

induction magnétique
inductance

température Celsius
flux lumineux
éclairement lumineux
activité d'un radionu-
cléide

dose absorbée, kerma
équivalent de dose
activité catalytique

weber

tesla

henry

degré Celsius
lumen

lux
becquerel

gray
sievert
katal

Wb=kg 'm?s2A7! (Vs)

T=kgs2A~! (Wb/m?)
H=kgm?s™2A~2 (WbA™})

°C=K

Im= cdsr (cdsr)
Ix=cdsrm~2 (Im/m?)

Bg=s!

Gy:m2 s2 (J/kg)
Sv=m?s~2 (J/kg)

kat = mols™!

0.2 UNITES ACCEPTES PAR SI
Les unités non-SI acceptées par le bureau du systéme international des unités
Grandeur | Unité Symbole | Unité SI Valeur en unités SI
Minute min 1 min=60s
Temps Heure h Seconde (s) | 1 h=60min=3600s
Jour d 1d=24h=86400s
Longueur Unité au Metre (m) 1 au= 149 597 870 700 m
astronomique
Degré ° 1°= /180 rad
angle plan | Minute ! Radian (rad) | 1’ =1/60 °= /10800 rad
seconde " 1”"=(1/60) =m/648000 rad
Metre
Superficie Hectare ha carré (m?) 1 ha=1 hm? =10* m?
Metre
Volume Litre LL cube (m3) 11=1L=1dm3= 10°3cm?3=
1073 m?
Masse Tonne t Kilogramme | 1t=1000kg
Dalton Da (kg) 1Da = 1.66053906660(50) x
10~2"kg
Energie Electronvolt | eV Joule (J) 1eV=1.602176634x 107197
Logarithme Neper Np
d’un rapport Bel B
Decibel dB
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1 Terminologie des termes métrologiques

valeur vraie (d'une grandeur) valeur compatible avec la définition d’'une grandeur particuliere
donnée

— C’est une valeur que I'on obtiendrait par un mesurage parfait.
— Toute valeur vraie est par nature indéterminée.

valeur conventionnellement vraie (d’'une grandeur) valeur attribuée a une grandeur particuliere
et reconnue, parfois par convention, comme la représentant avec une incertitude appro-
priée pour un usage donné. par exemple : étalon

mesurage ensemble d’opérations ayant pour but de déterminer une valeur d’'une grandeur
principe de mesure base scientifique d'un mesurage

mode opératoire (de mesure) ensemble des opérations, décrites d’'une maniere spécifique, mises
en oeuvre lors de 'exécution de mesurages particuliers selon une méthode donnée

mesurande grandeur particuliere soumise a mesurage

grandeur d’influence grandeur qui n’est pas le mesurande mais qui a un effet sur le résultat du
mesurage

résultat d’un mesurage valeur attribuée a un mesurande, obtenue par mesurage.
résultat brut résultat d'un mesurage avant correction de I'erreur systématique
résultat corrigé résultat d'un mesurage apres correction de I’erreur systématique

exactitude de mesure étroitesse de 'accord entre le résultat d'un mesurage et une valeur vraie
du mesurande

— Le concept d’«exactitude» est qualitatif.
— Le terme «précision» ne doit pas étre utilisé pour «exactitude».

répétabilité (des résultats de mesurage) étroitesse de ’accord entre les résultats des mesurages
successifs du méme mesurande, mesurages effectués dans la totalité des mémes conditions
de mesure

reproductibilité (des résultats de mesurage) étroitesse de I'accord entre les résultats des mesu-
rages du méme mesurande, mesurages effectués en faisant varier les conditions de mesure

incertitude (de mesure) parametre, associé au résultat d'un mesurage, qui caractérise la disper-
sion des valeurs qui pourraient raisonnablement étre attribuées au mesurande.

correction valeur ajoutée algébriquement au résultat brut d'un mesurage pour compenser une
erreur systématique

— La correction est égale a I’'opposé de I'erreur systématique estimée.

— Puisque 'erreur systématique ne peut pas étre connue parfaitement, la compensation
ne peut pas étre compléte.

facteur de correction facteur numérique par lequel on multiplie le résultat brut d’'un mesurage
pour compenser une erreur systématique

incertitude-type

incertitude du résultat d'un mesurage exprimée sous la forme d’un écart-type

évaluation de Type A (de 'incertitude)

méthode d’évaluation de 'incertitude par I'analyse statistique de séries d’observations
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évaluation de Type B (de I'incertitude

) méthode d’évaluation de 'incertitude par des moyens autres que ’analyse statistique de séries
d’observations

incertitude-type composée

incertitude-type du résultat d’'un mesurage, lorsque ce résultat est obtenu a partir des valeurs
d’autres grandeurs, égale a la racine carrée d'une somme de termes, ces termes étant les
variances ou covariances de ces autres grandeurs, pondérées selon la variation du résultat de
mesure en fonction de celle de ces grandeurs

incertitude élargie

grandeur définissant un intervalle, autour du résultat d'un mesurage, dont on puisse s’attendre a
ce qu’il comprenne une fraction élevée de la distribution des valeurs qui pourraient étre
attribuées raisonnablement au mesurande

facteur d’élargissement

facteur numérique utilisé comme multiplicateur de I'incertitude-type composée pour obtenir
I'incertitude élargie.
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Annexe

Compléments sur les vecteurs
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1 Application des produits vectoriels en coordonnées

cartésienne

Nous donnons les expressions des trois vecteurs A, B et C exprimées en termes des coordonnées

cartésiennes

Determination

Formule
vectorielle

Formule exprimée
en coordonnées cartésienne

1- Module, Norme,
ou Longueur
d’un vecteur A

1Al V A2

LAl = /A% + A5 + A2

-

it - - AT+ A J+AZk
2- Vecteur unitaire iy = -3~ = ZxI Ay v AR
: — Al vy
d’un vecteur A y
. AxBx+AyBy+A;B
3- Angle compris cos cosg = xDxt AyDy+Az5s
iB A%+ A3+ A2, /B3 + B3+ B2
entre deux A-B x+Aj+Az\/By+By+B;

vecteurs A et E

4- Aire d'un
parallélogramme
formée par deux
vecteurs A et B

5-Volume d’'un
parallélépipede
formé par trois
vecteurs A, Bet C

6-Produit scalaire
de deux vecteurs A,
B

7-Produit vecto-
rielle

de deux vecteurs A,
B

——
IATNIB I

S=|AxB|

Ps=A-B
ﬁv—AxB
Py=AAB

2 2

2
S: Ay AZ AZ Ax + Ax Ay
By Bz BZ Bx Bx By
Ay Ax Ax
V=| By By By
Cx Cx Cy
PS - AxBx+AyBy+Asz
i 7k
By = | A Ay A,
B, B, B,
— _i Ay Az = Ax Az +7C’ Ax Ay
B, B, B, B, B, B,

= (AyB,—A;By)T—(AxB,—A;B) ]+ (AxBy— AyBy) k
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Systeme de

Notation des

Schéma illustratif

coordonnées coordonnées /base
Cartésienne
2-D/3-D o Coordonnées (x,y,z) € R3
o dimension [x],[y],[z] =L
:(distances)
obase (&y,8,,¢;) fixe ou
(iy, Ty, ii;) ou
(7, 7,k
Cylindrique
3-D ¢ Coordonnées (r,0,z), z €

RreR,,0<0<2m
o dimension [z],[p]=L:
(distances)
[0] =1 (angles)

o base (é,,ép,é,) mobile

Sphérique 3-D

o Coordonnées (r,0,¢),
reR,,0s0<m,
O=sp<2m

o dimension [¢] =[0] =1:

(angles)
[r] = L (distance)

obase (&,é,é,) mobile

Polaire 2-D

¢ Coordonnées (r,0),
reR,,0<0<2nm

odimension [r] = L : (dis-

tances)
[0] =1 (angles)

o base (é,,ép) mobile

oL

|
Ty

141

TABLE B.1 — Notations des Systemes de coordonnées et leurs base associée



142



Annexe

Formule de Poisson

Les formules de Poisson se révelent un outil mathématique tres utile en mécanique du point
matériel, il facilite I’obtention de la dérivation des vecteurs unitaire tournant, dont I’énonce est
présenté comme suit : Soit un repere (O; €, é;, é3) dont la base change d’orientation dans le
temps (base mobile). I existe un vecteur (2 tel que

dé;

=QnA8, (i=1,2,3 C.1
i i (1=1,2,3) (C.1)

Le vecteur Q) est appelé vitesse angulaire.

EXEMPLE D’APPLICATION Un mobile P effectue un mouvement circulaire uni f or me, trouver
les expressions des vecteurs vitesse et accélération en appliquant les formules de Poisson et
ensuite vérifier les résultats trouvés.

SOLUTIONS Lapplication des formules de Poisson donne

v = =QAOP
dr
avr
a = =QAD avec Q=Q8
dt “
Afin de vérifier les résultats trouvés, on admettra une base (é;, éy, €;) orthonormée directe, donc

/' \
par circulation du produit vectoriel “__“onobtient & ép = €, N\ é, et é, = éy A é, qui seront substitué
dans les expressions des vecteurs vitesse

<
Il

Rwéy

= Rw(é;Né;)
= (w8, A (R,
= QAOP

et accélération

= —Rw?(By A&y

Q
Il

= Rw?(8;A &)
= (wé;) A (Rwéy) avec v=Rw
= QAD
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ainsi la vérification des vecteurs vitesse et accélération par I'application des formules de Poisson.
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Annexe

Programmes Matlab

Programme 1 : Calcul et tracée de la trajectoire projectile et de la courbe de sécurité

function traje_mobile(g, vitesseInitiale, angleDegree)

%» Fonction pour le tracée de la trajectoire d'un projectile
%» Programme ecrit Dr Chaab Omar

NBRE_POINT = 600; 7% utiliser pour 1'echantillonnage

% La porté maximale

Lp = 2xvitesselnitiale”™2*xcosd(angleDegree)*sind(angleDegree)/g;
% La fleche "la hauteur maximale"

hauteurMax = 0.5x(vitesseInitiale*sind(angleDegree))~2/g ;

% Calcul du temps pour atteindre la fleche maximale
tempsAtteindreFleche = vitesselInitiale*sind(angleDegree)/g ;
%» Calcul du temps pour atteindre la portée maximale
tempsAtteindrePortee = 2*xtempsAtteindreFleche;

x = linspace(0,Lp,NBRE_POINT); 7 Echantillonnage

» L'équation de la trajcetoire
z = -0.5% g/(vitesseInitiale*cosd(angleDegree)) "2*xx. 2+tand(
angleDegree) . *x;

ValMaxX=vitesselnitiale~2/g;
xp= linspace(0,ValMaxX ,NBRE_POINT) ;7 Echantillonnage
zp=ValMaxX/2-1/(2xValMaxX)*xp. 2;

title('La courbe d''un projectile')
xlabel ('Portée: x (m)')

ylabel ('Hateur: z (m)')
ValMaxX=vitesselnitiale~2/g;
xlim(single ([0 ValMaxX]))
ylim(single ([0 ValMaxX/2]))

xticks (0:ValMaxX/6:ValMaxX)
plot(x,z);

145




hold on;

p2=plot(xp,zp, '-r','LineWidth',2);
% hold on

legend ([p2] ,{'Courbe Securité'})

end

Programme 2 : Calcul des équations horaires : position et vitesse

function [Vitesse, Position,tempsEchantillonage ,vitesseEntree] =
ChutePlongeur (Masse, Hauteur, g, dh, k, tempsOrigine0)

/» Programme ecrit par:
% Dr. Chaab Omar

n = 600; % vaaleur d'echantillonage par defaut
tau = Masse/k; 7 constante du temps de relaxation
hhl- Partie liée & 1la chute 1libre

%» Calcul du temps de chute
tempsChute = sqrt (2*Hauteur/g);
%Calcul de la vitesse d'entée
vitesseEntree = sqrt(2xHauteurxg);

% 2- Partie liée & 1l'entrée du bon'homme dans 1'eau

%» Calcul de la vitesse limite

vitesselimite = taux(1-1/dh)*g;

vL = abs(vitesselimite);

%Calcul du temps ou il atteint la profondeur maximale (ou il
commence & remonter)

tempsCommenceRementee = tau* log((vL + vitesseEntree)/vL);

% Profondeur maximale
profondeurMax = ©position(tau, vL, vitesseEntree,
tempsCommenceRementee ) ;
% temps d'echantillonage a partir de 0
» le temps considerer & partir de 0

%» Consideration du temps d'échantillonage a partir de O

if isequal(tempsOrigine0,1)

intervalleTemps = tempsChute + tempsCommenceRementee + 10x*
tempsCommenceRementee;

%» tempsMax = tempsChute + tempsCommenceRementee + 0.3%
tempsCommenceRementee;

tempsEchantillonage = linspace (0, intervalleTemps, n);%
Echantillonage

tempsOprime = tempsEchantillonage - tempsChute ;
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valid= (tempsOprime<=0) ; % expression logique

Vitesse=g.*tempsEchantillonage.*valid +speed(tau, vL,...
vitesseEntree, tempsOprime) .*(~valid);

Position=0.5*xg.*tempsEchantillonage.”2.%*valid +position(tau, vL,

vitesseEntree, Hauteur, tempsOprime) .*(~valid);
% Suppression des valeurs qui n'ont pas de signification physique
premiereCondition = Position < Hauteur;
secondCondition = tempsEchantillonage > (tempsChute +
tempsCommenceRementee) ;

k=find (premiereCondition && secondCondition );
Position(k)=I[];
Vitesse(k)=I[];

tempsEchantillonage (k)=[];

elseif isequal(tempsOrigine0,2) 7 tempsOrigineOprime

intervalleTemps = tempsCommenceRementee + 20x%
tempsCommenceRementee;

tempsEchantillonage = linspace (0, intervalleTemps, n);%
Echantillonage

Vitesse=speed(tau, vL, vitesseEntree, tempsEchantillonage) ;

Position = position(tau, vL, vitesseEntree , Hauteur,
tempsEchantillonage)- Hauteur;

k = find(Position<0) ;

%» Suppression des valeurs qui n'ont pas de signification physique

Position(k)=[];

Vitesse (k)=[];

tempsEchantillonage (k) =1[];

else

end

function vitesse=speed(tau, vL, vitesseEntree, t )

vitesse = (vL +vitesseEntree)*exp(-t./tau)- vL;
end
function pos = position(tau, vL, vitesseEntree, Hauteur,t)
pos = taux(vL + vitesseEntree) .*(l-exp(-t./tau))-vL.*t +
Hauteur;
end
end

Programme 3 : Tracer des courbes de position et vitesse selon le choix de I'origine

function traceVitessePosition(tempsEchantillonage ,Vitesse,
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vitesseEntree ,Position ,Hauteur, Origine )

hi
Cette fonction est définie pour le tacée de la vitesse et la
position

selon
Origine =1 : 1l'origne est pris & partir de 0 (sommet de la
falaise)
Origine =2 : l'origne est pris & partir de 0' (surface de 1'eau
)
Elaboré par Dr Chaab Omar
h}

if isequal(Origine,1)

figure (1)

plot (tempsEchantillonage ,Position);

title('La courbe de la position (Origine 0) ')

xlabel ('temps (s)','FontSize',12, 'FontWeight','bold','Color','k"')

ylabel ('position (m)','FontSize',12,'FontWeight', 'bold','Color',"
k')

set(gca, 'YDir','reverse')
yline (Hauteur, '-b', 'Horizon de la Mer', 'LabelHorizontalAlignment
', 'center', ...

'LabelVerticalAlignment', 'bottom','LineWidth',3);
figure (2)
plot (tempsEchantillonage ,Vitesse);
title('La courbe de la vitesse (Origine 0) ')
xlabel ('temps (s)','FontSize',12, 'FontWeight','bold','Color','k"')
ylabel ('vitesse (m/s)','FontSize',12,'FontWeight', 'bold', 'Color',

Ikl)
yline(vitesseEntree,'--k','Vitesse d''entrée a 1''eau',...
'LabelHorizontalAlignment', 'center', 'LabelVerticalAlignment',"'
bottom', ...

'LineWidth',2);

else
figure (1)
plot (tempsEchantillonage ,Position);
title('La courbe de la position (Origine 0'') ')
xlabel ('temps (s)','FontSize',12, 'FontWeight','bold','Color','k"')
ylabel ('position (m)','FontSize',12,'FontWeight', 'bold', 'Color"',"
k')

set(gca, 'YDir','reverse')
yline (0, '-b','Horizon de la Mer', 'LabelHorizontalAlignment','
center',...
'LabelVerticalAlignment', 'bottom','LineWidth',3);
figure (2)

plot (tempsEchantillonage ,Vitesse);
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title('La courbe de la vitesse (Origine 0'') ')
xlabel ('temps (s)','FontSize',12, 'FontWeight','bold','Color','k"')
ylabel ('vitesse (m/s)','FontSize',12,'FontWeight', 'bold"', 'Color',

k")
yline(vitesseEntree,'--k','Vitesse d''entrée a 1''eau',...
'LabelHorizontalAlignment','center', 'LabelVerticalAlignment',...
'"bottom','LineWidth',2);
end
end
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