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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire nous avons étudié une classe d�équations de Langevin non linéaires impli-
quant un ordre fractionnaire avec des conditions aux limites à trois points. Par le principe
de contraction de Banach et théorème du point �xe de Krasnoselskii, l�existence et l�unicité
les résultats des solutions sont obtenus.
Mots clés : Équations fractionnaires de Langevin, Théorème du point �xe, Existence et
unicité, Dérivation fractionnaire, le principe de contraction de Banach.

ABSTRACT

In this project, we have studied a class of nonlinear Langevin equations involving a fractional
order with three-point boundary conditions. By the principle of contraction of Banach and
the �xed point theorem of Krasnoselskii, the existence and the uniqueness the results of the
solutions are obtained.
Keywords : Fractional Langevin equations, �xed point theorem, existence and uniqueness,
Fractional derivation, Banach�s principle of contraction.
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NOTATIONS

N : Ensemble des nombres entiers naturels.
R : Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres complexes.

 : Domaine borné dansR:
Lp(
) : Espace des fonctions mesurables de puissance p 2 [0;+1[ intégrables sur 
:
L1(
) : Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur 
:
C(
) : Espace des fonctions continues sur 
:
Cn(
) : Espace des fonctions g : 
! Rdérivables n fois et g(n) continues:
AC(
) : Espace des fonctions absolument continues sur 
:
ACn(
) : Espace des fonctions f dérivables à l�ordre n� 1 et elle que g(n�1) 2 AC(
):
�(:) : La fonction Gamma:
B(:; :) : La fonction Bêta:
R-L : Riemann-Liouville:
J�g : Intégrale fractionnaire au sens de R-L d�ordre � > 0:
D�g : Dérivée fractionnaire au sens de R-L d�ordre � > 0:
cD�g : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre� > 0:



Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine d�analyse mathématique qui étudie la généralisa-
tion de la dérivation et de l�intégration de l�ordre entier n (ordinaire) à l�ordre non entier n
(complexe) (fractionnaire). Les fondements du calcul di¤érentiel et intégral ont été construits
par Isaac Newton et Leibniz [19] à la �n du 17�eme siècle, ce qui marque le début de la théorie
des dérivées fractionnaires, qui est presque aussi ancienne que le calcul classique tel que nous
le connaissons aujourd�hui. Dans une lettre à Guillaume l�Hôpital [19] datée du 30 septembre
1695, Leibniz publie le symbole ( d

ng
dxn
) pour symboliser la dérivée de n�eme d�une fonction g.

Avec l�hypothèse implicite que n 2 N, L�Hôpital a répondu : qu�implique ( dng
dxn
) si n = 1

2
?

« Cela conduirait à une contradiction dont nous pourrons un jour tirer des conclusions bé-
né�ques » , disait Leibniz [19]. Cette lettre de l�hôpital est aujourd�hui reconnue comme le
premier exemple de dérivation fractionnaire, et le fait que l�Hôpital ait demandé n = 1

2
,

c�est-à-dire une fraction (nombre rationnel), a donné naissance au nom de cette branche des
mathématiques.
Les modèles d�ordre fractionnaire, qui expliquent les systèmes utilisant des équations di¤éren-
tielles fractionnaires basées sur la dérivée non entière, sont importants pour la communauté
scienti�que. Au cours des trente dernières années, les ingénieurs n�ont appris à apprécier l�uti-
lisation des équations di¤érentielles d�ordre non entier qu�après avoir réalisé que la dérivée
fractionnaire était insu¢ sante pour décrire avec précision certains systèmes. La conférence
initiale, intitulée "Calcul fractionnaire et ses applications", a été donnée en juin 1974 à l�Uni-
versité de New Haven et a été rédigée par B. Ross.
Beaucoup d�éloges doivent aller à K.B. Oldham et J. Spanier [19], dont l�e¤ort de collaboration
sur la présentation des méthodes de calcul fractionnaire et les applications en physique et en
ingénierie a commencé en 1968 et a abouti à la publication d�un livre en 1974. Depuis lors,
le calcul fractionnaire a gagné popularité et importance en raison des nombreux domaines de
la science appliquée et de l�ingénierie où il a été constaté que la dérivée d�ordre fractionnaire,
un excellent outil pour décrire de nombreuses propriétés des matériaux et des processus,
peut être utilisée pour décrire le comportement d�un grand nombre de systèmes physiques
[2, 6, 16].
Les équations aux dérivées partielles non linéaires d�ordre fractionnaire ont suscité l�intérêt
de nombreux chercheurs ces dernières années en raison de leur large éventail d�applications
en physique, mécanique des �uides, électrochimie, viscoélasticité, théorie du contrôle non
linéaire, systèmes biologiques non linéaires, hydrodynamique et autres domaines de la science
et de la science. ingénierie.(cf. [12, 18]), dans tous ces domaines scienti�ques, il est crucial
d�identi�er des réponses précises ou approximatives à ces questions.
Ainsi, les approches pour résoudre les problèmes impliquant des équations aux dérivées par-
tielles non linéaires d�ordre fractionnaire sont très recherchées. Il est parfois trop di¢ cile
d�obtenir des solutions précises à ces problèmes à l�aide d�approches conventionnelles en rai-
son de la complexité des caractéristiques non linéaires impliquées.
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Ce mémoire est scindé en deux chapitres comme suit :
Dans le premier chapitre nous présentons deux parties, dans la première nous donnons
quelques notions préliminaires essentielles, utilisées dans l�intégrale et la dérivation frac-
tionnaire et dans la deuxième partie, nous examinons plusieurs dé�nitions et propriétés de
l�intégration et la dérivation de di¤érents types d�ordre fractionnaire.
Dans le deuxième chapitre nous étudions une classe d�équations de Langevin non linéaires
impliquant un ordre fractionnaire avec des conditions aux limites à trois points. On fait la
preuve de l�existence et l�unicité et aussi celle de l�existence.8>><>>:

cD�(D2 + �2)u(t) = f(t; u(t)); t 2 [0; 1];
u(0) = 0;
u00(0) = 0;

u(1) = �u(�):



Chapitre 1

Préliminaires et Calcul Fractionnaire

1.1 Préliminaires

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

En analyse, les espaces Lp sont des espaces de fonction dont la puissance p � i�eme est
intégrable, au sens de Lebesgue.

Dé�nition 1.1.1 ([20])Soient 
 = [0; T ) (0 < T � +1) ; un intervalle �ni ou in�nie de R
et 1 � p � +1:
1. Pour 1 � p < 1, l�espace Lp (
) est l�espace des (classes de) fonctions g réelles sur 

telles que g est mesurable et Z b

0

jg(t)jp dt < +1:

2. Si p = 1, l�espace L1 (
) est l�espace des classes de fonctions mesurables g bornées
presque partout (p.p) sur 
:

Théorème 1.1.1 Soit 
 = [0; T ) (0 < T � +1) un intervalle �ni ou in�ni de R
1. Si 1 � p <1, l�espace Lp (
)est un espace de Banach muni de la norme :

kgkp =
�Z b

0

jg (t)jp dt
� 1

p

:

2. L�espace L1 (
) est un espace de Banach muni de la norme :

kgk1 = finfM � 0 : jg (t)j �M p.p sur 
:g
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1.1.2 Fonctions continues/absolument continues

Dé�nition 1.1.2 ([13]) Soit 
 = [0; T ) (0 < T � +1) et n 2 N = f0:1:::g. On désigne par
Cn (
) l�espace des fonctions g qui ont leurs dérivées d�ordre inférieur ou égale à n continues
sur 
, à valeur dans R muni de la norme :

kgkCn(
) =
nX
k=0

g(k)
C(
)

=
nX
k=0

max
t2


��g(k) (t)�� ; n 2 N:
En particulier, si n = 0; C0(
) = C(
) l�espace des fonctions g continues sur 
 muni de la
norme :

kgkC(
) = maxt2

jg (t)j :

Dé�nition 1.1.3 ([13]) Soit 
 = [0; T ) (0 < T � +1). On désigne par AC (
) l�espace des
fonctions primitives des fonctions intégrables, c�est-à-dire :

AC (
) =

�
g : 
! R=9 2 L1 (
) : g(t) = c+

Z t

0

 (s)ds

�
;

et on appelle AC (
) l�espace des fonctions absolument continues sur 
.

Dé�nition 1.1.4 ([13]) Pour n 2 N on désigne par ACn (
) l�espace des fonctions h qui ont
des dérivées continues sur 
 jusqu�à l�ordre (n�1) et telles que g(n�1) 2 AC (
) c�est-à-dire :

ACn (
) =
�
g : 
! R; g(k) 2 C (
) ; k 2 f0; 1; :::; n� 1g ; g(n�1) 2 AC (
)

	
;

En particulier, AC1 (
) = AC (
).

Lemme 1.1.1 ([13]) Une fonction g 2 ACn (
), n 2 N� si et seulement si elle est représen-
tée sous la forme :

g(t) =
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� s)n�1 g(n)(s)ds+

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk:

1.1.3 Quelques théorèmes de point �xe

Ces théorèmes consistent à prouver l�existence et l�unicité d�un point �xe pour certains opé-
rateurs. On s�intéresse au théorème du point �xe de Banach qui assure l�existence et l�unicité.
Le théorème de Schauder n�assure que l�existence seulement. On présente di¤érents théorèmes
d�existence et d�unicité basés sur les théorèmes classiques qui a¢ rment l�existence et l�unicité
des points �xes de certains opérateurs. On utilisera des dé�nitions et des notions connues de
l�analyse fonctionnelle.

Dé�nition 1.1.5 Soit A : E! E: On dit que u 2 E est un point �xe de A si :

Au = u:
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Dé�nition 1.1.6 ([13]) Soient E un espace de Banach et A : E! E une application conti-
nue, on dit que A est contractante si A est lipschitzienne de rapport k < 1 :

9k < 1;8u; v 2 E : kA (u)�A (v)kE � k ku� vkE :

Théorème 1.1.2 (Théorème du point �xe de Banach [7]) Soient F un ensemble fermé et
A : F! F satisfait

jAu�Avj � k ju� vj ; pour tout k 2 [0; 1[; et pour u; v 2 F:

Alors A admet un point �xe dans F.

Théorème 1.1.3 (Théorème du point �xe de Krasnoselskii [14]) Soit M un sous-ensemble
fermé, borné, convexe et non vide d�un espace de Banach E. Supposons aussi que A : M !
E;B :M! E des opérateurs tels que
(i) Au+ Bv 2 M où u; v 2M,
(ii) A est compact et continu, et
(iii) B est une application de contraction.
Alors il existe w 2M tel que w = Aw + Bw:

Théorème 1.1.4 ([13]) Soient E un espace de Banach et A : E! E un opérateur contrac-
tant. Alors A admet un point �xe unique, c�est-à-dire 9!u� 2 E tel que Au� = u�:
De plus, si u0 2 E et un = Aun�1, alors :

u� = lim
n!1

un:

De plus, si Am;m 2 N est une suite d�opérateurs dé�nie par A1 = A et Am = AAm�1;m > 1,
alors pour tout u0 2 E la suite fAmu0g1m=0 converge vers le point �xe u�.

lim
m!1

kAmu0 � u�k = 0:

Preuve. Soit k est une constante de contraction A, ( nous construirons explicitement un
ordre convergent au point �xe). Soit un un élement �xé de E. On considère fung dans E
dé�nie par :

un = Aun�18n � 1:
Puisque A est un opérateur contractant, nous obtenons

kun � un+1k = kAun�1 �Aunk � k kun�1 � unk 8n � 1:

Ainsi,
kun � un�1k � kn ku0 � u1k 8n � 1:

Par conséquent, pour tout m > n on a :

kun � umk � (kn + kn+1 + � � �+ km�1) ku0 � u1k �
kn

1� k
ku0 � u1k :
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On en déduit que fung est une suite de cauchy dans E. Soit un ! u; u 2 E, on utilise la
continuité de A, on a :

u = lim
n!1

un = lim
n!1

un�1 = Au

Montrons l�unicité du point �xe dans E, soit alors u; v deux points �xes de A. Alors

ku� vk = kA (u)�A (v)k � k ju� vj :
Comme 0 < k < 1 on a donc u = v. �

Théorème 1.1.5 (Ascoli-Arzelà)([11])Soient J un espace compact et (E; k:k) un espace nor-
mée. L�espace C(J;E) des fonctions continues de J dans E, muni de la norme uniforme, est
un espace normée.
Une partie A de C(J;E) est relativement compacte si et seulement si, pour tout point x de
J :
1) L�ensemble A est borné. i.e il existe une constante k > 0 tel que :

kg (x)k � k pour tout x 2 J et tout g 2 A;

2) A est équicontinue, c�est-à-dire que pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que :

jt1 � t2j < � ) kg(t1)� g(t2)k � " pour tout t1; t2 2 J et g 2 A

1.2 Calcul fractionnaire

1.2.1 Fonctions pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonction Gamma et Bêta. Ces fonctions jouent un
rôle important dans la théorie du calcul fractionnaire.

Fonction Gamma

Dé�nition 1.2.1 ([20])Pour z 2 C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma � est dé�nie par
l�intégrale suivante :

� (z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt; (1.2.1)

avec �(1) = 1;�(0+) = +1, � est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0 < z < 1.

Une propriété importante de la fonction Gamma � est la relation de récurrence suivante

�(z + 1) = z�(z); (1.2.2)

qu�on peut la démontrer par une intégration par parties
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� (z + 1) =

Z 1

0

e�ttzdt =
�
�e�ttz

�1
0
+ z

Z 1

0

e�ttz�1dt = z� (z) : (1.2.3)

La fonction Gamma généralise la factorielle car �(n+ 1) = n!; 8n�N; en e¤et �(1) = 1 et en
utilisant la relation (1.2.2) nous obtenons :

�(2) = 1:�(1) = 1;

�(3) = 2�(2) = 2:1! = 2;

�(4) = 3�(3) = 6;

par récurrence nous obtenons �(n+ 1) = n(n� 1)! = n!:

Formule de multiplication

La fonction Gamma véri�e également la formule de duplication :

8z 2 C : � (z) �
�
z +

1

2

�
= 21�2z

p
�� (2z) :

La formule de duplication est un cas particulier du théorème de multiplication :

� (z) �

�
z +

1

m

�
�

�
z +

2

m

�
� � ��

�
z +

m� 1
m

�
= (2�)

m�1
2 m

1
2�mz� (mz) :

Cette fonction apparaît également dans des formules incluant la fonction Zêta de Riemann.

Valeurs particulières

Cette section indique quelques valeurs particulières de la fonction Gamma

�

�
1

2

�
=

p
�; �

�
3

2

�
=

p
�

2
; �

�
5

2

�
=
3
p
�

4
; et

�

�
n+

1

2

�
=

�
n� 1

2

�
�

�
n� 1

2

�
=

�
n� 1

2

��
n� 3

2

�
� � � 3
2

1

2
�

�
1

2

�
=
(2n)!

22nn!

p
�:

Mais aussi négatifs car la fonction Gamma est prolongeable sauf en 0;�1;�2:::: On a :

�

�
�1
2

�
= �2

p
�:

Le développement asymptotique de � (z) :

� (z) =
p
2�zz�

1
2 e�z

�
1 +

1

12z
+

1

288z2
� 139

51840z3
� 571

2488320z4
+

163879

209018880z5
+O

�
1

z6

��
:
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Fonction Bêta

Dé�nition 1.2.2 ([20])La fonction Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie pour des
nombres complexes z et w par :

B (z; w) =

Z 1

0

tz�1 (1� t)w�1 dt Re (z) > 0;Re (w) > 0: (1.2.4)

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B (z; w) =
� (z) � (w)

� (z + w)
, 8z; w : Re (z) > 0;Re (w) > 0: (1.2.5)

Remarque 1.2.1 La fonction Bêta est symétrique i.e.

B (z; w) = B (w; z)

1.2.2 Intégrale au sens de Riemann-Liouville

Le but de cette partie est d�introduire les deux plus importantes approches du calcul frac-
tionnaire : au sens de R-L et au sens de Caputo, y compris quelques unes de leurs propriétés
ainsi que la relation entre ces deux de�nitions.
La notion d�intégrale fractionnaire d�ordre � 2 C(Re(�) > 0), selon l�approche de R-L,
généralise la célèbre formule (attribuée à Cauchy) d�intégrale répété n�fois.

Dé�nition 1.2.3 ([13, 20]) Soit g une fonction continue sur l�intervalle [0; T ]; T > 0: Une
primitive de g est donnée par l�expression :

J1g(t) =

Z t

0

g(x)dx:

Pour une primitive seconde et d�après le théorème de Fubini on aura :

J2g(t) =

Z t

0

J1g(x)dx =

Z t

0

�Z x

0

g(s)ds

�
dx =

Z t

0

�Z x

0

�
g(s)dsdx

=

Z t

0

(t� s) g(s)ds:

En répétant n fois, on arrive à la n ieme primitive de la fonction g sous la forme :

Jng(t) =
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� s)n�1 g(s)ds; t > 0; n 2 N�: (1.2.6)

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : �(n) = (n � 1)!, Riemann s�est rendu compte que le second membre
de (1.2.6) paurrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière, il a dé�nit
l�intégrale fractionnaire de la manière suivante :
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Dé�nition 1.2.4 ([13, 20])Soit g 2 L1([0; T ]); T > 0. L�intégrale fractionnaire de R-L de la
fonction g d�ordre � 2 C(Re(�) > 0) notée J� est dé�nie par :

J�g(t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 g(s)ds; (1.2.7)

où � (�) est la fonction Gamma, et 0 < t < +1:

Pour � = 0, on a :

J� = J (l�opérateur identité)

Pour � = n�N�, J� a coincide avec l�intégrale répétée n�fois de la forme :

(J�g) (t) =

Z t

0

dt1

Z t1

0

dt2:::::

Z tn�1

0

g (tn) dtn (1.2.8)

=
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� s)n�1 g (s) ds:

Théorème 1.2.1 ([13, 20]) Si g 2 L1([0; T ]); T > 0; alors J�g existe pour presque tout
t 2 [0; T ] et de plus J�g 2 L1([0; T ]):

Preuve. En introduisant (1.2.7) puis nous utilisons le théorème de Fubini, nous trouvons :Z T

0

jJ�g (t)j dt � 1

� (�)

Z T

0

Z t

0

(t� s)��1 jg(s)j dsdt

� 1

� (�)

Z T

0

jg(s)j
�Z T

0

(t� s)��1 dt

�
ds

� 1

� (�+ 1)

Z T

0

jg(s)j (T � s)� ds

� T �

� (�+ 1)

Z T

0

jg(s)j ds;

puisque g 2 L1([0; T ]), la dernière quantité est �ni, ce qui établit le résultat. �

Exemple 1.2.1 Soit g (t) = t� avec � > 0; � > �1, alors

J�g (t) =
� (� + 1)

� (�+ � + 1)
t�+�: (1.2.9)

En e¤et,

J�g (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 s�ds:
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En utilisant le changement de variable et la fonction Bêta nous obtenons :

s = tx; 0 � x � 1; (1.2.10)

J�g (t) =
1

� (�)

Z 1

0

[t� tx]��1 x�t�+1dx

=
t�+�

� (�)

Z 1

0

(1� x)��1 x�dx:

En utilisant la dé�nition de la fonction Bêta, nous obtenons :

J�g (t) =
t�+�

� (�)
� (�; � + 1)

=
� (�) � (� + 1)

� (�) � (�+ � + 1)
t�+�

=
� (� + 1)

� (�+ � + 1)
t�+�:

Donc l�intégrale fractionnaire au sens de R-L de la fonction g (t) = t� est donnée par :

J�g (t) =
� (� + 1)

� (�+ � + 1)
t�+�: (1.2.11)

En particulier, la relation (1.2.11) montre que l�intégrale fractionnaire au sens de R-L d�ordre
� d�une constante est donnée par :

J�C =
C

� (�+ 1)
t�:

Théorème 1.2.2 ([13, 20])Si g�L1[0; T ] et � > 0; alors J�g (t) existe pour presque tout
t�[0; T ] et on a :

(J�g) �L1[0; T ]

Preuve. Soit g�L1[0; T ], on a : �

1

� (�)

Z t

0

(t� x)��1 g (x) dx =

Z +1

�1
'1 (t� x)'2 (x) dx

avec,

'1 (u) =

� u��1

�(�)
pour 0 � u � T

0 pour u�R� � fTg ;
et
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'2 (u) =

�
g (u) 0 � u � T

0 Rn [0; T ] :
Par construction, 'j�L

1 (R) pour j� f1; 2g, et on a : J�g�L1[0; T ]:

Théorème 1.2.3 ([13, 20])Soient � > 0 et (gk)
1
k=1 une suite des fonctions continues unifor-

mément convergente sur [0; T ]; alors on peut intervertir l�intégrale fractionnaire de R-L et la
limite comme suit : �

J� lim
k!1

gk

�
(t) =

�
lim
k!1

J�gk

�
(t) ;

en particulier, la suite (gk)
1
k=1 est uniformément convergente.

Preuve. Soit g la limite de la suite (gk); il est clair que g est continue, et on a l�estimation :

jJ�gk (t)� J�g (t)j �
1

� (�)

Z t

0

(t� x)��1 jgk (x)� g (x)j dx

� T �

� (�+ 1)
kgk � gk1 ;

d�où, la convergence uniforme lorsque k !1, pour t�[0; T ]. �

Théorème 1.2.4 ([13, 20]) Soient �; � 2 C et Re � > 0;Re � > 0; pour toute fonction g�L1
[0; T ]; on a :

J�J�g (x) = J�+�g(x) = J�J�g (x) ; (1.2.12)

pour presque tout t�[0; T ], et g�C[0; T ]; alors (1.2.12) est vrai pour tout t�[0; T ].

Preuve. Supposons d�abord que g�L1[0; T ], on a :

J�J�g (x) =
1

� (�)

Z t

0

(t� x) J�g (x) dx

=
1

� (�)

Z t

0

(t� x)

�
1

� (�)

Z x

0

(x� s) g (s) ds

�
dx:

D�après le théorème 1.2.3 les intégrales existent et par le théorème de Fubini on a :

J�J�g(t) =
1

� (�) � (�)

Z t

0

�Z t

s

(t� y)��1 (y � s)��1 dy

�
g (s) ds:

En utilisant le changement de variable

y = s+ (t� s)z;

où z = 0 quand y = s et z = 1 quand y = t et dy = (t� s)dz, nous obtenons :
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J�J�g (t) =
1

� (�) � (�)

Z t

0

(t� s)�+��1
�Z 1

0

(1� z)��1 z��1dz

�
g (s) ds

En�n, en tenant compte de la dé�nition de la fonction Bêta, nous obtenons :

J�J�g (t) =
1

� (�+ �)

Z t

0

g (z) (t� z)�+��1 dz = J�+�g (t) :

Supposons maintenant que h�C[0; T ], alors ( d�après les théorèmes sur les intégrales dépen-
dant de paramètres ) J�g�C[0; T ], et par suite

J�J�g; J�+�a g 2 C[0; T ]:
Ainsi, d�après ce qui précède, les deux fonctions continues J�J�g; J�+�a g coïncident presque
partout sur [0; T ], elles doivent donc coïncider partout sur [0; T ]: �

1.2.3 Dérivée de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.2.5 ([13, 20]) Soit g 2 L1([0; T ]); T > 0 une fonction intégrable sur [0; T ], la
dérivée fractionnaire au sens de R-L de la fonction g d�ordre � 2 C(Re(�) > 0) notée D�g
est dé�nie par :

D�g(t) = DnJn��g(t) =
1

� (n� �)

�
d

dt

�n Z t

0

(t� s)n���1 g(s)ds; (1.2.13)

où n� 1 < [Re(�)] < n, et [Re(�)] est la partie entière de Re(�) et Dn = dn

dtn
:

Exemple 1.2.2 En particulier, si � = 0, alors

D0g(t) =
1

� (1)

�
d

dt

�Z t

0

g(s)ds = Jg(t): (1.2.14)

Si � = n 2 N, alors

Dng(t) =
1

� (1)

�
d

dt

�n+1 Z t

0

g(s)ds = g(n)(t): (1.2.15)

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de R-L coïncide avec la dérivée classique pour
� 2 N. Si de plus 0 < � < 1, alors n = 1, d�où

D�g(t) =
1

� (1� �)

�
d

dt

�Z t

0

(t� s)�� g(s)ds; t > 0:

La dérivée de g(t) = t� au sens de R-L. Soit � > 0 tel que n� 1 < � < n et � > �1, d�après
(1.2.13) et la relation (1.2.11), (Voir l�Exemple 1.2.1) on a :

D�t� = DnJn��t� =
� (� + 1)

� (n� �+ � + 1)
Dntn��+�: (1.2.16)
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En tenant compte

Dntn��+� = (� + n� �)(� + n� �� 1):::::::(b� �+ 1)t��� (1.2.17)

=
� (� + n� �+ 1)

� (� � �+ 1)
t���:

On substitue le resultat (1.2.17) dans la formule (1.2.16) pour obtenir :

D�t� =
� (� + 1)

� (n� �+ � + 1)

� (� + n� �+ 1)

� (� � �+ 1)
t���

=
� (� + 1)

� (� � �+ 1)
t���:

Donc la dérivée fractionnaire au sens de R-L de la fonction g(t) = t� est donnée par :

D�t� =
� (� + 1)

� (� � �+ 1)
t���: (1.2.18)

En particulier, si � = 0 et � > 0, la dérivée fractionnaire de R-L d�une fonction constante
g(t) = C est non nulle, sa valeur est :

D�C =
C

� (1� �)
t��:

Lemme 1.2.1 Soient n� 1 < � < n et n = [�] + 1, et h une fonction véri�ant

D�g(t) = 0:

alors :

g(t) =
n�1X
k=0

Ck
� (k + 1)

� (k + 1� �+ n)
tk+��n; Ck 2 R; n = [�] + 1:

En particulier, si 0 < � < 1, alors

g(t) = ct��1;8c 2 R:

Preuve. Soit D�g(t) = 0, d�après (1.2.13) on a :

D�g(t) = DnJn��h(t) = 0:

Et par suite :

Jn��g(t) =

n�1X
k=1

Ckt
k: (1.2.19)

Maintenant, l�application de l�opérateur J� à l�équation (1.2.19) donne :

Jng(t) =
n�1X
k=1

CkJ
�tk:
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En utilisant la relation (1.2.11) (Voir l�Exemple 1.2.1), nous obtenons :

Jng(t) =

n�1X
k=0

Ck
� (k + 1)

� (k + �+ 1)
tk+�: (1.2.20)

L�application de l�opérateur Dn à l�équation (1.2.20) donne :

g(t) =
n�1X
k=0

Ck
� (k + 1)

� (k + �+ 1)
Dntk+�:

En�n, la dérivation classique et l�utilisation de la formule :

Dnt� =
� (�+ 1)

� (�� n+ 1)
t��n;

donnent :

g(t) =
n�1X
k=0

Ck
� (k + 1)

� (k + �+ 1)

� (�+ 1)

� (�� n+ 1)
tk+��n:

Finalement nous obtenons :

g(t) =
n�1X
k=0

Ck
� (k + 1)

� (k + 1� �+ n)
tk+��n:

Ceci complète la preuve du Lemme. �

Proposition 1.2.1 ([13, 20]) Soient n�1 < � < n et n = [�]+1, si g 2 ACn ([0; T ]) ; T > 0;
alors la dérivée fractionnaire D�g existe presque partout sur [0; T ] de plus, elle est representée
sous la forme :

D�g(t) =

n�1X
k=0

g(k)(0)

� (k � �+ 1)
tk�� +

1

� (n� �)

Z t

0

(t� s)n���1 g(n)(s)ds: (1.2.21)

Lemme 1.2.2 ([13, 20])Soient � > 0 et n = [�] + 1, alors pour tout entier m 2 N� on a :

D�g(t) = DmJm��g(t);m > �: (1.2.22)

Théorème 1.2.5 ([13, 20]) Soient g1et g2 deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de
R-L existent, pour c 2 R alors, D� (cg1 + g2) existe et on a :

D� (cg1 + g2) = cD�g1 +D
�g2: (1.2.23)

2) En général
D�
�
D�g

�
(t) 6= D�+�g(t):
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Preuve. Soit g1,g2 2 L1[0; T ]; et c 2 R; on a :

D� (cg1 + g2) = D
nJn�� (cg1 + g2)

Comme la dérivée ni�eme et l�intégrale sont linéaires alors :

D� (cg1 + g2) = Dn
�
cJn��g1 + J

n��g2
�

= cDnJn��g1 +D
nJn��g2

= cD�g1 +D
�g2:

2)

D�
�
D�g

�
(t) = D�+�g(t)�

n�1X
k=0

D��kg(0)

� (1� k � �)
t�k��;

et

D� (D�g) (t) = D�+�g(t)�
m�1X
k=0

D��kg(0)

� (1� k � �)
t�k��:

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si � = � et
D��kg(0) = 0, pour tout k = 1; 2; :::;m etD��kg(0), pour tout k = 1; 2; :::; n. Ce qui complète
la preuve. �
Lemme 1.2.3 ([13, 20]) Soient � > 0 et g 2 L1[0; T ] , alors l�égalité :

D�J�g(t) = g(t); (1.2.24)

est vraie pour presque tout t 2 [0; T ]:

Preuve. Par dé�nition on a :

J�D�g(t) = DnJn��J�g(t) = DnJng(t) = g(t):

�
Théorème 1.2.6 ([13, 20])Soient �; � > 0 et n � 1 � � < n;m � 1 � � < m tel que
(n;m 2 N� ) alors :
(1) Si � > � > 0, alors pour g 2 L1[0; T ] l�égalité :

D� (J�g (t)) = J���g (t) : (1.2.25)

est presque partout sur [0; T ].
(2) S�il existe une fonction ' 2 L1[0; T ] tel que g = J�' (t)

D� (J�g (t)) = g (t) : (1.2.26)

presque partout sur t 2 [0; T ].
(3) Pour � > 0; k 2 N�. Si les dérivées fractionnaires D�g et Dk+�g existes, alors :

Dk (D�g (t)) = Dk+�g (t) : (1.2.27)

(4) Si � � �> 0 et la dérivée fractionnaire D���g existe, alors :

D� (J�g (t)) = D���g (t) : (1.2.28)
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Preuve. Par dé�nition nous obtenons :
(1) Si � > � > 0, alors n � m; on a :

D� (J�g (t)) = DnJn�� (J�g (t))

= Dn
�
Jn+���g (t)

�
= DnJn

�
J���g (t)

�
= J���g (t) ;

est presque partout sur [0; T ].
(2) Par la relation 1.2.24, nous obtenons :

J�D�g (t) = J�(D�J�' (t)) = J�(' (t)) = g (t) :

�
Théorème 1.2.7 (3) On a :

Dk (D�g (t)) = Dk
�
DnJn��g (t)

�
= Dk+nJn��+k�kg (t)

= Dk+nJk+n�(�+k)g (t)

= Dk+�g (t) ;

d�où le résultat.
(4) On a :

D� (J�g (t)) = DmDm�� (J�g (t))

= DmJm�(���)g (t)

= D���g (t) ;

existe pour i� 1 < � � � < i et i � m:

1.2.4 Dérivée de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville ait joué un rôle important dans
le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs, dont Caputo (1967 � 1969),
ont réalisé que cette dé�nition devait être révisée [3], car des problèmes de viscoélasticité,
de mécanique des solides, et la rhéologie nécessitent des conditions initiales interprétables
physiquement par des dérivées classiques telles que u(0); u0(0), etc, ce qui n�est pas le cas.
Malgré le fait que les problèmes de valeur initiale avec de telles circonstances de départ
peuvent être traités analytiquement, M. Caputo a présenté la réponse à ce problème dans sa
dé�nition, qu�il a adoptée dans le cadre de la théorie de la viscoélasticité avec F. Mainardi
[4].
Dans cette partie on donne la dé�nition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi
que quelques propriétés essentielles. Soit [0; T ] un intervalle �ni de R, et soit J� et D� les
opérateurs d�intégration et de dérivation fractionnaires donnés par (1.2.6) et (1.2.13) respec-
tivement.
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Dé�nition 1.2.6 ([13]) La dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � 2 C(Re �) d�une fonc-
tion g sur [0; T ] est dé�nie par l�intermédiaire de la dérivée fractionnaire de R-L par :

cD�g (t) = D�

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!
(1.2.29)

où
n = [Re �] + 1 pour � =2 N; n = � pour � 2 N: (1.2.30)

Si � = 0; alors :
cD0g (t) = g(t):

En particulier, lorsque 0 < Re � < 1, la relation (1.2.29) prend la forme :

cD�g (t) = D� (g (t)� g(0)) :

On a

Théorème 1.2.8 ([13]) Soit Re � > 0 et soit n donné par (1.2.30). Si g 2 ACn([0; T ]), alors
la dérivée fractionnaire de Caputo cD�g (t) existe presque partout sur [0; T ].
1) Si � =2 N; alors cD�g (t) est donnée par

cD�g (t) =
1

� (n� �)

Z t

0

(t� x)n���1 g(n) (x) dx; t > 0 (1.2.31)

= Jn��g(n) (t) :

En particulier, lorsque 0 < Re � < 1 et g 2 ACn([0; T ]), alors :

cD�g (t) =
1

� (1� �)

Z t

0

(t� x)�� g0 (x) dx; t > 0 (1.2.32)

= J1��g0 (t) :

2) Si � 2 N; alors :
cD�g (t) = g(n) (t) :

Preuve. D�après Dé�nitions 1.2.6 et 1.2.5 on a :

cD�g (t) = D�

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!

= DnJn��

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!
:

Par

D�g(t) = DnJn��g(t)

=
1

� (n� �)

�
d

dt

�n Z t

0

(t� s)n���1 g(s)ds; t > 0;
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nous posons :

G(t) = Jn��

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!
:

D�après (1.2.7), on a :

G(t) =
1

� (n� �)

Z t

0

(t� s)n���1
 
g (s)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
sk

!
ds:

En intégrant par partie, on aura :

G(t) =
1

� (n� �)

Z t

0

(t� s)n���1
 
g (s)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
sk

!
ds

=
1

� (n� �)

8<:�(t� s)n��

(n� �)

 
g (s)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
sk

!�����
s=t

s=0

+

Z t

0

(t� s)n��

(n� �)

 
g (s)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
sk

!0
ds

)

=
1

� (n� �+ 1)

Z t

0

(t� s)n��+1�1
 
g (s)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
sk

!0
ds

= Jn��+1

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!0
:

En répétant ce procédé n fois, nous trouvons :

G(t) = Jn��+n

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!(n)

= JnJn��

 
g (t)�

n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk

!(n)
:

Or
Pn�1

k=0
g(k)(0)
k!

tk est un polynôme de degré n� 1, par conséquent

G(t) = JnJn��g(n) (t) :

Ainsi,
cD�g (t) = DnG (t)

= DnJnJn��g(n) (t)

= Jn��g(n) (t)

=
1

� (n� �)

Z t

0

(t� x)n���1 g(n) (x) dx:

Ceci complète la preuve. �
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Théorème 1.2.9 ([13]) Soit Re � > 0 et soit n donnée par (1.2.30) et g 2 Cn([0; T ]). Alors
la dérivée fractionnaire de Caputo cD�g (t) est continue sur [0; T ]; T > 0:
1) Si � =2 N, alors cD�g (t) est donnée par (1.2.31). En particulier, elle prend la forme (1.2.32)
pour 0 < � < 1.
2) Si � 2 N, alors :

cD�g (t) = g(n) (t) :

Dé�nition 1.2.7 ([13]) La dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � 2 C(Re � > 0) sur
[0; T ] d�une fonction g est donnée par :

cD�g (t) = Jn��g(n) (t) =
1

� (n� �)

Z t

0

(t� x)n���1 g(n) (x) dx; t > 0, (1.2.33)

avec n� 1 < � � n; n 2 N�.

Exemple 1.2.3 Soit g(t) = t avec  > 0, pour (0 < � � 1) et utilisant le changement de
variable (1.2.10) on a :

cD�g (t) = J1��g0 (x) = J1�� (x� a)�1

=


� (1� �)

Z t

a

(t� s)�� s�1ds

=
t��+

� (1� �)

Z 1

0

s�1 (1� s)�� ds

=
t��+

� (1� �)
� (; 1� �)

=
� ( + 1)

� (1� �+ )
t��+:

Donc la dérivée fractionnaie au sens de Caputo de la fonction g(t) = t est donnée par :

cD�g (t) =
� ( + 1)

� (1� �+ )
t��+: (1.2.34)

En particulier, l�utilisation de la formule (1.2.29) ou (1.2.31) pour calculer la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo d�ordre � > 0 d�une constante C 2 R exprime que cette dérivée
est nulle c�est-à-dire :

cD�C = 0:

Corollaire 1.2.1 ([13, 20]) Soient � � 0 et n = [�] + 1; si cD�g, D�g est existents, on
suppose que Dkg(0) = 0 pour tout k 2 f0; 1; :::n� 1g alors :

cD�g (t) = D�g (t) : (1.2.35)



1.2 Calcul fractionnaire 20

Théorème 1.2.10 ([13, 20]) Si g 2 C[0; T ] et si � > 0(n� 1 < � � n); alors :

cD�J�g (t) = g (t) : (1.2.36)

Preuve. Soit g = J�g et par le corollaire precédent (Dkg (a) = 0, pour � 2 f0; 1; :::; n� 1g)
et d�après l�égalité (1.2.35), on a :

cD�J�g =c D�g = D�g =c D�J�g = g:

�

Proposition 1.2.2 ([13, 20])On suppose que n�1 < Re(�) < n, m;n 2 N et soit la fonction
g telle que cD�g existe, alors :

cD� (Dmg (t)) =c D�+mg (t) 6= Dm (cD�g (t)) :

Théorème 1.2.11 ([13, 20]) Soient g1et g2 deux fonctions dé�nies sur [0; T ]; telles que
cD�g1 et cD�g2 existent presque partout. De plus, soit c 2 R alors, cD� (g1 + cg2) existe
presque partout sur [0; T ]; et on a :

cD� (g1 + cg2) =
c D�g1 + c (cD�g2) :

Preuve. On a d�après (1.2.31)

cD� (g1 + cg2) = J
n��Dn (g1 + cg2) :

Comme la dérivée ni�eme et l�intégrale sont linéaires alors :

cD� (g1 + cg2) = Jn��Dn (g1 + cg2)

= Jn�� (Dng1 + cDng2)

= Jn��DnG1 + cJn��Dng2

= cD�g1 + c (cD�g2) :

D�où le résultat. �

1.2.5 Lois de composition

L�opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un inverse à gauche de l�opérateur
d�intégration fractionnaire de R-L, mais il ne l�est pasà droite car :
Si g est une fonction continue sur [0; T ] on a :

cD� (J�g (t)) = g(t); J� (cD�g (t)) = g(t)�
n�1X
k=0

g(k)(0)

k!
tk: (1.2.37)

L�avantage principal de l�approche Caputo et que les conditions initiales des équations dif-
férentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour les
équations di¤érentielles d�ordre entier.



Chapitre 2

Equation di¤erentielle de Langevin
impliquant un ordre fractionnaire

2.1 Introduction

Le calcul fractionnaire a été largement étudié et développé au cours des dernières décennies en
raison de son application importante dans de nombreux domaines. C�est devenu un nouveau
domaine de recherche en équations di¤érentielles [13, 20]. L�équation de Langevin (formu-
lée pour la première fois par Langevin en 1908) s�avère être un outil e¢ cace pour décrire
l�évolution des phénomènes physiques dans des environnements �uctuants [5]. En tant que
développement intensif de la dérivée fractionnaire, les équations de Langevin fractionnaires
ont été introduites par Mainardi et Pironi [16]. La forme générale des équations de Langevin
fractionnaires non linéaires est présentée comme suit

cD�(cD� + )u(t) = f(t; u(t));

où cD� et cD� sont les dérivées fractionnaires de Caputo m � 1 < � � m et n � 1 < � �
n;m; n 2 N , 2 R et f :[0; 1]� R! R est une fonction donnée, [25].
Récemment, l�existence et l�unicité de la solution pour les équations de Langevin fraction-
naires non linéaires impliquant deux ordres fractionnaires ont été étudiées dans [9, 17].
Plusieurs auteurs ont lancé leurs travaux en utilisant divers intervalles unitaires de valeurs
pour les deux ordres fractionnaires � et �, par exemple, [1, 25] a été étudié le cas m � 1 <
� � m et n� 1 < � � n;m; n 2 N; [17, 24] a été étudié le cas 0 < �; � � 1; et [8] a été étudié
le cas 0 < � � 1 et 1 < � � 2:
Dans ce travail, nous considérons l�équation fractionnaire non linéaire de Langevin suivante :

cD�(D2 + �2)u(t) = f(t; u(t)); t 2 [0; 1]; (2.1.1)

et
u(0) = 0; u00(0) = 0; u(1) = �u(�); (2.1.2)
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où cD� est la dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � 2 (0; 1];D2 est la dérivée seconde
ordinaire, f : [0; 1]�R! R est une fonction continûment di¤érentiable, et � 2 R+ et � 2 R
tels que :

� 6= sin�

sin��
:

Notre intérêt pour l�étude du problème de Langevin 2:1:1 vient de "la possibilité d�applica-
tion" comme modèle pour des systèmes physiques présentant une di¤usion anormale pour
sa version classique. En fait, il est bien connu que dans de nombreux cas, la manière la plus
pratique de décrire l�évolution temporelle de la vitesse du mouvement brownien est d�utili-
ser l�équation de Langevin [8]. Il convient de noter que l�équation 2:1:1 peut être considérée
comme une forme fractionnaire des équations chaotiques de Jerk mentionnées ci-dessus. Par
conséquent, notre travail peut être considéré comme une contribution de classe de dévelop-
pement de circuit électrique chaotique.
Au début de ce chapitre, nous cherchons la représentation intégrale. Ensuite, nous utilisons le
principe de contraction de Banach et le théorème du point �xe de Krasnoselskii pour étudier
l�existence et l�unicité de la solution ainsi que l�existence au moins du problème de aux limites
à trois points (2:1:1� 2:1:2) ; et en�n nous présentons quelleques exemples pour illustrer des
résultats principales.

2.2 Représentation intégrale

Pour pouvoir établir cette représentation on rappelle les résultats auxiliaires suivants.

Lemme 2.2.1 ([13; 20]) Soit n 2 N et n� 1 < � � n. Si u une fonction continue sur [0; 1],
alors ona

J� (cD�u) (t) = u(t) + c0 + c1t+ :::+ cn�1t
n�1:

Lemme 2.2.2 [21]La solution unique de l�équation di¤érentielle fractionnaire

cD�(D2 + �2)u(t) = �(t); n� 1 < � � n; n 2 N;

où � est une fonction continue sur [0; 1], donné par

u(t) =
1

�

Z t

0

sin�(t� s)

 Z s

0

(s� �)��1

�(�)
�(�)d� +

n�1X
i=1

cis
i

!
ds (2.2.1)

+cn cos�t+ cn+1 sin�t;

où ci, i = 0; 1; :::; n+ 1 sont des constantes.

Preuve. Soit

cD�(D2 + �2)u(t) = �(t); n� 1 < � � n; n 2 N; (2.2.2)
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Par intégration de Riemann-Liouville d�ordre � nous obtenons :

J�[cD�(D2 + �2)u(t)] = J��(t); n� 1 < � � n; n 2 N:

Et d�aprés le lemme 2.2.1, nous trouvons :

(D2 + �2)u(t) = J��(t) + c0 + c1t+ :::+ cn�1t
n�1; n� 1 < � � n; n 2 N: (2.2.3)

Alors l�équation 2.2.3 est une équation di¤érentielle ordinaire linéaire d�ordre 2 à coe¢ cients
constants avec second membre. Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.
� Étape 1 : EDO sans second membre.

(D2 + �2)u(t) = u00(t) + �2u(t) = 0: (2.2.4)

Polynôme caractéristique associé à l�équation 2.2.4 est :

r2 + �2 = 0 =) r = �i�:

La solution générale s�écrire donc comme suit :

uh(t) = cn cos�t+ cn+1 sin�t; avec cn; cn+1 2 R:

� Étape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation des constantes) comme

uh(t) = cn(t) cos�t+ cn+1(t) sin�t; cn; cn+1 2 R:

Nous posons
v1(t) = cos�t; et v2(t) = sin�t:

Alors

v01(t) = �� sin�t; et v02(t) = � cos�t:

Ainsi, le système de la variation des constantes devient :�
c0n(t) cos�t+ c0n+1(t) sin�t = 0

c0n(t)(�� sin�t) + c0n+1(t)(� cos�t) = J
��(t) + c0 + c1t+ :::+ cn�1t

n�1;

alors �
c0n(t) =

� sin�t
�
(J��(t) +

Pn�1
i=0 cit

i)

c0n+1(t) =
cos�t
�
(J��(t) +

Pn�1
i=0 cit

i):

Nous trouvons que :

cn(t) =
�1
�

Z t

0

sin�s(J��(s) +

n�1X
i=0

cis
i)ds;

cn+1(t) =
1

�

Z t

0

cos�s(J��(s) +

n�1X
i=0

cis
i)ds:
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Donc la solution générale ug de l�équation 2.2.3 est :

u(t) = cn(t) cos�t+ cn+1(t) sin�t+ cn cos�t+ cn+1 sin�t: (2.2.5)

En remplaçant cn(t) et cn+1(t) dans 2.2.5 nous obtenons :

u(t) =
� cos�t

�

Z t

0

sin�s

 
J��(s) +

n�1X
i=0

cis
i

!
ds+

sin�t

�

Z t

0

cos�s

 
J��(s) +

n�1X
i=0

cis
i

!
ds

+cn cos�t+ cn+1 sin�t

=
1

�

Z t

0

[sin�t cos�s� sin�s cos�t]
 
J��(s) +

n�1X
i=0

cis
i

!
ds+ cn cos�t+ cn+1 sin�t

=
1

�

Z t

0

sin�(t� s)

 
J��(s) +

n�1X
i=0

cis
i

!
ds+ cn cos�t+ cn+1 sin�t:

Donc la solution de l�équation 2.2.2 est donnée par

u(t) =
1

�

Z t

0

sin�(t� s)(J��(s) +
n�1X
i=0

cis
i)ds+ cn cos�t+ cn+1 sin�t;

où ci, i = 0; 1; :::; n+ 1 sont des constantes avec

J��(s) =

Z s

0

(s� �)��1

�(�)
�(�)d� :

Ceci complète la preuve. �

Lemme 2.2.3 [21]Pour la fonction f 2 L1 ([0; 1] ;R) donnée, alors la solution unique du
problème aux limites (2:1:1� 2:1:2) est donnée par

u(t) =
1

�

Z t

0

sin�(t� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds (2.2.6)

+
sin�t

�

�
�

Z �

0

sin�(� � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds

�
Z 1

0

sin�(1� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds

�
;

où
� = �(sin�� � sin��) 6= 0: (2.2.7)

Preuve. Pour 0 < � � 1, en appliquant le lemme 2:2:2 , nous obtenons

u(t) = c1 cos�t+ c2 sin�t+
c0

�2
(1� cos�t) (2.2.8)

+
1

�

Z t

0

sin�(t� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds:
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En utilisant les conditions aux limites (2:1:2), nous trouvons que c0 = c1 = 0, et

c2 =
1

�

�Z �

0

sin�(� � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
�(�)d�

�
ds

�
Z 1

0

sin�(1� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
�(�)d�

�
ds

�
:

En enremplaçant les valeurs de c0; c1; c2 dans (2:2:8), nous obtenons (2:2:6) : Ceci complète
la preuve. �

2.3 Solutions : existence, unicité

2.3.1 Existence et unicité

Soit E = C([0; 1];R) l�espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0; 1] �! R
muni de la norme jj:jj dé�nie par

jjujj = supfju(t)j; t 2 [0; 1]g.

Par commodité, nous posons

� =

�����1(�+ 1) + ��1�
�+1

��1�(�+ 2)

���� ; (2.3.1)

où �1 = j�j ;�1 = j�j et � est donné par (2:2:7). D�après le lemme 2:2:3, nous transformons
le problème (2:1:1� 2:1:2) comme suit

u = T(u); (2.3.2)

où T : E �! E est dé�ni par

(Tu)(t) =
1

�

Z t

0

sin�(t� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds (2.3.3)

+
sin�t

�

�
�

Z �

0

sin�(� � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds

�
Z 1

0

sin�(1� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)

�
f(� ; u(�))d�)ds

�
:

Remarquons que le problème (2:1:1� 2:1:2) a des solutions si l�opérateur (2:3:2) a des points
�xes.

Théorème 2.3.1 [21] Soit f : [0; 1]�R �! R une fonction continue véri�ant la condition

jf(t; u1)� f(t; u2)j � K ju1 � u2j ; 8t 2 [0; 1]; u1; u2 2 R;

où K est la constante de Lipschitz. Alors le probléme (2:1:1� 2:1:2) a une solution unique si
jf(t; 0)j = �, r � ��

(1�K�) et � < 1
K
; où � est donné par (2:3:1).
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Preuve. Première étape : Pour T dé�ni par (2:3:3), on montre que TBr � Br; où Br =
fu 2 E : kuk � rg : Pour cela, posons sup

t2[0;1]
jf(t; 0)j = �; et choisissons r � ��

(1�K�) , où � est

donné par (2:3:1). Pour u 2 Br, on a

k(Tu)(t)k = sup
t2[0;1]

����1�
Z t

0

sin�(t� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds

+
sin�t

�

�
�

Z �

0

sin�(� � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds

�
Z 1

0

sin�(1� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)

�
f(� ; u(�))d�)ds

�����
� sup

t2[0;1]

�
1

�

Z t

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
(jf(� ; u(�))� f(� ; 0)j+ jf(� ; 0)j)d�

�
ds

�
+
1

j�j

�
j�j
Z �

0

sin�(� � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
(jf(� ; u(�))� f(� ; 0)j+ jf(� ; 0)j)d�

�
ds

+

Z 1

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
(jf(� ; u(�))� f(� ; 0)j+ jf(� ; 0)j)d�

�
ds

�
� sup

t2[0;1]

�
1

�

Z t

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
(Kju(�)j+ jf(� ; 0)j)d�

�
ds

�
+
1

j�j

�
j�j
Z �

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
(Kju(�)j+ jf(� ; 0)j)d�

�
ds

+

Z 1

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
(Kju(�)j+ jf(� ; 0)j)d�

�
ds

�
� (Kr + �)

 
1

�
sup
t2[0;1]

Z t

0

+
j�j
j�j

Z �

0

+

Z 1

0

!�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
d�

�
ds

� (Kr + �)

�����1(�+ 1) + ��1�
�+1

��1�(�+ 2)

���� = (Kr + �)� � r:

Deuxième étape : Nous montrons que l�opérateur T est contractant, alors soit u1; u2 2 E
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pour chaque t 2 [0; 1], nous obtenons

k(Tu1)(t)� (Tu2)(t)k
= sup

t2[0;1]
j(Tu1)(t)� (Tu2)(t)j

� sup
t2[0;1]

��
1

�

Z t

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
jf(� ; u1(�)) + f(� ; u2(�))jd�

�
ds

�
+
1

j�j

�
j�j
Z �

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
jf(� ; u1(�))� f(� ; u2(�))jd�

�
ds

+

Z 1

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
j�jjf(� ; u1(�))� f(� ; u2(�))jd�

�
ds

��
� K ku1 � u2k

 
1

�
sup
t2[0;1]

Z t

0

+
�1
�1

Z �

0

+

Z 1

0

!�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
d�

�
ds

= �K ku1 � u2k :

Puisque � < 1
K
, alors l�opérateur T est contractant. Par conséquent, en utilisant le principe

de la contraction de Banach, on acheve la preuve. �

2.3.2 Existence au moins

Nous étudions maintenant l�existence au moins d�une solution pour le problème aux limites
(2:1:1� 2:1:2) : On rappele le theoreme :

Théorème 2.3.2 (Théorème du point �xe de Krasnoselskii [14]). Soit 
 un sous-ensemble
fermé convexe et non vide d�un espace de Banach E. Soit F1 : 
 �! E et F2 : 
 �! E deux
opérateurs tels que

1. F1z + F2w 2 
; où z; w 2 
;
2. F1 est compact et continu,
3. F2 est une application de contraction.
Alors, il existe w 2 
 tel que w = F1w + F2w:

Notre resultat est le suivant :

Théorème 2.3.3 [21] Supposer que f : [0; 1] � R �! R une fonction continue et les hypo-
thèses suivantes sont véri�ées :
(H1) jf(t; u1)� f(t; u2)j � Kju1 � u2j;8t 2 [0; 1]; u1; u2 2 R;
(H2) jf(t; u)j � !(t) pour tout (t; u) 2 [0; 1]� R avec ! 2 C[0; 1]:
Alors, (2:1:1� 2:1:2) a au moins une solution de�nie sur [0; 1] si � < 1

K
; òu � est donné par

� =
�1�

�+1 +�1

�1�(�+ 2)
; (2.3.4)

et �1 = j�j ;�1 = j�j :
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Preuve. Posons supt2[0;1] j!(t)j � jj!jj et considérons Br = fu 2 E : kuk � rg avec ;

r �
�����1(�+ 1) + ��1�

�+1

��1�(�+ 2)

���� k!k :
Nous dé�nissons les opérateurs T1 et T1 sur Br comme suit

(T1u)(t) =
1

�

Z t

0

sin�(t� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds;

(T2u)(t) =
sin�t

�
�

Z �

0

sin�(� � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
ds

�
�
Z 1

0

sin�(1� s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)

�
f(� ; u(�))d�)ds

�
:

1). Pour u1; u2 2 Br; et d�après (2:3:2) nous obtenons que

kT1u1 + T2u2k �
�����1(�+ 1) + ��1�

�+1

��1�(�+ 2)

���� k!k � r:

Donc, T1u1 + T2u2 2 Br:
La continuité de l�opérateur T1 vient de la continuité de la fonction f: Aussi, T1 est unifor-
mément borné sur Br comme suit :

kT1uk �
k!k

��(�+ 2)
:

2). Pour prouver la compacité de l�opérateur T1, supposons alors que D = [0; 1]� Br � E et
dé�nissons sup(t;u)2D jf(t; u)j = Hr; avec

� = min

(�
���(�+ 2)

Hr(�+ �+ 1)

� 1
�

;

�
���(�+ 2)

Hr(�+ 2�+1)

� 1
�+1

)
;8� > 0:

Ainsi, pour tous u 2 Br et t1; t2 2 [0; 1] avec t1 < t2 et t2 � t1 < �

k(T1u)(t2)� (T1u)(t1)k

=

1�
Z t2

0

sin�(t2 � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
�1
�

Z t1

0

sin�(t1 � s)

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
f(� ; u(�))d�

�
� Hr

�

Z t1

0

j sin�(t2 � s)� sin�(t1 � s)j
�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
d�

�
ds

+
Hr

�

Z t2

t1

�
(s� �)��1

�(�)
d�

�
ds

=
Hr

��(�+ 1)

�
�

Z t1

0

s�
����Z t2

t1

cos�(� � s)d�

���� ds+ Z t2

t1

s�ds

�
� Hr

��(�+ 2)

�
�(t2 � t1)t

�+1
1 + t�+12 � t�+11

�
;
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qui est indépendant de u et tend vers zéro lorsque t2 �! t1: Il est évident que t2 > � et il ya
deux probabilités pour t1 et �:

Cas1 : � � t1 � t2; le théorème de la valeur moyenne implique qu�il existe t 2 (t1; t2) tel que

t�+12 � t�+11 = (�+ 1)(t2 � t1)t
� < (�+ 1)�t��1t < (�+ 1)��:

Nous obtenons, donc

k(T1u)(t2)� (T1u)(t1)k � Hr

��(�+ 1)
(��t��11 t21 + (�+ 1)�

�)

<
Hr(�+ �+ 1)

��(�+ 2)
�� < �:

Cas2 : 0 � t1 < � < t2 < 1 et donc t2 < 2�: Ceux-ci implique que :

k(T1u)t2 � (T1u)t1k � Hr

��(�+ 1)
(���+2 + (2�)�+1)

<
Hr(�+ 2

�+1)

��(�+ 2)
��+1 < �:

L�opérateur T1 est relativement compact sur Br: D�aprés le théorème d�Ascoli-Arzela, l�opé-
rateur T1 est compact sur Br:
3).Par utilisation de � < 1

K
nous peuvons facilement montrer que T2 est une application

contractante. Alors soit u1; u2 2 E pour chaque t 2 [0; 1], nous obtenons :

k(T2u1)(t)� (T2u2)(t)k
= sup

t2[0;1]
j(T2u1)(t)� (T2u2)(t)j

� sup
t2[0;1]

1

�1

�
�1

Z �

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
jf(� ; u1(�))� f(� ; u2(�))jd�

�
ds

+

Z 1

0

�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
jf(� ; u1(�))� f(� ; u2(�))jd�

�
ds

�
� K ku1 � u2k

 
sup
t2[0;1]

�1
�1

Z �

0

+

Z 1

0

!�Z s

0

(s� �)��1

�(�)
d�

�
ds

= �K ku1 � u2k ;

où � est donné par :

� =
�1�

�+1 +�1

�1�(�+ 2)
;

et �1 = j�j ;�1 = j�j :
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Puisque � < 1
K
, alors l�opérateur T2 est une contraction. �

Par conséquent, toutes les hypothèses du théorème 2.3.3 sont satisfaites, en conséquence
du théorème du point �xe de Krasnoselskii, nous concluons que le problème aux limites
(2:1:1� 2:1:2) a au moins une solution dans [0; 1]: La preuve du théorème 2.3.2 est terminée.

2.4 Exemples

Nous présentons deux exemples pour nos principaux résultats.

Exemple 2.4.1 Considérons le problème suivant8<:
cD

3
4 (D2 + 9)u(t) = K(cos(t)u(t)� 1);

0 < t < 1; 0 < � � 1;
u(0) = 0; u00(0) = 0; u(1) = 2u(2

5
):

: (2.4.1)

Ici, f(t; u(t)) = K(cos(t)u(t)� 1); � = 3; � = 3; � = 2
5
; et donc nous obtenons :

jf(t; u1(t))� f(t; u2(t))j � Kju1 � u2j;

et

�1 =

����3�sin 3� 3 sin 65
����� ' 0:03147391022; 4�(114 ) ' 6:433419688

� =

�����1(�+ 1) + ��1�
�+1

��1�(�+ 2)

���� =
�����4�1 + 9(

2
5
)(

7
4
)

4�1�(
11
4
)

����� = 1:93659977962

0:20248487366
' 9:56417012599:

Pour K < 1
9:56417012599

= 0:10455690214, et d�après le théorème 2.3.1 le problème (2.4.1)
admet une unique solution.

Exemple 2.4.2 Considérons le problème suivant8><>:
cD

1
2 (D2 + 16)u(t) = K

�
t
1
2 + sinu(t) + cos�1(t)

�
;

0 < t < 1; 0 < � � 1;
u(0) = 0; u00(0) = 0; u(1) = 2u(1

2
):

: (2.4.2)

Ici, f(t; u(t)) = K
�
t
1
2 � sin(t) + tan�1 u(t)

�
,� = 4 ,� = 1

2
; et donc, nous obtenons :

jf(t; u1(t))� f(t; u2(t))j � Kju1 � u2j;

avec

f(t; u(t)) = K
�
t
1
2 � sin(t) + tan�1 u(t)

�
� !(t) avec !(t) = K(t

1
2 + 2);
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et

�1 = j4 (sin 4� 2 sin 2)j ' 0:00017007864;�(5
2
) =

3
p
�

4
' 1:3293403882

� =
�1�

�+1 +�1

�1�(�+ 2)
=
2(1
2
)(

3
2
) +�1

�1�(
5
2
)

' 312:826456298:

Pour K < 1
312:826456298

= 0:003196660576, et d�après le théorème 2.3.3 le problème (2.4.2)
admet au moins une solution.
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