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Abstract.

This thesis essentially consists in studying the growth of solutions of non homogenous
differential equations by considering their order and using Nevanlinna theory, we summarize
the article of Mehra and Chanyal [16]

In the second part of this thesis, we study the results of Beddani [2] concerning the fractionnal

differential equation and the order of growth of their solutions

Key words : Complex analysis, Nevanlinna theory, order, growth order, differential equation,

fractionnal equation, Liouville-Caputo derivation.

Résumé.

Cette these consiste essentiellement a étudier la croissance des solutions des équations
différentielles non homogeénes en considérant leur ordre et en utilisant la théorie de Nevan-
linna, nous détaillons larticle de Mehra et Chanyal [16].

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous étudions les résultats de Beddani [2] concernant

les équations différentielles fractionnaires et ’ordre de croissance de leurs solutions.

Mots clés : Analyse complexe, théorie de Nevanlinna, ordre, ordre de croissance, équation

différentielle, équation fractionnaire, Dérivée de Liouville-Caputo.
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INTRODUCTION

L’ordre de croissance est défini pour une fonction analytique, a partir de module du
maximum M (r, f) = 1‘rn|§x |f (2)|, ce principe affirme que le maximum est atteint sur la
z|<r
frontiére du disque ce qui n’est pas vrai dans le cas d’une fonction méromorphe sur un
disque |z| < r. Pour contourner ce probléme dans le cas méromorphe, le mathématicien
finlandais R. Nevanlinna a établi en 1924 une théorie qui porte son propre nom et qui
permet d’étudier la croissance d’une fonction méromorphe en se servant d’une fonction

T'(r, f) qui s’appelle fonction caractéristique de Nevanlinna.

Notre objectif dans ce mémoire est d’étudier les propriétés des solutions des équations diffé-
rentielles non homogénes en se basant sur I'ordre de croissance et la théorie de Nevanlinna.

Plus précisément, le mémoire est réparti sur trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous
présentons la formule de Poisson-Jensen qui relie les zéros et les poles d’une fonction méro-
morphe f. Cette formule joue un role important dans la théorie de Nevanlinna. Apres, nous
donnons les définitions des fonctions m(r, f), N(r, f) et T(r, f) et leurs propriétés. Ensuite,
nous énoncons le premier et deuxiéme théoréeme fondamental de Nevannlina. Nous définissons

en dernier 'ordre de croissance p(f), et Pexposant de convergence A(f).

Dans le deuxieme chapitre, nous expliquerons comment la théorie de Nevanlinna peut étre
utilisée pour étudier les équations différentielles non homogeénes, en particulier 'ordre de
croissance des solutions de ces équations pour but de comprendre les singularités des solu-
tions et leur comportement asymptotique, nous faisons une synthése de I'article de Mehra et
Chanyal [16].

Dans le dernier chapitre, nous présentons une application de la théorie de Nevanlinna aux
équations différentielles fractionnaires, qui sont des équations différentielles impliquant des
dérivées fractionnaire d’ordre n. Nous donnons des estimations sur les solutions des équations
différentielles fractionnaires qui peuvent étre étudiées en utilisant la théorie de Nevanlinna,

tels que I’équation de Riemann-Liouville et ’équation de Caputo.



Chapitre 1

Théorie de Nevanlinna

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions essentielles pour notre mémoire de la
théorie de Nevanlinna, nous citons les propriétés de la fonction caractéristique, le premier
et le second théoréme fondamental. Puis, nous définissons les éléments de croissance des
fonctions méromorphes, tel que l'ordre, I’exposant de convergence des zéros d’une fonction.

En dernier, nous donnons une estimation de S(r, f) et les mesures des ensembles.

1.1 Notions préliminaires

Définition 1.1.1 (Fonction méromorphes [{]) Une fonction méromorphe est une fonc-
tion holomorphe dans tout plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points

isolés dont chacun est un pdle pour la fonction.

En pratique, on peut considérer une fonction méromorphe comme le quotient de deux fonc-

tions entiéres ou encore une fonction ayant un nombre fini de pdles dans un domaine borné.

expz sin(z)
23 (2_1)2

Exemple 1 : Les fonctions et tan (z) sont des fonctions méromorphe.

Définition 1.1.2 (Péle d’une fonction [§]) Un point singulier isolé zy € C d’une fonction
f est un pale si

lim f (z) = oo.

Z—Z20
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Définition 1.1.3 (La multiplicité [J)]) Soit

a9

telle que g est analytique au point zy et g (z0) # 0, alors z est un pole de multiplicité m. Un

(Z()E(C, mEN),

pole de multiplicité 1 est appelé pole simple.

Exemple 2 : La fonction

a un pole de multiplicité 3 en z = —7.

Définition 1.1.4 (Zéro d’une fonction [§|]) On appelle zéros d’une fonction holomorphe

f un nombre compleze a tel que f(a) = 0.

Exemple 3 : sin? z a un zéro de multiplicité 2 en z = 0.

1.2 Formule de jensen

La formule de Jensen, également connue sous le nom de formule de la valeur moyenne de
Jensen, est un outil clé de la théorie de Nevanlinna. Elle établit une relation entre les zéros

d’une fonction méromorphe et les valeurs qu’elle prend en un point spécifique.

Théoréme 1.2.1 ([J], [10)]) Soit f est une fonction méromorphe telle que f (0) # 0, oo, et

ai, o, ...des zéros de f et by, bs... des poles de f chacun compté avec son ordre de multiplicité

alors : )
1 . T r
log [f(0)] = —/loglf(reXpw)ldsoJr > logoo— > log—.
2 ) oTr 1b;] el |aj]

Cette formule est appelée "Formule de Jensen (1899)".

Remarque 1.2.1 Cette formule relie la valeur de f en un point donné avec la distribution
des zéros de f a lintérieur d’un cercle centré en ce point. En d’autres termes, elle permet
de calculer la valeur moyenne logarithmique de f sur un cercle en termes des zéros de f a

Uintérieur de ce cercle.
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1.3 Fonction caractéristique de R.Nevanlinna

Définition 1.3.1 (Fonction a-points) ([{/, [74/, [10]) Soit f une fonction méromorphe
non constante, pour tout nombre complexe a, on définit la fonction a-point de f par

St a # oo

Virap = X(n L) [0 0000,

N (r,a,f) = N(T, 1 ) :/Tﬁ(t,a,f) _ﬁ(o’a’f)dt—ﬁ((),a,f) log 7.
0

t —n(0,a,f)logr.

t
Sia =00

"n (tﬁoohf) -n (0,00,f)

; dt —n (0,00,f) logr.

N(roof) = N = [

Niroos) = Ning) = [ P2 ZT02 0 q0.00,)1ogr

oun(t,a,f) désigne le nombre des racines de 'équation f(z) = a situées dans le disque |z| < t,
chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et n(t,a,f) désigne le nombre des
racines distinctes de 'équation f(z) = a dans le disque |z| < t.

n(t,00,f) désigne le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < t, chaque pole
étant compté avec son ordre de multiplicité et par Ti(t,00,f) le nombre des poles distincts de
f dans le disque |z| < t.

N (r,a,f) (respectivement N (r,a,f) ) est appelée fonction a-points ( respectivement a-points

distincts ) de la fonction f dans le disque |z| < r.

Exemple 4 : Soit la fonction f (z2) = eXpi—_z), on cherche a calculer N (r, f).

On a z = 0 est un pole simple, alors

/”n(t,oo,f)—n(oaooaf)

N(rf) = 0 dt +n (0, 00, f)log (r)

t
"1-1
= /—dt—i—logr
o ¢

= logr.
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Définition 1.3.2 (Fonction de proximité) ([4/, [14)], [10]) Soit f est une fonction méro-
morphe et a un nombre complexe on définit la fonction de proximité de f au point a par

Sia # oo

1 I 1
m(ra.f) = m (T’f—a) B %/o 8 [ rexp i) —

Sta= o0
2
m(roc.f) =m(r.f) = o [ log"|f (rexpio)| do.
T Jo

ou
logx, stz >0
0, s0<x<1

Définition 1.3.3 ([Jl/, [14], [10)]) Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction

log" x = max {logz,0} = {

caractéristique de Nevanlinna par

T(r.f)=m(r.f)+N(r.f).

avec 0 < r < 00.

Exemple 5 : Soit f (z) = exp(az). On a N (r,f) = 0 car f n’admet pas des poles dans le
disque {z :| z |< r}. On cherche maintenant la fonction de proximité.

On a

2m
m(r,f) = %/0 log™® | f (rexp aif)| df

1 2
= — log™ |exp a (exp i0)|do
2 Jo
1 2
= — log™ |exp ar (cos 6 + i sin 0)| df
2 Jo
1 27
= — log™ |exp ar (cos 6 + i sin 0)| df
2 Jo
1 2
= o i log™ exp ar (cos 0) d
1 [z
= 5/ |ar (cos 0)| df

ar

INE]

ainsi, on obtient
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1.3.1 Propriétés de la fonction caractéstique

Proposition 1.3.1 ([{l], [14], [10]) Soient fi, fa, f3... des fonctions méromorphes, a, b, c,

et d sont des constantes complexes telles que ad —be # 0 et ¢ # 0, alors :

1.4 Premier et deuxiéme théoréme fondamentale de
Nevanlinna

1.4.1 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.4.1 ([4], [22]) Soient a € C et f est une fonction méromorphe, soit le déve-

loppement de laurent de f (2) — a autour de lorigine

+o0o
f(z)—a:chzj,cmEC*,mEZ.
Alors
T(raf) = T(r—
T,CL, - T7f_a
= T(r,f) —loglen| +¢(r,a).
ol

lo(r, a)| <log2+log™ |al.

Remarque 1.4.1 Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit : pour

tout a € C, on a

T(r,ﬁ) =T(r,/)+0(1), r— +oo.
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1.4.2 Deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.4.2 ([J], [22]) Soient f une fonction non constante méromorphe telle que n >

2 et ay,as,...a, € C, des points distincts alors

m(r, ) zgm (nf_lak) <oT(r )+ S (rf).

1.5 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.5.1 ([4/, [14)], [10]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre de f

par

WFEM,

r—oo  logr

On dit que la fonction [ est d’ordre fini si p(f) < oo ,et on dit que f est d’ordre infini si
p(f) = oo.

Exemple 6 : Soit f(z) = M a € C, alors

n 1
T(r.f)= _\alrr + §logr,

par suite

mlog T (T7f)

p(f) = lim =2
log (#—i—%logr)
= lim
r—00 logr

= n.
Exemple 7 : Soit f (z) = exp z, alors

T(?‘, f):

r
m
et par suite

p() = T LD

=1.
r—oo  logr

Exemple 8 : Pour la fonction f(z) = exp (exp(2)), on a

exp (r)

T (Taf) - 1
(2m3r)2

, T — O
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alors

Proposition 1.5.1 ([4]) Soit f et g deux fonctions méromorphes non constantes alors :

1. p(f+g) <max{p(f).p(9)}
2. p(f x g) <max{p(f).p(9)}-

Sip(f) <plg) aorsp(f+g)=p(f*xg)=p(g).

Si P est un polynome de degré n, alors p (exp (P (z))) = n.

Si [ est une fonction entiére transcendante, alors p (exp (f (z))) = oo.

Exemple 9 : Soit f(2) = % Alors

P - 1 (n iR

2exp (—z)+ 7
= T (r,exp—2)+0(1).

Définition 1.5.2 ([]/) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’ordre inférieur de f
par

w(f) =lim inf log T'(r.f) ’f>
r—oo  logr

Remarque 1.5.1 Une fonction méromorphe f est dite de croissance réguliére si p (f) =

w(f)-

1.5.1 L’hyper-ordre

Définition 1.5.3 ([22]) Soit f une fonction entiére. Alors l’ordre et l’hyper-ordre de f sont

définis respectivement
——loglog M (r,f)

= lim

p(f) = lim g
——logloglog M (r f
r—o0 ogr

ot M (r, f) = max {|f (2)[, [2] =7}
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Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et [’hyper-ordre de f sont définis par

—logT (r,
r—00 ogr
—loglogT (r,

po (f) = lim & lg ( f)
r—00 ogr

Exemple 10 : Soit f (z) = exp (exp z™), alors p(f) = oo et py (f) = n.

1.6 Exposant de convergence

1.6.1 Exposant de convergence des zéros d’une fonction méro-
morphe

Définition 1.6.1 ([22]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l’exposant de convergence
des zéros (respectivement des zéros distincts) de la fonction f noté X (f) (respectivement X (f))

est donné par

o - )
) = HM.

r—00 log r

Exemple 11 : A (expz) = A (P) =0, ou P est un polynome.

 Soi — D=2 (e 1) = 70 L) = N(f) =
Exemple 12 : Soit f (2) = o) .Onan(t,)=2-etn(0,5)=0. Alors A(f)=0.

Exemple 13 : Soit f (z) = exp (z) — a. Supposons que a # 0, 0o, alors

expz = a — z=loga

= logla|+i(Arg(a)+2kn), (k€ Z).

2] <t = \/log? |a| + (Arg (a) + 2km)* <.
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Apres des simplifications, on trouve

t2 —log? |a| — Arg (a t2 —log? |a| — Arg (a
\/ |al ()gkgv |al ()‘

27 2
Alors
t2 — log® |al
t “o2
n(ta,f) 2
t
A k — +OO,
s
par suite

par conséquent A (f) =1 = A(f).

1.6.2 Exposant de convergence des poles d’une fonction méro-
morphe

Définition 1.6.2 ([22]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l'exposant de convergence
des poles (respectivement des poles distincts) de la fonction f noté A (%) (respectivement A <%>>

est donné par :

(1) - kel

f r—+oo  logr

A(l) = lim M‘

f r—+oo  logr

Remarque 1.6.1 L’exposant de convergence des zéros de la fonction

est ausst [’exposant

=

de convergence des poles.

Remarque 1.6.2 Pour toute fonction méromorphe f # 0, on a

A <p(f).
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1.7 Indice de défaut i(a, f)

En 1929, Nevanlinna a généralisé le théoreme de picard et a introduit une quantité notée
d(a, f) appelée indice de défaut, qui est un corollaire directe du second théoréme. L’indice de
défaut a pour but de mesurer le degré d’une fonction méromorphe pour lequel cette fonction

rate une valeur a.

Définition 1.7.1 ([22]) Soit f est une fonction méromorphe et a € C, l'indice de défaut est

défini par

N(r, 1
Sa, f) = 1— hmM
r—+oo logr

m (r, a, f)

= lim ———+.

r—+oo T'(r, f)

Remarque 1.7.1 On a toujours 0 < é(a, f) < 1.

Exemple 14 : Soit la fonction rationnelle

a2 + ap, 12P7H+ 4 ag

f(z) = byzd 4 by_1297 4+ ...+ by
On a
N(r, f) =qlogr,
et
N (r l) =plogr
’f *
Donc

T (r, f) = max{p,q}logr+ O (1).
Soit @ un nombre complexe. Comme

F(2)—a— (ap2? + ap, 12P 7 ag) — a (b2 + by_1277 1 + ... + bg)
byz9 + by_12971 + ..+ b '

1
N (Ta f—) = max {p7 q} lOg r, pour p 7é q,
—a
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et donc

1
N (r, 7 ) = plogr, pour p = q, a, # ab,,
—a

et par suite
1
N (7‘, f—) = (p—1)logr, pour p =gq, a, = ab,.
—a
Alors, pour les fonctions rationnelles, on obtient les propriétés suivantes :

1. Sip > q : oo est 'unique valeur de défaut de f .
2. Si p < q: 0 est 'unique valeur de défaut de f.

3. Sip=gq: Z—: est 'unique valeur de défaut de f.

Remarque 1.7.2 Si §(a, f) > 0, alors a est appelée la valeur de défaut de f. Elle est aussi

appelée valeur exceptionnelle au sens de Nevanlinna.

1.8 Dérivée logarithmique

Définition 1.8.1 ([{l}) Soit f une fonction transcendante méromorphe, donc

(L) st

ou

S(r,f) =0(ogT(r, f)+logr).
Remarque 1.8.1 §i f est d’ordre fini, alors
S(r, f) = O (logr).

Corollaire 1.8.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et ke N*. Alors

m (T, #) =0 (logr).



1.8 Dérivée logarithmique

13

Preuve

Le corollaire est vrai pour k£ = 1. On suppose qu’il est vrai & I'ordre k£ et on montre qu’il est

vrai a 'ordre k + 1, alors

m (r, )

IA

<

(k)
"(7)

m(r, f)+m (7’, ?)

m(r, f) +5(r f).

Si f admet un pole d’ordre A en 2, alors f*) admet un pole d’ordre A + k < (k+ 1) A au

point zy. Donc

par suite

Ce qui implique

m(r,

N (r, f®) < (k+1)N(r, f),

f(k+1)

F@®

m (r, f(k)) + N (r, f(k))

m(r, f)+S(r,f)+ (k+1)N(r, f)

(k+0)T(r,f)+S(r,f).

)

f(k)/
milr, W
S(r, f)
O log (T (r, f(k)) + log r)

O (logT (r, f) + logr)
S(r, f).
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1.9 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.9.1 ([7})])On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +o0[ par

+oo
m® =[x

Exemple 15 : La mesure linéaire d'un ensemble E = [1,2] U [4,6] C [0, +00]

m(E):/O+OOXE(t)dt:/12dt+/46dt:3.

Définition 1.9.2 ([T]])On définit la mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,+o0[ par

. e X (t)
Im (H) = /0 X g,

Exemple 16 : La mesure logarithmique d’un ensemble H = [1,¢[ C [1, +o0]

oo dt expl gy
0 1

1.10 Les densités supérieures et inférieures

Définition 1.10.1 ([74/) Les densités supérieures et inférieures d’un ensemble E C [0, 00)

sont données respectivement par

dens b E
densE = 111}_’1 Supw’ denSE — hlll lnf m ( N [0, T]) .
T r r—+00 r

Exemple 17 : Pour I'ensemble E = [e, 2], on a la densité supérieure est

2 2
densE = lim supm (le,e”] 0 [0,7]) = lim sup—m (le, 7)) =0.
r—-400 r r—-+o0o
La densité inférieure est
2 2
densFE = lim infm([e,e [0[0,r]) = lim infm([e’e ) =0.

r—+o0 r r—-o0 r
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1.11 Les densités logarithmiques supérieures et infé-
rieures

Définition 1.11.1 ([74/) Les densités logarithmiques supérieures et inférieures d’un en-

semble F' C [1,00) sont données respectivement par

—_— Im(F N1 Im(FnNll
log densF = lim sup M7 lOg densF = lim inf m ( N [ y ’I“]) .
r—-400 ].Og T — r—-+00 log r

Exemple 18 : Pour I'ensemble F' = [1,2] C [1,00), on a la densité logarithmique supérieure

est

N l 1,2|N |1
logdensF = lim sup m ([1,2] N [1,7])
r—=+00 log r

[ 1.2
lim sup—m([7 ) = 1.
r—-+00 logr

Pour 'ensemble F' = [2,00), on a

=1.

2 1
logdensF — lim inf (220 O [L7])
— o log 7

Proposition 1.11.1 Pour tout ensemble H C [1,400) nous avons les assertions suivantes
1. Silm (H) = oo, alors m (H) = oo.
2. Si densH > 0,alors m (H) = oo.

3. SilogdensH > 0, alors Im (H) = oc.

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les résultats fondamentaux et les notations stran-

dard de la théorie de Nevanlinna sur les fonctions méromorphe, illustrés par des exemples.



Chapitre 2

Solutions des équations différentielles
linéaires non homogeénes

2.1 Historique

Ce chapitre sera consacré pour 1’étude des équations différentielles linéaires homogeénes

d’ordre n & coefficients fonctions entiéres ag(z), ai(z), ..., a,—1(2) du type
F™ a1 (2) "V + 4 a(2)f + ag(z)f =0, (1)
et non homogeéne associée
FO 4 ana(2) [V + L+ ai(2) f +ao(2) f = H (). (2)

ou H(z) est une fonction entiére.

Pour I’équation différentielle du second ordre
"+ AR +B)f=0,

ou A (z) et B(z) sont des fonctions entiéres, I'étude de 1'oscillation était trés intéressante. En
1996, Kwon ([13]) a étudié I'hyper-ordre des solutions de I’équation précédente et a obtenu

le résultat suivant.

Théoréme 2.1.1 ([13]) Soient A, B des fonctions entiéres telles que p(A) < p(B) ou

p(B) < p(A) < 3, alors toute solution de I’équation différentielle précédente vérifie p (f) = oo
et py (f) <max{p(A),p(B)}.
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Plusieurs mathématiciens se sont intéressés a étudier I'ordre de croissance de ce type
d’équation différentielles en imposant des conditions sur les coefficients, et de généraliser les
résultats pour les équations différentielles d’ordre supérieur a deux. Dans cette direction, et
en 1950-1960, H Wittich et ses étudiants se sont lancé dans cette 1’étude. Un des résultats
importants di & Wittich concernant la croissance des solutions des équations différentielles
linéaires est le suivant : pour 1’équation différentielle , si les coefficients aq, a, ..., a,_1
sont des polynodmes si et seulement si toutes les solutions de 1’équation précédente sont des
fonctions entiéres d’ordre de croissance fini. Plusieurs mathématiciens ont étendu le résultat
ci-dessus, en supposons que les coefficients a; sont des fonctions entieres ou méromorphes.

Pour le cas des équations non homogénes , Gao a démontré le résultat suivant.

Théoréme 2.1.2 ([20]) Soit ag,ay,...ax—1 des polynomes, H(z) fonction entiére d’ordre fi-

nialors toutes les solutions de l’équation @) sont d’ordre fini.

Si a, est le dernier coefficient qui est une fonction entiére transcendante, alors au plus p
solutions linéairement indépendantes de I’équation sont d’ordre fini. Ainsi, si au moins un
des coefficients est une fonction entiére transcendante, alors toutes les solutions des équations
et sont d’ordre infini. Soit p l'ordre minimal des solutions de I’équation , alors il
peut exister au plus une solution d’ordre < p de I’équation ( Ainsi, si toutes les solutions
non nulles de sont d’ordre infini, il peut exister une solution d’ordre fini de I’équation ({2,

nous allons l'illustré par ’exemple suivant.

Exemple 1 : Soit I’équation différentielle suivante
f"+z2f +exp(z) f=exp(—2) (1 —2)+ 1.

Cette équation admet une solution f(z) = exp (—z) qui est d’ordre fini.
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Exemple 2 ([16]) : Soit b(z) une fonction entiére d’ordre fini admettant des composantes

de Fatou & connexion multiple (voir [16]). Alors, I’équation

f"—exp(2) f'+b(z) f =0,

admet des solutions non triviales d’ordre infini (voir [16]). Or I’équation non homogene asso-
ciée
f"—exp(2) f'+b(2) f =exp(=2) (1 +b(2)) +1,

admet une solution d’ordre fini f(z) = exp (—2z).

2.2 Reésultats

Gundersen et .Steinbart [9] ont considéré la condition

max {p (@) p(@) - pan 1) p ()} < pa0) < 3.

et ont prouvé que toutes les solutions non nulles de I’équation sont d’ordre infini. Heller-

stein Mille, and Rossi [I1], ont amélioré la condition

max {p (a1), p(az),...,p(an-1), p(H)} < p(a;) < %

et ont prouvé les mémes résultats. Récemment, Kumar et Saini [12], ont considéré le cas

max {p (a;), i # j, p(H)} < p(a;) <

N | —

et ont prouvé la validité des conclusions.

Théoréme A ([12] ) Supposons que les coefficients de I’équation (@) vérifient

maz{p(ao), plar),..., plaj-1), plaj1), ..., plan—1), p(H(2))} < p(a;) < % j=1.,n-1

alors, toutes les solutions non triviales de [’équation @) sont d’ordre infini .

En [I6], Mehra et Chanyal ont remplacé 'ordre inférieur par 'ordre supérieur et ont montré

le résultat suivant.
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Théoréme 2.2.1 ([16]/) Supposons que les coefficients dans l’équation @) vérifient

Imm{pww,pwﬂy~pwjﬂ;phwﬂ)vaOMﬁ;pU7@D}<pﬁw)<%,

alors, toutes les solutions non nulles de [’équation (@) sont d’ordre infini.

Exemple 3 : Soit ’équation différentielle linéaire du second ordre

"+ AR f'+B(2) f=H(2), (3)

o A(z), B(z) et H(z) sont des fonctions entiéres. Soit f une solution non triviale de I’équation

satisfaisant
(4)

N —

p(A) < p(B) < p(f) <

Soit «, 5 et v sont des constantes telles que

DN | —

p(A) <a<f <p(B)<v<p(f) <
Par définition de I'ordre de croissance, nous avons
[A(2)] < exp (|2["). ()
Soit u(B) = p(B), alors d’apres le Lemme 2.3.5 pour z € ', nous avons
B()| > exp (J217). (6)

Comme p(f) < 3 et en utilisant le Lemme 2.3.3 pour S C [0, c0) ayant une densité supérieure

positive, nous obtenons

f(2)] > exp (|2]"). (7)
En utilisant 'équation ([L7), et (6), pour z €T, |z| € S\ F et 2 — 0o, nous obtenons
AR S ' 1|/ JAR)
—+1 — 1 8
5o T BG T S BEIlFITIBOIF]T ©
< exp (= |ol”) o7 + exp (|21 = o1”) J2l + 1

< o(1)+ 1
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Des équations (3)), (7) et (2.2.1)), nous obtenons

HE| = 1FC)IBG >|\Btz)’;’+ §§f7
> exp (|2 +1217) (0 (1) +

> exp (|27 (0(1) +1)) (0 (1) +1).

Ainsi, p(H) > -, comme -y est arbitraire et v est proche de 'ordre de f alors p(H) > p(f). Or
d’apres 'équation (3) et le fait que p(A) < p(B) < p(f) < 3, on obtient p(H) < p(f). Ainsi
p(H) = p(f). Alors on obtient p(A) < p(B) < p(H) < 3 et f est une solution d’ordre fini de

I’équation . Cet exemple montre que les conditions du Théoreme 2.2.1 sont nécessaires.

Dans le Théoréeme 2.2.1 , il y a la restriction sur p(H) qu’il soit inférieur a % et aussi

inférieur & p(a;), ¢ # j. La question se pose donc : est-il nécessaire d’avoir toujours que toute

solution non nulle de I’équation d’ordre infini, lorsque

max {p (a0) (1) - (a52) o (@52) o an2)} < p(0) < 3 < p(H)?

Nous allons construire un exemple pour répondre & cette question.

Exemple 4 : Soit f une solution non triviale de ’équation () telle que

< p(f). (9)

l\DI»—t

p(A) < p(B) <

Soit u(f) = p(f). Soit o, 5 et 7y sont des constantes telles que

p(A) <a< < p(B) < 5 <7< pl)).

Alors d’apres le Lemme 2.3.5, z € I', nous avons
£ (2)] > exp ([2]").

Comme p(B) < —, et en utilisant le Lemme 2.3.3, alors pour S C [0,00) ayant une densité

supérieure positive, nous avons

[B()| > exp (|21°). (10)
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En utilisant la méme stratégie comme dans ’exemple 3, alors pour z € I', 2 — oo et |z] € S\ F,
nous obtenons

[H(2)] > exp (|2[" (1 +0(1))) (1 + o(1)).

Ainsi, p(H) > #, car 7y est arbitraire et proche de p(f), p(H) > p(f). Or d’aprés les équations
(3) et @D; nous obtenons

Ainsi

Par conséquent, nous avons p(A4) < p(B) < 3 < p(H) et f est une solution d’ordre fini de
I’équation .

Ainsi, ’exemple 4 montre que nous pouvons obtenir une solution d’ordre fini lorsque p(H) >

1
5

La question qui se pose maintenant : si p(H) n’est pas inférieur a % que pouvons nous
dire sur l'ordre de la solution ? Dans le théoréme suivant, Mehra et Chanyal ont répondu a
cette question en considérant l’exposant de la convergence.

Par le théoréme de factorisation d’Hadamard, on sait déja que si A\(H) < p(H) = n, alors
H(z) = h(z)exp (p(z)), ot h(z) est une fonction entiere et P(z) est un polynome de degré

n, ou p(h) < n.
Théoréme 2.2.2 ([16]) Supposons que les coefficients de Uéquation (9) vérifient

Y

N| —

maz{p(ar), ..., p(an-1)} < p(ao) <

et
A(H(z)) < p(H(2)).

Alors, toutes les solutions non triviales de [’équation (@ sont d’ordre infini.
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La question qui se pose maintenant : Que se passerait-il lorsque

maz {p(ao), p(ar), ..., plaj-1), p(ajs1) ..o (an—1) .o (H (2))} < play), (11)

et p(a;) > %? Toutes les solutions non nulles de I’équation sont-elles d’ordre infini ?

Exemple 5 : f (z) = exp (—2?) est une solution d’ordre fini de I’équation différentielle linéaire
" 1 l 2
ff—1-—-2z|f +zexp(z )f:z.
z
En comparant cette équation avec 1’équation
"+ AR +B(2) f=H(z),

on a p(A) = p(H) < p(B) et elle admet une solution d’ordre fini. Ainsi, cet exemple montre

que I’équation avec la condition de 1’équation peut avoir une solution d’ordre fini.

Mehra et Chanyal ont traité cette situation dans le théoréme suivant.
Théoréme 2.2.3 ([106]) Supposons que les coefficients de Uéquation (9) vérifient

maz {p(a1), plaz),..., plan—1), p(H)} < p(ap),

et
Maog) < p(ag).

Alors, toutes les solutions non triviales de l’équation (@ sont d’ordre infini.

Exemple 6 : Soit f une solution non triviale de ’équation d’ordre fini vérifiant

p(A) < p(B) < p(f), (12)

telle que B(z) a des singularité de Fabry (voir [16]). Soient «, 3 et v des constantes telles que
p(A) < a< B <p(B) <~y <p(f) Dapres le Lemme 2.3.6, pour |z| € H tel que H C (1,00)

de densité logarithmique supérieure positive, on a

[B()| > exp (|217). (13)
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Soit f une solution qui satisfait u(f) = p(f). Alors, d’aprés le Lemme 2.3.5, z € T et 2 — o0,

£ (2)] > exp (|2[") . (14)

En utilisant le méme raisonnement comme dans ’exemple 3, pour z € I', 2 — oo et |z] € H\F,

on obtient

[H(2)] > exp (|2]"(1 4 0(1))) (o(1) + 1)

Ainsi, p(H) > =, car 7y est arbitraire et proche de p(f), p(H) > p(f). Or d’apres les équations

() et ), on a
ainsi

Par conséquent, nous avons p(A) < p(B) < p(f) et f est une solution d’ordre fini de I'’équation

. Cet exemple montre qu’on peut avoir des solutions d’ordre fini si

max {p(a1), plaz), ..., plan-1)} < plao) < p(H).

En 2002, Belaidi [3] a étudié l'ordre des solutions des équation différentielles linéaires
homogenes , et a obtenu le théoréeme suivant.
Théoréme B ([3]) Soit E un ensemble de nombres complexes vérifiant dens {|z| : z € E} >
0 et soient ag (2) , ..., an—1 (2) des fonctions entiéres telles que max {p (a;),i =1, ....,n—1} <

p(ag) = p < +00, et pour des constantes réelles o, 5 : 0 < < «, on a
|ao| > exp (a2,

et

la;| <exp (B]z]"°), i=1,...,n—1, quand z — o0, z € E.

Alors toute solution f # 0 de l’équation vérifie

p(f) = +oo et py(f) = p(ao).
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En 2021, Pramanic et Biswas [19], ont amélioré le résultat de Belaidi, pour les équations

différentielles du type

FO 4 an 1 (2) fOV + L+ a(2)f +ao(2)f=b(z) f+c(2),

et ont montré le résultat suivant.

Théoréme C ([19]) Soit E un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z € E} et
soient b(z), a;j(z) (j =0, 1, ..., k) et c(z) des fonctions entiéres telles que pour des constantes
0<a<pet>0 nous avons |b(z)| > exp (8|z]°) et |a; (2)| < exp (afz[*),i=0,1,...,n

et |c(z)] < exp (alz|¢) quand z — +oo pour z € E. Alors, toute solution f # 0 de 'équation

T 4a, 1 ) O 4 ay (2) [ +ag(2) f=b(2) f+c(z),

est d’ordre infini.

En [16], Naveen Mehra and S. K. Chanyal ont amélioré ces résultats et ont démontré le

résultat suivant.

Théoréme 2.2.4 ([16]) Soient a;;0 < i <n—1 et H(z) une fonction entiére telles que pour

des constantes 0 < a < [ et £ > 0 nous avons

la;(2)] > exp (8]2]°)
et
a; (2) ] <exp (a|z[£) , pour i # j
et
|H(2)| < exp (alz]),

oz — o0 et z € K, ou E est un ensemble de densité supérieure positive. Alors, toutes les

solutions non triviales de [’équation (@ sont d’ordre infini.

2.3 Lemmes préliminaires

Pour démontrer les théoremes et les exemples précedants, nous avons besoin des lemmes

suivants.
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Lemme 2.3.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini et (k, j) un
couple d’entiérs vérifiant k > j > 0. Soit € > 0 une constante donnée. Alors, les trois cas

suivants sont valides.

1. Il existe un ensemble Ey C [0,21) de mesure linéaire nulle, telle que : sit, € [0,2m)\ Ey,
il existe une constante Ry = Ry (10y) > 0 telle que pour tous les z vérifiant arg z = 1,
et |z| = Ry et pour tous (k, j) € I'

f (k— 14€

‘ o \]Z\ —i)(p=1+€) (15)

2. 1l existe un ensemble Es C (1,00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z

avec |z| ¢ Ey U [0,1] et pour tout (k, j) € T', l'inégalité reste vraie.

3. Il existe un ensemble E3 C [0,00) de mesure linéaire finie, tel que pour tout z avec

|z| ¢ E3 et pour tout (k, j) € T

(k—3)(pte) ) (16)

< 2]

f(k)
i

Remarque 2.3.1 ([7]) Si A(z) une fonction entiére est d’ordre fini qui satisfait A (A (z)) <
p(A(2)), elle peut étre écrite sous la forme A(z) = h(z)expp(z), ot h(z) est une fonction
entiére, P (z) est un polynéme de degré n et p (h) < deg(P). Soit P (z) =a,2" + ... + ag et

z =rexpif alors la notation ¢ est donnée par
¢ (P.0) = Re (a,e™).

Lemme 2.3.2 ([1])Supposons g (z) = h(z)exp z est une fonction entiére pour z = rexpif
vérifiant A (g) < p(g) =n , ot P(z) est un polynéme de degré n. Alors, pour chaque € > 0,

il existe E C [0,2m) de mesure linéaire zéro satisfaisant

1. Pour 6 € [0,27) \ E avec ¢ (P,0) > 0, il existe R > 1 tel que
exp (1 —€) o (P0)r") <[|A(rexpif)| <exp((1+¢€) ¢ (P,0)r"), pourr > R.
2. Pour 0 € [0,2m)\E avec 0 (P,0) < 0, il existe R > 1 tel que

exp ((1+€)p(P0)r") < |A(rexpif)| <exp((1—e€)p(P,0)r"), pourr > R.
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Le lemme suivant donne une estimation d’une fonction entiére ayant un ordre de croissance

strictement inférieur a 1 et il est donné par Besicovitch [5].

Lemme 2.3.3 ([5]) Soit f une fonction entiére d’ordre fini p o0 0 < p < 3 et € > 0 une
constante donnée. Alors, il existe un ensemble S C [0,2m) de densité supérieure d’au moins

1 —2p telle que |f (2)| > exp (|2|"°) pour tous les = tels que |z| € S.

Lemme 2.3.4 ([18]) Soit f une fonction entiére transcendante, alors il existe un ensemble
F C (0,00) de mesure logarithmique finie telle que pour tout z tels que |z| = r € F et
|f (2)| = M (r,f) nous avons

< 2r™

— ’

' f(2)
fim (2)

pour tout m € N.

Preuve
Si f est une fonction entiére d’ordre de croissance inférieur positif p (f) > 0, il existe alors
une courbe I' qui va d’un point fini & oo pour laquelle

min (1 1 (f)) < lim —loglog £ (2)]
27

T oo loglz|

Soit z un point sur le cercle |z| = r tel que |f(z)| = M(r, f) alors, d’aprés la théorie de
Wiman-Valiron ([22]),.il existe un ensemble F' C (0, 00) avec une mesure logarithmique finie

telle que

£ (2) = (”<T’f))m<1+o<1>>f<z>, meN,

z

pour tout r ¢ F. On remarque que v(r, f) > 1 donc, cette équation implique que

f(z)
fm(2)

2™

=00 )

(I14+o0(1)) <2r™, m e N,

pour tout r ¢ F.
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Lemme 2.3.5 ([6]) Si [ est une fonction entiére verifiant p(f) > 0, il existe alors une

courbe I' qui va d’un point fini a oo pour laquelle

min <1 ,u(f)) < lim —10g10g|f(z)|
2’ - )

—e  log|z]
zel

Lemme 2.3.6 ([13]) Soit g(z) =Xn=0 ay, 2 une fonction entiére d’ordre fini avec des
singuralités de Fabry, et f(z) une fonction entiére avecp (f) € (0,00). Alors, pour tout
e € (0,0(f)), il existe un ensemble H C (1,00) satisfaisant logdense (H) > &, ou & € (0,1)

est une constante telle que pour tout |z| =r € H, on a
log M (r,h) > 1777, logm (r,g) > (1 - €)log M (r.g),
ot
M (r, h) = max{|g(2)| : |z[ = 7}, m(r,g) = min{|g (2)] : |2 = 7}

M (r,g) = max{[g (2)] : |2| = 7}

2.4 Preuve des théorémes

2.4.1 Preuve du Théoréme 2.2.1

Supposons que f est une solution non nulle de I’équation d’ordre fini.

Alors, d’apres le Lemme 2.3.1, il existe un ensemble F' C [1, 00| de mesure linéaire finie telle

que pour tout |z| ¢ FFUI0,1], on a
19 (2
f® (z)

comme f est une fonction entiere transcendante, alors il existe un ensemble G C (0, 00) de

< [P 01 g g, (17)

mesure logarithmique finie telle que pour tout z satisfaisant |z| =7 € G et |f(2)| = M(r, f),

()
o (2)

pour tout m € N. Soit w et 7 des constantes telles que

< 2r™, (18)

max {p (ao) , p(ar) s p(aj1) ,p(@11) 5 s plana), p(H (2))} <w <7 <play).
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Il existe donc une constante R > 0 telle que
laj (2) | <exp{|z|“},71=0,1..., j—1,j+1,..,n—1, (19)
et
|H (2)] < exp{|2|"}. (20)

En utilisant le Lemme 2.3.3, il existe un ensemble S C [0,00) de densité supérieure est au

moins 1 — 2p(a;) telle que |z| € S satisfaisant

laj| > eXp{\z|5}. (21)

F 4 a, 1 (2) fO V() a; (2) fO(2) + . Fag(2) f = H(2),
d’apres les équations (2), ([17),( [L§), et (20)), et pour |z] € (GUS) /F et |f(2)| =
M (r,f), on obtient

L a3 a9 0 ()9 a(x) fH() 1

1 _
G@O 6@ 10 6w 19T GG 9 @10 66 f0
alors
| - LfM ay g (z) [ aj_1(z) fU°1 ap (2) f | H(z) 1
a9 ez fO T a(z) fO _m_aj(z)f(j)Jray(Z)f(j)
=, ar (z) f*) nooa(2) f® 0 H(2) 1
T A E 0 () 0 4 k) 0
- = ay (2) ‘ﬂ N nolag (2) f(k) H(z)| 1
T oiSla ()| O Sl (2) ]| fO) a; (2)| |fD]
mi exp {12} ko110 mooexp {21} e poe1re , eXp Y} 1
S Ty (FO LR ey (R e (P} 100
1
< 2r'"nexp {\z|w — ]2]5} ]z|"(p71+6) + exp {|z]“ — ]z\‘s} W

Clte 1
< exp{lz|* —|2°} (2n|z|m+”(p o) 4 |f(j)|) :

Comme exp{|z| — |2|°} — 0, alors 1 < exp {|2]* — |2|°} (2n\z|m+n(p—1+€) + ‘f(—lm) — 0, qui

est une contradiction.
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2.4.2 Preuve du Théoréme 2.2.2

Supposons que f est solution non nulle d’ordre fini de I’équation .

Alors, en utilisant le Lemme 2.3.1, on obtient qu’il existe un ensemble F' C [0, co] de mesure
linéaire finie telle que pour tout |z| ¢ F', nous obtenons .

Soit w et 7 des constantes telles que maxz{p (a1), ..., pla,—1)} < p(ag) < 3. Il existe donc

R > 0 une constante telle que
la;(2)] <explz|”, i=1,.., n—1. (22)

Etant donné que H(z) est une fonction entiére d’ordre fini satisfaisant A\(H) < p(H), alors on
peut réécrire H(z) = h(z) exp P (z), ot h(z) est une fonction entiére, P(z) est un polynoéme de
degré m et p(h) < degP. Ainsi, en utilisant Lemme 2.3.2, il existe un ensemble E' C [0, 27)de

mesure linéaire nulle tel que ¢(P,0) > 0,
[H (2)] < exp (14 €)p(P, 0)r™). (23)

En utilisant le Lemme 3.3.3, il existe un ensemble S C [0, 00) de densité supérieure au moins

1 —2p(ag) tel que pour |z| € S, on a
lag(2)] > exp |2|°. (24)

Des équations (), (I7), (22), et 4), et pour [z € SNF, et 6 € [027)\E avec
©(P,6) > 0, on obtient

F 4 a, o (2) fOV(2) o a; (2) fO(2) + o Fag(2) f = H(2),

alors (n) (n—1) -1
1 f™ aya(z) 0 aj1(2) fV7 _H(2)1
w@ T T we T el 7 T T o7
et par suite
L g ()% H(2)1
L= a0 T Eal® T awe]
L, a2 (2) l‘
S ol 71 Al 7l ae)| |7
- eXp{|Z|w} n(p—1+e) exp (1+E) 90(P70)Tm l’
S Lo T T sy U7
< exp {2l — |27} nl =" +exp {(1+ €) o(P.O)r™ — |2} ﬁ — 0.
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Qui est une contradiction.

2.4.3 Preuve du Théoréme 2.2.3

Supposons que [ est une solution non nulle de I’équation d’ordre fini.

Alors, d’apres le Lemme 2.3.1, il existe un ensemble F' C [0, 00) de mesure linéaire finie telle
que pour tout |z| ¢ F satisfaisant ().

Soit w toute constante fixe telle que max {p(ai1), p(az),...,p(an—1) ,H (2)} < w < p(ap). 1l
existe donc une constante R > 0 telle que les équations et sont vérifiées.

Etant donné A(ag) < p(ao), alors on peut écrire ag(z) = h(z)exp (P (z)) ot P(z) est un
polynome de degré k et h(z) est une fonction entiére satisfaisant p < m. En utilisant le

Lemme 2.2.3; on obtient

exp{(1+ €)d(P,0)r*} < |a,(z)]. (25)

En utilisant les équations , , , et , nous obtenons
LfW() nda fU()  H(z) 1

L ao f(2) _j:1 ap [ (2) N ap [ (2)
n o || f9 ()| |H@EZ)| 1
S 2wl 7w | Ta | FE
exp (|z]* — ™) ( n| 2|0+ !
< el (RO (e + L)

puisque exp (|z|“ — ¢ (P,0) r™) — 0, nous obtenons

1
1 <exp(|z|*=0d(P6)r™) (n[z[”wrﬁ) + 709 ’> — 0,

qui est une contradiction.

2.4.4 Preuve du Théoréme 2.2.4

Nous allons prouver ce théoréme par I’absurde. Soit f une solution non triviale de I’équation
d’ordre fini. En utilisant Lemme 2.3.1, nous avons pour z ¢ F U [0,1], o F est un
ensemble de mesure logarithmique finie. En utilisant les équations (, et le fait que

la;| < exp (a|z|€) ,
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|a;| > exp (8]2]%),

avec i # j, i =0,..,n—1et |[H(z)| < exp(alz]f) pour 0 < v < Bet &> 0ou z — 0o et

z € E,oudens {|z| : z € E} > 0, nous obtenons

1) HafP() H() 1

TG0 A e fm()
i1 ai f®) (2) n | ag f®) (2 ’H 1
R ralvars) RN G ()]
< L“ ax | |/ (z) g f(’“ ‘H 1
— 93 g || f(2) k=j+1 @g fO) (2 U) (2)]
L iLexp{alz|*} K(p—140) n exp{a|z|} (i) (p—14) exp {afz]*}
<L e AR 21 e (BRI exp (B} 179 ()]
< 2r™nexp (2(a — B)|2[%) |27+ exp (a — B) m

m+n(p—1te L
< exp ((a—B)|z[) <2n|z| e HMFW)'

Dans ce chapitre, nous avons étudié l'ordre de croissance des solutions des équations

différentielles non homogenes en imposant certaines conditions sur les coéfficients et le second

membre.



Chapitre 3

Application : Les équations
différentielles fractionnaires dans un
domaine complexe

Dans ce chapitre, nous allons explorer I'une des applications de la théorie de Nevanlinna
sur les équations différentielles fractionnaires. Ces équations sont des généralisations des
équations différentielles ordinaires, ou les dérivées d’ordre entier sont remplacées par des
dérivées d’ordre fractionnaire. Ces équations jouent un role important dans divers domaines,
tels que la physique, I'ingénierie et la finance.

Nous étudions les équations différentielles fractionnaires & coeflicients fonctions entiéres, nous

considérons ’équation suivante
‘DIf (2) +A(2)"DIf (2) + B (2) f (z) = 0. (1)

ol “D* soit le dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < o < 1, et z est le nombre complexe,
A(z), B(z) sont des fonctions entiéres.

Notation : Dans ce qui suit on note
‘DLf(2) = [ (2).

La question qui se pose est : quelles conditions sur A (z), B (z) garantiront que chaque solution
f # 0 a un ordre infini ?

Nous donnons d’abord quelques définitions nécessaires avant de répondre a cette question.
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3.1 La fonction gamma
Définition 3.1.1 ([2/) La fonction gamma est définie par
+oo
I':z— / t*~Lexp (—t) dt.
0

Remarque 3.1.1

1. Cette intégrale impropre converge absolument sur le demi plan complexe otu la partie

réelle est strictement positive telle que
I'(z+1)=2I(2).

2. Cette fonction peut étre prolongée analytiquement en une fonction méromorphe sur

l’ensemble des nombres complexes.

3.1.1 Propriétés de la fonction gamma
1. I'(z 4+ 1) = 2I'(2).

2. T(n)=(n-1).

3. I'(n+

4. T(1) =1.

1 B-14a-144 — L(B(a)
o Jo M=)t ldt = T

3.2 Le dérivé et l’intégrale fractionnaire

Définition 3.2.1 ([21]) Le dérivé fractionnaire de l'ordre o est définie, pour une fonction

[ (2), par

apy_ L d [T f(§
Df(Z)—m@/o‘ Wdf,0§&<1,

lorsque la fonction f (z) est analytique dans un domaine simplement connecté du plan com-

plexe.
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Définition 3.2.2 ([21]) L’intégrale fractionnaire de l'ordre a est définie, pour une fonction
[ (%), par

1

I°F (2) =m/: (= — O f(€)de,0 < a

3.3 Dérivé fractionnaire Liouville-Caputo

Définition 3.3.1 ([2/) On définit la dérivée fractionnaire Liouville-Caputo d’ordre n — 1 <

a <n,n € N*, pour une fonction f(z) est définie par

D ()= oy [ -9 M @ n-1<asn

F'n—«a
lorsque la fonction f(z) est analytique dans un domaine simplement connecté du plan com-

plexe contenant l'origine, et la multiplicité de (z — &)1 est supprimé en exigeant que le

log (z — &) soit réel lorsque (z — &) > 0.

3.4 Reésultats

En [2] ; Beddani a étudié ordre de croissance de 1’équation (|1) et a montré les théorémes

suivants.

Théoréme 3.4.1 ([2]) Soient A(z), B(z) # 0 des fonctions entiéres telles que pour les

constantes réelles A\, n, 01, 0 ou A >0, n > 0 et 0, < 05, nous avons
|A(2)] Z exp {(1+0(1)) A[z|™},
B <
z
- T

2-a)

quand z — oo dans 01 < argz < 3. Soit ¢ > 0 une constante donnée, et soit S (€) le secteur

exp {(1+0(1)) A[z["},

d’angle

0, +e<argz<fy—e.
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Si f # 0,§%a>}<|f’ &) =11 (2)] et{n&)a)]df” &) = |f" (2)| est une solution d’équation 022
€0,z €10,z

p(f) < o0, alors les cas suivant sont vrais :

1. 1l existe une constante b # 0 telle que f (2) — b quand z — oo dans S (€). En outre,
|/ (2) = bl <exp{(1+0(1)) Alz[""},

quand z — oo dans S (g).

2. Pour chaque K > «, quand z — oo dans S (€)
|fW (2)] < exp{=(1+0(1)A|2|"}.

Théoréme 3.4.2 ([2]) Soient A(z) et B(z) # 0 des fonctions entiéres telles que pour les

constantes réelles A\, n, 01, 0 ou A >0, n > 0, et 01 < 05, nous avons

1B (2)] > %GXP{O +o (1)) A"}
et
|A(2)] < exp{o(1)A[2"},
quand 2 — 00 dans ) < argz < 6y, si max |f (§)] = |/ (2)] et max @l =11 )

Alors, toute solution f # 0 de I’équation est d’ordre infini.

3.5 Lemmes préliminaires

Lemme 3.5.1 ([§/) Soit une fonction entiére transcendante d’ordre fini p, et

Y = {(k1,71), (k2,J2), s (km,Jjm)} désigne un ensemble fini d’entiers distincts vérifiant
ki >j;>0,i=1,...m, et € > 0 une constante. Alors, il existe un ensemble E C [0,27) de
mesure linéaire nulle, tel que : si Y, € [0,27)\FE, il existe une constante Ry = Ry (¢y) > 0

telle que pour tout z vérifiant arg z = 1, et |z| > Ry, et pour tout (k, j) €Y on a

k
‘w( | < oot

w)
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Lemme 3.5.2 ([2]) Soit w une fonction entiére, 0 < a < 1, arg z = 0. Alors il existe une
suite infinie de points z, = r,exp (i) ot r, — oo, telle que

' w (2n)

w (2y,)

< (I+o0(1)) [zl

ol z, — O0.

Lemme 3.5.3 ([2]) Soit w une fonction analytique sur arg z =0 et 0 < a < 1, et supposons

que, pour une certaine constante k > 1, on a
(@) (Zn)
w Zn, —k 11—«
o () 1

w (2,)
quand z — oo le long de argz = 0. Alors, il existe une constante ¢ # 0 telle que w (z) — ¢

quand z — 0.

3.6 Preuve du théoréme 3.3.2

Supposons que f # 0 et sup |f”(¢)| = |f"(2)]|, est une solution de I’équation (|1)) d’ordre fini,
¢el0,2]
o =o(f). D’apres le Lemme 3.4.1, il existe un ensemble £ C [0, 27) de mesure linéaire nulle,

telle que si ¥, € [0, 27\ F, alors

(ME) _ 1 L OE=9 @
£(2) r(1-a) f(2)
1 f//(C) z a
S Ta—adN 7o /0(2_5) df‘
2 £ (2)
= Ti-a) | ()
’Z’25+1—a

< 0(1)m,
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et
’f@(z) R B 1 R N CRt IS (3)
7 (2) I'(l—a) f(2)
LS VS (91 1 I A

= ['(1—a)ceps | f(2) /0( J df'

2 | (2)
= Ta-a |G
< 0(1)%,

quand z — 0o et arg z = 1b,. D’aprés les équations (1), (3.6.1)) et (3.6.1), nous obtenons

FRIOIPTIC)
()| < ‘ o R EYOT|Les
< o) fh—s Ao

quand z — oo , qui est une contradiction.

En conlusion, dans ce chapitre, nous avons abordé une des applications de la théorie
de Nevanlinna dans ’étude des équations différentielles fractionnaires. Nous avons souligné
que la théorie de Nevanlinna fournit des outils pour analyser le comportement des fonctions
méromorphes, ce qui est utile pour étudier les solutions des équations différentielles fraction-
naires. Cette application de la théorie de Nevanlinna offre des possibilités d’approfondir notre
compréhension des équations différentielles fractionnaires et de leurs propriétés. Pour plus de

détails voir [23]
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CONCLUSION

Dans notre travail, nous avons utilisé la théorie de Nevanlinna pour étudier quelques

propriétés de la solution méromorphe de deux types d’équation différentielle :
4 an () 4 a(2)f +aol2) f = H (),

qui est une équation différentielle complexe non homogeéne, et une équation différentielle
fractionnaires

DIf(2) + A(2)°DIf(2) + B(2) f(2) = 0.
Nous avons étudié 'ordre de croissance de ces solutions, nous avons prouvé que cet ordre est
infini en imposant certaines conditions sur les coefficients. Ces résultats sont importants car
ils nous permettent de montrer la relation entre la solution et le coefficient et d’étudier son
comportement.
En résumant, la théorie de Nevanlinna est un outil mathématique important pour comprendre
les équations différentielles complexes et leurs solutions, ainsi que pour modéliser et prédire
des phénomeénes physiques complexes.
Cette théorie continue d’étre un sujet actif de recherche en mathématiques aussi. Les cher-
cheurs explorent de nouvelles directions et applications possibles de cette théorie. Certaines

perspectives intéressantes comprennent :

1. Analyse des fonctions spéciales : La théorie de Nevanlinna peut étre appliquée a I’étude
des fonctions spéciales telles que les fonctions elliptiques et les fonctions théta. Elle
permet de mieux comprendre leur comportement asymptotique et leur distribution

dans le plan

2. Théorie des nombres : La théorie de Nevanlinna a des liens étroits avec la théorie des
nombres, en particulier avec ’étude des fonctions arithmétiques et des propriétés des
nombres premiers, et aussi I’analyse p-adique.

Les résultats obtenus dans ce mémoire peuvent aussi nous permettre de réaliser d’autres

travaux dans ce domaine et ouvrent des perspectives prometteuses pour I’avenir.
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