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RESUME

Le but de notre travail est ’étude de la controlabilité des systémes dynamyques linéaires
positifs a temps continu de Lyapunov. Dans un premier temps nous fournissons des conditions
nécessaires et suffisantes pour la positivité de cette classe des systémes. Ensuite nous utilisons
deux tests de controlabilité afin d’étudier cette derniére et pour ce faire nous nous sommes
basés sur les résultats déduits des systémes dynamiques linéaires positifs standards.

Tout au long de ce mémoire, le travail est illustré par des exemples numériques

Mots clés : Systémes dynamiques linéaires, systémes de Lyapunov, positivité, controlabilité.

ABSTRACT

The aim of this work is the study of the controllability of positive linear Lyapunov continuous-
time dynamic systems. First we provide necessary and sufficient conditions for the positivity
of this class of systems. Then we use two controllability tests in order to study it. To achieve
the desired results we will use the results deduced from the standard positive linear systems.
Throughout this manuscript, numerical examples are used to illustrate our results .

Keywords : Linear dynamic systems, Lyapunov systems, positivity, controllability.
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INTRODUCTION

En Mathématiques, le controle désigne la théorie qui vise & comprendre la fagon dont
une commande permet aux humains d’agir sur un systéme qu’ils souhaitent maitriser. Cette
définition recouvre naturellement de trés nombreux domaines d’applications dans touts les
domaines des sciences et de l'ingénierie.

La théorie de controéle est une science mathématique qui analyse les propriétés d’un systéme
dynamique sur lequel on peut agir au moyen d’une commande ou controle dans le but de
I’amener d’un état initial donné & un état final souhaité.

L’étude de controlabilité des systémes linéaires est un domaine de recherche trés actif. Son
histoire remonte aux travaux de Kalman en 1960. De nombreux problémes fondamentaux de
la théorie du controle (stabilité et stabilisation, controle optimal) ne peuvent étre résolus que
sous I’hypothése que le systéme soit controlable.

L’objectif de ce mémoire est ’étude de la controlabilité des systémes dynamiques linéaires
positifs de Lyapunov a temps continu. Cette derniére est d'une grande importance dans la
théorie du controle et est une propriété de base dans I’analyse des systémes dynamiques.

Tout au long de ce travail, une analogie entre un systéme linéaire standard et un systéme
linéaire de Lyapunov tous deux a temps continu a été faite car tous les résultats sur le controle
des systémes linéaires standards sont étendus au cas des systémes linéaires de Lyapunov.

Notre travail a été structuré en trois chapitres, en plus le résumé, l'introduction et la
conclusion.

Le premier chapitre est consacré a donner quelques notions de bases et des définitions qui
sont tres utiles dans notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons les systémes linéaires positifs a temps continu,
nous fournissons les conditions nécessaires et suffissantes pour la positivité, ainsi nous pré-
sentons les tests de controlabilté de cette classe de systémes.

Le dernier chapitre est consacré a ’étude de la controlabilté des systémes linéaires positifs
de Lyapunov & temps continu, pour ce faire nous nous somme basés sur les résultats donnés
dans le chapitre précédent.

Ce manuscrit est cloturé par une conclusion et une bibliographie contenant les différents
ouvrages et articles utilisés pour élaborer ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires et notions de base

Dans ce chapitre, nous citons quelques préliminaires et notions de base qui représentent des
outils de I’algébre linéaire qui sont trés utiles dans notre travail.
Pour ce faire nous nous sommes basées sur les références suivantes [1], [5], [6] et [§].

1.1 Notions sur le produit de kronecker

Le produit de Kronecker est une opération portant sur les matrices, joue un role important
dans les mathématiques et dans les applications trouvées en physique théorique.

Définition 1.1.1 [§/Soient A = [a;;] une matrice de taille m x n et B = [b;;| une matrice
de taille p x q, alors le produit de Kronecker de A par B est la matrice mpx nq notée AR B,
définie par :

apB -+ ap,B

A® B = a;;B] = Lo
amB - am,B

Exemple 1.1.1 Soient

s

I
W N
— oo

1 2
etB-(1 3)
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Alors,
10
won = (23)s(12).
31
1 2 1 2
(1a) o d)
1 2 1 2
- [(E) () |
1 2 1 2
(13)(15)
1200
13 00
B 2 4 2 4
a 26 2 6 |
3 6 1 2
391 3
Propriétés :
1. Pour toutes matrices A et B, avec a € k :

2

3

(A)® B=A® (aB).
. Le produit de Kronecker est associatif, pour tout triplet de matrices A, B, C' :
(A B)@C=A®(BRC)=A® BxC.

. Soient A et B deux matrices du méme dimension, C' et D deux matrices deux méme

dimension, alors :

4

6

(A+B)®@(C+D)=(A2C)+(A@ D)+ (B®C)+ (B® D).

. Le produit de Kronecker n’est pas commutatif :

A®R B# B® A.
. On a aussi :
Lypy=1,1,=1,%I,.
. Le produit de Kronecker est également distributif par rapport au produit matriciel stan-

dard : pour tout quadruplet A, B, C, D tel que, AC' et BD existent on obtient :

7

8

(AC)® (BD) = (A® B)(C ® D).
. Soient A et B deux matrices inversibles :
(A®B)'=A1te B

. Soient A et B deux matrices carrées, alors :
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tr (A® B) = tr(A)tr(B).
9. 51 A e R et Be RPP alors :

det(A® B) = (det(A))?(det(B))".

1.2 Polyndme caractéristique
Définition 1.2.1 On appelle polynoéme caractéristique de la matrice A € R™*™ le polynome

Pa(\) d’ordre n définit par :

Pa(N) = det(M, — A).

Ce polynéme admet donc n racines qui peuvent étre simples ou multiples. Ces racines sont
appelées valeurs propres de A.

Exemple 1.2.1 Soit B la matrice suivante :

0 1 0
B = 0 0 1
-6 —11 -6
Le polyndme caractéristique de B est :
Al 0
det(A\l—B) = |0 A 1 ,
6 11 A+6
= A+1DA+2)(A+3).
Donc, les valeurs propres de la matrice B sont A\; = —1, \y = —2 et A3 = —3.

1.3 Vectorisation d’une matrice

La vectorisation d’une matrice est une transformation qui convertit la matrice dans un vecteur
de colonne.

Définition 1.3.1 [§/Soit A = [A'...AP] une matrice de taille n X p. On définit 'opérateur
vec d’empilement des colonnes de A par :

Al
vec(A) = : € k™.
AP
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Exemple 1.3.1 Soit

alors

~ W

6

1. Soient A et B deux matrices de méme dimension, alors :
vec(aA + B) = avec(A) + Pvec(B),Va, f € k.
2. Soient A, B et C' des matrices, telles que ABC' existe, alors :
vec(ABC) = (CT @ A)vec(B).
3. Cas particulier :
vec(AB) = (I, ® A)vec(B).
1.4 Matrices Particuliéres

Soient A = (aij);; et B = (bij);; € R"*™ , n I'ensemble des n premiers entiers naturels,1, 2,
3,0, N

Définition 1.4.1 [6] Soit la matrice A € R™™.
A est une matrice non-négative siVi € n, Vj € m : a;; = 0, autrement dit toutes ses entrées
sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice par : A > 0 ou encore, A € R}*™.

Exemple 1.4.1 La matrice A :

e
I
w = o
UL
CIIJURNN

est une matrice non-négative.

Définition 1.4.2 [7/A est une matrice positive si A est non-négative et Ik € n,3l € m :
ap, = 0, c’est a dire toutes ces entrées sont non négatives avec au moins une entrée (stricte-
ment) positive. Nous noterons une telle matrice par : A > 0.

Définition 1.4.3 [7/A est une matrice strictement positive si Vi € n, Vj € m : a;; > 0,
i.e, toutes ses entrées sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice par : A >>

0.
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Définition 1.4.4 [7/A est une matrice monomiale si les entrées de A sont toutes nulles
sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est strictement positive.

Exemple 1.4.2 La matrice

s
I
_ o O
o N O
S O W

est une matrice monomziale.

Remarque 1.4.1 une matrice de permutation est une matrice monomiale dans laquelle
chaque entrée non nulle est égale a 1.

Définition 1.4.5 [7] Soit A € R™". A est définie positive si seulement si
2P Az > 0,YA € R™", 2 # Ogn.

Exemple 1.4.3 Soit la matrice A

Pour tout © = (1, 79, 13)T € R3,

1 00 T1
vTAr = (zyax923)[ 0 1 0 o |,
0 0 3 T3
T
= ($1 T2 1’3) T2 )
3?[73

= 2} + a5+ 325 > 0.
Ce qui montre que la matrice A est définie positive..
Définition 1.4.6 La matrice carrée A est symétrique si seulement si
AT = A

Définition 1.4.7 [7/A est une matrice de Metzler si Vi € n,¥Yj € m, i # j : a;; = 0, i.e :
toutes ses entrées hors diagonale sont non négatives.

Exemple 1.4.4 La matrice A est une matrice de Metzler,
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1 2 4
A= 2 -1 0
4 5 =3

Proposition 1.4.1 [7/A est une matrice de Metzler si et seulement si
vt >0, e e R,
Ou de manicre équivalente,vt > 0, l'orthant positif R} est et -invariant c’est o dire

Vt >0, Yo € R?, etz € R
Preuve. U
Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel A > 0 telle que
(A+AL,) > 0.
Sachant que
A+ AN, — AL, = (A4 A,) — M,

a0 .
il s’ensuit que,

At e(A—l-)\In)t—l-(—)Jn)t’

AR ) (AT

du fait que eATME € R ot (M)t € RV,
Suffisance :

Supposons que YVt > 0, et > 0, ainsi,
d et — T
A=—(eM),_p = lim
gl im0 = fim —

Prenons comme e; le j**™¢ vecteur de la base canonique, nous obtenous pour i # j :

(ete; — ¢, i)

a;; = lim
Y t—0Tt t 7
(eAe; —e;, e)) (e, e)
—  lim j J G/ 3y €
t—0t t t ’
At
ete; —e;, €
= lim < J ) 1> 2 07
t—0+ t

puisque (e;, e;) = 0. Dés lors a;; > 0 pour i # j, ainsi, la matrice A est donc une matrice de
Metzler.



1.5 Exponentielle d’'une matrice 8

1.5 Exponentielle d’une matrice

Définition 1.5.1 [7/L’exponentielle d’une matrice carrée A de dimension n se définit par
son développement en série entiére

+oo 1
A A2 A3
A _ _
e’ = EO—Z.! =I,+A+ o + a3l +....

Il est clair que e? est de méme dimension que A.
Proposition 1.5.1 Soient A et B deux matrices de dimension n,
1. Si les matrices A et B commutent, i.e, AB = BA, alors

€A€B — €A+B'

1.6 Quelques méthodes de calcul de ’exponentielle d’une
matrice

Plusieurs techniques existent pour calculer e parmis elles, citons les méthodes suivantes :

1.6.1 Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 1.6.1 (Cayley-Hamilton) Toute matrice A de dimension n satisfait son équation

caractéristique
Po(A) = A"+ ap A"+ L+ a1 A+ agl, = 0.

On déduit du théoréme la relation suivante :
A" = —an,lAnfl — .. CL1A - CL[)[n.
Les a;,7 € n sont des constantes réelles.
Exemple 1.6.1 On considére la matrice A suivante :
-3 0
=(34)

Alors, les valeurs propres de la matrice A sont Ay = —1 et A\g = —3 .
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D’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton, on a :
e = aply + ai A.

Calculons «q, o :

Exemple 1.6.2 o, oy sont les solutions du systéme suivant :

{ e =ay— 3

(& = g — (1

Ce qui donne :

Donc

1.6.2 Le cas d’une matrice diagonale

Si D est une matrice diagonale, c’est a dire :

d 0 ... 0
0 do ... O
0 0 ... d,

Alors, son exponentielle est obtenue en calculant ’exponentielle de chacun des termes de la
diagonale principale :

e 0 0
0 e® 0
el = .
0 0 efn

1.6.3 Le cas d’une matrice diagonalisable

Soit A une matrice diagonalisable, i.e, : (il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D = diag();), Vi = 1, ..., n telles que, A s’écrit sous la forme : A = PDP~'), alors
son exponentielle est donnée par :

e = peP Pt
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1.6.4 Le cas d’une matrice nilpotente
Si A est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence ¢, i.e, A7 = [0],
d’ou
A™ =1[0], Vm = q
Alors, 'exponentielle de la matrice A se calcule directement & partir de son développement
en série, puisque celui-ci ne comporte alors qu'un nombre fini de termes :

4q Ak A2 A3 Ad-1

Exemple 1.6.3 Considérons la matrice A suivante :

10
4= ( Lo ) |
La matrice A est nilpotenete d’indice de nilpotence 2, car A? = [0].
Alors son exponentielle est :

€A:[2+A
_(roy, (Lo
- 01 00
(20
N 01

1.7 Notion du systéme dynamique

Définition 1.7.1 Un systéme est un ensemble de piéces ou objets qui réalisent une opéra-
tion spécifique, il y a donc une notion d’action sur l’environnement en fonction d’excitation
exterieur

Un systéme est ainsi défini par ses entrées et ses sorties qui le relient & I’environnement

extérieur.
uit) Yit)

» Systéme .

Le systéme dynamique linéaire est défini par :

{ i(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t),

avec x(tg) = xg, x(t) € R™ représente 'état du systéme, u(t) € R™ est le controle du systéme
appelé aussi entrée, y(t) € RP la sortie su systéme.

A € R™™ matrice d’état, B € R"*™ matrice de commande (d’entrée), C' € RP*™ matrice de
mesure (sortie) et D € RP*™ matrice de transfert direct.
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La trajectoire : Nous cherchons a résoudre 1’équation d’état précédemment introduite et
qui s’écrit dans le cas général

dx(t)
dt

Le cas des équations différentielles matricielles se traite de maniére similaire au cas scalaire.

= Ax(t) + Bu(t).

L’équation homogene associée s’écrit :

dx(t)
pr— :A
() = 57 = Aa(t)
alors,
t t
/ L / Adt
POR
to to
Donc

z(t) = A0 (t).

O ty est 'instant initial.
La résolution avec second membre s’effectue comme dans le cas scalaire :

Cfl—f = Ax(t) + Bu(t),
ceci implique que :
_Atfi—j = e M Az(t) + e Bu(t),
d’ou
_adx — At —At
et e Az(t) = e Bu(t),
d
— E(e’Atx(t)) = e Y Bu(t),
t
— e M) = e Mou(ty) +/6A7Bu(7')d7',
to
donc

t
z(t) = ety 4 /GA(t_T)BU(T)dT.
to
En dernier la réponse du systéme dynamique est
t
y(t) = Cetlt=t) g, + C/GA(t_T)Bu(T)dT + Duf(t).

to
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Exemple 1.7.1 On considére le systeme dynamique décrit par le circuit RLC' :

) N\
R
'(0 \JAN) N
i3
e

-

R L

" R2 .
t i )
e(h\ s(t)

.
S

V(UTC _

Les équations physiques de ce systéme électronique sont comme suit :

e(t) = (R + Ro)i(t) + L% + v(t)
i(t) = C%
s(t) = Ryi(t) + v(t)

avec Ry, Ry > 0, C > 0.
Suite a I’application des lois physiques notamment les lois de Kirchhoff, on obtient le systéme
suivant :
{ﬂwz—@#@mw+%uw
i(t) = S (t)

On pose x1(t) = i(t) et xo(t) = v(t). Et aprés modélisation, le modeéle devient

ceci est équivalent a :

avec



Chapitre 2

Controlabilité des systémes
dynamiques linéaires positifs a temps
continu

Dans ce chapitre, nous définissons les systémes dynamiques linéaires positifs en temps
contin. Ausssi nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un systéme
dynamique linéaire soit positif. Ensuite, nous présenterons les tests de controlabilté de cette
classe de systéme.

Pour ce faire nous nous sommes basées sur les références suivantes : [3], [7], [L3] et [14].

2.1 Positivité des systémes linéaires dynamiques a temps
continu

Considérons le systéme dynamique linéaire en temps continu décrit par :

i(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t), (2.1.1)
l’(to) = Xop-

Définition 2.1.1 [e systéme est dit positif si a toute entrée positive et une condition initiale
positive, correspond un état positif et une sortie positive.

Alors, par défnition le systéme [2.1.1] est dit positif si et seulement si:

Vzg € RY, Vu € RT < z(t) € R} et y(t) € R*.

Nous présenterons quelques définitions sur la positivité externe et la positivité interne. Nous
donnerons la relation qui existe entre ces deux notions.
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2.1.1 Positivité externe

Définition 2.1.2 [7] Le systéme linéaire est dit externement positif si la sortie
correspondante a [’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e. pour
ro = x(0) =0 et pour tout u(t) € R, t >0, on a y(t) € R, pourt > 0.

2.1.2 Positivité interne

Définition 2.1.3 [7] Le systéme linéaire est dit internement positif si pour xy € R’}
et tout controle u(t) € R pour tout t > 0 on a x(t) € R} et y(t) € RY pourt > 0.

Théoréme 2.1.1 [7]/Le systéme linéaire est internement positif, si et seulement si, A
est une matrice de Metzler et B € RT™, C € RE“™ et D € RE*™.

Preuve. Nécessité :Si le systéme est internement positif, alors :

z(t) € R et y(t) e R,

O
pour
zo € RY et u(t) € RY,
tel que
¢
x(t) = eA(t_tO)x(to) —f-/@A(t_T)Bu(T)dT,

to

et

¢
y(t) = CeAt=t)x(ty) + C’/eA(t_T)Bu(T)dT + Du(t)
to

Suffisance :
Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C' et D sont positives, alors
exp(At) est positive.

Théoréme 2.1.2 [7] Le systéme linéaire a temps continu est positif si et seulement si
la matrice A est une matrice de Metzler et B > 0, C' > 0.

.....

Remarque 2.1.1 [7] La positivité interne implique la positivité externe mais ['inverse n’est
pas vrat.
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2.2 Applications

— Des systémes a variables physiques positives par nature (niveaux, débits, concentrations,.
— Modeles a compartiments : Applications en médecine, cinétique chimiques, ...

— Modeles de dynamiques de population.

— Circuit RLC.

— Sciences de la communication et de I'information.

— Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques,...

2.3 Controlabilité des systémes dynamiques linéaires
positifs & temps continu

2.3.1 Notion sur la controélabilité

Considérons le systéeme dynamique linéaire positif suivant :

t(t) = Ax(t) + Buf(t),
y(t) = Cz(t) + Du(t), (2.3.1)
z(ty) = xo.

ou z(t) € R, u(t) € R et y(t) € R, A est de Metzler et les matrices B, C' et D sont
positives de dimensions appropriées.

Définition 2.3.1 Un état x est dit controlable s’il existe un moyen u transférant ’état du
systéme de xqo vers zéro en un temps fini T, i.e,

Vo € R", Ju tel que x(t) = 0.

2.3.2 Tests de controlabilité des systémes linéaires positifs
Test par la matrice de Kalman

Théoréme 2.3.1 (Kalman) Le systéme est controlable si et seulement si le rang de
la matrice de controlabilité

¢ =[B, AB, A’B,..., A" 'B]
est égale a n.

Exemple 2.3.1 Conisdérons le systéme suivant :

& = Ax(t) + Bu(t)
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= (33)0-(2)

La matrice de Kalman 1 correspondante est :
0 1

dety = —1#0.

1) est de rang plein, donc le systéme est controlable.

par suite,

Test par le grammien de controélabilité

Définition 2.3.2 Le grammien de contrélabilité dans le cas d’un modéle a temps continu est
une matrice n x n notée W,(0,t;) est définie par :

tr
W.(0,t5) = / A= BRTeA =T dr,

0

W.(0,;) est une matrice symétrique et définie positive.

Proposition 2.3.1 La paire (A, B) est dit contrélable si et seulement si

tr
Wc(o, tf) = / eA(tf_T)BBTeAT(tf_T)dT
0
soit inversible.

Preuve. ]
Supposon que W, est inversible, alors il existe le controle

U(t) — _BTeAT(tffT) chleeAtf
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donc

~
~

z(t) = eMag+ [ AT BU(T)dr,

eA(tf‘r)B<_BT6AT(tf77) chleeAtf)dT’

= eAtfiEo +

_ T _ _
= Mg — [ A BBTA U T)Wc Lroetdr,

Lo T— s T — s T

7
= M (g — /eA(tf_T)BBTGAT(tf_T)Wc_ledT),

0
= 0.

Donc la paire (A, B) est controlable.

Inversement, on suppose que le systéme est controlable, alors nous devrons montrer que
W.(0,15) est inversible

Si on suppose que W, n’est pas inversible i.e :

3Z#0telque W.Z =0, = Z"W.Z=0

ty
— 77 / A= BRTA =" qr | 7 =0

0
ty

— / ZTeAts =T BRT ATt =7) g — )

0
ty

— /||ZT6A(tf_T)Z||2dT =0
0

— ||Z7eMDZIP =0
— ZTeAl 7 =0 (2.3.2)
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On a la paire (A, B) est controlable alors,

Vxo, Jutqe(t) = 0,

Si on pose : xg = Z, alors,
t

/ZTe_ATBU(T)dT =777,
to

Par conséquent,
—Z"Z =0,

cette équation est vrai si Z = 0 (contradiction avec la supposition).
Donc, la matrice W, est inversible.

Exemple 2.3.2 Conisdérons le systéme dynamique linéaire positif a temps continu suivant :

&(t) = Az(t) + Bu(t),

=(38) (1)

ou

donc
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Alors,
1
det W,(0,t;) = ﬁtjﬁ #£0, Vi;>0.

Par conséquent le systeme est controlable.



Chapitre 3

Systémes dynamiques linéaires positifs
de Lyapunov en temps continu

Dans ce chapitre, nous allons étudier la controlabilité des systémes dynamiques linéaires
positifs & temps continu de Lyapunov. Dans un premier temps, nous allons transformer le
systéeme dynamique de Lyapunov & un systéme linéaire invaraint standard pour faciliter
I’étude des propriétés de cette classe de systéme. Nous nous basons pour ce faire sur les
références suivantes :[3], [8], [9] et [10] .

Définition 3.0.3 [10/ Un systéme différentiel linéaire de Lyapunov est un systéme décrit par
les équations :
{ i(t) = Az(t) + z(t) B + Fu(t), (30.1)
y(t) = Cz(t) + Du(t), e

ot z(t) € R™™ est I'état, u(t) € R™ ™ est le controle, y(t) € RP*™ est la sortie, A € R™",
BeR"™ FeRY™™ CeRPF"et De RP¥™,
Maintenant, en appliquant 'opérateur vec au systéme de Lyapunov [3.0.1, nous aurons :

vec(z(t)) = wec(Ax(t) + x(t)B + Fu(t)),
= (,® A) vec (z(t)) + (B" ® I,) vee (z(t)) + (I, ® F)vec(u(t)),
= [(1, + (BT ® I,) | vec (z(t)) + (I, ® F) vec(u(t)).
Et
vec(y(t)) = wvec(Cxz(t) + Du(t)),
= (I, ® C)vec(z(t)) + (I, ® D)vec(x(t)).

Finalement, le systéme est équivalent au systéme suivant :

T(t) = Ai(t) + Ba(t),
g(t) = Cz(t) + Da(t), (3.0.2)
Z(to) = To.
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Ou
i(t) = vec(z(t)) € R™ i(t) = vec(Z(t)) € ER”Z, u(t) = vec(u(t)) € R",g(t) = vec(y(t)) €

R, A= (I, A)+ (B"®1,) € R B =(I,®F) € R">*" C = (I, ® C) € R
D = (I, ® D) € Ren<nm.

3.1 La trajectoire du systéme de Lyapunov en temps
continu

Définition 3.1.1 [3/On appelle matrice de transition, l'unique solution de [’équation diffé-
rentielle

#(t) = Ai(b), (3.1.1)

satisfaisant la condition initiale T(ty), et qui est donnée par

¢<t7 tO) = gbl (t7 t0)¢2(t7 to)a

avec

¢1 (tv tU) = exp[(]n ® A) (t - tO)]a
Gy(tto) = exp[(BT @ L)(t—to)],

donc toute solution de[3.1.1] est de la forme
il@) = ¢<t>t0)i<t0)7

avec est T(tg) un vecteur constant d’ordre n?.
Propriétés de la matrice de transition [3]
La matrice de la transition ¢ vérifie :

— o(t, t) = 1.

= (o(t, t0)) ™" = d(to, t).

— o(t, to) = Ad(t, to).

— d(to, t1)P(t1, t) = o(to, 1), V(¢, to, t1) € R3.
Preuve. On considére

Bt to) = 1t to)da(t,to) + ¢y (t o) da(t, to)

= (I @A)y (t,t0) bt  to) + (B' ® 1)y (t,t0) s (¢, o)

= (¢o(t,to) + (BT @ 1))y (t, to)da(t, t0)-
Alors,

(t,to) = Ag(t, to)
De plus,
Ot 1) = ¢y (£, 1)y (L, 1) = Ln2lye = L2
O

Alors ¢ est la matrice de transition de et chaque solution de est de cette forme.
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Théoréme 3.1.1 [3]Soit ¢(t, to) la matrice de la transition de alors la solution unique
de satisfisant la condition initiale T(to) = To est

i(0) = ottt [a(00) + [ ott. 7)1 @ Fyir)ar |

Preuve. Pour cela nous démontrons ceci en deux étapes :
Etape 1 : La solution de ’équation homogéne qui est donnée par :

T(t) = o(t,t0)Z(to)

Etape 2 :La solution de I’équation non homogene :

#(t) = Az(t) + Ba(t) (3.1.2)

Dans ce cas, la méthode utilisée pour trouver la solution est la méthode de la variation de la
constante, on a donc Z(t) = ¢(t, t9)z(t), avec

z(to) = Z(to)

Par dérivation, on trouve

B(t) = (¢, to)z(t) + B(t, to)2(t)
L’équation devienne
(1, ® B) + (B” ® L)(t, to)=(t) + b, to)(t0) = Ad(t, to)=(t) + Ba(t)

Apres simplification on obtient

¢(t, to)z(to) = Bu(t)
d’ou

5(8) = b(to, ) Bii(t)

d’aprés intégration, nous obtenons :
t —
z(t) = z(to) +/ ¢(to, T)Bu(t)dr
to
d’ou

(t) = ot to) {z(t0)+/t¢(t0,7)3a(t)d7}

to
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3.2 Positivité des systémes dynamiques linéaires de Lya-
punov a temps continu

Définition 3.2.1 [10/Le systéme de Lyapunov est dit internement positif si et seule-
ment si x(t) € RV™ et y(t) € RY" pour tout w9 € R™ tout controle u(t) € RM™,

Théoréme 3.2.1 [10]/Le systéme de Lyapunov est positif si et seulement si A et B
sont des matrices de Metzler et F' € R, C € RE*", D € RE*™.

Preuve. C[10]
Le systéme de Lyaponov est positif si et seulement si le systéme standard équivalent
est positif , Par le théoréme de positivité du systéme standard a temps continue,
La matrice A doit étre de Metzler et les matrices B, C' et D doivent étre positives.

Exemple 3.2.1 Soit le systéme|[3.0.1] avec les matrices suivantes :

-1 2 1 0
a= ()=o)
-3 1 10
5= (3 5)e=(o1)
00
o (00).
A et B sont des matrices de Metzler.

F., C et D sont des matrices a entrées non négatives.
On peut conclure donc que le systéme est positif.

3.3 Controlabilité des systémes linéaires positifs de Lya-
punov a temps continu

Définition 3.3.1 [3/Le systéme de Lyapunov positif est dit controlable si et seulment si :
Vo, V2, VI >0 fini ,

Ja(t) : [to, T] — R™"/ &(T, 7o, @) = ;.
3.3.1 Tests de controélabilité des systémes linéaires de Lyapunov

Test par la matrice de Kalman

Théoréme 3.3.1 Le systéme est controlable si et seulement si la matrice p définie par :

0= |B AB A’2B  AV'B|,
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est de rang plein, i.e : rg () =n?, avec A=1,@ A+BT®1I, et B=1,® F.
La mtrice ¢ est appelée la matrice de controlabilité, dans ce cas, la paire (A, B) est dite
controlable.

Exemple 3.3.1 On considére le systéme linéaire positif de Lyapunov suivant :

{ i(t) = Ax(t) + x(t)B + Fu(t) (3.3.1)
() = Ca(t >
Avec
-1 2 -1 1
ve(0a)ee ()
10 10
0(21>etF(11>.
Alors
i - 10®—12+—10®10
N 0 1 0 2 1 2 0 1
-2 2 00
B 0 100
N 1 01 2]’
0 10 4
et
= 10 10
o= (ov)e(a1)
1 000
B 2100
N 0010 |
00 21
La matrice de Kalman est donnée par :
¢ = |[BAB A’B A’B|
-220002002-220 0 -26 0 0
/6 10011001 1 0 0 1 1 0 O
N 1 01 210323 4 11 10 15 12 43 42
0 10411445 5 16 16 21 21 64 64
Le rang de la matrice ¢ est :
rg(p) =4

Par conséquent, le systeme de Lyapunov est controlable.



3.3 Controélabilité des systémes linéaires positifs de Lyapunov a temps continfd5

Test par le grammien de contrélabilité

Proposition 3.3.1 Le systéme|5.0. 1| est controlable si et seulement si la matrice de contro-
labilité de dimension n? x n?

ty
W0, 1)) = / o, 7)1 © F) (I, © F)T6" (¢, 7)dr,
0
est inversible.
La matrice W.(0,ty) est appelée grammien de contrélabilité.

Exemple 3.3.2 Considérons le systéme linéaire positif de Lyapunov suivant :

i(t) = Az(t) + z(t) B + Fu(t)
{ y(t) = Cu(t) (3.3.2)

avec
10 10
v=(on)o=(on)
10 10
o= (20)ar-(10).

En prennant ¢y = ¢ on obtient :

¢(0,7) = exp[(l,® A)(t —7)] x exp[(B" @ L) (t — 7)]
AT 0 0 0 e 0 00
0 0 0 0 0 ¢ 0 0
9(0,7) = 0o 0o 0|l o o 0o
0 0 0 0 0 0 00
e2t=1 0 0 0
B 0 00 0
B 0 00 0
0 00 0
et
10 10
(I2®F)—(01)®(10)
1000
(1000
~loo1o0|
0010
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Par suite
2t=7) 0 0 0 1 000
T B 0 000 1000
o(t, 7)1, @ F) (I @ F)'¢" (t,7) = o ooo0l> oo 1o
0 000 0010
1100 e2t=1 0 0 0
><oooo>< 0 00 0
0011 0 000
0000 0 000
=70 0 0
B 0 000
- 0 000
0 000
D’ou
Jye'®dr 0 0 0
0 00 0
0 000
—lileft 9 00
B 0 000
- 0 000
0 00 0

Comme det IV,(0,¢) = 0, alors le systéme n’est pas controlable.

Théoréme 3.3.2 [I0)]Le systéme de Lyapunov positif est dit controlable si et seulement si la

matrice
ly

we(0,tf) = /eA(th)FFTeAT(th)dT,
to
est monomiale.

Preuve. [ Siw.(fo,ts) est une matrice monomiale, alors w_ ' (tg, t;) € R™*" existe. Donc

il existe le controle
u(t) _ FTeAT(tfft)wcfleeB(tftf)

alors,

t
CL’(t) — 6A(t—t0)x063(t—to)+/ eA(t—’r)Fvu(T)eB(t—q—)dT7

to

t
wlty) = e +/ A= R A =0y 1y e Bt Bl =) g
to
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pour g =0

t
z(ty) = / Al FETA =0y dr = 2.

to

Car

Bt Bly=7) — [

Exemple 3.3.3 Soit le systéme|3.0.1| avec :
10 11
=(on)r=(o0)
tr=7) tr=7) 1 0
Atyg—1) _ [ € AT(ty—7) _ [ € T _
(0T )= (T )= (00)

oppre (T Y (10 (o)
2¢tr=7) () elti=7)
- < 0 0)( 0 1>’
2e2(tr=7) )
- (70

Alors,

Donc

En prennant ¢y = 0, on obtient :

ty
f 2e2(tr=7)
0

0 0

L (e oy,

we(0,ts) n’est pas monomiale, par suite le systéme n’est pas controlable.

wC(Ov tf) =

Y



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté les conditions nécessaires et suffissantes pour la
positivité des systémes dynamiques linéaires positifs de Lyapunov. Aussi, nous avons étudié
la controélabilité de cette classe de systémes en se basant sur deux critéres importants : critére
de Kalman et le grammien de controlabilité
Tout au long de ce travail, des exemples d’application ont été introduit pour mieux illustrer
cette étude.
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