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Résumé

Les équations différentielles fractionnaires EDF'S sont trés importantes dans la résolution des
problémes dans différents domaines scientifiques comme la physique, la chimie,...etc.

Nous avons présenté quelques résultats qui consistent a étudier 'existence et 1'unicité de
la solution d’un probléme d’équation différentielle fractionnaire. Ce résultat est basé sur le
théoréme de contraction de Banach.

Mots clés : Dérivée au sens ¢—Hilfer ; Point fixe ; Existence et unicité ; Principe de contrac-
tion de Banach.

Abstract

Fractional differential equations are very important in solving problems in different scientific
elds such as physics, chemistry, etc.

We presented some results which consist in studying the existence and uniqueness of the solu-
tion of a fractional differential equation problem. This result is based on Banach’s contraction
theorem.

Keywords : p—Hilfer fractional derivative ; Existence and uiniqueness; Fixed point theorem
of Banach.
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Notation

Deux nombres réels entre 1 et 2.

Deux nombres réels entre 0 et 1.

Intervalle fermé de R d’éxtrémites a et b.
Intervalle semi ouvert de R d’éxtrémites 0 et oo.
Intervalle ouvert de R d’éxtrémités a et b.
Ensemble des nombres entiers naturels.
Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres complexes.

{f :[a,b] = R; f n—fois dérivables et continue} .
la dérivées fractionnaire ¢-Hilfer d’ordres a;.

la dérivées fractionnaire ¢-Hilfer d’ordres af.

la dérivée fractionnaire au sens de ¢-Caputo d’ordre a.
Fonction Gamma d’Euler.

L’intégrale fractionnaire ¢-Riemann-Liouville d’ordre a.



Introduction

Depuis le début du calcul fractionnaire en 1695, il existe de nombreuses définitions des in-
tégrales et des dérivées fractionnaires et au fil du temps de nouvelles dérivées et intégrales
fractionnaires sont apparus. Récemment, Almeida [I] utilisait I'idée de la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo par rapport & une notre fonction. Dans cette perspective, nous utilisons
I’idée de dérivée fractionnaire de Hilfer, et proposer un opérateur différentiel fractionnaire
d’une fonction par rapport & une autre fonction, le dérivé dit de p—Hilfer.

La théorie des équations différentielles fractionnaires est 'un des plus importants champs
d’applications de la théorie du calcul fractionnaire, en effet de nombreux phénomeénes se
modélisent par des équations différentielles fractionnaires (voir, [2], [3] ) et I'étude de ces
derniéres permet certainement une meilleure interprétation des phénomeénes physiques.
Dans 'article [4], les auteurs ( H. Beddani, M et all ) ont étudié 1’équation différentielle
fractionnaire suivante :

( ; 2,095
H"D:i"@w?ﬂp (Hipa+ Ba “"u) (t) = G(t,u(t)), t€la,b],
u(a) = 0,u(b) = ;Aiu (¢i)
wp HiDZ‘iﬁz?‘Pu) (CZ) — O’
v, HiD;‘iﬂQ?“’u(b)) =T7u((), a< (G <b

ou HiDgﬁ’ﬁ ¥ et HiDg‘f’ﬁ *? sont des dérivées fractionnaires de type p—Hilfer. Dans notre travail,
on considere le probléme suivant :

( Hipya1,81; iyoT,B1;
ey, (D) (1) = gt u(t)), tE(0,0],
i y1,B1; _ _
v, (M D #0) (0) =0, u(0)=0,
v, (H@'Dgrﬁ%) (1) = Lo(t), 0<t <<ty <b (0.0.1)

k
C No1;e — C noae
DytPu(b) = >° “Dyi¥v(X;), 0< A <b,
\ J=1
ol HiDgi’B VY et H"Dgﬁ’ﬁ ¥ sont les dérivées fractionnaire ¢-Hilfer d’ordres ay, ay et “Dgt*
la dérivée fractionnaire au sens de p-Caputo d’ordre 7.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres et s’achéve par un conclusion générale.
Chapitre 1 : Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires.
On rappellera les définitions et les propriétés essentielles correspondantes a la notion de
I'intégration et la dérivation fractionnaire de type @-Hilfer et de type ¢-Caputo.
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Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on trouve la solution de probléme [0.0.1}

Chapitre 3 : Ce chapitre est consacré a I’étude d’existence et d’unicité de la solution d’un
probléme d’équation différentielle fractionnaire au sens p-Hilfer qui basé sur le théoréme de
point fixe, pour cela nous utilisons le principe de contractante de Banach.

Chapitre 4 : Dans ce dernier chapitre, on donne un exemple pour illustrer les résultats
obtenus.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons présente quelques outils mathématiques de base essentiel sur
la théorie de calcul fractionnaire telles que, la fonction spéciale comme fonction Gamma,
I'intégrale fractionnaire au sens de p—Riemann-Liouville, la dérivée fractionnaire au sens de
p—Riemann—Liouville, la dérivée fractionnaire de type p—Hilfer, la dérivée fractionnaire de
type pw—caputo. On termine le chapitre par une section réservée les éléments de théorie du
point fixe.

1.1 Outils mathématiques de base

Pour tout s,t € [0,00) et t > s, notons

Palt;s) = (0(t) — ¢(s)% a €R,
tel que ¢ : [a,b] — R une fonction croissante sur intérvalle [a, b] et ¢' # 0.

avec

(0(b) = (0)) = M.
1.1.1 Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire
Dans cette section, nous présentons la fonctions Gamma, ces fonctions jouent un role impor-
tant dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

Définition 1.1.1 [15] Pour z € C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma est définie par
lintégrale suivante :
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I(z) = /0 " exp (=) £,

avec I' (1) = 1, ' (07) = +o00, I' est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0<z<1.
une propriété importante de la fonction Gamma I" est la relation de récurrence suivante :

I'(z+1) =2I'(2), (1.1.1)
qu’on peut la démontrer par une intégration par parties :
I'z+1)= / exp (—t) t*dt = [—exp (—t) t*];” + z/ exp (—t) t* tdt = 2T (2).
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n+1) = n! Vn eN, en effet T'(1) = 1
et en utilisant la relation (1.1.1), nous obtenons :
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1.1.2 Intégrale fractionnaire Riemann—Liouville

Définition 1.1.2 ([12])Soit (a,b) tels que (—oo < a < b < o0) un intervalle fini ou infini
de demi-aze (0,00) et a > 0. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s’appuie sur la
formule de Cauchy pour le calcul de l'intégrale répétée n fois qui est donnée par :

t

1

Tohu(t) = m/(t — 5)* u(s)ds.

1.1.3 Intégrale fractionnaire o—Riemann—Liouville

Définition 1.1.3 ([12])Soit (a,b) tels que (—oo < a < b < 00) un intervalle fini ou infini
de demi-aze (0,00) et a > 0. De plus, soit ¢ une fonction croissante positive sur [a,b], qui a
une dérivée continue @' sur |a,b]. L’intégrale fractionnaire o— Riemann—Liouville d’ordre o
d’une fonction u par rapport & une autre fonction ¢ sur [a,b] est défini par :

t

/gp’(s)gpal(t, s)u(s)ds, (1.1.2)

a

1
(o)

I u(t) =
ou I'(.) est une fonction Gamma.

1.1.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann—Liouville

Définition 1.1.4 ([12]) Soient n — 1 < o < n avec n € N et [a,b] est un intervalle tel que
(—o0 <a < b<+400), on définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann—
Liouville d’une fonction u : [a;b] — R par :

Dratt) ~ () Zrulo

¢
1 d"
= md?/(t —s)"* ty(s)ds,n — 1 < a < n.

a

1.1.5 Dérivée fractionnaire au sens de p—Riemann—Liouville

Définition 1.1.5 [12] Soit n € N et soient p,u € C" ([a,b],R) deux fonctions telle que ¢
est croissante avec @' # 0. Pour tout t € [a,b], la dérivée fractionnaire ¢— Riemann—Liouville
d’ordre o d’une fonction u est définie par :

D) = () T

P (t) dt

- == (5 %)n]go’(sm_a_l@,s)u(s)ds,

a

oun = [a|+1, [a] représente la partie entiére du nombre réel .
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1.1.6 Dérivée fractionnaire de type Hilfer

Définition 1.1.6 ([9/, [11)]) Soient n — 1 < a < n avec n € N et [a,b] est un intervalle tel
que (—oo < a < b < +00), on définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Hilfer
d’une fonction u : [a;b] — R par :

mozu) =730 () TP = TPt

1.1.7 Dérivée fractionnaire de type p—Hilfer

Définition 1.1.7 ([9], [11]) Soient n —1 < a < n avec n € N et [a,b] est un intervalle tel
que (—oo < a <b<+00) et p,u € C™"([a,b],R) deux fonctions telle que ¢ est croissante
avec @' # 0. Pour tout t € [a,b], la dérivée fractionnaire o— Hilfer d’une fonction u d’ordre
a et < B <1 est définie par :

1Ty, 05 n—a); 1 d " —p)(n—a); —aq; 3
mppeu) = 210 () TR = D),

oun=al+lety—a=0(Mn-a).
Exemple 1.1.1 On pose :
1 1
0425, 6=0, n=1 donc 725,

il vient : '
HIpl2y (1) = DY 5u(t).

N 1 d\"_, .
D) = (o) T uto)

Pour p =t,u=c,ona:

3/450 (raN
D u(t) = I\ u(t)

1dt
t
1 1d\" 12
— Lt—lﬂ
I'(1/4)
Donc,
Hipii2;¢u(t) __C 412

- T/
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Lemme 1.1.1 Soit u € C"([a,b],R), n—1<a<n, 0<[F<1ety=a+p(n—a), aors

k=n

« LY, 05 - SO n— —P)\n—a);
L (D0 = ulh) = 3 5oy H 1 VeI (), te [,
k=1 v
ot "
VIru(t) = 4 u(t).
v @' (t) dt
Exemple 1.1.2 Pourn = 2, il vient :
Ia,cp(HiDa,ﬁ;go )(t) _ (t) — Sov—k(t’a') v[n—k]z'(lfﬁ)(”*a)#’ ( )
at ot U = u k:11_‘<7_k+1) © at ula
Spyfl(t’a) (1-B)(2—a);p 90772(1‘-’0') (1-8)(2—a);p
= u(t) - | ——~—V,.Z Tula) + —=—-—+1 Tu(a
( ) |: F(W) $~at ( ) 1—1(7_ 1) at ( )
90771 (tv CL) (10772(757 a)
= t
ot mg,m1 € R, ou bien :
B t) — ¢(a))" (o(t) — p(a))
Ia,cp HzDa,ﬁ,go 1) = ¢ (@(
o P 0 = ult) P e T gy

tel que v = o+ (2 — «), c’est-a-dire 2 — v = (1 — ) (2 — ).

Proposition 1.1.1 Soient (n—1<a<n<o),n € Net0<p<1. Pour toutt > a, on

DL () = e i)
G
= o elt) = e

1.1.8 Opérateur p—Laplacien

Définition 1.1.8 [T]/Soient p €]1,+o0[ et s €]0, 1], alors on définit le p-Laplacien faction-
naire par :

(—A)u(x) = 2PV, /RN Juz) — u(y)[" (u(z) “W) g e e RY

|z —y| VP
avec
_ p—2 _ _ p—2 _
PV / [u(x) — u(y)| Jsi(x) u(y)) dy = lim lu(x) — u(y)| J&(w’) u(y)) d
RN lz—y|" " 0% JRN\ B(a,e) lz —y[" T
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Lemme 1.1.2 Soit ¢, un opérateur p— Laplacien. Alors on a :

1. Si|61], |62 2 p>0,1<p<2, et ;02 >0, nous trouvons :
|10, (81) — ¥, (62)] < (p—1) pP% 161 — 0a] .
2. Sip>20<]|01], [02] < p,. Il vient :
|1,(81) — ¥, (82)] < (p— 1) P22 (61 — 0o .

1.1.9 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.1.9 ([12], [1]) Soit f € C™([a,b],R),n € N*, on définit la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suit :

s -1 (5) 100

1.1.10 Dérivée fractionnaire au sens de p—Caputo

Définition 1.1.10 ([12], [1])Soit f € C™([a,b] ,R),n € N*, on définit la dérivée fraction-
naire au sens de p—Caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suit :

a,p _ n—o,p 1 d "
"D s = 1 () 10

Remarque 1.1.1 La dérivée HiD;lf ¥ est considérée comme une interpolation entre la déri-
vée de p— Riemann-Liouville et la dérivée de p— Caputo puisque :

. DI*f A=,
’LDZZ- #Pf — .
“DrFf p=1.
Proposition 1.1.2
1. Soit S € Ravec B >mn,on a:
I'(B)

DI (p(t) — pl(a))’ ! =

DN T f(t) = f(2).

Proposition 1.1.3 [6/Soit les nombres a;, i = 1, ...,k positives, on a :

k q k
(z) <o (zaz) .
=1 i=1
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1.2 Eléments de Théorie du Point Fixe

Les théorémes de point fixe consistent a transformer un probléme donné en un probléme du
type x = @(z), ainsi ils fournissent des conditions généralement suffisantes pour les quelles
I’équation = = () admet une solution.

Ce théoreme repose essentiellement sur les définitions suivantes (Voir :[12], [16], [7], [13], [15]).

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 ([12])(Espace vectoriel normé) Soit ||.| une norme associée & un es-
pace vectoriel X, le couple (X, ||.||x) est appelé un espace vectoriel normé.

Définition 1.2.2 [15])(Espace Complet) On dit que X est complet pour la norme ||.|| 5 si
tout suite de cauchy dans X est convergente.

Définition 1.2.3 ([16]/)(Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est ap-
pelé espace de Banach.

Définition 1.2.4 ([7])(Application contractante) Soit (X, ||.|| ) un espace vectoriel normé.
Une application ® de X dans X est dite contractante s’il existe un nombre positive K € [0, 1],
tel que pour tout x, y, on a :

1®(z) = 2(y)lx < Kl —ylx-

Définition 1.2.5 ([15])(Application lipschitzienne) Soient G une partie de R?, f : G —
R une application et K un nombre réel positif. On dit que f est K-lipschitzienne par rapport
ay si

V(t,y) € G, |f(t,y) — f(t,y2)| < Klyr — vl

Ou K est appelée la constante de Lipschitz.
Si0 < K <1, on dite que f est contractante.

1.2.2 Théoréme de Point Fixe

Nous avons présenté le théoréme de principe de contraction de Banach qui assure I'unicité et
I’existence de la solution.

Théoréme 1.2.1 ([7])(Principe de contractante de Banach)Soient X espace de Banach
et ®: X — X. 5i ® est une application contractante, alors ® admet un point fixe unique.



Chapitre 2

Probléme aux limites avec la dérivée
fractionnaire au sens de p-Hilfer

Dans ce chapitre, nous étudions le probléeme d’équation différentielle fractionnaire au sens
p—Hilfer, et nous trouvons la représentation intégrale de la solution.

2.1 Position de probléme
On considére le probléme suivant :
( Hipye1.81 i85
i iy, (DT (1) = g(t,v(1), te [0,0],

v, (D5 ) (0) = 0, 0(0) = 0.
o, (TDFT) (0) = Lolt), 0<ti <<ty <b (2.1.1)
i=1

va k TV
CD(C;_,l_’@U(b) = Z (CD(O;_}_’(P’U> ()‘j) y 0< )‘j < b,
\ Jj=1
ol H"Dgfﬁ U7 et HiDBTi’B ¥ sont les dérivées fractionnaire ¢-Hilfer de ordres oy, oy tels que

1 < oq, a7 < 2et By, B; deux paramétres tel que 0 < 3y, B; < 1, et CDS“?““" la dérivée
fractionnaire au sens de p-Caputo d’ordre a7 et

6y(2) = |22, (2.1.2)

désigne 'opérateur p—Laplacien et vérifie :

J— -1 —
]_) + 5 =1, (wp) wq. (2.1.3)

Aussi ¢ : [0,7] — R est une fonction croissante telle que ¢’ # 0 et g : [0,7] X R — R une
fonction donnée.
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2.2 Solution intégrale

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes qui seront utilisés dans le chapitre
suivant.

Lemme 2.2.1 On suppose que 11 # 0, tel que

k

I = (p(8) = 9(O) 1 = 3 (plA) = ()T,

=1

eth : [0,b] — R une fonction continue, alors la solution du probléme aux limites fractionnaires
suivant : ) L
#ipgr ey, (HDEP) (1) = (), e [0,0],
v, (D57 0) (0) = 0, w(0) =0,
U, (HiDgf’Fl;“”v) (b) =>v(t;), 0<t;<..<t,<b,
i=1
k

CDetPou(b) = Y. “Deffu();), 0< ) <b,

\ Jj=1

avec est donnée par [’équation intégrale suivante :

o) = g [ PO )X (50)ds

(p(t) = p(0) "' T (71 — an)
+ TTE) x ;X (A, 0)
(o) = ()T (7 — an)

ou

TEhs) = g ¢ @0 adgta @) de,
b
Th(t) = o [ #0)una (b a)gta o(a))ds
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Preuve. Soit ' -
H1D3i7ﬁ1y<ﬁwp (HzrD(OX_‘l_,/J’ly‘Pv) (t) — h(t),

d’ou _
Igf@ [Hipgiﬁﬁ@@/}p (HiDg?ﬁlHPU) (t)i| — Igi;wh(t).

D’apres le lemme [1.1.1] nous obtenons :

8071_2(1;; 0) So'yl—l(tJ 0)

Hipanbie,)\ (1) = TO%h(t 2.2.1
o ("PE) (0 = T+ [Tt S e 221
; t) =02 (p(t) — e(0))" !
= TI7VPh(t) + (ol co + cr,
S A L YCh R
tel que
=1+ 52—a1) ou 2—v,=(1-75;)(2—0a1) et ¢ 1 €R,
car n = [ay] + 1 = 2. En utilisant la condition 1, <HiDST+1EWv) (0) =0, on a:
SN : t) —p(0)) 2 (p(t) —p(0))
HZ'D LB1¢ _ To¢ (90( -0
v ( o U) ) o O+ I'(y;—1 o I'(71) “ t—0 ’

Puisque on a :

Ogﬁlgl, (1—51)<2—061)20,

l<ay<2 n-2<0
Y1—1= (1 —1)+B(2—a) >0,
ce qui implique :
(p(t) = (0))1 7% — 00, t—0,
(p(t) = ¢(0)) 1 =0, t—0.
Donc .
_ { Py =1)  (p(t) —p(0)~ _
Co = — - C1 =0.
(o(t) = (0))n L'(7) 10
Alors, vue de (2.2.1) on a :
Hi 071,571;50 _ gale (SO(t) - 90(0))71_1
v, ( DI v) (t) = TO#h(t) + foy (2.2.2)

Nous utilisons la condition

n

v, (Hipgjaaﬁﬁ}) (b) = Zv(ti),

nous trouvons :

b, (DEETR0) (b) = T oh(b) +
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ce qui implique :

de (2.2.2)), il vient :

v, (Hifl)g‘?wgl?ﬂa,v) (t) = TSHh(t) +

D’apres , on a:
HipEFiey\ () — o | gosien gy o (0 = 0O | —
< DO"’ ’ U) (t) - wq {IO+ h(t) + (¢<b) Zv(tl) - z-0-5- h(b) } )

i=1

|
©
~—
(@]
N—
N—
2
=
L

en appliquant 'opérateur Ig‘:l ¥ sur cette formule et utilisant encore le lemme , alors

_ 0015 a5 (go(t)—gO(O))%_l - u(t:) — Q5
o(t) = IgHt |, {Im h(t) + (o) — o(0) [g (t:) — Io¢ h(b)] }]
(p(t) — p(0))112 (p(t) = @(0))1
L VG ) B v B

avec o o
Ti=a+pB(2—a1) ou 2—-77=(1-0;)(2—a) et ¢z s R

En utilisant la condition v(0) = 0 et les mémes téchniques nous obtenons : ¢o = 0. Alors

N 0 Rt (1)) Kl R SR
" {I“* MO o) @) [E e h(b)”
((t) = (0!
T

o(t) = IoT¢

(2.2.3)

Cs3.

_ k _
Maintenant, nous utilisons la condition “DgH v (b) = 3= “Dgi#v ();). On a

o(\) = 07

0, {I&mw + L0 — el liz}(m - I&;m(b)] H

(e(As) = ()"
L)

et d’aprés la proposition [1.1.2] il vient :

0, {ISMW 4 L) - e O livm) - I&;maﬁl H

g (RO )

+ C3,

C natse _ Cpanpgare
D0+ U()‘j) - D0+ Io+
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ce qui implique :

k k
> CDgEu(N) = )
j=1

D’autre part, on a :

() = 057

(o {Iﬁi;@h(t) + (z(z) — e [iv(ti) — I(?iwh(b)] H
i t=b

N (p(b) — 90(0))“*103.

()
Encore une fois, la proposition donne :

—~
—~
~—
|
jS
—
(=)
~
~—
2
fin
|
—

“DiEfu(b) = 1, {Ig‘j”’h(t)jt

1
P —a)
De ([2.2.4) et (2.2.5)), nous trouvons :

+
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puisque I # 0, on a :

mo2 (o) 0 |25
L(7; —a1) -_— (e(t) — (0" |\ -
B {Io+ O @ = e [;U(m o h(b)] }tb

en remplacant c¢3 dans ([2.2.3)), il vient :

e o DO [
. {I‘” MO o = o0 [ e h@] H

o(t) = IytY

Vue la formule (1.1.2)), on a :

L) = o [¢Ehean ou)s

Alors
v(t)
= F(i‘_l) /90/(5)900(11(?5, s) |¥q {Ig‘j“"h(s) " EiEZ; : ﬁg;;:_l L:lv(m B Igi;wh(b)] }] -
L (o) = ()P (7 — )
()




Chapitre 3

Existence et unicité d’une solution

Dans ce chapitre, nous étudions I'unicité de la solution en utilisant le théoréme de point fixe
de Banach et en se basant sur le principe de contraction de Banach (voir théoréme [1.2.1]).

3.1 Hypothéses

On suppose que :
— (H,) : La fonction g : [0,b] x R — R est continue.
— (Hy) : 1l existe deux fonctions positives 7 € C([0,b],R) et 7 : [0,00[ — [0, 00| telles que

pour tout ¢ € [0,b] on a :
{ lg(t, v(t)| < m(t) [v(t)]

T = Sup |r(t)],
te(0,b]

et

n

> u(t)

=1

S T ||U||C7

k

Z Xy (/\j’ O)

j=1

< K |X,(b,0)].

— (Hj3) : Il existe w > 0 et une fonction 6 : [0, co[ — [0, 00| telles que pour ¢ € [0,b], on a :
|g(t,7j) - g(tau)| Sw ‘U - U’| )

et

n n

> olts) = ulty)

=1 =1

<Olv—ulle.
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— (Hy) : Il existe k > 0, tel que :
k

sup |(Xv - Xu) ()\J70)| S k |(Xv - Xu) (ba O)|

o1 i€l

2 *Mal q—1
Q = 3(1—2<—7r )1+7) .

F(O_/l + 1
A = ) =) —an)
1 I T(7,) ‘
Mﬁ
Ay = (m + MK+ Al) Q.

2w M
N — Dy | == 14

3.2 Transformation le probléme

1. L’espace de Banach :
Co={v:[0,b] = R,v e CI0,b]},
muni de

[ vlex=llvlle= sup |v(t)].
t€[0,b]

2. L’application : on considére pour tout ¢ € [0,b] Popérateur T': C — C7

t

Tolt) = - (2—1) / H(5) gy (1 5)X, (5, 0) ds
"nIP(AT —ar k
(o(t) — 0(0)"'T(7; — 1)
_ e X, (b,0).
O
X, (5,0) = ¥, { / & (7)Pay 1 (5, 7) () de + 22(2 o 8 [Zv — Iy h(b >] }



3.2 Transformation le probléme 18

ov < r} et Ay < 7, nous montrons que TVr C Vr pour
@

On considére Vr = jv € CF : ||v]
tout v € Vr (Voir [1.1.3))

Xy (5,0)] =

IN

¥
37972 sup
te[0,b]

n q—1 b q—1
+ (va)) + (F(;) [¢@gnt x)g(x,v<x>>dx)

=1

*Mal q_l
392 |9 T
(s el

IN

IN

wW
N
[\

392

IN

AN
w
=)
b
VR
[\
S
<
2
N~ N~
=}
L
3
E)
L
+
—
\]
=
S—
(=}
—
1

IA
=
ﬂ@

|

D’ou,
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sup [T'v(t)]
te[0,0]

/ 8)ar_1(t,5) X, (5,0)ds

0

(o) O T =) | 5~y (3 0)

IA
w
=
=T

(p(t) — 0(0)'T'(7; — o) ‘
+ _ X, (b,0
II F(’Yl) ( )
< M N (5.0)] ALK X, (5,0)] + Ay X, (b,0)
~ F(Oé_l—f- 1) v\Y, 1 v\Y, 1 v\Y,
Ma

< — U AK A Qret
< (F<a_1+ 1) + A+ 1) r
< AQ’I“q_l
< 7.

Donc l'opérateur T' est bien définie.

3. Contractante : Soient u,v € C, nous avons :

t

/ &(8) w1 (t,5) (X, — X,) (s,0) ds

0

O

1
I'(ar)

[To(t) — Tu(t)] =

I F(’Yl)
(1) — p0))FIT (77 — )
+ TBAGh) (X, — X)(b,O)‘,
X, (5.0) = wq{ [ 006 (s, Dl o))
(o () © n

0)" {zw )= nZso’(rcxoal_l(b,x>g<x,v<x>>d4}

Il vient :
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En utilisant le lemme [1.1.2} on a :

X, (5,0) — X, (5,0)] < (q—1)y*2

Donc,
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_F(;l)/gpl(x)%l—l(s )g(w, u(z))dz
(p(s) — p(0))11 | & "
T o(b) = (0) it ;v@-) - ;u(ti)

sup
s€[0,b]

D’ou,

sup X, (5,0) — X, (5,0)] < (¢ = 1) y*™
s€[0,b]

< sup [F(;) / & ()6 1(5,) Lol v()) — g, ()| d

s€[0,b]

_|_

Zv(ti) - ZU(E)

1

+r<a1>{ #(2)Pay-1(0,) g, v(2)) = gl u(w) | da |

ou bien :
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sup | X, (s,0) — X, (5,0)] < (¢ —1)y"?
s€[0,0]
b

! - / & (2)pu 1 (b.2) |9z, v(x)) — g, u(x))] da

0

+§}mo—zym)

! - / & (2)pay 1 (0,) |9z, 0(2)) — g(z, u(z))| dz |

alors,

2)ay-1(b, ) (2, v(x) — g2, u(z)[)dz

ti)],

X
[\)
O\@‘
“6

+ Zv(ti) — Zu(

et d’aprés (Hs), on a :

sup | X, (s,0) — X, (s,0)]

s€[0,b]
b
< (¢—1)y"? sup v —u| [ ¢'(2)@a,-1(b,x)dx + 0 lv —ul,
F(%) te[0,b] g
Donc,
y M
aq
(b,z)dr = ——
/SO gpal 1 Qf) F(Oél + 1)7
0
on a aussi :

sup |v(t) —u(t)| = [lv — ],
t€(0,0]

il vient :
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X, (0,0) — X, (0,0)] < (3-1)y" % x [F_

IN
-
w
<
|
£

Enfin :

[To(t) = Tu(t)] < sup

/30 a1 (t,5) (X, — X,) (5,0) ds

I'(a7
te[0,b] 0
+ sup |Ay xz (X, — X,) (A, 0)
t€[0,b] =1
=+ sup ‘Al (Xv - Xu) <b> 0)’ )
te(0,b)]
c’est-a-dire
[Tw(t) — Tu(t)]
b
< [ a9 = X (0] ds
0
+ sup [A; X Z (Xy — Xu) (0, 00| + A (X, — X,) (b,0)],
A;€[0,b] =1
d’ou,
sup ’Xv (57 0) - Xy (87 O)‘ < A3 HU - u”c :
s€[0,b]
Alors,
[To(t) — Tu(t)]
b
1
< Asllv —u /’s +_1(b, s)ds
< T sllv—ull, [ ¢ (s)par_1(b,5)
0
k
+A1 X Y sup [(Xy = X)) (A7,0)] 4 Ay [(X, — X) (5,0)]
j=1 )\]‘6[071)]
puisque,

b _
M

1 , B
a_l){(p (5)%71—1(5’ s)ds = m;
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il vient :
Mo
To(t) — Tu(t) < —mMmM—A3llv—u
Tu(t) (”“NE+D3H e
k
A x Y sup [(X, = X,) (A7, 0)] 4+ AAs o — ull,,
j=1 )\jE[O,b]

ce qui implique :

[To(t) — Tu(t)]

TH k
M
<F(—A3+A1A3) HU—UHC‘i‘Al X Z sup ’(Xv_Xu) ()\],O)l

a7 + 1) "3 Mel)

On sait que :

k
up (X, — X.) (4, 0)] < k1Y, — X,) (,0)]
j=1 )\]'G[O,b]
Donc,
[To(t) ~ Tu(t)
M As + A A ME|(X, — X,) (b
n—_ . N - v u 70
< (e + k) o= ul+ Ak, = %) (4,0)
M As + A A ME|(X, (b X, (b
< (et Auda) o= ull + Ak X, 0.0) = X,0,0)],
et on a:
sup 1, (5,0) ~ X (5,0)] = X, (6.0) — X, (6.0)] < Ag o — .
s€[0,b]
Finalement :
[T(t) - Tu()
M As + AA A Ask
(gt Aude) o =l + Auhak o =
& AvAs+ ArAgk ) [l — ]
F(a_1+1) 3 1433 1413 U= ujl,
< Liv—ul,.
avec

MET
L= ———As+MAs+ AN A3k ).
(F(a_1+1)3 113 13)

Si 0 < L <1, alors 'opérateur 1" est contractante.
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Théoréme 3.2.1 Soit IT # 0. Supposons que les hypothéses sont vérifiées et
0<L<1,
o

Mo
L=|——"As+MAs+MNAsk).
(i s

Alors notre probléme admet une unique solution sur [0,b] .

3.3 Exemple

Exemple 3.3.1 On considére le probléme suivant :

) =2 u(t), 0<t;<..<ty< s

avec

gt 0()) = v et o (1) =1,

Il est facile de voir que ¢ est croissante et la fonction f est continue. D’autre part, pour
toutes u, v € R?, nous trouvons

1
Vt € [0,165}.

l9(t,v(t)) — g(t,u(t))] < fupl]t?’ o(t) — u(t)|

< wlv—ul,
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tel que

1

108
On a aussi

vee |0, —| o) — 0 (0) =M
) 102 QO QO - )

d’ou

1

102

= (p(b) = p(0)) " = (p(A;) — p(0)) !
j=1
= 46.07,

c’est a dire

IT # 0,
maintenant, soit

y = 1, 0(t)=1t*
1
o108’
et
P CORE0) i Nt
I T'(7y)
= 1.54x 107

D’autre part, on a

ce qui implique

2w M*
Ay = (¢—1)y? 2 |=———+90

= 1.15x 1078,

Mor
L = | =—=As+ M As+ A A3k
(F(a_1+1)3 113 13)

= 3.71 x 1071,

pour L = 3.71 x 107, d’apres le théoréme 3.2.1 de notre probléme admet unique solution.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'existence et I'unicité des solutions du probléme aux
limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de -Hilfer avec condi-
tions initiale contenant la dérivée de Caputo.

L’existence de la solution unique a été prouvée en utilisant le théoréme du point fixe, qui
basé sur principe de contractante de Banach. Ensuite, les résultats obtenus ont été étayés
par des exemples.
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