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Introduction

La modélisation mathématique en épidémiologie concerne les maladies infectieuses
telles que l’infection par le VIH, l’hépatite C, la grippe et la COVID-19, etc. Ainsi que les
maladies non infectieuses comme le cancer et le diabète. C’est une méthode de recherche
scientifique qui utilise les mathématiques, dont le but de traduire un problème de la vie
réelle en un langage mathématique [47]. L’objectif de la modélisation mathématique est
d’estimer le nombre de cas de maladie, aider les chercheurs à simuler les possibilités du
monde dans un environnement virtuel, étudier la propagation des maladies infectieuses
et d’obtenir les meilleures solutions pour la lutte contre ces maladies. Dans ce travail, la
maladie qui nous intéresse est le syndrome post-COVID-19.

Au début de l’année 2020, l’organisation mondiale de la santé a annoncé la pandémie
de la COVID-19, depuis cette date, la COVID-19 s’est propagé rapidement entre les gens
[3]. Selon les statistiques, plus de 657.977 millions d’infections et 6.889 millions de décès
[42]. C’est une maladie respiratoire infectieuse provoquée par le virus SARS-COV-2 (le
syndrome respiratoire aigu sévère) [2, 24, 43]. Ce virus se propage principalement d’une
personne à l’autre [15]. Les personnes âgées, celles ayant un système immunitaire faible
et celles atteintes de maladies chroniques présentent un risque plus élevé d’attraper le
virus [32]. La majorité des personnes qui ont contracté la COVID-19 se rétablissent en 3 à
4 semaines [25, 48], mais selon l’organisation mondiale de la santé, environ 10 à 20 % de
ces personnes présentent des symptômes et des complications à long terme [48, 20], car
de nombreux patients se sont plaints de différents effets secondaires tels que la fatigue,
les maux de tête, les douleurs musculaires ou articulaires, lles douleurs thoraciques, ainsi
que des problèmes cardiaques et pulmonaires [8, 28].

Selon les recherches, le syndrome post-COVID-19 touche un nombre très important
de malades, toute personne qui contracte la COVID-19 peut avoir une affection post-
COVID-19 [30]. D’après les statistiques, 1.4 millions d’adultes au Canada présentent des
symptômes à long terme [4]. Dans une autre étude de cohorte COMEBAC (Consultation
multi expertise de Bicêtre après COVID-19), 487 patients ayant été hospitalisés à l’hôpital
de Bicêtre lors de la première vague de l’épidémie, 51% des patients présentent au moins
un symptôme quatre mois après l’infection initiale [26]. Au Royaume-Uni, les analyses
épidémiologiques menées en 2021 ont estimé qu’entre 1 et 2 millions de personnes ont
signalé au moins un symptôme lié au COVID-19 ayant duré 12 semaines ou plus [26]. De
plus, dans une étude franco-suisse publiée le 30 mai 2023, a révélé que 31% des personnes
qui ont eu une forme grave de COVID-19 avaient un risque de cancer [7].

A ce jour, plusieurs questions restent sans réponse en l’absence de vaccination effi-
cace. En raison de la gravité de la situation, le monde est toujours confronté à ce virus
qui est devenu une véritable menace pour l’existence humaine. L’objectif de ce mémoire
est de proposer un modèle mathématique qui décrit l’évolution de la dynamique du syn-
drome post-COVID-19.
Le manuscrit est organisé de la façon suivante :
Dans le premier chapitre, on va présenter le syndrome post-COVID-19, ses symptômes,
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Introduction

ses complications et ses stratégies de contrôle et de prévention.
Dans le deuxième chapitre, on va introduire les différents modèles mathématiques exis-
tant dans la littérature, par la suite, un modèle mathématique décrivant la dynamique du
post-COVID-19 a été proposé.
Le troisième chapitre se concentre sur l’analyse mathématique du modèle proposé dans
le chapitre 2.
Enfin, le chapitre 4 abordera une discussion des résultats numériques du modèle.
On termine ce travail par une conclusion générale qui synthétise les principales contri-
butions et suggère des perspectives de recherche future.

2



Chapitre 1

Épidémiologie du syndrome
post-COVID-19

1 Introduction

Ces derniers temps, le monde a été témoin d’un phénomène épidémiologique qui a
presque tout changé dans l’environnement économique, la vie sociale, l’éducation et bien
d’autres domaines nommé la COVID-19. Les séquelles et les complications de ce phéno-
mène ont affecté des milliers de personnes infectées. En effet, de nombreux patients se
sont plaints de différents effets secondaires à long terme. Ces conséquences sont connues
sous le nom du syndrome post-COVID-19 et parfois appelé aussi COVID longue.

Ce chapitre a pour objectif de présenter la maladie qu’on va étudier dans ce travail,
le syndrome post-COVID-19 qui est différente de la COVID-19. En nous intéressant à la
définition du phénomène biologique, les symptômes, les complications et quelles sont
les stratégies nécessaires de prévention.

FIGURE 1.1 – Le parapluie des conséquences persistantes de la COVID-19.
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2. SYNDROME POST-COVID-19

2 Syndrome post-COVID-19

2.1 Description du phénomène

La COVID-19 est une maladie respiratoire très contagieuse [43, 22] due au virus SARS-
COV-2 (le syndrome respiratoire aigu sévère) [2, 24], pouvant être mortelle chez les per-
sonnes âgées [44] ou les individus atteints de maladies chroniques [11]. Le virus se trans-
met par un contact rapproché avec des personnes infectées (personne à l’autre) [15]. La
période d’incubation suivant la contamination dure moins de quatorze jours (moyenne
cinq jours) [18]. N’importe qui peut contracter la COVID-19 et devenir gravement malade,
voire en mourir [35].

La majorité des personnes atteintes de la COVID-19 se rétablissent en 3 à 4 semaines
[25, 48], environ 10% à 20% des personnes présentent des symptômes qui durent au moins
deux mois après l’infection initiale par le virus SARS-COV-2 [48, 25, 20]. Ce phénomène
appelé syndrome post-COVID-19 ou COVID longue [37].

La COVID longue comprend deux phases (comme la figure 1.2 montre), la première
est la COVID-19 persistant, qui est la persistance des symptômes de la COVID-19 de 4 à 12
semaines et la deuxième phase est le syndrome post-COVID-19, qui est la persistance des
symptômes pendant plus de 12 semaines [23]. Le syndrome n’est pas contagieux, comme
le montre la figure (1.2), on observe une sortie de virus à partir de la quatrième semaine
après l’infection initiale [51].

Les symptômes peuvent parfois disparaître et réapparaître sans aucun autre diag-
nostic puissent les expliquer et aussi peuvent persister depuis l’infection initiale par la
COVID-19 ou se développer après la guérison [1]. Certains patients ont indiqué que l’ef-
fort excessif (mental ou physique) peut aggraver leur état.

Toute personne qui contracte la COVID-19 peut développer des complications post-
COVID-19 [30]. Certaines données suggèrent que les personnes ayant une faible réponse
immunitaire à l’infection, les femmes, les personnes plus âgées et les personnes ayant
des antécédents de maladie grave sont plus susceptibles de souffrir de la COVID longue
[21, 30].

FIGURE 1.2 – Modèle de progression de la COVID longue.
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2. SYNDROME POST-COVID-19

2.2 Statistiques

Lorsque le nombre de patients du syndrome augmente, certaines organisations cana-
diennes ont décidé de mener une enquête sur les personnes atteintes de la COVID longue
pour trouver des réponses à de nombreuses questions telles que : quel est le genre et l’âge
des personnes les plus touchées par le syndrome ? Combien de temps les symptômes de
la COVID longue persistent-ils?...

L’enquête a été menée auprès de 1050 répondants, les participants étaient âgés de
moins de 18 ans à plus de 90 ans. Près de 22% étaient âgés de 60 à 79 ans et 60% étaient
âgés de 40 à 59 ans (voir la figure 1.3) [13].

FIGURE 1.3 – L’âge des patients.

Plusieurs études indiquent que les femmes sont plus touchées par COVID longue
comme la figure (1.4) montre, plus de 87% des réponses se sont identifiés comme des
femmes [13].

FIGURE 1.4 – Genre des patients.
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2. SYNDROME POST-COVID-19

Environ 60% présentent des symptômes depuis plus d’un an et environ trois quarts
ont souffert de symptômes qui ont duré de 6 mois à plus d’un an [13] (voir la figure 1.5).

FIGURE 1.5 – La durée de persistance des symptômes de la COVID longue.

Près de 60% des répondants ont reçu un diagnostic de la COVID longue d’un fournis-
seur de soins de santé (voir la figure 1.6) [13].

FIGURE 1.6 – Les personnes qui ont reçu un diagnostic de la COVID longue d’un fournisseur de
soins de santé.

Plus de 70% n’ont pas reçu de traitement spécifique (voir la figure 1.7) [13].

FIGURE 1.7 – Les personnes qui ont reçu un traitement pour la COVID longue.
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2. SYNDROME POST-COVID-19

Plus de 80% des répondants à l’enquête ont un impact très négatif ou négatif sur la
santé de leur cerrveau (voir la figure 1.8) [13].

FIGURE 1.8 – L’impact de la COVID longue sur la santé du cerveau.

Plus de 70% ont dû prendre un congé parce qu’ils vivent avec la COVID longue (voir la
figure 1.9) [13].

FIGURE 1.9 – Les patients qui ont pris un congé du travail.

2.3 Symptômes à long terme

Chaque personne peut être affectée de manière différente par le syndrome post-COVID-
19. Les chercheurs ont recensé plus de 200 symptômes [5] ainsi que des difficultés à réa-
liser des activités quotidiennes, comme le travail [25]. Parmi ces symptômes (la figure
1.10)[8, 28, 38, 12] :

— Avoir une fièvre.

— Épuisement après une activité physique ou mentale.

— Symptômes pulmonaires (respiratoires), y compris difficultés à respirer ou essouf-
flement et toux.

— Symptômes neurologiques ou problèmes de santé mentale et des difficultés à pen-
ser ou à se concentrer.

— Maux de tête, troubles du sommeil, des vertiges en position debout.

— Perte de l’odorat ou du goût.

— Anxiété et dépression.

7



2. SYNDROME POST-COVID-19

— Douleurs musculaires ou articulaires.

— Problèmes ou maladies cardiaques, des douleurs thoraciques et une augmentation
du rythme cardiaque.

— Problèmes digestifs tels que la diarrhée et des douleurs à l’estomac.

— Problèmes de sang et de vaisseaux sanguins tels que les caillots sanguins.

— Éruption cutanée.

FIGURE 1.10 – Symptômes de la COVID longue.

2.4 Causes de la persistance des symptômes

Selon des données récentes, quelques causes possibles sont identifiées chez les pa-
tients atteints de la COVID longue [21] :

— Absence de réponse du système immunitaire.

— Réinfection par le virus plusieurs fois.

— Dommages organiques à long terme.

— Syndrome inflammatoire multisystémique (MIS).

— Hospitalisation prolongée en raison de la gravité.
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2. SYNDROME POST-COVID-19

2.5 Complications

Après avoir contracté la COVID-19, de nombreux patients ont signalé diverses com-
plications qui ont eu un impact négatif sur leur vie, d’autant plus qu’il n’existe pas de
traitement disponible pour ces complications. Les complications les plus courantes sont
représentées par la figure (1.11) :

2.5.1 Complications pulmonaires

Les cellules pulmonaires, la réponse inflammatoire systémique et les dommages au
système immunitaire jouent un rôle important dans les complications pulmonaires, les
résultats de l’autopsie du tissus pulmonaires ont montré que certains individus peuvent
souffrir de fibrose pulmonaire même après la récupération. De plus, 20 à 30% des patients
récupérés ont présenté une micro- et macro-thrombose [39, 27].

2.5.2 Complications cardiovasculaires

Les complications cardiovasculaires sont une manifestation courante du syndrome
post-COVID-19, environ 5% des patients présentant des douleurs thoraciques et des pal-
pitations cardiaques ont été signalées chez 9% des patients après six mois de suivi dans
l’étude chinoise post-aiguë COVID-19 [40]. Des douleurs thoraciques ont été indiquées
chez 20% des survivants de la COVID-19 à 60 jours de suivi [6, 39, 27, 41].

2.5.3 Complications rénales

L’implication rénale est plus fréquente chez les patients atteints de la COVID-19, et
l’inflammation chronique et les lésions peuvent persister pendant plusieurs mois, entraî-
nant une insuffisance rénale. Une étude de suivi en Chine a révélé que 35% des patients
avaient une fonction rénale réduite 6 mois après l’hospitalisation [39, 27, 41].

2.5.4 Complications dermatologiques

Environ 20.4% des patients souffrent de problèmes de peau après une infection par
le SRAS-COV-2 et seuls 3% des patients ont signalé une éruption cutanée. La perte des
cheveux est plus fréquente dans les complications dermatologiques [39, 27, 41].

2.5.5 Complications psychologiques

Plus de 30% des patients hospitalisés avec COVID-19 peuvent souffrir d’anxiété, de
dépression et de troubles cognitifs qui durent des mois après leur sortie [39, 41].

2.5.6 Complications gastro-intestinales

Des complications gastro-intestinales légères à modérées ont été signalées chez des
survivants de la COVID-19, certains patients souffraient de syndrome du côlon irritable,
diarrhée et reflux acide [39, 27].

2.5.7 Complications hématologiques

Certains des patients hospitalisés développent une thromboembolie veineuse, la coa-
gulopathie a été observée chez environ 20 à 30 % patients infectés par la COVID-19 [39,
41].
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2. SYNDROME POST-COVID-19

2.5.8 Complications neurologiques

Certaines études ont rapporté que 62 % des patients souffraient d’événements céré-
brovasculaires, et que le risque d’accident vasculaire cérébral ischémique et d’hémorragie
intracrânienne était élevé après la COVID-19 [39, 27, 41].

2.5.9 Complications endocriniennes

La COVID-19 pourrait également potentialiser l’auto-immunité thyroïdienne latente,
se manifestant par une thyroïdite d’Hashimoto ou une maladie grave [27, 41].

FIGURE 1.11 – Complications de la COVID longue.

2.6 Stratégies de prévention et de contrôle

Pour le moment, la meilleure façon de prévenir le syndrome post-COVID-19 est de
prendre des mesures pour éviter d’être infecté par le virus responsable de la COVID-19
comme la vaccination et le respect des mesures de santé publique.

Pour vous protéger et protéger les autres contre l’infection, vous devez suivre toutes les
conditions de prévention. La meilleure méthode de prévenir et de ralentir la transmission
est de bien connaître le virus, de la façon dont il se propage et les maladies qu’il provoque.
Voici quelques conseils pour éviter la contamination par ce virus (voir la figure 1.12 ) [22,
19] :

— Portez un couvre-visage ou un masque sur la bouche et le nez.

— Évitez les foules.

— Nettoyer fréquemment les surfaces à la maison, au travail ou en transport

— Lavez-vous les mains régulièrement avec du savon et de l’eau ou un désinfectant à
base d’alcool pendant au moins 20 secondes.

10



2. SYNDROME POST-COVID-19

— Couvrir le nez et la bouche avec un coude ou un mouchoir plié lorsque vous toussez
ou éternuez.

— Restez loin des autres d’au moins 1 mètre ou 6 pieds.

— Évitez de toucher les yeux, le nez ou la bouche.

FIGURE 1.12 – Stratégies de prévention contre la COVID-19.

2.7 Traitement

À l’heure actuelle, il n’existe pas de traitement médical ou un complément alimentaire
qui aide à atténuer les symptômes de ce syndrome.

Les symptômes varient d’une personne à l’autre, le traitement est donc conçu selon
un protocole qui comprend des médicaments et une réadaptation physique, des exercices
de respiration et mentaux.

L’objectif du programme de réadaptation physique est d’aider les patients à retrouver
leur force et leur capacité à effectuer des activités quotidiennes et certains médicaments
sont également utilisés pour traiter et soulager les symptômes. Il ya des cas qui néces-
sitent un spécialiste comme les maladies cardiaques et pulmonaires...[30, 34]

2.8 Recommandations pour les enfants et les adultes

Les experts ont identifié une liste de mises en garde et des conseils à respecter, notam-
ment :

— N’oubliez jamais la gravité des symptômes car ils représentent un grand danger
pour la vie de l’enfant qui est en état de choc.

— Consultez un médecin imédiatemment ( notamment les vieux).

— N’hésitez pas de prendre les médicaments.

2.9 Vaccination

Actuellement, la vaccination contre la COVID longue est restée controversée. Quelques
études indiquent qu’une ou deux doses du vaccin de la COVID-19 peuvent réduire la gra-
vité de certains symptômes environ 50 à 80% [33]. Il ya aussi d’autres preuves qui reflètent
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3. CONCLUSION

l’amélioration de ce problème [50], ces hypothèses sont également limitées aux vaccins
utilisés dans les études [29].

3 Conclusion

La COVID-19 restera un défi dans les années à venir de nombreuses réponses concer-
nant la COVID-19 et ses séquelles demeurent incertaines, surtout en ce qui concerne le
syndrome post-COVID-19. Certaines études ont révélé que de nombreuses personnes
souffraient de ce syndrome avec de nombreux symptômes persistants et des complica-
tions. Du point de vue de la modélisation, notre prochain chapitre a pour but de présenter
un modèle mathématique, décrivant l’évolution du syndrome post-COVID-19.

12



Chapitre 2

Modélisation mathématique du
syndrome post-COVID-19

1 Introduction

Dans le monde réel, de nombreuses épidémies sont apparus à cause d’un virus, alors
les professionnels de la santé publique travaillent à prévenir et à contrôler la propagation
des maladies infectieuses dans la population et plusieurs questions se posent au cours de
ce processus. La modélisation mathématique est une méthode de recherche scientifique
qui nous permet de trouver des réponses à certaines de ces questions, dans notre cas le
problème réel s’est le syndrome post-COVID-19.
Dans ce chapitre, on va présenter l’état de l’art des différents modèles mathématiques qui
existe dans la littérature qui sont représentés par des systèmes d’équations différentielles
ordinaires. Par la suite, on propose un modèle mathématique qui décrit l’évolution de la
dynamique de COVID longue.

2 État de l’art sur les modèles du syndrome post-COVID-19

Afin de faciliter la lecture des modèles, des données clés communes seront définies
comme suit :

N(t ) : Le nombre de la population totale au temps t.
S(t ) : Le nombre des individus susceptibles au temps t.
E(t ) : Le nombre des individus exposés au temps t.

Ia(t ) : Le nombre des individus infectés sans symptômes (asymptomatiques) au temps t.
Is(t ) : Le nombre des individus infectés avec symptômes (symptomatiques) au temps t.
I(t ) : Le nombre des individus infectés au temps t.

H(t ) : Le nombre des individus hospitalisés au temps t.
C(t ) : Le nombre des individus infectés avec complications au temps t.

Cw (t ) : Le nombre des individus infectés avec complications et avec maladies chroniques
au temps t.

Q(t ) : Le nombre des individus en quarantaine au temps t.
D(t ) : Le nombre des individus décédés au temps t.
R(t ) : Le nombre des individus guéris au temps t.
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2. ÉTAT DE L’ART SUR LES MODÈLES DU SYNDROME POST-COVID-19

β : Le taux de transmission de la maladie.
β1 : Le taux de transmission des patients infectées asymptomatiques.
β2 : Le taux de transmission des patients infectées symptomatiques.
ν : Le taux de transition des asymptomatiques aux symptomatiques.
θ : Le taux d’hospitalisation des personnes infectées symptomatiques.
δ1 : Le taux de mortalité suite aux complications.
δ2 : Le taux de mortalité des personnes hospitalisées.
µ : Le taux de mortalité naturelle.

2.1 Modèle de abdelfatah kouidere et al. (En 2020) [16]

Dans cet article, les auteurs ont proposé un modèle mathématique de type SIaIsCHR
qui décrit la dynamique de la transmission de la COVID-19. Ils ont proposé une straté-
gie optimale en menant des campagnes de sensibilisation pour les citoyens avec mesures
visant à réduire la propagation du virus, ainsi que le diagnostic et la surveillance des aé-
roports et la quarantaine des personnes infectées.

Le modèle est représenté par le diagramme suivant :

FIGURE 2.1 – Diagramme du modèle SIaIsCHR.

Le système mathématique s’écrit,

dS(t )

d t
=Λ1 −µS(t )−β1

S(t )Ia(t )

N
−β2

S(t )Is(t )

N
,

dIa(t )

d t
=Λ2 +β1

S(t )Ia(t )

N
+β2

S(t )Is(t )

N
− (µ+ν+α2)Ia(t ),

dIs(t )

d t
=Λ3 +νIa(t )− (α3 +µ+θ)Is(t ),

dC(t )

d t
= α2Ia(t )+α3Is(t )− (θ2 +µ+δ1)C(t ),

dH(t )

d t
= θIs(t )+θ2C(t )− (µ+σ+δ2)H(t ),

dR(t )

d t
=σH(t )−µR(t ),

S(0), Ia(0), Is(0),C(0),H(0),R(0)> 0.

(2.1)
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Et,

Λ1 : Le taux d’incidence des susceptibles.
Λ2 : Le taux d’immigrants et de porteurs asymptomatiques du virus.
Λ3 : Le taux d’immigrants et de porteurs symptomatiques du virus.
α2 : Le taux de personnes asymptomatiques qui vont développer des complications.
α3 : Le taux de personnes symptomatiques qui vont développer des complications.
θ2 : Le taux d’hospitalisation des personnes infectées avec complications.

2.2 Modèle de abdelfatah kouidere et al. (En 2023) [17]

Dans cet article, les auteurs ont proposé un modèle mathématique (SEIaIsCCwHR)
qui décrit la dynamique de la propagation de la pandémie de COVID-19 au Pérou dans
l’Amérique du sud, parce que c’est l’un des pays les plus touchés par cette pandémie. Ils
ont proposé une stratégie de contrôle optimale pour prévenir et limiter la propagation du
virus de la COVID-19, en menant des campagnes de sensibilisation et de mise en quaran-
taine.

Le modèle est schématisé dans la figure (2.2) :

FIGURE 2.2 – Diagramme du modèle SEIaIsCCw HR.
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2. ÉTAT DE L’ART SUR LES MODÈLES DU SYNDROME POST-COVID-19

Le système mathématique s’écrit,

dS(t )

d t
=Λ−µS(t )−β1

S(t )Ia(t )

N
−β2

S(t )Is(t )

N
,

dE(t )

d t
= β1

S(t )Ia(t )

N
+β2

S(t )Is(t )

N
− (µ+α1 +α2)E(t ),

dIa(t )

d t
= α1E(t )− (θ1 +ν+µ)Ia(t ),

dIs(t )

d t
= α2E(t )+νIa(t )− (γ+θ+µ)Is(t ),

dC(t )

d t
= (1−%)γIs(t )− (η1 +µ+δ1)C(t ),

dCw (t )

d t
= %γIs(t )− (η2 +µ+δ3)Cw (t ),

dH(t )

d t
= θ1Ia(t )+θIs(t )+η1C(t )+η2Cw (t )− (µ+σ+δ2)H(t ),

dR(t )

d t
=σH(t )−µR(t ),

S(0),E(0), Ia(0), Is(0),C(0),Cw (0),H(0),R(0)> 0.

(2.2)

Et,

Λ : Le taux d’incidence des susceptibles.
α1 : Le taux de personnes exposées qui deviennent contagieuses asymptomatiques.
α2 : Le taux de personnes exposées qui deviennent contagieuses symptomatiques.
δ3 : Le taux de mortalité par complications et maladies chroniques.
θ1 : Le taux d’hospitalisation des personnes infectées asymptomatiques.
η1 : Le taux d’hospitalisation des personnes avec complications.
η2 : Le taux d’hospitalisation des personnes qui ont des complications et maladies chroniques.
% : La fraction des personnes symptomatiques qui ont développé des complications.
γ : Le taux de développement des complications pour les personnes symptomatiques qui ont

des maladies chroniques.

2.3 Modèle de temesgen duressa keno et al. (En 2023) [14]

Dans ce travail, les auteurs ont analysé un modèle mathématique (SEIHR) de la pan-
démie de COVID-19 où ils ont suggéré un contrôle optimal de sa dynamique avec des
stratégies efficaces en Éthiopie.

Le modèle est schématisé dans la figure suivante : (Voir figure 2.3)
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FIGURE 2.3 – Diagramme du modèle SEIHR.

Le système mathématique s’écrit,

dS(t )

d t
=Π+ωR(t )−βI(t )S(t )−µS(t ),

dE(t )

d t
= βI(t )S(t )− (δ+τ+µ+τ1)E(t ),

dI(t )

d t
= δE(t )− (θ+τ+µ)I(t ),

dH(t )

d t
= θI(t )− (σ+τ+µ)H(t ),

dR(t )

d t
= τ1E(t )+σH(t )− (µ+ω)R(t ),

S(0),E(0), I(0),H(0),R(0)> 0.

(2.3)

Et,
Π : Le taux de recrutement de la population des susceptibles.
τ1 : Le taux de récupération des personnes exposées.
δ : Le taux de personnes exposées qui deviendraient contagieuses.
θ : Le taux d’hospitalisation des personnes infectées.
ω : Le taux de perte d’immunité.
τ : Le taux de mortalité due à la COVID-19.

2.4 Modèle de subhas kumar ghosh et al. (En 2023) [9]

Dans ce travail, les auteurs ont défini un modèle SEIR modifié qui tient compte de la
propagation de l’infection pendant la période de latence. Ils ont estimé les paramètres du
modèle dans trois scénarios différents, en Italie, où ils ont trouvé un nombre croissant de
cas et de réémergence de l’épidémie, en Inde, où ils ont trouvé un nombre important de
cas post-confinement et à Victoria, en Australie, où une réémergence a été contrôlée par
un confinement social sévère.

Le modèle est schématisé dans la figure (2.4) :
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FIGURE 2.4 – Diagramme du modèle SEIaIsQHCRD.

Le système mathématique s’écrit,

dS(t )

d t
= −β(t )(Is(t )+κIa(t )+ωQ(t )+ρH(t ))

S(t )

N
,

dE(t )

d t
= β(t )(Is(t )+κIa(t )+ωQ(t )+ρH(t ))

S(t )

N
−ψE(t ),

dIa(t )

d t
= (1−α)ψE(t )− (ε(t )+ν+γ)Ia(t ),

dIs(t )

d t
= αψE(t )+νIa(t )− (η+θ+λ)Is(t ),

dQ(t )

d t
= ε(t )Ia(t )− (ϕ+µ)Q(t ),

dH(t )

d t
= θIs(t )+ϕQ(t )− (τ+σ)H(t ),

dC(t )

d t
= τH(t )+λIs(t )− (δ+ζ)C(t ),

dR(t )

d t
= ηIs(t )+γIa(t )+µQ(t )+σH(t )+ζC(t ),

dD(t )

d t
= δC(t ),

S(0),E(0), Ia(0), Is(0),Q(0),H(0),C(0),R(0),D(0)> 0.

(2.4)
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Et,

κ : Le taux d’infection des asymptomatiques.
ω : Le taux d’infection des personnes qui ont en quarantaine.
ρ : Le taux d’infection des hospitalisés.
ψ : Le taux de transition des exposés aux infectieux.
α : la fraction des infections qui deviennent symptomatiques.
ε : Le taux d’isolement des asymptomatiques.
ϕ : Le taux d’hospitalisation des personnes en quarantaine.
τ : Le taux des personnes hospitalisées qui vont développer des complications.
λ : Le taux de développement des complications pour les symptomatiques.
γ : Le taux de guérison des personnes asymptomatiques.
η : Le taux de rétablissement des symptomatiques.
µ : Le taux de récupération des personnes qui ont en quarantaine.
ζ : Le taux de guérison des personnes qui ont des complications.
δ : Le taux de mortalité suite aux complications.

3 Notre contribution pour modéliser la dynamique du syn-
drome post-COVID-19

3.1 La description de notre modèle

Dans cette partie, on propose un modèle mathématique qui décrit l’évolution de la
dynamique du syndrome post-COVID-19.

On divise la population totale N en 4 compartiments :
S(t ) : Le nombre des individus susceptibles au temps t .
I(t ) : Le nombre des individus infectés sans symptômes et avec symptômes (asympto-

matiques et symptomatiques) au temps t .
C(t ) : Le nombre des individus qui ont des complications du syndrome post-COVID-

19 mais non-infectieux au temps t .
R(t ) : Le nombre des individus récupérés au temps t

3.2 Les hypothèses

On considère les hypothèses suivantes :

1. Les naissances sont représentés par le nombreΠ [10].

2. On suppose qu’il n’y a pas une période d’incubation [16].

3. Les individus meurent naturellement à un taux µ [16].

4. Les personnes infectées transmettent la maladie avec un taux β [14].

5. Les personnes infectées développent des complications à un taux α [9]

6. Les personnes récupérées développent des complications à un taux τ [1].

7. Les personnes infectées guérissent avec un taux δ [36].

8. Les personnes qui ont des complications guérissent avec un taux σ [9].

9. Les personnes qui ont des complications ne transmettent pas la maladie [17].

10. On suppose que les décès dus à la COVID longue et à la COVID-19 sont négligeables
sont négligeables par rapport à la population totale N.
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11. On suppose que la transmission verticale est négligeable [14, 17].

12. Les personnes guéries peuvent rattraper la maladie de nouveau à un taux ω [14].

Le schéma du modèle est représenté dans la figure (2.5) suivante :

FIGURE 2.5 – Diagramme du modèle.

3.3 La formulation du modèle

Le modèle mathématique est représenté par le système d’équations différentielles
non linéaire suivant : 

dS(t )

d t
=Π+ωR(t )−βS(t )I(t )

N
−µS(t ),

dI(t )

d t
= β

S(t )I(t )

N
− (α+δ+µ)I(t ),

dC(t )

d t
= αI(t )+τR(t )− (σ+µ)C(t ),

dR(t )

d t
=σC(t )+δI(t )− (τ+µ+ω)R(t ),

S(0), I(0),C(0),R(0)> 0.

(2.5)

Et ona,
Compartiment (S) : Ce compartiment augmente parΠ et aussi parωR et diminue par µS
et βSI.
Compartiment (I) : Ce compartiment augmente par βSI et diminue par µI et aussi dimi-
nué par αI, δI.
Compartiment (C) : Ce compartiment augmente par αI et aussi par τR et diminue par µC
et aussi par σC.
Compartiment (R) : Ce compartiment augmente par σC et aussi par δI et diminue par
µR, ωR et τR.

Avec,
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4. CONCLUSION

Paramètre Description
Π taux de recrutement constant
µ taux de mortalité naturelle
β taux de transmission de la maladie
α taux de développement des complications chez les patients infectés
τ taux de développement des complications chez les patients récupérés
ω taux de perte d’immunité
σ taux de guérison des personnes qui ont des complications
δ taux de guérison des personnes inféctées

TABLEAU 2.1 – Table des données.

4 Conclusion

Différents modèles mathématiques ont été présentés pour modéliser la dynamique
du syndrome post-COVID-19 ainsi qu’un nouveau modèle mathématique pour décrire
l’évolution de cette dernière. L’objectif du prochain chapitre sera une analyse mathéma-
tique du modèle proposé (2.5).
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Chapitre 3

Étude mathématique du modèle de
syndrome post-COVID-19

1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier théoriquement le modèle formulé dans le cha-
pitre 2. Tout d’abord, on montre la positivité des solutions, puis à l’aide du théorème de
Cauchy Lipschitz, on démontre l’existence et l’unicité de la solution du modèle (2.5). Pour
enfin terminer par calculer le taux de reproduction de base, les points d’équilibre et la sta-
bilité asymptotique de ces points.

En premier lieu, rappellons le modèle que l’on souhaite étudier mathématiquement,
s’écrit comme suit : 

dS(t )

d t
=Π+ωR(t )−βS(t )I(t )

N
−µS(t ),

dI(t )

d t
= β

S(t )I(t )

N
− (α+δ+µ)I(t ),

dC(t )

d t
= αI(t )+τR(t )− (σ+µ)C(t ),

dR(t )

d t
=σC(t )+δI(t )− (τ+µ+ω)R(t ),

S(0), I(0),C(0),R(0)> 0.

Avec

Π =µN 6= 0.

On note que la population totale N est constante, en effet :

N(t ) = S(t )+ I(t )+C(t )+R(t ).

Ce qui implique que :

N′(t ) = S′(t )+ I′(t )+C′(t )+R′(t ),

= Π−µ (S(t )+ I(t )+C(t )+R(t )) ,

= Π−µN,

= 0.
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Alors, le système (2.5) devient

S′(t ) =µN+ωR(t )−βS(t )I(t )

N
−µS(t ),

I′(t ) = β
S(t )I(t )

N
− (α+δ+µ)I(t ),

C′(t ) = αI(t )+τR(t )− (σ+µ)C(t ),

R′(t ) =σC(t )+δI(t )− (τ+µ+ω)R(t ),

S(0), I(0), C(0), R(0)> 0.

(3.1)

2 La positivité et la bornitude de la solution

Théorème 3.1

Soient S(0), I(0), C(0) et R(0) une condition initiale non négative, alors la solution
(S(t ), I(t ),C(t ),R(t )) du système (3.1) est positive pour tout t > 0.

Preuve. Tout d’abord, on démontre la positivité de I(t ) :
On a,

I′(t ) = β
S(t )I(t )

N
− (α+δ+µ)I(t ),

=

(
β

S(t )

N
− (α+δ+µ)

)
I(t ),

d’où,

I′(t )−
(
β

S(t )

N
− (α+δ+µ)

)
I(t ) = 0. (3.2)

On pose

f1(t ) = e
−

t∫
0

(
β S(s)

N −(α+δ+µ)
)
d s

,

la dérivée est donnée par

f ′
1(t ) = −

(
β

S(t )

N
− (α+δ+µ)

)
e
−

t∫
0

(
β S(s)

N −(α+δ+µ)
)
d s

,

on multiplie (3.2) par f1(t ), on trouve

I′(t ) f1(t )−
(
β

S(t )

N
− (α+δ+µ)

)
I(t ) f1(t ) = 0,

alors,
I′(t ) f1(t )+ f ′

1(t )I(t ) = 0,

implique (
I(t ) f1(t )

)′ = 0,

par passage à l’intégrale, on obtient :

I(t ) f1(t )− I(0) f1(0) = 0,

I(t ) f1(t ) = I(0) car f1(0) = 1.
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Finalement,

I(t ) =

e

t∫
0

(
β S(s)

N −(α+δ+µ)
)
d s

 I(0).

Puisque I(0)> 0 alors I(t )> 0 pour tout t > 0.

Positivité de C(t) : A partir de la troisième équation du modèle, on distingue deux cas :
R(t )>C(t ),

ou bien
C(t )>R(t ),

Premier cas : si R(t )>C(t )

C′(t ) > τR(t )− (σ+µ)C(t ),

> τC(t )− (σ+µ)C(t ),

> (τ−σ−µ)C(t ),

implique
C′(t )− (τ−σ−µ)C(t )> 0, (3.3)

On pose
f2(t ) = e−(τ−σ−µ)t ,

donc,
f ′

2(t ) = −(τ−σ−µ)e−(τ−σ−µ)t ,

On multiplie (3.3) par f2(t ), on obtient

C′(t ) f2(t )− (τ−σ−µ) f2(t )C(t )> 0,

c’est à dire,
C′(t ) f2(t )+ f ′

2(t )C(t )> 0,

donc, (
f2(t )C(t )

)′ > 0,

l’intégrale de cette dernière, donne

f2(t )C(t )− f2(0)C(0)> 0,

f2(t )C(t )>C(0) car f2(0) = 1.

Alors,
C(t )> e(τ−σ−µ)t C(0).

Donc, puisque C(0)> 0, alors C(t )> 0 pour tout t > 0.

Positivité de R(t) : on a

R′(t ) =σC(t )+δI(t )− (τ+µ+ω)R(t ),

c’est à dire
R′(t )>−(τ+µ+ω)R(t ),
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2. LA POSITIVITÉ ET LA BORNITUDE DE LA SOLUTION

donc
R′(t )+ (τ+µ+ω)R(t )> 0. (3.4)

On pose
f3(t ) = e(τ+µ+ω)t ,

la dérivée est donnée par
f ′

3(t ) = (τ+µ+ω)e(τ+µ+ω)t .

On multiplie (3.4) par f3(t ), on trouve

R′(t ) f3(t )+ (τ+µ+ω) f3(t )R(t )> 0,

R′(t ) f3(t )+ f ′
3(t )R(t )> 0,

alors, (
f3(t )R(t )

)′ > 0.

L’intégrale de cette dernière, donne

f3(t )R(t )− f3(0)R(0)> 0,

f3(t )R(t )>R(0) car f3(0) = 1.

Finalement,
R(t )> e−(τ+µ+ω)t R(0).

Donc, puisque R(0)> 0 alors R(t )> 0 pour tout t > 0.
Deuxième cas : si C(t )>R(t ), à partir de la quatrième équation du modèle ( 3.1) , on a

R′(t ) > σR(t )− (τ+µ+ω)R(t ),

> σR(t )− (τ+µ+ω)R(t ),

>
(
σ−τ−µ−ω)

R(t ),

donc,
R′(t )− (

σ−τ−µ−ω)
R(t )> 0. (3.5)

On pose,
f4(t ) = e−(σ−τ−µ−ω)t ,

la dérivée donne,
f ′

4(t ) = −(σ−τ−µ−ω)e−(σ−τ−µ−ω)t .

On multiplie (3.5) par f4(t ), on obtient

R′(t ) f4(t )− (
σ−τ−µ−ω)

f4(t )R(t )> 0,

implique,
R′(t ) f4(t )+ f

′
4(t )R(t )> 0,

donc, (
R(t ) f4(t )

)′ > 0.

Par passage à l’intégrale, on trouve

R(t ) f4(t )−R(0) f4(0)> 0,

alors,
R(t ) f4(t )>R(0) car f4(0) = 1,
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d’où,
R(t )> e(σ−τ−µ−ω)t R(0).

Puisque R(0)> 0 alors, R(t )> 0 pour tout t > 0.
Positivité de C(t ) : on a,

C′(t ) = αI(t )+τR(t )− (σ+µ)C(t ).

Puisque I(t )> 0 et R(t )> 0, on trouve

C′(t )>−(σ+µ)C(t ),

d’où,
C′(t )+ (σ+µ)C(t )> 0. (3.6)

On pose
f5(t ) = e(σ+µ)t ,

alors,
f ′

5(t ) = (σ+µ)e(σ+µ)t .

On multiplie (3.6) par f5(t ), on obtient

C′(t ) f5(t )+ (σ+µ) f5(t )C(t )> 0,

c’est à dire
C′(t ) f5(t )+ f ′

5(t )C(t )> 0,

d’où, (
f5(t )C(t )

)′ > 0,

L’intégrale de cette dernière donne

f5(t )C(t )− f5(0)C(0)> 0,

f5(t )C(t )>C(0) car f5(0) = 1.

Finalement, on trouve
C(t )> e−(σ+µ)t C(0).

Puisque C(0)> 0 alors C(t )> 0 pour tout t > 0.
D’après les deux cas traités, il est évident que C(t ) et R(t ) sont positives.
Maintenant, on démontre la positivité de S(t ) :

On a

S′(t ) =µN+ωR(t )−βS(t )I(t )

N
−µS(t ),

d’où,

S′(t )>−
(
β

I(t )

N
+µ

)
S(t ) car R(t )> 0,

c’est à dire,

S′(t )+
(
β

I(t )

N
+µ

)
S(t )> 0. (3.7)

On pose la fonction suivante

f6(t ) = e

t∫
0

(
β I(s)

N +µ
)
d s

,
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2. LA POSITIVITÉ ET LA BORNITUDE DE LA SOLUTION

sa dérivée est

f ′
6(t ) =

(
β

I(t )

N
+µ

)
e

t∫
0

(
β I(s)

N +µ
)
d s

.

On multiplie (3.7) par f6(t ), on obtient

S′(t ) f6(t )+
(
β

I(t )

N
+µ

)
f6(t )S(t )> 0,

donc,
S′(t ) f6(t )+ f ′

6(t )S(t )> 0,

d’où, (
S(t ) f6(t )

)′ > 0.

On intègre cette derniére, on trouve

S(t ) f6(t )−S(0) f6(0)> 0,

d’où,
S(t ) f6(t )> S(0) car f6(0) = 1.

Finalement,

S(t )>

e
−

t∫
0

(
β I(t )

N +µ
)
d s

S(0).

Donc, puisque S(0)> 0 alors S(t )> 0 pour tout t > 0.
D’où, la positivité de S(t ), I(t ), C(t ) et R(t ).

2.1 Domaine d’étude

Théorème 3.2

Le domaine d’étudeΩ est positivement invariant :

Ω =
{
(S, I,C,R) ∈R4

+ : 06N(t )6N
}

.

Preuve. On a,
N(t ) = S(t )+ I(t )+C(t )+R(t ),

cela implique que,
N′(t )6Π−µN,

donc,
N′(t ) =Π−µN. (E1)

On résout l’équation différentielle ordinaire linéaire (E1) d’ordre 1 avec second membre.
Étape 1 : l’équation différentielle ordinaire sans second membre

N′(t ) = −µN,∫
N′(t )

N
d t =

∫
−µd t ,

ln |N(t )| = −µt + c1, c1 ∈R.
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Donc, la solution générale de l’équation sans second membre Nh est

Nh(t ) = Ke−µt , K ∈R.

Étape 2 : l’équation différentielle ordinaire avec second membre (méthode de la variation
de la constante).
On a,

N(t ) = K(t )e−µt ,

N′(t ) = K′(t )e−µt −µK(t )e−µt .

En remplaçant N et N′ dans l’equation(E1), il découle

(E1) ⇒ K′(t )e−µt −µK(t )e−µt =Π−µK(t )e−µt ,

⇒ K′(t )e−µt =Π,

⇒ K′(t ) =Πeµt ,

⇒
∫

K′(t ) =
∫
Πeµt ,

⇒ K(t ) =
Π

µ
eµt + c2, c2 ∈R.

En dernier, la solution générale Ng de l’equation(E1) est :

N(t ) =

(
Π

µ
eµt + c2

)
e−µt , c2 ∈R,

N(t ) =
Π

µ
+ c2e−µt , c2 ∈R.

Si t →+∞, on trouve

N(t ) 6
Π

µ
,

N(t ) 6 N, carΠ =µN.

3 L’existence et l’unicité de la solution

Notre but ici est de montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème à l’aide
du théorème de Cauchy-Lipschitz.

Théorème 3.3 :Théorème de Cauchy-Lipschitz

Soient I un intervalle de R+ et F : I×Rd → Rd une application continue et globale-
ment lipschitzienne au sens suivant : pour tout intervalle compact K ⊂ I, ∃k > 0 tel
que pour tout t ∈ K et pour tout X1,X2 ∈Rd ,

∥ F(t ,X1(t ))−F(t ,X2(t )) ∥≤ k ∥ X1(t )−X2(t ) ∥ .

Alors ∀t0 ∈ K et ∀X0 ∈Rd , le problème de Cauchy{
X′(t ) = F(t ,X(t )), t ∈]0,T]
X(0) = X0.

admet une unique solution X définie sur I tout entier.
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Notre modèle (3.1) est un système d’équations non linéaire autonome du premier
ordre. On peut le réécrire sous la forme du problème de Cauchy suivant :{

X′(t ) = F(t ,X(t )), t ∈]0,T]
X(0) = X0.

Avec,

X(t ) =


S(t )
I(t )
C(t )
R(t )

 et F(X(t )) =


f1(X(t ))
f2(X(t ))
f3(X(t ))
f4(X(t ))

 .

Où, 
f1(X(t )) =µN+ωR(t )−βS(t )I(t )

N −µS(t ),
f2(X(t )) = βS(t )I(t )

N − (α+δ+µ)I(t ),
f3(X(t )) = αI(t )+τR(t )− (σ+µ)C(t ),
f4(X(t )) =σC(t )+δI(t )− (τ+µ+ω)R(t ).

On rappelle que la norme de l’espace de fonctions continues définie de [0,T] dans
R4(et notée par C([0,T],R4)) elle est définie par

N(X) = max
t∈[0,T]

∥ X(t ) ∥,

avec ∥ . ∥ est la norme de R4.
L’objectif de cette partie est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.4

Le problème différentiel ( 3.1) admet une unique solution (S(t ), I(t ),C(t ),R(t ))T ∈
R4pour tout t ∈]0,T].

Preuve. Pour démontrer que le problème de Cauchy admet une unique solution, il suffit
de démontrer que F est liptschizienne.

Soient t ∈]0,T] et X1,X2 ∈R4, on a :

∥ F(X1(t ))−F(X2(t )) ∥ = max
t


| f1(X1(t ))− f1(X2(t ))|,
| f2(X1(t ))− f2(X2(t ))|,
| f3(X1(t ))− f3(X2(t ))|,
| f4(X1(t ))− f4(X2(t ))|,

= max
t



∣∣∣∣ωR1(t )−βS1(t )I1(t )

N
−µS1(t )−ωR2(t )+βS2(t )I2(t )

N
+µS2(t )

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣βS1(t )I1(t )

N
− (α+µ+δ)I1(t )−βS2(t )I2(t )

N
+ (α+µ+δ)I2(t )

∣∣∣∣ ,∣∣αI1(t )+τR1(t )− (σ+µ)C1(t )−αI2(t )−τR2(t )+ (σ+µ)C2(t )
∣∣ ,∣∣δI1(t )+σC1(t )− (τ+µ+ω)R1(t )−δI2(t )−σC2(t )+ (τ+µ+ω)R2(t )

∣∣ ,

= max
t



∣∣∣∣ω(R1(t )−R2(t ))+β
(

S2(t )I2(t )

N
− S1(t )I1(t )

N

)
+µ(S2(t )−S1(t ))

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣β(
S1(t )I1(t )

N
− S2(t )I2(t )

N

)
+ (α+µ+δ)(I2(t )− I1(t ))

∣∣∣∣ ,

| α(I1(t )− I2(t ))+τ(R1(t )−R2(t ))+ (σ+µ)(C2(t )−C1(t )) |,
| δ(I1(t )− I2(t ))+σ(C1(t )−C2(t ))+ (τ+µ+ω)(R2(t )−R1(t )) | .
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On a,

| f1(X1(t ))− f1(X2(t ))| =

∣∣∣∣ωR1(t )−βS1(t )I1(t )

N
−µS1(t )−ωR2(t )+βS2(t )I2(t )

N
+µS2(t )

∣∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣ βN(S2(t )I2(t )−S1(t )I1(t ))+µ(S2(t )−S1(t ))+ω(R1(t )−R2(t ))

∣∣∣∣ ,

≤
∣∣∣∣ βN(S2(t )I2(t )−S1(t )I1(t )+ I1(t )S2(t )− I1(t )S2(t ))

∣∣∣∣+ ∣∣µ(S2(t )−S1(t ))
∣∣

+|ω(R1(t )−R2(t ))| ,
≤

∣∣∣∣ βN(I1(t )(S2(t )−S1(t ))+S2(t )(I2(t )− I1(t )))

∣∣∣∣+ ∣∣µ(S2(t )−S1(t ))
∣∣

+|ω(R1(t )−R2(t ))| ,
≤ ∣∣(β+µ)(S1(t )−S2(t ))

∣∣+ ∣∣β(I1(t )− I2(t ))
∣∣+|ω(R1(t )−R2(t ))| ,

car :
I1

N
≤ 1 et

S2

N
≤ 1,

≤ (β+µ) |(S1(t )−S2(t ))|+β |(I1(t )− I2(t ))|+ω |(R1(t )−R2(t ))| ,
≤ (2β+µ+ω)‖X1(t )−X2(t )‖ ,

car :

|(S1(t )−S2(t ))| ≤ ‖X1(t )−X2(t )‖ ,

|(I1(t )− I2(t ))| ≤ ‖X1(t )−X2(t )‖ ,

|(R1(t )−R2(t ))| ≤ ‖X1(t )−X2(t )‖ ,

avec,

‖X1(t )−X2(t )‖ =
√

(S1(t )−S2(t ))2 + (I1(t )− I2(t ))2 + (C1(t )−C2(t ))2 + (R1(t )−R2(t ))2,

et,
k = 2β+µ+ω.

De la même manière pour la deuxième équation :

| f2(X1(t ))− f2(X2(t ))| =

∣∣∣∣βS1(t )I1(t )

N
− (α+δ+µ)I1(t )−βS2(t )I2(t )

N
+ (α+δ+µ)I2(t )

∣∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣ βN (S1(t )I1(t )−S2(t )I2(t ))+ (α+δ+µ)(I2(t )− I1(t ))

∣∣∣∣ ,

≤
∣∣∣∣ βN (S1(t )I1(t )−S2(t )I2(t )+ I1(t )S2(t )− I1(t )S2(t ))

∣∣∣∣
+ ∣∣(α+δ+µ)

(I2(t )− I1(t ))
∣∣ ,

≤
∣∣∣∣ βN(I1(t )(S1(t )−S2(t ))+S2(t )(I1(t )− I2(t )))

∣∣∣∣+ ∣∣(α+δ+µ)(I1(t )− I2(t ))
∣∣ ,

≤ ∣∣β(S1(t )−S2(t ))+β(I1(t )− I2(t ))
∣∣+ ∣∣(α+δ+µ)(I1(t )− I2(t ))

∣∣ ,

car :
I1

N
≤ 1 et

S2

N
≤ 1,

≤ β |(S1(t )−S2(t ))|+β |(I1(t )− I2(t ))|+ (α+δ+µ) |(I1(t )− I2(t ))| ,
≤ (2β+α+δ+µ)‖X1(t )−X2(t )‖ ,

donc,
k = 2β+α+δ+µ.
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De même pour la troisième équation, on trouve :

| f3(X1(t ))− f3(X2(t ))| =
∣∣αI1(t )+τR1(t )− (σ+µ)C1(t )−αI2(t )−τR2(t )+ (σ+µ)C2(t )

∣∣ ,

=
∣∣α(I1(t )− I2(t ))+τ(R1(t )−R2(t ))+ (σ+µ)(C2(t )−C1(t ))

∣∣ ,

≤ α |I1(t )− I2(t )|+τ |R1(t )−R2(t )|+ (σ+µ) |C2(t )−C1(t )| ,
≤ α |I1(t )− I2(t )|+τ |R1(t )−R2(t )|+ (σ+µ) |C1(t )−C2(t )| ,
≤ (α+τ+σ+µ) ∥ X1(t )−X2(t ) ∥,

et donc,
k = α+τ+σ+µ.

En dernier, pour la quatrième équation, on trouve :

| f4(X1(t ))− f4(X2(t ))| =
∣∣σC1(t )+δI1(t )− (τ+µ+ω)R1(t )−σC2(t )−δI2(t )+ (τ+µ+ω)R2(t )

∣∣ ,

=
∣∣σ(C1(t )−C2(t ))+δ(I1(t )− I2(t ))+ (τ+µ+ω)(R2(t )−R1(t ))

∣∣ ,

≤ σ |C1(t )−C2(t )|+δ |I1(t )− I2(t )|+ (τ+µ+ω) |R2(t )−R1(t )| ,
≤ σ |C1(t )−C2(t )|+δ |I1(t )− I2(t )|+ (τ+µ+ω) |R1(t )−R2(t )| ,
≤ (σ+δ+τ+µ+ω)‖X1(t )−X2(t )‖ .

avec,
k =σ+δ+τ+µ+ω.

par conséquent, ona,

‖F(X1(t ))−F(X2(t ))‖ = ‖F(S1(t ), I1(t ),C1(t ),R1(t ))−F(S2(t ), I2(t ),C2(t ),R2(t ))‖ ,

≤ k ‖X1(t )−X2(t )‖ .

Où,
k = max(2β+µ+ω,2β+α+δ+µ,α+τ+σ+µ,σ+δ+τ+µ+ω).

4 Le taux de reproduction de base R0

Le nombre de reproduction est le nombre de cas secondaires produit par un individu
infectieux typique au cours de sa période d’infectiosité, dans une population constituée
entiérement de susceptibles [46].

On notera Sρ(A) le spectre de la matrice A, ρ(A) représentele rayon spectrale de A est
défini par :

ρ(A) = max{|λ|,λ ∈ Sρ(A)}.

Le point sans maladie est donné par

(S = N, I = 0, C = 0, R = 0).

Pour pouvoir calculer le R0, on a recours à F et V tel que :

I′(t ) = β
S(t )I(t )

N
− (α+δ+µ)I(t ),

= F(I)−V.
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F représente la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment I, ce qui pro-
vient des autres compartiments et entre en I suite à une infection et V = V+−V− tels que :

V+ représente ceux qui entrent en compartiment I pour autres raisons.
V− représente ceux qui sortent du compartiment I pour autres raisons.
Soient F et V sont les dérivées de F et V au point d’équilibre sans maladie E0 = (N,0,0,0)T.

F = β
S(E0)

N
= β,

V = −(
α+δ+µ)

.

L’inverse de V est donné par

V−1 =
−1

α+δ+µ ,

d’où,

FV−1 =
−β

α+δ+µ ,

avec,
(
FV−1

)
, la matrice de la nouvelle génération.

Le taux de reproduction de base R0 est le rayon spectral de la matrice de la nouvelle
génération qui est donné par

R0 = ρ(FV−1),

d’où,

R0 =
β

α+δ+µ .

5 Les points d’équilibre

Théorème 3.5

Le système ( 3.1) admet deux points d’équilibre E0 et E1 pour des paramètres stric-
tements positifs dansΩ. Ils sont donnés par :
1-E0 est le point d’équilibre sans maladie, ce point existe sans condition et il est
donné par,

E0 = (N,0,0,0)T.

2-E1 est le point d’équilibre avec maladie, ce point existe à condition que R0 > 1,
donc le point est donné par :

E1 = (S∗, I∗,C∗,R∗)T.

Avec, 

S∗ =
N

R0
,

I∗ =
N

((
µ+ω)(

µ+σ)+τµ)(
α+δ+µ)(

µ+σ+τ)+ω(
µ+α+σ) (R0 −1)

R0
,

C∗ =
N

(
(τ+µ+ω)α+δτ)(

α+δ+µ)(
µ+σ+τ)+ω(

µ+α+σ) (R0 −1)

R0
,

R∗ =
N

(
ασ+ (σ+µ)δ

)(
α+δ+µ)(

µ+σ+τ)+ω(
µ+α+σ) (R0 −1)

R0
.
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Preuve. Les points d’équilibre vérifient :

µN+ωR−βSI

N
−µS = 0, (1.1)

β
SI

N
− (α+δ+µ)I = 0, (1.2)

αI+τR− (σ+µ)C = 0, (1.3)

σC+δI− (τ+µ+ω)R = 0. (1.4)

D’après l’équation (1.2), on a

I

(
β

S

N
− (α+δ+µ)

)
= 0.

On distingue deux cas : 
I = 0,
ou bien,

S =
(α+δ+µ)

β
N.

Le cas 1 pour I = 0, on trouve :
µN+ωR−µS = 0, (1.5)

τR− (σ+µ)C = 0, (1.6)

σC− (τ+µ+ω)R = 0, (1.7)

de (1.5) on obtient,

S =
µN+ωR

µ
, (1.8)

de (1.6−1.7) on obtient,

R = 0, (1.9)

C = 0,

en remplaçant (1.9) dans (1.8) on trouve :

S =
µN

µ
= N.

D’ou, le premier point d’équilibre,

E0 = (N,0,0,0)T.

existe sans condition.
Le cas 2 : Si

S =
(α+δ+µ)

β
N,

=
N

R0
.

D’après l’équation (1.1) on a,

33



5. LES POINTS D’ÉQUILIBRE

R =

(
β

SI

N
+µS −µN

)
1

ω
,

=

(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
1

ω
. (1.10)

De l’équation (1.4) on a,

C =
(
(τ+µ+ω)R−δI

) 1

σ
,

=

(
(τ+µ+ω)

(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
1

ω
−δI

)
1

σ
,

=
(τ+µ+ω)

ωσ

(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
− δI

σ
. (1.11)

En remplaçant (1.10) et (1.11) dans l’équation (1.3), on obtient,

αI+
(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
τ

ω
−(σ+µ)

(
(τ+µ+ω)

ωσ

(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
− δI

σ

)
= 0,

donc,

αI+ τ(α+δ+µ)

ω
I− (σ+µ)(τ+µ+ω)(α+δ+µ)

ωσ
I+ (σ+µ)δ

σ
I

=
τ

ω
µN− τ(α+δ+µ)

βω
µN+ (σ+µ)(τ+µ+ω)(α+δ+µ)

βωσ
µN− (σ+µ)(τ+µ+ω)

ωσ
µN,

I

ωσ

(
αωσ+τσ(α+δ+µ)− (σ+µ)(τ+µ+ω)(α+δ+µ)+ (σ+µ)δω

)
=

µN

βωσ

(
βτσ−τσ(α+δ+µ)+ (σ+µ)(τ+µ+ω)(α+δ+µ)−β(σ+µ)(τ+µ+ω)

)
,

d’où,

I =
µN

(
βτσ−τσ(α+δ+µ)+ (σ+µ)(τ+µ+ω)(α+δ+µ)−β(σ+µ)(τ+µ+ω)

)
β

(
αωσ+τσ(α+δ+µ)− (σ+µ)(τ+µ+ω)(α+δ+µ)+ (σ+µ)δω

) ,

et donc,

I =
µN

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)(
β− (α+δ+µ)

)
β

(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) . (1.12)

On écrit I en fonction de R0 : on a

I =

(α+δ+µ)µN
(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)( β

(α+δ+µ)
−1

)
β

(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) ,

d’où,

I =
µN

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω

(R0 −1)

R0
.
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En remplaçant (1.12) dans (1.10), on obtient

R =

(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
1

ω
,

=
µN

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)(
β− (α+δ+µ)

)
(α+δ+µ)

βω
(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) + (α+δ+µ)

βω
µN− µN

ω
,

et donc,

R =
µN

(
ασ+ (σ+µ)δ

)(
(α+δ+µ)−β)

β
(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) .

On écrit R en fonction de R0 : on a

R =

−(α+δ+µ)µN
(
ασ+ (σ+µ)δ

)( β

(α+δ+µ)
−1

)
β

(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) ,

donc,

R =
−µN

(
ασ+ (σ+µ)δ

)
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω

(R0 −1)

R0
.

En remplaçant (1.12) dans (1.11), on obtient

C =
(τ+µ+ω)

ωσ

(
(α+δ+µ)

(
I+ µN

β

)
−µN

)
− δI

σ
,

=
µN

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)(
β− (α+δ+µ)

)
(τ+µ+ω)(α+δ+µ)

βωσ
(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) −µN

(τ+µ+ω)

ωσ

+µN(τ+µ+ω)(α+δ+µ)

βωσ
− µNδ

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)(
β− (α+δ+µ)

)
βσ

(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) ,

=
−µN

(
(τ+µ+ω)ασω+δωτσ)(

β− (α+δ+µ)
)

βωσ
(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) ,

et donc,

C =
−µN

(
(τ+µ+ω)α+δτ)(β− (α+δ+µ)

)
β

(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) .

On écrit C en fonction de R0

C =

−µN(α+δ+µ)
(
(τ+µ+ω)α+δτ)( β

(α+δ+µ)
−1

)
β

(
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω
) ,

C =
−µN

(
(τ+µ+ω)α+δτ)

αωσ+ (α+δ+µ)
(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω

(R0 −1)

R0
.

5.1 La positivité des points d’équilibre

Il est clair que le point sans maladie E0 existe et positif sans condition, il reste alors à
montrer que le point E1 est positif. Cela revient à montrer que S∗, I∗, C∗ et R∗ sont positifs,
en effet :
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La positivité de S∗, on a

S∗ =
N

R0
,

avec,

R0 =
β

α+δ+µ .

Il est clair que R0 est positif alors, S∗ est positif.
La positivité de C∗, on a

C∗ =
−µN

(
(τ+µ+ω)α+δτ)

αωσ+ (α+δ+µ)
(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω

(R0 −1)

R0
,

d’où,

C∗ =
C∗

1

C∗
2

R0 −1

R0
.

Comme le numérateur C∗
1 est négatif, alors il reste à montrer que C∗

2 est négatif :

C∗
2 = αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω,

= −µ((
α+δ+µ)(

µ+σ+τ)+ω(
µ+α+σ))

,

= −c,

tel que,
c =µ

((
α+δ+µ)(

µ+σ+τ)+ω(
µ+α+σ))> 0.

Alors,
C∗

2 < 0,

donc, C∗ est positive si R0 > 1.
La positivité de R∗ on a,

R∗ =
−µN

(
ασ+ (σ+µ)δ

)
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω

(R0 −1)

R0
,

R∗ =
R∗

1

R∗
2

R0 −1

R0
.

Comme le numérateur R∗
1 est négatif et le dénominateur R∗

2 est négatif car (R∗
2 = C∗

2 ).
donc, R∗ est positive si R0 > 1.
La positivité de I∗ on a,

I∗ =
µN

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)
αωσ+ (α+δ+µ)

(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)+ (σ+µ)δω

(R0 −1)

R0
,

donc,

I∗ =
I∗1
I∗2

R0 −1

R0
.

Comme le dénominateur I∗2 est négatif car (I∗2 = R∗
2 = C∗

2 ), alors il reste à montrer que le
numérateur I∗1 est négatif :

on a,

I∗1 = µN
(
τσ− (σ+µ)(τ+µ+ω)

)
,

= −µN
((
µ+ω)(

µ+σ)+τµ)
,
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donc, I∗1 est négatif alors I∗ est positif si R0 > 1.
Donc, le point d’équilibre endémique E1 est positive.

E1 =
(
S∗, I∗,C∗,R∗)

où, 

S∗ =
N

R0
,

I∗ =
N

((
µ+ω)(

µ+σ)+τµ)(
α+δ+µ)(

µ+σ+τ)+ω(
µ+α+σ) (R0 −1)

R0
,

C∗ =
N

(
(τ+µ+ω)α+δτ)(

α+δ+µ)(
µ+σ+τ)+ω(

µ+α+σ) (R0 −1)

R0
,

R∗ =
N

(
ασ+ (σ+µ)δ

)(
α+δ+µ)(

µ+σ+τ)+ω(
µ+α+σ) (R0 −1)

R0
.

existe si et seulement si R0 > 1.

6 La stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibres du système (3.1), on considère le sys-
tème linéaire associé à ce dernier dont la matrice jacobienne est donnée par :

J (S, I,C,R) =


−

(
β

I

N
+µ

)
−β S

N
0 ω

β
I

N
β

S

N
− (α+δ+µ) 0 0

0 α −(σ+µ) τ

0 δ σ −(τ+µ+ω)

 .

6.1 Stabilité du point E0

Théorème 3.6

Le point d’équilibre sans maladie E0 est localement asymptotiquement stable si et
seulement si :

R0 < 1.

Preuve. On a,
E0 = (N,0,0,0)T.

La matrice jacobienne au point E0 s’écrit :

J (E0) =


−µ −β 0 ω

0 β− (α+δ+µ) 0 0
0 α −(σ+µ) τ

0 δ σ −(τ+µ+ω)

 .

Les valeurs propres de J (E0) sont :

λ1 = −µ< 0,

λ2 = β− (
α+µ+δ) ,

λ3 = −1

2
σ− 1

2
τ−µ− 1

2
ω− 1

2

√
σ2 +2στ−2σω+τ2 +2τω+ω2 < 0,

λ4 = −1

2
τ−µ− 1

2
ω− 1

2
σ+ 1

2

√
σ2 +2στ−2σω+τ2 +2τω+ω2.
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Il est clair queλ1 < 0 etλ3 < 0 sontt négatives, il reste à montrer queλ2 etλ4 sont négatives,

λ2 < 0,

β− (
α+µ+δ) < 0,

β < (
α+µ+δ) ,

β(
α+µ+δ) < 1,

R0 < 1.

De plus, on a,

λ3λ4 = µ2 +σµ+τµ+σω+µω,

> 0,

et comme,
λ3 < 0,

alors,
λ4 < 0.

D’où, la stabilité asymptotique du point E0.

6.2 Stabilité du point E1

Théorème 3.7

Le point d’équilibre avec maladie E1 est localement asymptotiquement stable si et
seulement si :

R0 > 1.

Pour montrer la stabilité du point E1, on va utiliser la règle des signes de Descartes,
cette méthode est utilisée pour déterminer le nombre de racines réelles positives et néga-
tives d’un polynôme P. Premièrement, on compte le nombre de changements de signes
dans les coefficients en partant du monôme de plus haut degré jusqu’au monôme de plus
bas degré. Si n est le nombre de changements de signes, alors n est le nombre maximum
de racines réelles positives, et s’il n’y a pas exactement n racines, alors il y en n − 2, ou
n −4,...

Exemple 3.1 Considérons le polynôme P(X) = X7 +2X6 −5X5 −3X2 +7X−9.
Alors, il y a 3 changements de signes dans la liste des coefficients. Le polyôme P admet trois
racines positives ou bien une racine positive.

Preuve. La matrice jacobienne au point E1 s’écrit :

J (E1) =


−

(
β

I∗

N
+µ

)
−(
α+δ+µ)

0 ω

β
I∗

N
0 0 0

0 α −(σ+µ) τ

0 δ σ −(τ+µ+ω)

 .

Le polynôme caractéristique de la matrice J (E1) est donné par

P (λ) = λ4 +C3λ
3 +C2λ

2 +C1λ+C0,
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avec,

C3 =

(
σ+τ+3µ+ω+ 1

N
βI∗

)
,

C2 =σ
(
µ+ω)+(

2µ+ 1

N
βI∗

)(
τ+µ+ω)+ (

σ+µ)(
µ+ 1

N
βI∗

)
+ 1

N
βI∗

(
α+µ+δ) ,

C1 =

((
σ+µ)(

µ+ 1

N
βI∗

)
+ 1

N
βI∗

(
α+µ+δ))(

τ+µ+ω)+στ(
σ+µ)

−στ
(
σ+2µ+ 1

N
βI∗

)
+ 1

N
βI∗

(
σ+µ)(

α+µ+δ)− 1

N
βδωI∗

C1 =
(
σ

(
µ+ω)+µ(

τ+µ+ω))(
µ+ 1

N
βI∗

)
+ 1

N
βI∗

(
α+µ)(

τ+µ+ω)
+ 1

N
βI∗δ

(
τ+µ)+ 1

N
βI∗

(
σ+µ)(

α+µ+δ) ,

C0 =

(
στ

(
σ+µ)− 1

N
βδωI∗

)(
σ+2µ+ 1

N
βI∗

)
−σ

(
τ

(
σ+µ)2 + 1

N
αβωI∗

)
+ 1

N
βδωI∗

(
µ+ 1

N
βI∗

)
−στ

((
σ+µ)(

µ+ 1

N
βI∗

)
+ 1

N
βI∗

(
α+µ+δ))+ 1

N
βI∗

(
σ+µ)(

α+µ+δ)(τ+µ+ω)
,

=
1

N
βµI∗

((
α+µ+δ)(σ+τ+µ)+ω(

α+σ+µ))
.

Et comme I∗ est positive si R0 > 1, alors

C3 > 0,

C2 > 0,

C1 > 0,

C0 > 0.

Donc,
n = 0

Finalement, les coefficients du polynôme caractéristique P (λ) sont positives si R0 > 1.
D’après la règle de Descartes, on déduit que le polynôme P (λ) admet des racines néga-
tives ou racines avec des parties réelles négatives. D’où, le point d’équilibre E1 est asym-
totiquement stable si R0 > 1.

7 Conclusion

Une étude mathématique portant sur des aspects tels que la positivité, l’existence et
l’unicité de la solution a été réalisée dans ce chapitre. Le calcul du taux de reproduction
de base et la stabilité asymptotique des points d’équilibre ont été faits.

Notre prochaine étape consiste à réaliser des simulations numériques du modèle.

39



Chapitre 4

Simulation numérique

1 Introduction

La simulation numérique est une série de calculs et de programmes effectués sur un
ordinateur pour confirmer et interpréter des résultats théoriques en des résultats numé-
riques plus concrets d’un phénomène complexe.

Dans ce chapitre, on utilise le logiciel Matlab pour vérifier les résultats théoriques éta-
blis dans chapitre 3 (les points d’équilibre, le taux de reproduction de base R0 et la stabilité
des points d’équilibre...) et à l’aide de la sensitivité, on trouve les paramètres qui ont un
impact important sur le nombre de reproduction de base R0.

2 Rappel sur la méthode de résolution

On utilise dans cette résolution numérique la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 (RK4)
pour réaliser des simulations numériques du modèle mathématique proposé.

Soit le système d’équations différentielles ordinaire définie sur
[
t0, t f

]
par

Y′(t ) = F(t ,Y(t )) ,

et la condition initiale
Y (t0) = Y0,

avec,
Y′ (t ) =

(
y ′

1(t ) y ′
2(t )...y ′

n(t )
)

,

et,
F(t ,Y(t )) =

(
f1 (t ,Y(t )) f2 (t ,Y(t )) ... fn (t ,Y(t ))

)
,

où, F est une fonction donnée et Y est la solution du système.
Les méthodes de Runge-Kutta sont des schémas numériques à un pas qui permettent

d’estimer la solution du système à un instant ti+1 en utilisant seulement Yi celle à ti .
La méthode de RK4 s’écrit :

Y(i+1) = Y(i ) + h

6
(k1 +2k2 +2k3 +k4),
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où, 

Y(i ) = Y(ti ),
h = ti+1 − ti ,
k1 = F(ti ,Yi ) ,

k2 = F

(
ti + h

2
,Yi + h

2
k1

)
,

k3 = F

(
ti + h

2
,Yi + h

2
k2

)
,

k4 = F(ti+1,Yi +hk3) .

3 Confirmation numérique des résultats théoriques

Dans cette section, on confirme numériquement les résultats théoriques obtenus dans
le chapitre 3.

En premier lieu, on rappelle le système d’équations (3.1), le taux de reproduction de
base R0 et la matrice jacobienne, qui sont données par :

S′(t ) =µN+ωR(t )−βS(t )I(t )

N
−µS(t ),

I′(t ) = β
S(t )I(t )

N
− (α+δ+µ)I(t ),

C′(t ) = αI(t )+τR(t )− (σ+µ)C(t ),
R′(t ) =σC(t )+δI(t )− (τ+µ+ω)R(t ),
S(0), I(0), C(0), R(0)> 0,

R0 =
β

α+δ+µ ,

J (S, I,C,R) =


−

(
β

I

N
+µ

)
−β S

N
0 ω

β
I

N
β

S

N
− (α+δ+µ) 0 0

0 α −(σ+µ) τ

0 δ σ −(τ+µ+ω)

 .

On considère les conditions initiales suivantes :
S(0) = 50000,
I(0) = 50,
C(0) = 10,
R(0) = 1040.

3.1 Stabilité du point d’équilibre sans maladie E0

Les paramètres opérationnels qui vérifient les conditions d’existence et de stabilité du
premier point d’équilibre E0, sont donnés par le tableau suivant :
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Paramètres Valeurs Références
Π 51100 estimée
α 0.017 [9]
β 0.05 estimée
δ 0.051 [9]
σ 0.017 [9]
µ 0.001 [45]
τ 0.002 estimée
ω 0.011 [31]

TABLEAU 4.1 – Les paramètres vérifiant la stabilité de E0.

Le point d’équilibre E0 est donné par

E0 = (51100,0,0,0).

Maintenant, on vérifie la condition de la stabilité du point E0, on a :

R0 = 0.7246 < 1.

En remplaçant les paramètres du tableau (4.1), la matrice jacobienne du système (3.1) au
point E0 est donnée par :

J (E0) =


− 1

1000 − 1
20 0 11

1000
0 − 19

1000 0 0
0 17

1000 − 9
500

1
500

0 51
1000

17
1000 − 7

500

 .

Les valeurs propres de J (E0) sont :

λ1 = −0.019,

λ2 = −0.001,

λ3 = −0.0221,

λ4 = −0.0098.

On obtient les résultats de la convergence dans la figure (4.1) et les résultats de l’évolu-
tion des sous-population du syndrome post-COVID-19 dans les figures (4.2), (4.3), (4.4) et
(4.5).
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FIGURE 4.1 – La convergence vers E0.

Les courbes en 3D dans la figure (4.1) montre qu’après un certain temps la solution
du système (3.1) pour les données du tableau (4.1) converge vers le point d’équilibre sans
maladie E0, on remarque bien que E0 est stable.
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FIGURE 4.2 – L’évolution de la sous-population S.

FIGURE 4.3 – L’évolution de la sous-population I.

FIGURE 4.4 – L’évolution de la sous-population C.
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FIGURE 4.5 – L’évolution de la sous-population R.

Les figures (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) représentent l’évolution des sous-population du
post COVID-19 en fonction du temps (en jours). Dans les 400 premiers jours, on remarque
l’augmentation des personnes susceptibles jusqu’à 51080, entraîne une diminution des
infectées et les personnes récupérées jusqu’à 0, cette diminution s’accompagne d’une
augmentation des personnes qui ont des complications de 10 à 73 personnes dans les
65 premiers jours, puis une diminution de cette dernière. Après 400 jours, les quatre sous
populations commencent à se stabilisent.

Selon les résultats numériques, le taux de reproduction de base R0 < 1, donc, la mala-
die va disparaître après 400 jours.

3.2 Stabilité du point d’équilibre sans maladie E1

Les paramètres opérationnels qui vérifient les conditions d’existence et de stabilité du
point d’équilibre E1, sont donnés par le tableau suivant :

Paramètres Valeurs Références
Π 51100 estimée
α 0.017 [9]
β 0.6262 [10]
δ 0.3526 [10]
σ 0.17 [9]
µ 0.02 [17]
τ 0.2 [25]
ω 0.7 estimée

TABLEAU 4.2 – Les paramètres vérifiant la stabilité de E1.

Le point d’équilibre E1 est donné par

E1 = (31792.65,9157.92,5604.02,4545.39).
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On vérifie la condition de stabilité du point E1, on a :

R0 = 1.6073 > 1.

Selon les paramètres du tableau (4.2), la matrice jacobienne du système 3.1 au point E1

est donnée par :

J (E1) =


−0.1322 −0.3896 0 0.7
0.1122 0.000000000000000016 0 0
0 0.017 −0.19 0.2
0 0.3526 0.17 −0.92

 .

Les valeurs propres de la matrice J (E1) sont :
λ1 = −0.02,
λ2 = λ3 = −0.1455,
λ4 = −0.9310.

On obtient, les résultats de la convergence dans la figure (4.6) et les résultats de l’évo-
lution des sous-population du syndrome post-COVID-19 dans les figures (4.7), (4.8), (4.9)
et (4.10) suivantes :

FIGURE 4.6 – La convergence vers E1.
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3. CONFIRMATION NUMÉRIQUE DES RÉSULTATS THÉORIQUES

Les courbes en 3D dans la figure 4.6 montre qu’après un certain temps la solution du
système (3.1) pour les données du tableau (4.2) converge vers le point d’équilibre avec
maladie E1, donc on peut dire que le point E1 est localement asymptotiquement stable.

FIGURE 4.7 – L’évolution de la sous-population S.

FIGURE 4.8 – L’évolution de la sous-population I.
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FIGURE 4.9 – L’évolution de la sous-population C.

FIGURE 4.10 – L’évolution de la sous-population R.

Les figures (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10) représentent l’évolution des sous-population de la
maladie en fonction du temps (en jours). Dans les 10 premiers jours, on remarque que les
personnes susceptibles augmentent jusqu’à 50730, les personnes infectées augmentent
progressivement et les personnes qui ont des complications augmentent à 170 puis dimi-
nuent, ces augmentations entraînant une diminution du nombre de personnes guéries de
1040 à 90. Après 10 jours, la population des susceptibles va diminué jusqu’à 31230, cette
diminution s’accompagne d’une augmentation rapide des personnes infectées jusqu’à
9941, les personnes qui ont des complications jusqu’à 5680 et les personnes récupérées
jusqu’à 4730. Après 50 jours, on voit que toutes les sous-population se stabilisent.

Selon les résultats numérique on a le taux de reproduction de base R0 > 1 ce qui signi-
fie que la maladie va s’installe après 50 jours.
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4. ANALYSE DE SENSITIVITÉ

4 Analyse de sensitivité

Cette section a pour objectif, d’étudier l’impact des divers paramètres du modèle sur
la dynamique de la maladie et sa transmission. Cette approche nécessite de déterminer
les paramètres ayant un impact plus important sur le nombre de reproduction de base
R0 pour concevoir les meilleures stratégies de contrôle de la maladie, car les paramètres
peuvent augmenter ou diminuer le nombre de reproduction de base si leurs valeurs aug-
mentent ou diminuent.

Définition 4.1

L’indice de sensitivité de R0 qui est différenciable par rapport à un paramètre M, est
défini comme suit [14] :

KR0
M =

∂R0

∂M
× M

R0
.

Le taux de reproduction de base R0 est donné par :

R0 =
β

α+δ+µ .

L’indice de sensitivité de R0 par rapport au paramètre β est obtenu comme suit :

KR0
β

=
∂R0

∂β
× β

R0
,

=
β(

β

α+δ+µ
)(
α+δ+µ) = 1

L’indice de sensitivité de R0 par rapport au paramètre α est obtenu comme suit :

KR0
α =

∂R0

∂α
× α

R0
,

=
−α(

α+δ+µ) .

L’indice de sensitivité de R0 par rapport au paramètre δ est obtenu comme suit :

KR0
δ

=
∂R0

∂δ
× δ

R0
,

=
−δ(

α+δ+µ) .

L’indice de sensitivité de R0 pour le paramètre µ est obtenu comme suit :

KR0
µ =

∂R0

∂µ
× µ

R0
,

=
−µ(

α+δ+µ) .

Les valeurs des indices de sensitivité du R0 correspondant aux paramètres du tableau
(4.2) sont donnés dans le tableau suivant :
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Paramètres L’indice de sensitivité
β 1
α −0.0436
δ −0.9050
µ −0.0513

TABLEAU 4.3 – Les valeurs des indices de sensitivité.

4.1 Interprétation des indices de sensitivité

Le tableau des indices de sentivité des paramètres (4.3), montre que le paramètre le
plus influent est β sur R0 et qu’une augmentation de 10% de β entraine une augmentation
de 10% de R0.

Les paramètres les moins influents sur la valeur de R0 sontα, δ etµ. Une augmentation
de 10% de ces paramètres entraine une diminution de 4.36% de R0 pour α, 90.5% de R0

pour δ et 5.13% de R0 pour µ.

4.2 L’effet du taux de transmission sur la propagation de la maladie

Pour différentes valeurs de β qui sont données dans le tableau suivant :

Paramètre Valeurs
β 0.6 0.5 0.42

TABLEAU 4.4 – Les valeurs de β.

Les résultas obtenus sont :

FIGURE 4.11 – L’évolution de la sous-population S pour différents valeurs de β.
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FIGURE 4.12 – L’évolution de la sous-population I pour différents valeurs de β.

FIGURE 4.13 – L’évolution de la sous-population C pour différents valeurs de β.

FIGURE 4.14 – L’évolution de la sous-population R pour différents valeurs de β.
51



5. CONCLUSION

Les figures (4.11), (4.12), (4.13) et (4.14) montrent que lorsque les individus respectent
les stratégies de prévention, le nombre des individus infectés et les individus qui ont des
complications diminue et la maladie va disparaître avec le temps.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a remarqué que lorsque les paramètres du modèle changent, la
simulation numérique change et que le taux de transmission joue un rôle important dans
la propagation de la COVID-19, ce qui influe sur le nombre de cas du syndrome post-
COVID-19.
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Conclusion

Dans les suites d’une infection par le virus SARS-COV-2, une proportion importante
de patients présentent des complication ou des symptômes secondaire, qui peuvent tou-
cher tous les systèmes de l’organisme et les organes.

Le concept de COVID longue a été adopté par l’Organisation mondiale de la santé et
d’autres sociétés savantes suite à la description de séquelles persistants pendant au moins
deux mois, maux de tête, anxiété, troubles du sommeil, dyspnées et douleurs musculaires
ou articulaire sont les symptômes les plus rapportés en Post COVID-19.

Le travail présenté dans ce mémoire de Master s’est porté sur l’étude mathématique
d’un modèle mathématique qui décrit l’évolution de la dynamique du syndrome post-
COVID-19.

Une étude mathématique de ce modèle, telle que, l’existence, l’unicité de la solution,
le calcul des points d’équilibre et l’étude de leur comportement asymptotique, a été ef-
fectuée.

Au vu des résultats de notre modèle, la prévention des infections pourrait servir de
mesure de prévention pour l’ensemble de la communauté en réduisant le risque d’infec-
tion. Le travail réalisé au cours de ce mémoire ouvre certaines perspectives :

1. L’effet de la vaccination de la COVID-19 sur l’évolution du post-COVID-19.

2. Étudier l’effet du traitement sur l’évolution du post-COVID-19 car, il existe des cli-
niques spécialisées dans la COVID longue sont déjà en train d’être mises en place
pour soutenir les personnes affectées.
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Annexe

Quelques définitions du chapitre 1 :

Le syndrome : un ensemble de signes et de symptômes interconnectés, souvent liés à
une maladie ou à un trouble spécifique.

Dommages organiques : une maladie qui affecte la composition physiologique de
l’organe affecté, où un changement se produit dans certains tissus ou organes spécifiques
du corps.

Syndrome inflammatoire multisystémique (MIS) : un problème de santé qui affecte
le cœur, les poumons, les vaisseaux sanguins, les reins, le système digestif et les tissus. Il
survient principalement chez les enfants.

La réponse inflammatoire systémique : une réaction inflammatoire qui se produit
dans tout le corps en réponse à une agression, telle qu’une infection, une blessure grave
ou une maladie grave.

L’autopsie : une procédure en un examen minutieux d’un cadavre afin de déterminer
la cause et le mode de décès.

Thrombose : un caillot de sang qui se forme dans un vaisseau sanguin, une veine ou
une artère.

Palpitations cardiaques : sont la sensation d’un battement rapide, fort ou irrégulier
du cœur.

L’inflammation chronique : une inflammation qui persiste anormalement dans le
temps.

L’insuffisance rénale : est l’incapacité des reins à filtrer les déchets du sang, ce qui
entraîne une accumulation de toxines dans l’organisme.

L’anxiété : un sentiment d’inconfort, comme le stress ou la peur, qui peut être léger ou
grave.

Troubles cognitifs : un ensemble de symptômes et d’effets incluant des troubles de
la mémoire, de la perception, un ralentissement de la pensée et des difficultés à résoudre
des problèmes.

Thromboembolie veineuse : une maladie qui comprend à la fois la thrombose vei-
neuse profonde (TVP) et l’embolie pulmonaire et un trouble courant, mortel et souvent
négligé. Cela entraîne également de graves complications à long terme.

La coagulopathie : une maladie qui provoque l’incapacité du sang à coaguler, entraî-
nant des troubles de la coagulation.

Cérébrovasculaires : une forme de maladie neurodégénérative causée par des lésions
cérébrales survenues suite à une circulation sanguine insuffisante ou à une hémorragie
cérébrale.

L’hémorragie intracrânienne : une hémorragie intracrânienne se produit lorsque du
sang s’écoule à l’intérieur du cerveau. Cela peut être causé par un traumatisme crânien,
une hypertension artérielle chronique ou d’autres facteurs liés à d’autres systèmes du
corps.
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Annexe

Thyroïdite d’Hashimoto : une inflammation due à une réaction auto-immune par
laquelle des anticorps de l’organisme attaquent les cellules de la thyroïde.
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Résumé

Émergente en tant que nouvelle épidémie, la COVID longue ou séquelles post-aiguë
de la maladie à coronavirus 2019 (COVID-19), une condition caractérisée par la persis-
tance des symptômes de la COVID-19 au-delà de 3 mois, devrait modifier considérable-
ment la vie de millions de personnes dans le monde.

COVID-19 est connu pour provoquer des atteintes respiratoires parfois lourdes, mais
aussi d’autres déficiences : neurologique, neurocognitives, cardiovasculaires, digestives,
hépatorénales, métaboliques et psychiatrique.

L’objectif de ce travail est de proposer un modèle mathématique décrivant l’évolu-
tion de la dynamique du syndrome-post-COVID-19 et d’étudier l’influence des mesures
de prévention recommandées, telles que le port du masque, la distanciation sociale et le
lavage fréquent des mains, pour réduire les risques d’infection et de complications à long
terme.

5.0.0.1 Mots-Clés. Modélisation mathématique, COVID-19, Syndrome post-COVID-
19, Simulation numérique.

Abstract

Emerging as a new epidemic, long-onset COVID or post-acute sequelae of corona-
virus disease 2019 (COVID-19), a condition characterized by the persistence of COVID-
19 symptoms beyond 3 months, is expected to dramatically alter the lives of millions of
people worldwide.

COVID-19 is known to cause sometimes severe respiratory impairment, but also other
impairments : neurological, neurocognitive, cardiovascular, digestive, hepatorenal, meta-
bolic and psychiatric.

The aim of this work is to propose a mathematical model describing the evolution of
the dynamics of the post-COVID-19 syndrome and to study the influence of recommen-
ded preventive measures, such as wearing a mask, social distancing and frequent hand
washing, in reducing the risk of infection and long-term complications.

5.0.0.2 Key Words. Mathematical modeling, COVID-19, Post-COVID-19 syndrome, Nu-
merical simulation.
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