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Introduction

Les maladies infectieuses constituent une menace pour la santé humaine et peuvent

entrainer des épidémies. L'hépatite C, 'une des maladies infectieuses les plus graves, pro-
voque une inflammation du foie due au virus de I'hépatite C (VHC).
De nos jours, la lutte contre ces maladies repose sur des stratégies de prévention de plus
en plus élaborées. Ces stratégies comprennent une combinaison de divers moyens de pré-
vention, tels que la sensibilisation aux comportements a risque et ’adoption de pratiques
sécuritaires, adaptées a des sous-groupes de la population en fonction de criteres comme
I’age et le niveau d’exposition potentielle a la maladie. Par exemple, dans le cas spécifique
de I'hépatite C, le personnel soignant joue un role crucial dans la prévention de la trans-
mission en respectant des mesures strictes d’hygiéne, telles que I'utilisation adéquate des
équipements de protection et des techniques de stérilisation. Le comportement respon-
sable du personnel soignant est essentiel pour prévenir la propagation de I’hépatite C et
d’autres maladies infectieuses.

A I'échelle mondiale, on estime que plus de 171 millions d’individus sont porteurs
chroniques de I'hépatite C.

En 2016, I'organisation mondiale de la santé a publié des objectifs mondiaux d’élimi-
nation du virus de 'hépatite C, y compris une réduction de 80% de la transmission du
VHC et de 65% de la mortalité liée au VHC d’ici 2030 [17]. Dans ce contexte, alors que I'in-
térét mondial se tourne vers la réalisation des objectifs d’élimination du VHC de 'OMS,
les gouvernements s’appuient de plus en plus sur des modeles mathématiques pour éclai-
rer leurs stratégies de prévention, des conseils sur la meilleure fagon d’atteindre ces ob-
jectifs. Les modeles de transmission du VHC peuvent fournir des informations critiques
sur quel type d’intervention, quel niveau et quel ciblage sont nécessaires pour atteindre
les objectifs de 'OMS.

C’est pourquoi I'utilisation de modeéles mathématiques est nécessaire pour simuler la
transmission de maladies telles que I'hépatite C dans une population donnée. Ces mo-
deles permettent d’évaluer virtuellement l'efficacité de différentes stratégies de préven-
tion, ce qui aide a orienter de maniere optimale les actions de santé publique. La mo-
délisation mathématique se révele précieuse lorsque les données disponibles sont in-
suffisantes, car elle permet de comprendre les processus temporels a long terme qui ne
peuvent étre étudiés expérimentalement de maniere conventionnelle. Elle rassemble éga-
lement les connaissances existantes et les hypotheses raisonnables pour reconstruire la
dynamique de I'épidémie et prédire ses conséquences futures.

Bien qu’il n’existe pas encore de vaccin efficace contre 'hépatite C et que méme un
vaccin protecteur ne permettrait pas nécessairement I’éradication complete de la maladie
aI’échelle mondiale, il est tout de méme possible de réduire considérablement le fardeau
de cette maladie pour la santé publique grace a des traitements curatifs et des efforts de
prévention.

Dans cette étude, notre objectif est de démontrer 'impact du respect de la qualité des
soins, en mettant particulierement I’accent sur I'influence du personnel soignant dans ce
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domaine.

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres : dans le premier chapitre,on va présenter
des généralités sur la maladie de 'hépatite C. Dans le deuxieme chapitre, on va présenter
quelques modeles mathématiques existant dans la littérature et on va établir le modele
qui décrit 'impact du respect de la qualité des soins sur la propagation de la maladie.
Le troisiéme chapitre est réservé a 'analyse mathématique du modele proposé. Enfin,
dans le dernier chapitre, on va faire une étude numérique pour discuter et interpréter les
résultats numériques obtenus.

On termine ce travail par une conclusion et des perspectives a envisager.



Chapitre 1

Présentation de la maladie de I'hépatite C

Les maladies infectieuses sont des maladies causées par des organismes vivants, tels
que des bactéries, des virus, des champignons ou des parasites. De nombreux organismes
vivent dans et sur notre corps. IIs sont généralement inoffensifs et méme utiles, mais sous
certaines conditions certains organismes causent des maladies.

Certaines maladies infectieuses peuvent se transmettre d'une personne a I'autre(Transmission
directe) et certaines sont propagées en consommant des aliments ou del’eau contaminée
ou en s'exposant a des organismes dans I’environnement (Transmission par 'intermé-
diaire de vecteurs).

Les vecteurs peuvent étre des insectes ou d’autres animaux qui transmettent un agent
infectieux d'une personne a l’autre ou bien des objets contaminés tels que des vétements,
des couverts, de I'’eau, du lait, de la nourriture, du sang, du plasma, des liquides intravei-
neux ou des instruments chirurgicaux,...

La plupart des maladies infectieuses n’ont que des complications mineures, mais cer-
taines infections, a long terme, provoquent des cancers et peuvent étre mortelles [9],

e Papillomavirus humain lié au cancer du sein.

» Helicobacter pylori est lié au cancer gastrique et a l'ulcere peptique.

o Les hépatites B et C sont associées au cancer du foie.

Dans ce travail, on s’intéresse a I’hépatite virale C, qui constitue un probleme mondial
de santé publique comparable a celui causé par d’autres maladies infectieuses majeures
telles que le VIH, la tuberculose ou le paludisme.

L'OMS estime que 58 millions de personnes dans le monde sont des porteurs chro-
niques du virus de L'hépatite C, avec environ 1.5 million de nouvelles infections chaque
année. On estime que 3.5 millions d’adolescents et d’enfants sont infectés des maniere
chronique par le VHC [18].

La répartition des infections par le VHC dans le monde est représentée par la figure

suivante
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FIGURE 1.1 — Répartition des malades du VHC dans le monde [18].



1. HISTORIQUE

Pour comprendre le probleme de I'hépatite C, on commence par rappeler quelques
notions de base comme les différentes voies d’infection par le virus de I'hépatite C, les
symptomes et les complications de la maladie ainsi que les mesures préventives pour
combattre ce virus.

1 Historique

Entre 1978 et 1988, les hépatites non A et non B ont été identifiées comme la cause
de maladies post-transformationnelles entrainant la mort par cirrhose et cancer du foie.
La fréquence de ces hépatites a permis en 1989 la découverte du virus de I'hépatite C par
I’équipe de Michael Hutton. De nombreuses voies de contamination autres que la trans-
fusion sanguine ont été décrites, comme les contaminations de type iatrogenes suite a un
tatouage ou de type nosocomiale suite a une hospitalisation. Cependant, selon [20], il y
aurait 20 a 30 % de patients dont le schéma de contamination est inconnu.

2 Description de la maladie de I’hépatite C

L'hépatite C est une inflammation du foie causée par le virus du VHC. Ce virus qui est
strictement humain se transmet exclusivement par le sang.

Enveloppe N Capsomére

Capside

Glycoprotéines
E1 et E2

FIGURE 1.2 - Structure du virus de I'hépatite C [3].

Cette maladie se développe en divers stades qui peuvent étre sans manifestations
claires. La figure suivante représente les différentes étapes.



2. DESCRIPTION DE LA MALADIE DE I'HEPATITE C
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FIGURE 1.3 — L'évolution de la maladie [24].

2.1 Phase aigué

Linfection par le virus de 'hépatite C débute par une période d’incubation silencieuse
variable qui dure entre 2 a 12 semaines suivant la quantité du virus transmise [16].

Apres cette période, I'infection se manifeste par une hépatite aigué. Dans la plupart
des cas (80%), aucun symptome n’est visible. Dans 10% des cas, I'inflammation du foie
se caractérise par des symptomes comme : fievre, fatigue, manque d’appétit, nausées,
vomissements, douleurs abdominales, coloration plus sombre des urines, coloration gri-
satre des selles, douleurs articulaires et ictére (jaunissement de la peau et du blanc des
yeux) [16].

L'ARN du virus de I'hépatite C peut étre mis en évidence des la premiere semaine sui-
vant la contamination car le virus se multiplie rapidement (figure ( 1.4)). A partir de la
quatrieme semaine suivant la contamination, les transaminases augmentent jusqu’a at-
teindre dix fois la valeur normale. A partir de la sixieme semaine, le systeme immunitaire
produit des anticorps anti-VHC pouvant étre détectés par un test ELISA.

Dans 10 a 40% des cas, 'organisme détruit le virus, 'ARN viral devient indétectable.
Le taux de transaminases revient a la normale autour de la dixiéme semaine d’infection
et on note une baisse progressive des anticorps anti-VHC qui restent détectables pendant
de nombreuses années. Toutefois, dans 50 a 80% des cas, I'infection passe a la chroni-
cité car 'organisme ne parvient pas a éliminer complétement le virus (six mois apres la
contamination).[24]
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FIGURE 1.4 — Marqueurs biologiques d'une hépatite C aigué qui va évoluer vers une guérison
(INPES - 2007)[24].

2.2 Phase chronique

Dans la plupart des cas, le systtme immunitaire ne peut éliminer completement le
virus, qui reste présent dans les cellules hépatiques et les lymphocytes, ou il se multiplie.
C’est le passage a la chronicité . Ce type de I'hépatite C est le type le plus courant, tou-
chant 75 a 85 % des patients. Le nombre de personnes souffrant de maladies chroniques
dans le monde est estimé a environ 71 millions, soit environ 1 % de la population géné-
rale. Ce passage a la chronicité semble dépendre de plusieurs facteurs pouvant accélérer
I’évolution de la maladie (figure (1.3)).

La persistance de '’ARN virale au-dela de 6 mois signe l'infection chronique par le
virus de I'hépatite C . Le systeme immunitaire produit des anticorps anti-VHC qui vont
persister. LARN viral reste détectable bien que I’on note une négativation transitoire dans
certains cas. Les transaminases peuvent fluctuer modérément et ce, pendant des années
(figure (1.5)).
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FIGURE 1.5 — Marqueurs biologiques d'une hépatite C aigué qui va évoluer vers la chronicité
(INPES - 2007) [24].



3. COMPLICATIONS DE LA MALADIE DE I’'HEPATITE C

3 Complications de la maladie de I'hépatite C

Dans la majorité des cas, I'hépatite chronique n’entraine pas de fibrose importante.
Cependant, dans 20 % des cas, elle peut évoluer vers une cirrhose, le plus souvent long-
temps apres la contamination.[16]

La cirrhose peut entrainer des complications, et parfois évoluer vers un cancer du foie.

L'hépatite C chronique peut également entrainer des complications extra-hépatiques
telles que

e Les cryoglobulinémie mixtes.

e Lasthénie chronique.

e Diabete non insulinodépendant.

e Manifestation psychiatriques.

Lévolution de I'hépatite chronique C peut étre modifiée par un traitement efficace.

HCC & ESLD

HCC:1-4 % par an
ESLD :2-5 % par an ¥

(a) (b)

FIGURE 1.6 — Les complications de I'hépatite C [3].

4 Les modes de transmission du VHC

Le virus de I'hépatite C se transmet par exposition a du sang contaminé, par contact
direct avec le sang d'une personne infectée ou indirectement par I'intermédiaire d’outils
contaminés.

PANGER!
v &
=% =B
Du sang infecté sur une blessure Du sang infecté sur la peau

= risque de contamination sans blessure = pas de contamination

FIGURE 1.7 - [3].

Les modes de transmission, selon [22] sont présentés dans la figure (1.8)
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Mode de transmission Moyens

Transfusion de sang et de produits sanguins n'ayant pas fait 'objet d'un dépistage.
Dans les pays a revenu faible, l'infection par le VHC est souvent associée a des

Transfusion sanguine  pratiques d'injection a risqué et a des transfusions de sang non testé (Rapport de 'OMS
sur la sécurité transfusionnelle),

Consommation de drogues injectables et partage de matériels entre usagers de
drogues (seringue, paille d'inhalation, compresse...). Diverses études ont montré que la
prévalence de l'infection par I'hépatite C chez les usagers de drogues varie de 25 % a
89%.

Usages des drogues

Par I'intermédiaire d'objets souillés, les mains du personnel soignant, a réutilisation ou

Nosocomiales ou [a stérilisation incompléte de tout type de matériel médicale.
iatrogénes

Le VHC peut se transmettre d'une mére infectée a son enfant, cependant, ce mode de
Transmission verticale  transmission est trés rare.

FIGURE 1.8 — Les modes de transmission.

5 Prévention

En I'absence de vaccin contre 'hépatite C, la prévention de I'infection par le VHC re-
pose sur la réduction du risque d’exposition au virus, ce qui est difficile en raison des dif-
férentes voies de transmission et de la diversité des populations touchées dans le monde.

La majorité des infections par le VHC surviennent dans les établissements de santé
public ou privé et résultent d’actes médicaux inadéquats, comme la réutilisation du ma-
tériel d’'injection [16].

Dans les établissements de soins de santé, I’hépatite virale se produit également par le
biais de transfusions sanguines qui n’ont pas été testées.

Aussi, en raison de 'utilisation de matériel d'injection contaminé, les utilisateurs de
drogues injectables courent un risque élevé d’infection par le VHC.

Face a cette diversité de voies de contamination, des organismes tels que 'OMS, I'Of-
fice des Nations Unies contre la drogue et le crime (ONUDC) et le Programme commun
des Nations Unies, ont élaboré des lignes directrices qui comprennent des recommanda-
tions pour prévenir la transmission de I’hépatite virale. Parmi lesquelles : [16]

e Lhygiene des mains, la préparation des mains avant une intervention chirurgicale,le
lavage des mains et |'utilisation de gants.

e La manipulation et I’élimination sans risque des objets tranchants ou piquants, et
des déchets.

e Le nettoyage sans risque du maériel.

» Le dépistage des dons des sang.

o L'amélioration de I'accés a des produits sanguins sars.

e Laformation du personnel de santé [16].

L'Algérie a classé les Hépatites virales comme maladie a déclaration obligatoire est
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compte parmi les pays qui donne une grande importance a la prévention des infections
et ala prise en charge thérapeutique des malades infectieuses. Depuis 1986, des systemes
de déclaration et de surveillance des maladies transmissibles ont été mis en place [19].

En 2021, le rapport du Comité National d’Experts pour la Prévention et le Controle des
des soins, qu'ils soient pratiqués dans les établissements de santé publics, privés ou a do-
micile, appelées infections associées aux soins (IAS), constituent un important probléme
de santé publique. Elles figurent parmi les principales causes de mortalité et de morbidité
chez les patients hospitalisés.

Etil rapporte que " Lamélioration de la qualité des soins est une démarche qui contri-
bue a la diminution d’'une maniere considérable du taux des infections associées aux
soins et a la réduction, par conséquent, de I'impact économique que font peser ces der-
nieres sur le systéme de santé" [15].

DIRECTIVES RELATIVES A LA PREVENTION
DES INFECTIONS ASSOCIEES
AUX ACTES DE SOINS

Aussi, le président de I'association S.O.S hépatites, Abdelhamid Bouallag a évoqué lors
d’un interview avec le Courrier d’Algerie, la nécessité d’élaborer un plan national contre
I'hépatite virale qui visera a améliorer la prévention, la prise en charge et la disponibilité
des médicaments. Il a, en outre, noté qu'’il est nécessaire de se faire dépister contre les
hépatites B et C. Il a mentionné aussi que la prévention des hépatites virales pose un pro-
bléme en Algérie, car il n’existe pas une véritable prévention contre ces infections virales,
notamment chez le dentiste [3].

5.1 Prévention avant I'exposition

La réduction de I'incidence de 'infection par le VHC passe par une diminution des
risques d’exposition a du sang contaminé, notamment par un contrdle des donneurs et
des prélevements, dans les centres de transfusion sanguine, le rejet des dons de sang po-
sitifs pour les anticorps ou ’ARN VHC.

Lutte contre la toxicomanie et partage de seringues.

Les bonnes pratiques de soins (médicaux et dentaires) pour éviter les accidents d’ex-
position au sang AES (Un accident d’exposition au sang : AES, se définit comme tout
contact avec du sang, ou du liquide biologique contenant du sang, et comportant : pi-

10



6. TRAITEMENT

qlre, blessure, une projection sur une muqueuse (bouche, ceil)) et la contamination des
patients par un matériel mal stérilisé [7].

5.2 Prévention post-exposition

Un individu exposé au virus devrait bénéficier d'une recherche d’anticorps anti-VHC
et d'un bilan biologique avec dosage des tests hépatiques, pour exclure une contamina-
tion ultérieure. Ensuite, un suivi régulier avec tests hépatiques et sérologiques (un test
sérologique recherche des anticorps spécifiques produits par le systéme immunitaire en
réponse a un agent infectieux (virus, bactéries) ou a des protéines étrangeres dans un
échantillon de sérum sanguin. Il détermine si une personne a déja été infectée), pour le
VHC devrait étre effectué au moins un fois dans les 6 mois qui suivent I'épisode. Parfois,
un dosage de ’ARN viral est réalisé dans les deux a quatre semaines qui suivent I’exposi-
tion, afin d’introduire un traitement dans les plus brefs délais, si cela est nécessaire [3].

6 Traitement

De nos jours, 'hépatite C est une maladie curable et grace aux progres qui ont été réa-

lisés en matiere de traitement, les taux de guérison ne cessent de croitre.
Apres une infection aigiie par le VHC, environ 20% des malades guérissent spontanément.
Chez ceux-ci, les réponses immunes de 'hote ont été capables de controler I'infection,
permettant I'élimination définitive du virus. La guérison ne confere cependant pas d'im-
minité protectrice.

Chez le 80% des malades restants I'infection évolue vers la chronicité. Linfection par
le VHC persiste alors qu'une réponse immune se développe. Les mécanismes de la per-
sistance virale sont donc ceux de I'’échec des réponses immunes a controler la réplication
du virus et sa propagation a I'interieur du foie [18].

Le diagnostic et le traitement de 'infection chronique par le VHC ont des effets bé-
néfiques sur le plan préventif, étant donné que les personnes qui sont guéries de leur
infection ne peuvent pas transmettre le virus aux autres [16].

Le traitement curatif de I'hépatite C s’avere également bénéfique pour la santé des pa-
tients, puisqu’il réduit de plus de 75% le risque de développer un carcinome hépatocellu-
laire parmi les personnes qui présentent une fibrose, tous stades confondus. En décembre
2013, six médicaments étaient homologués pour le traitement de I'infection par le VHC :
l'interféron standard (IFN) et I'interféron alpha pégylé (PEG-IFN), la ribavirine (RBV), les
inhibiteurs de protéase (IP) bocéprévir, siméprévir et télaprévir, ainsi que le sofosbuvir,
inhibiteur de polymérase analogue nucléotidique [16].

Le traitement est limité notamment par son cott élevé, la nécessité d’avoir recours a
des tests de laboratoire élaborés et de former les cliniciens, ainsi que par 'efficacité mo-
deste et la toxicité importante de certains des médicaments. Le nombre de médicaments
pour le traitement de ’hépatite C devrait augmenter rapidement au cours des prochaines
années.

L'OMS prévoit de mettre les présentes lignes directrices a jour régulierement afin d’y
inclure les nouveaux médicaments homologués.

|’objectif secondaire du traitement est d’arréter la progression vers la fibrose sinon de
retarder le développement d'un carcinome hépatocellulaire.

En 2018, ’'OMS a actualisé les lignes directrices pour le traitement par des antiviraux a
action directe (AAD). Les AAD sont en mesure de guérir la plupart des personnes présen-
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6. TRAITEMENT

tant une infection par le VHC et le traitement est de courte durée (habituellement : 12 a
24 semaines), selon la présence ou non d'une cirrhose [17].

En conclusion, bien qu’il existe un traitement efficace contre L'hépatite C, cette ma-
ladie continue a se propager tant que les regles d’hygiéne et de prévention ne sont pas
respectées par la population en général et les travailleurs de la santé en particulier.

Dans ce contexte, on vise a introduire un modele mathématique décrivant la dyna-
mique de transmission de I'hépatite C sous l'influence du respect de la qualité des soins
par le personnel soignant, en mettant en évidence le comportement des soignants conscients
de ceux qui ne le sont pas. C’est I'objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 2

La modélisation mathématique de
I'hépatite C

On rappelle que I'objectif de ce chapitre est d’établir un modéle mathématique décri-
vant la dynamique de transmission de I'hépatite C sous I'influence du respect de la qualité
des soins par le personnel soignant.

La premiere partie de ce chapitre se concentre sur une revue de la littérature existante,
mettant en lumiere les modeles mathématiques préexistants liés a I'hépatite C. Cette re-
vue servira de base solide pour la deuxieme partie du chapitre.

La deuxieme partie du chapitre sera consacrée a la présentation d’'un nouveau mo-
déle mathématique qui integre spécifiquement 'impact du comportement du personnel
soignant sur la transmission de ’hépatite C. Ce modele original permettra de prendre en
compte les pratiques et les comportements du personnel soignant dans la prévention de
la propagation de I'hépatite C. En utilisant 'approche compartimentale, ce nouveau mo-
dele fournira des perspectives précieuses sur 'efficacité de différentes stratégies de pré-
vention et sur I'importance du respect des mesures d’hygiéne par le personnel soignant.

1 Etatdel’art des modeles mathématiques de I'hépatite C

Les notations changent d'une référence a une autre, on tient a préciser qu'on a res-
pecté les notations de chaque document.

Dans le but de rendre la lecture des modeles plus accessible, on adoptera les défini-
tions suivantes pour les données clés partagées.
—N(?) : le nombre de la population totale au temps t.
=S (1), X(1), Y(t) : le nombre des individus susceptibles au temps t.
—A(1),1(#) : le nombre des individus atteints d'une infection aigué au temps t.
—C(1),Cy(?) : le nombre des individus atteints d’'une infection chronique au temps t.
—Ca(1) : le nombre des individus infectés de fagon chronique qui ont échoué au traite-
ment au temps t.
—E(#) : le nombre des individus Exposé.
—T(¢),Tr(¢) : le nombre des individus qui sont sous traitement au temps t.
—Q(?) : le nombre des individus isolés au temps t.
—V(?) : le nombre d’'immigrants infectés.
—R(1),Z(t) : le nombre des individus récupérés au temps t.
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1. ETAT DE LART DES MODELES MATHEMATIQUES DE I’'HEPATITE C

1.1 Le modele de Martcheva et al., en 2003 :

En 2003, Martcheva et al. [11] ont proposé un modele épidémiologique de I'hépatite
C (2.1), dans lequel une population variable était considérée, composée de personnes
sensibles ainsi que de personnes infectées atteintes de I’hépatite C aigué et chronique.
Lobjectif de ce modéele était d’étudier le role de I'infection chronique sur la dynamique a
long terme du virus de '’hépatite C (VHC).

FIGURE 2.1 — Diagramme schématique du modele Martcheva.

Le modele mathématique est donné par :

B = bN- (YL +pCH) 3L - uS(1) +aC(1),
i = (yI)+pC®) 3L — (u+ K)I(),
dClpy = KI(D) - (- C().

—b : taux de naissance.

— M : taux de mortalité.

—o : taux de réussite du traitement.

—k : taux de passage au stade chronique.

—Y : taux de contact efficace avec des personnes atteintes de I'hépatite C aigué.

—P : taux de contact efficace avec des personnes atteintes de I'hépatite C chronique.

1.2 Lemodele de Ainea et al., en 2012 :

En 2012, Ainea et al. [1] ont élaboré un modele épidémiologique (2.2) spécifique pour
étudier la propagation du virus de I'hépatite C (VHC). Ce modeéle integre des variables
clés telles que I'effet du traitement et 'incidence des immigrants infectés. En considérant
les stades aigu et chronique de la maladie, cette approche permet de mieux appréhender
les dynamiques de transmission du VHC et d’évaluer |'efficacité des interventions visant
a controler sa propagation.
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FIGURE 2.2 — Diagramme schématique du modele de Ainea.

Le modele est donné par le systeme suivant :

Br) = (1-8, -8~ 85 AN(r) - PULLLDBTOIO 4 oy (p) +oT (1) - pS (1),
%(t) _ 61)\N(t)+(ﬁll(t)+[32V1£Iz;)tw)LB3T(t))S(t)_(€+M)E(t)’
1 L) = 8AN()+eE(0) — (k+p) L),
X = mkl(t)+mV() - (p+p) T,
D) = §3AN(D)+ (1 —my) kI(1) - (M2 + o+ p) V(D)
dt 3 1 2 u .
Avec,

—01,82,03 : taux de passage de la classe des susceptible(S) a la classe Exposé (E), in-
fecté (I) et les immigrants infectés (V) respectivement.

—A : taux de naissance.

—B1,P2,P3 : sont les taux de contacts efficaces des personnes atteintes de 'hépatite
C aigué, I'hépatite C chronique et la personne toujours sous traitement mais pas encore
guéri, respectivement.

—a,p : sont les taux de progression du traitement a partir de groupe infecté aigu et
infecté chronique respectivement.

—H : taux de mortalité naturelle.

—& : taux de progression de la classe exposée a la classe infectée aigué.

—T111, 72 : sont les taux de progression de I'infection aigué et les groupes infectés chro-
niques au traitement respectivement

- k : taux de progression de la classe d’infection aigué a la classe de traitement et a la
classe d’'infection chronique.

1.3 Le modele de Adnan Khan et al., en 2014 :

En 2014, Adnan Khan et al. [5] ont développé un modele épidémiologique du virus
de I'hépatite C (VHC) qui met en évidence le role crucial de I'isolation des personnes at-
teintes d'une infection chronique. Ce modele, représenté dans la figure (2.3), permet de
comprendre comment I'isolation des individus chroniquement infectés peut influencer la
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1. ETAT DE LART DES MODELES MATHEMATIQUES DE I’'HEPATITE C

propagation de la maladie. Les résultats de cette étude fournissent des informations pré-
cieuses pour la mise en place de stratégies de controle et de prévention efficaces contre le
VHC.

E—;,,;_

A
)u ) 8a y{1-f) )ﬁc 7!

s 1
PR

o P

Q

R .
DA Du)

FIGURE 2.3 — Diagramme schématique du modeéle de Zhang.

yf

Mathématiquement, le modele est donné par le systeme suivant :

1+ wR() = A(5)S () — pS(D),

45 (1)
A = ANOSO+Y1- Q) — €+ k+p+B8)A(D),
K1) = AWM - (a+y+p+8)C(0),

D = aCW) - (yf+p+8,Q(0),

R = Q)+ kAN +WC(D) - (0 + WR().

A(E) = ﬁ(nA(t)+(§t)+§Q(t)) )

avec,

—7 : taux de naissance.

—H : taux de mortalité naturelle.

—0, : taux de mortalité a cause de la maladie chez les individus avec une hépatite C
aigué.

—0, : taux de mortalité due a la maladie chez les individus avec I'hépatite C chronique.

-8, : taux de mortalité a cause de la maladie chez les individus isolés.

—Y : le taux de récupération des isolements.

— f :lafraction d’isolement qui devient susceptible.

—{: le taux de progression de la phase aigué a la phase chronique.

—a : le taux d’isolement des individus chroniques.

—k : le taux de guérison spontanée des individus atteints de '’hépatite aigué.

— : le taux de récupération chez les individus chroniques.

—w : le taux de retour des individus récupérés vers les individus susceptibles.

—p : le taux de contact.

—1 : parametre de modification pour réduire I'infection des individus aigus.

—& : parametre de modification pour réduire I'infection des individus mis en quaran-
taine.
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1. ETAT DE LART DES MODELES MATHEMATIQUES DE I’'HEPATITE C

1.4 Lemodele de Martin et al., en 2015

Lutilisation non stérile de drogues par voie intraveineuse expose les individus a un
risque d’infection accru. La contamination n’est pas directement liée a la drogue elle-
meéme, mais aux techniques dangereuses utilisées lors de la préparation et de 'injection.
Ces pratiques arisque peuvent entrainer des infections potentiellement graves. Il est donc
essentiel de porter une attention particuliere aux personnes qui utilisent des drogues par
voie intraveineuse ou nasale, notamment en ce qui concerne le partage de matériel de
préparation et d’injection, ainsi que de pipettes. Des études précédentes ont souligné
I'importance de fournir un traitement efficace contre I'hépatite C aux consommateurs
de drogues, afin de réduire la prévalence de cette maladie [8, 26, 10, 12]. Dans cette op-
tique, en 2015, les chercheurs ont adopté le modele développé par Martin et al. [12] pour
évaluer I'impact de l'introduction d’un traitement antiviral a action directe (AAD) sur la
transmission du virus de I'hépatite C.

mSs((Cr+C2)/N) Z )
n
n&(1-=){(C1+C2)/N) T wef1-o)
E

w(1-a)

N X T,
D H /[ o Du D T
m(1-8)((C+C2)/N)

G

P

FIGURE 2.4 — Diagramme schématique du modele de Zhang.

Mathématiquement, le modeéle est donné par le systéme suivant :

ax =~ C1 (1) +Ca(2) C1(9) +Ca(1)
%(t)_6+wa0Tr(t) nide N +m(1-9) N + u | X(1),
acy . C1(0) +Ca(1)
W(l‘)—ﬂ(l ) NG X(1) = pCy — pCy(0),
dC,

A W(UZW(I—G)TT(U—MCZ(I),

dTr
W(t) =¢0C; - (wac+w((l—-a)+p+ wa(l—-0))Tr(s),

dZz 3 Ci()+Cy(1)
E(t)_n&: NG X)) +wa(l—-0o)Tr(r) — pZ(1).

Avec

—0 : taux moyen des injections.

—7 : taux moyen d’infection par le VHC par ans.

-0 : proportion moyenne des personnes infectées qui éliminent spontanément 'in-
fection.
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1. ETAT DE LART DES MODELES MATHEMATIQUES DE I’'HEPATITE C

—g : proportion moyenne des personnes infectées spontanément guéries et qui ont
acquis une immunité.

—¢ : taux de traitement moyen.

—o : 1/durée du traitement.

—a : La proportion moyenne de cas d’infection par le virus de I'hépatite C (VHC) éli-
minés grace a I'utilisation du traitement RVS(Régime Vérapamil-Sofosbuvir).

—o : La proportion des personnes qui, apres avoir suivi un traitement spécifique, dé-
veloppent une immunité contre le virus de I'hépatite C (VHC).

—HM : taux moyen de déces des UDI.

1.5 Lemodele de Zhang. S et al., 2016

La prévalence élevée et la sensibilisation limitée a I'’hépatite C soulignent 'importance
d’améliorer la sensibilisation du public dans la stratégie globale de prévention du VHC.
De plus, une meilleure compréhension de cette maladie peut jouer un role significatif
dans le controle efficace d'une pandémie préoccupante. Zhang et al. [27] ont étudié I'im-
pact de la sensibilisation du public et du traitement sur la transmission de I'hépatite C, en
utilisant un modele mathématique a cinq compartiments. Dans ce modéele, le groupe des
personnes susceptibles est divisé en deux sous-groupes : les susceptibles inconscients
(S,) et les susceptibles conscients (S,). Ils ont ainsi intégré la théorie du contrdle pour
examiner les effets de la publicité et du traitement dans la lutte contre la propagation de
I'hépatite C. Le diagramme représentatif du modele est illustré dans figure (2.5)

¥(1-q) pé

%@
=15

'
PR

£(1-p)

FIGURE 2.5 — Diagramme schématique du modele de Zhang.

Le modele est donné par le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant,

ds,
7 =b—As, (DSu() — (L+ w)Su() +(1-q) YL(D),
(0= wS (1) = As, (DS 4(1) — uSa() + (1 - p) ET(1),
d
] E(t):)\Su(t)su(t)+)\Sa(t)sa(t)_(H+Y)I(t),
dc
E(t):qyl(t)—(p+0+(p)C(t)+p{T(t),

dr
—-(=0C(D~- (L+E)T(.
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As, Su(t) =PI+ k1 C(8) + k2 T(1)),

ASaSa(t) :aASuSu(t).

Avec

—b : taux de naissance.

—HM : taux de mortalité.

—P : coefficient de transmission.

—k; : taux d’'infectiosité des infections chroniques par rapport aux infections aigués.
—k, : taux d’'infection des individus traités par des individus infectés aigus.

—a : taux de contagiosité de la conscience.

—o : taux de passage de la classe susceptible ignorant a la classe du susceptible conscient.
—Y : taux des personnes qui ont quitté la classe d’infection aigué.

—q : proportion de la progression de I'état aigu a I’état chronique.

—(: taux de transfert de I'étape traitée.

—p : proportion du retour a I’état chronique de la classe traitée.

—0 : taux de passage de la classe chronique a la classe traitée.

— : taux de mortalité a cause du VHC.

1.6 Le modele de Hamidat. N, en 2019

En 2019, HAMIDAT. N [3] a proposé un modele mathématique, qui est une version
modifiée de celui de Miller et al.[13], montrant 'impact de la stérilisation du matériel sur
I’évolution de la maladie de I'hépatite C. Ce modele a intégré les caractéristiques de la ma-
ladie, ses différents stades et ses modes de transmission parmi les quels les transmissions
indirectes dues au matériel qui joue le role du vecteur de transmission de la maladie.

. !
DMH . Dt) puH ) K1H
- -

!

¥
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q\

S
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Su ° D

FIGURE 2.6 — Diagramme schématique du modele de Hamidat.
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Etle modele mathématique est donné par le systeme suivant,

dSui ;o _ .. BSa(@Mi(®)
@ (D= 1~ e, — HaSH)

dl pSu (M1 (?)
T =y — A0 = (T4 ) In(9)

4 L8 = N (D) - puRu(2)

dMs ¢y _ aMs () (1)
ar (D =M= 5 T M) — kM (1)

dAM; (y _ oMs(O(8)
“ar (D= 5o — (kO Mi(?)

Avec,

—Ms : Le matériel non infecté susceptible d’étre infecté.

—M : Le matériel infecté par le virus de VHC.

—Apq : taux de natalité des susceptibles.

— Mg : taux de mortalité naturelle de la population humaine.

—P : taux d’interaction entre les humains susceptibles et le matériel infecté.
—7 : taux de mortalité due a la maladie.

—A : taux de guérison de la maladie.

—AM : taux de natalité du matériel non infecté.

- k: taux de rejet du matériel infécté ou non infecté.

—a : taux d’interaction entre les humains infectés et le matériel non infecté.
—0 : taux de stérilisation du matériel infecté.

1.7 Lemodele de Tresna et al., en 2022

En 2022, S.T. Tresna et al. ont proposé un modéle mathématique visant a étudier la
transmission du virus de 'hépatite C (VHC) en tenant compte des injecteurs éduqués et
non éduqués. Lobjectif principal de leur modeéle était de comprendre I'importance du
role des injecteurs instruits et non instruits dans la propagation du virus. Ils ont éga-
lement pris en considération le traitement de la population infectée ainsi que les pro-
grammes éducatifs destinés aux injecteurs non éduqués afin de controler la propagation
du virus [21]

Le modéele est présenté par le schéma suivant,

B maa U g
PN P Y
e E -

FIGURE 2.7 — Diagramme schématique du modele de Tresna.
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Etle modele mathématique est donné par le systeme suivant,
480 = A= S (1) - oy (g ) 1S ()

A1) = oy (G ) 1S () - il () - 1) = TU()
) 2R =i+ - pR)

%(I) =\ - HU(K) _T]U(t)

4E (1) = X\p +nU (1) — pE(1)

Avec,
- U : Population d’injecteurs sans instruction.
- E : Population d’injecteurs instruits.
— /A : Taux de natalité des sujets sensibles.
— M : Taux de mortalité.
—HMp, : Taux de mortalité causée par I'infection par le VHC.
—a : Taux d’infection des sujets sensibles.
—A; : Taux de croissance des injecteurs sans instruction.
—A2 : Taux de croissance des injecteurs instruits.
—r : Taux de récupération.
—( : Taux de traitement.
—1n: Taux d’éducation.
—Y : Taux d’injection.

2 Notre contribution pour modéliser la dynamique de I'hé-
patite C

L'éradication de I'hépatite C est un objectif de santé publique majeur dans de nom-
breux pays, et I'Organisation mondiale de la Santé (OMS) a établi des recommandations
pour guider les efforts de lutte contre cette maladie. L'Algérie, en tant que pays confronté
a une prévalence élevée de I'hépatite C, s’est engagé a mettre en ceuvre ces recommanda-
tions pour réduire la charge de la maladie dans sa population [17]

Ces recommandations reposent sur plusieurs piliers, notamment I’acces universel au dé-
pistage, au diagnostic et au traitement, ainsi que la prévention de la transmission de la
maladie. Dans ce contexte, le role du personnel soignant est crucial. Les professionnels
de la santé jouent un role essentiel dans la mise en ceuvre des programmes de dépistage,
de diagnostic et de traitement de 'hépatite C. Ils sont responsables de la sensibilisation,
de I’éducation et de la fourniture de soins de qualité aux personnes atteintes de la mala-
die.

Il existe des études[23, 2, 14] qui ont montré que I'ignorance ou le manque de connais-
sances du personnel soignant peut contribuer a la propagation de I'hépatite C. Ces études
soulignent 'importance d'une sensibilisation adéquate et d'une formation continue pour
les professionnels de la santé afin de prévenir la transmission de I'infection.

Le comportement du personnel soignant joue un role essentiel dans la prévention
de la propagation de I'hépatite C et d’autres maladies infectieuses. Il est crucial que le
personnel soignant adopte des pratiques sires et respecte des mesures strictes d’hygiene
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pour éviter la transmission de I'infection. Cependant, il est important de reconnaitre que,
dans certains cas, le comportement du personnel soignant peut également contribuer a
la propagation de I'hépatite C.

L'un des principaux risques associés au comportement du personnel soignant est lié a
I'exposition a des objets contaminés, tels que les aiguilles et les instruments médicaux
mal stérilisés. Si le personnel soignant, médecin toute spécialité confondue, infirmier,
dentiste, radiologue..., ne suit pas correctement les protocoles de stérilisation et d’uti-
lisation sécuritaire de ces instruments, il peut involontairement transmettre le virus de
I’hépatite C a d’autres patients.

De plus, le non-respect des mesures d’hygiéne, telles que le lavage adéquat des mains,
peut également favoriser la propagation de I'infection. Le personnel soignant qui néglige
ces pratiques peut contaminer les surfaces, les équipements médicaux et les matériaux
utilisés dans les soins, ce qui peut a son tour faciliter la transmission du virus de I'hépatite
C.

Il est donc essentiel que le personnel soignant soit correctement formé et conscient
de 'importance de son comportement dans la prévention de la propagation de ’hépatite
C. Des programmes de sensibilisation et de formation continue doivent étre mis en place
pour garantir que le personnel soignant comprenne les risques associés a son comporte-
ment et adopte des pratiques sires et hygiéniques.

La modélisation mathématique offre un outil précieux pour comprendre et évaluer
I'effet du comportement du personnel soignant sur la transmission de l'infection, per-
mettant ainsi de prévoir des stratégies plus efficaces pour controler la propagation de
I'hépatite C.

Dans le cadre de notre travail, notre objectif principal est de proposer un nouveau
modele mathématique qui décrira I'influence de la qualité des soins sur la dynamique de
I'hépatite C.

Pour cela, on a fait une distinction entre la population des travailleurs de la santé et la
population globale. On on a représenté les travailleurs de la santé conscients et incons-
cients comme deux sous-populations distinctes, notées W, et W;, respectivement. En pa-
rallele, la population globale est divisée en trois sous-populations différentes : les indivi-
dus susceptibles d’étre infectés (S), les individus infectés par le virus de I'hépatite C (I) et
les individus guéris du virus (R). En prenant en compte ces différenciations, ce modele
permet d’étudier comment les comportements des travailleurs de la santé influencent la
transmission de I'infection au sein de la population globale.

- Les humains sont supposés nés susceptibles avec un taux Ay et les travailleurs W,
sont recrutés avec un taux A,

- On considere également deux sources d’infection pour un individu sain : I'interac-
tion avec une personne déja infectée et 'interaction suite a des soins non protégés dis-
pensés par un professionnel de santé inconscient, représentées par

(xIS
N>

W; )
W, +W;

respectivement.
- Etant donné que le taux de mortalité & cause du VHC est négligeable par rapport a la
taille de la population globale, il sera négligé dans ce modele.
-On considere la transmission de la conscience des travailleurs comme un facteur conta-
gieux, noté
5 WW;
‘We+ W,
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2. NOTRE CONTRIBUTION POUR MODELISER LA DYNAMIQUE DE L’'HEPATITE C

tandis que la transmission de I'inconscience des travailleurs est représentée par
WW;
"W+ W
- Le taux de passage des individus infectés par le VHC (aigus et chroniques) a la classe

R, qui représente la guérison de leur infection, est représenté par le taux . Le diagramme
dans la figure (2?) décrit notre proposition

|
I

aSI/(S+HHR)
a

TR q Wis/(Wi+Wc) ) M

SIWIWe/ [ WitWc)

ScW Wi/ Wi+Wc)
n ) n

R
)u

FIGURE 2.8 — Le diagramme représentatif du modéle proposé.

La formulation mathématique de ce diagramme est représentée par le systéme d’équa-
tions différentielles non linéaires défini sur [0, T].

40 =M1 = iy e S () — aggyS (1) — uS (1)

W; (1)

LHOE NS () +oNg WS~ (B+u)In

N(?)
4B (1) =BI(1) — uR(D)

4 DD = (B - 8)) g et — uW (0)

dwe Wi OWe(n)
(t) ( (,‘_61) Wi(t)+V\;¢(t) “Wc(t)

S(0) =So,1(0) =Io,R(0) = Ro, W;(0) = Wi, W(0) =W

SO)IO’ ROrWiO)WCO >0

Notre prochain chapitre a pour but de faire I'étude mathématique du modele proposé.
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Chapitre 3

Etude Mathématique du modéle proposé

On commence par rappeler le modele qu'on a proposé dans le chapitre précédent
et qui décrit la dynamique de la propagation du VHC sous 'effet du comportement du

personnel médical.

Wi
B (0 = Nt~ Mgy S (0 — AR S (0 — uS (1)

L) =Nt S (D + agG S (0 = (B+ W) 1()
4R (1) = BI(t) — uR(2)

1 G0 = (Be = 8) rnte s — kWi (1)

TE(D = Ao = Bc = 8) ity — HWe(®)

dat W; (0)+We()

S(0) =So,1(0) =Io,R(0) = Ro, W; (0) = Wi, W(0) =Weo

So,10,Ro, Wig, Weo >0

(3.1)

Dans ce chapitre, on va faire I’analyse mathématique de ce modele telle que I'existence
et 'unicité de la solution de ce systeme ainsi que la positivité de cette solution. Ensuite
on va étudier le comportement de cette solution en passant par le calcul et I'étude de la

stabilité des points d’équilibre du systeme (3.1).

1 Existence et unicité de la solution :

Le modele proposé (3.1) est un systeme d’équations différentielles non linéaires, auto-
nome du premier ordre qu’on peut écrire sous la forme d'un probléme de Cauchy suivant :

{ B W=FX(®), el
X(t) =Xo

avec
1=]0,T], % =0,

X(1) = (S(1),1(1), R(£), W; (1), W (£)) ",
FX(9) = (F1(X(9)), F2(X(1)), F3(X(2)), F4 (X (1)), F5 (X(2)))
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1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION :

ot1 la fonction vectorielle F : R> — R est définie par :

F1 (X(0) = At~ Ngrewe S (0 — A S (0 — HS()

1)+Wc(r) N(1)
F2(X(1) = N7 ariwa S (D) + ag S (1) — (B + ) (1)
{ E3(X(1) =pI(#) — uR(1) 3.3)

F4(X(1)) = (8¢ — 8) risiras — MW (1)

F5(X(1)) = A — (8. — 8)) ety — MW (D).

Pour étudier 'existence et I'unicité de la solution du probleme (3.1) , on a besoin du théo-
reme de Cauchy-Lipschitz suivant :

Théoréme 3.1 Soient1 un intervalle de R, etF :1x R? — R? une application continue et
globalement lipschitzienne au sens suivant :

pour tout intervalle compact K c 1, il existe une constante k > 0 telle; que pour tout
t € K et pour tout coupleX,Y € R,

IIFX) —FW)Il = kIIX-YII.

Alors pour tout ty € K et toutXy € R%, le probleme de Cauchy (3) admet une unique solution
X définie sur1 tout entier et vérifiant X(ty) = Xo.

On rappelle que la norme de I'espace des fonctions continues de I dans R® (notée par
N(.)) est définie par:

N(F) = maxe||F()],

avec ||.]| est la norme de R°.

Théoréme 3.2 Le probleme différentiel (3.1) admet une unique solution.
(S(8),1(0),R(1), W; (1), We(2)! e R® pour tout t €]0,T] avecS(0) =Sg,1(0) =1p, R(0) =Rg, W;(0) =
Wio, We(0) =W

Preuve. Pour démontrer que le probleme de Cauchy (3) admet une unique solution, il
suffit de démontrer que la fonction vectorielle F(X(#)) donnée par (3.3) est globalement
Lipschitzienne sur R, C’est a dire que pour tout i = 1,5, la fonction F; est globalement
lipschitzienne sur R°.

Soient K un compactdel, reKetX,Ye R°.Ona:

|F1X) = F1(Y)]

|F2(X) = F2(Y)|
[IEX) —F(Y)||=max| |F3(X)—F3(Y)]
[F4(X) = F4(Y)|
|F5(X) —F5(Y)|

On suppose qu’a tout instant ¢ € [0, T], la population N(#) = S(¢) + 1(#) + R(#) est comprise
entre N,,i, et N4 €t que la population W(£) = W;(t) + W (#) est comprise entre W5,
et W,4x. Pour chacune des composantes F;, on va montrer qu’il existe une constante k;,
telle que : |[F;(X) —F;(Y)| < k;|IX=Y]|.
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1. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION :

Pour la premiére composante F; on a,

(g el )

J— _a —_— —

AL SOl el AN OTaN Ea
Yy Y,

A Yi—a| ————|Y;—uY

( e T]( Ys) ! a(Y1+Y2+Y3) 17H 1)|

Xy Yy
— Xy + Y
| n(><4+X5) ! r](Y4+Y5) !

e el
| ———— | Xy +a| —————
X1 +Xy +X3 Y +Y2+Y3

|F1(X) —F1 (V)|

|F1X) = F1(Y)|

)Yl +u(Y1-X1) |

En rajoutant et retranchant les termes (r] ( % +x )Yl) et ( (m) Yl) on obtient :

Xo )
- = Yl
X1 + X2 + X3

IF1X)-F1(Y)| = |—Tl(

4 4 X2
X+ Yi—al —2——|X; +a
X4+ X5 Xy + X5 X1 +Xy +X3

Y:
(=2 )yl+n( ! )Y1+a(—2)Yl—a(—2Y
X4+ X5 Y+ Y5 Y +Y2+Y;3 X1 +Xy +X3
X1 = Y1)

Xy

En rajoutant et retranchant les termes (nYl (
dénominateurs, on a

)) et ((xYl (Y1+2+Y$)) et en réduisant les

IF1X)-F1(V)| = |T]( )(Yl X1)+T](Y
4

X4—-Ys+X5-Y
Y)(Y4—X4)+T]Y1X4( S 5)
5

(Ys +Y5) (X4 +X5)
) (Y2 —X>3)

Xy +

+a(—2)(Y1—X1)+(x(—l
X1 +Xy +X3 Y +Y2+Y3
Xi-Y1+Xo-Y2,+X3-Y:

1 1 2 2 3 3 _H(Xl_Yl)l-
X7 +Xo+X3) (Y1 +Y2+Y3)

+aY; X2 (

X Y; Y;
comme Y; < Nuax » (m) <1, (m) < lpourl—{l 2,3}, (X e ) <let (Y4T]Y5)
<1 pour j =1{4,5}, on arrive a:

IFiX)-F1M| = (n(1+3Npax) +5a+ p) [[Y =X

Pour la deuxiéme composante F», en suivant le méme raisonnement on trouve :

X2
FoX)-F(Y)| = Xi—-Y))+oa| ————— | X3 -Y) - (P + Y, — X
[F2(X) = F2(Y)] m()@; Xs)( 1—Y1) a(X1+X2+X3)( 1=YD = (B+p) (Y2—X2)
+ )(X Y,) + XY(Y4_X4+Y5_X5 (x( 1 )(x Y,)
Ny, + Y5 AT NN o X (Va1 Ys) Y 4Y, 1Y, 2T 2
Yl X1+Y2—X2+Y3—X3
+aY; X,
(X1 +X2 +X3) (Y1 +Y2 +Y3)

[FoX) —Fo(M| = (n(1+3Npax) +50+P+ ) [[X-Y].

De maniere évidente et vu la linéarité des termes, la troisieme composante F3 vérifie

|F3(X) —F3(Y)]
|[F3(X) —F3(Y)]

IBX2—Y2) —pX2—-Y2)|
(B+w)IIX-YII.

IA
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2. POSITIVITE ET BORNITUDE DE LA SOLUTION :

Pour la quatrieme composante, on a:

B o XaXs ) o o[ YaYs 3
IFaX)-FsM)| = (8 61)(X4+X5) B¢ 51)(Y4+Y5)+H(Y4 Xq) |

En rajoutant et retranchant le terme (6, — §;) ( X%) Y5, on obtient :

Xy Y5
F4X)-F = -0)|——— | X5-Y -0 Xy —Y
|F4(X) — F4(Y)] | (B¢ 61)(X4+X5)( 5—Y5) + (8, 61)(Y4+Y5)( 4—Y)
X4 —Ys4+X5—-Ys
+ (8¢ — 67) X4 Y, )— Xg—Yq)|
¢ T Xy +X5) (Y4 + Ys) Hida =
IFaX) —Fa(Y)| < (4(8c+8)+p)IIX-YI|
Enfin, pour la cinquiéme composante on a :
X4 X5 Y4Ys5
FsX)-Fs(Y)| = |—(8.—-9; O.—0; X5 —Y5)|.
|F5(X) 5(Y)| | — (0, J()Q;+X5)+( c l)(Y4+Y5)+”( 5 5) |
En suivant les étapes précédentes, on obtient :
— . X4 J— — . Y5 —
|F5(X) —Fs(Y)| = [(8, 81)(X4+X5)[Y5 Xs5]+ (8¢ 61)(Y4+Y5)(Y4 X4)
X4—Ys4+X5—-Y5
- (5 —6-)XY( )+ X5 —Ys]
O R T X (g 1)) T

[F5(X) —F5(Y)| < (4 (8¢ — ;) + p) [IX - Y|

Par conséquent, on a: [|[FX) - F(Y)|| < k|IX-Y]l,
ou k=max;-1.5(k;) avec
k=Max (N1 +3Nmax) +50+P+ 1), (46 +8;) + 1))
D’ou, F est globalement lipschitzienne, ce qui entraine I'existence et I'unicité de la solu-
tion X(#) sur L.
]

2 Positivité et bornitude de la solution :

2.1 Lapositivité

Théoreme 3.3 La solution (S(1),1(),R(1), W;(£),W.(1)) du systeme (3.1) est non négative
pour tout t €]0,T] si la condition initiale (S(0),1(0),R(0),W;(0), W.(0)) est non négative.

Preuve. On va démontrer la positivité de chaque sous population.
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2. POSITIVITE ET BORNITUDE DE LA SOLUTION :

La positivité de la population des susceptibles: On veut démonter que si
S0)=0=>S(1)=0,Vte[0,T]
On rappelle que la population des susceptibles vérifie I'équation

ds W; (1) I()
—(t) AH— ﬂms(ﬂ— N()S(t)— uS (1)

Comme Ay =0,

as S _( W; () N I(1) N )S(t)

ar? "W, +we TN

LT LG R

Wi+ We® O(N(t)“l)sm = 0 (3.4)

t
En multipliant I'inéquation (4.1) par le terme exp ( f (n% + ‘XIEI((?) +wd s) , elle de-
0 1 c

vient

W, (0 o | ( W) I(s)
n +a exp f +a +p) ds|S(1)
W; (1) +We(r) N(t) J W,-(s) +We(s)  N(s)

+ex f( Wi(s) +(xI(S) + )ds ﬁ(t) = 0
P ) "W +wos)  ONe) Y act T

sachant que le terme

Wi(0) 1) ) ( f( W (s) 1(s) ) )
n + o + | exp n + o +ulds
W; () +We(r) N(1) / W;(s) + W, (s) N(s)

est la dérivée par rapporta tde

ex f( Wi(S) +(XI(S) + )dS
P ) Wi+ W N A

alors, I'inégalité (2.1) prend la forme

t
d W; (s) I(s)
T (S(t) exp (f (nWi(s) W) +(xN(S) + p) ds)) >0.

0

En intégrant cette derniere de 0 a t, on obtient

t 0
Wi (1) I(s) Wi (1) I(s)
S(t)exp (Of (nWi(t) Wl +cxN(S) + p) ds) —S(0)exp (Of (nWi(t) Wl +cxN(S) + p) ds) =0
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2. POSITIVITE ET BORNITUDE DE LA SOLUTION :

Sachant que:

e fo( Wils) +0(I(s) + )ds =1
*P J Wi +Wets)  ING M ¥ T

t
W; (s) I(s)
S()exp (Of (nWi(s) W) +0‘N(s) + p) ds) >S(0)

Ona:

ou encore

t
W; I
S()=S(0)exp (_f (nW(S) :;1] (s) +(XN(2) " P.) ds)
0

Ce qui entraine que si S(0) = 0 alors S(#) = 0 pour tout t.

La positivité de la population des travailleurs conscients : La population des travailleurs
conscients W, vérifie 'inégalité

aw
dt

W; (1)
W; (1) + We (1)

C(t)z_((Sc_Si) +H)Wc(t);

car A, = 0. En suivant le méme raisonnement, on ramene cette derniere sous la forme

t
W(t)exp ([ [(86—&) V% + p] ds) > W,(0)
0 1 C

t
Wi
Wc(t) ZWC(O) exp (—f [(60—61') VW(?Z[(S) + }J.] dS)
5 i c

Qui implique que si W;(0) = 0 alorsW,(t) = 0 pour tout t positif.

La positivité de la population des travailleurs inconscients: Avecle méme raisonnement,
on démontre que cette population vérifie

t
W,
W, (£) = W;(0) exp (—f (u —(6:,-0)) VW%) ds) '
0 l ‘

qui entraine que si W;(0) = 0 alors W;(¢) = 0 pour tout t positif.

La positivité de la population des infectés: On rappelle que la population des infectés, obéit
al’équation

dl Wi (1) 1(1)

— () =N—SEO)+a——=S{@O) - (Pp+ ) I(t

2t T rw YO TR S (B+u)1n

En considérant la positivité de la population des susceptibles, des travailleurs conscients et
des travailleurs inconscients on a :

dl S(1)
E(t) > - —(xm+([3+p) 1(¢)
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2. POSITIVITE ET BORNITUDE DE LA SOLUTION :

dl S(1)
E(t) + (—am +(B+ p))I(I) > 0.

¢
En multipliant cette inéquation par le terme ( S (—a% +(B+ p)) 7} s) ,onlarameéne a
0

t
1(1) = 1(0) exp (—f(—(x;(T?)+(ﬁ+p))ds)
0

Ce qui entraine que siI(0) = 0 alors I(#) = 0 pour tout t positif.
La positivité de la population des guéris: Sachant que cette sous population vérifie
aR () =BI(t) — pR(?)
dt W,
et en considérant la positivité de la population des infectés, on a
dR (B+uR() =0
dt HELED =B

En multipliant cette inéquation par le terme exp (L¢), on obtient enfin
R(#) = R(0) exp (—p1),

qui implique que si R(0) = 0 alors R(¢) = 0 pour tout t. m

2.2 Domaine biologique

Théoreme 3.4 Le domaine biologique (2 défini par 2 ={(S,I, R, W;,W,) € Ri/ 0<N=<

et0=W= %}, est positivement invariant par rapport aux trajectoires du systeme (3.1)

Preuve.
En faisant la somme des trois premiéres équations du systéme (3.1), on a:

dN
— =Ag—uN,
dr H—H

A

N

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre. Sa solution

est donnée par

A
N(@) = =2 +Cexp(—pi).
u
Le passage a la limite

A
lim N(p) =22
u

t—+o00

entraine
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3. UETUDE DES POINTS D’EQUILIBRE

Pour la population des travailleurs, la somme des deux derniéres équations du sys-
teme (3.1) donne I’équation

dont la solution est A
W(1) = f + Cexp(—pi).

Le passage a la limite sur t assure que :

A
0<W=s—
H

3 Létude des points d’équilibre

Le taux de reproduction de base RO [4]

Le nombre de reproduction de base Ry est un concept clé en épidémiologie, c’est un
indicateur sur la progression d'une maladie. Plus précisément, si ce nombre est inférieur
a1 alors, I'épidémie tendra a s’éteindre, tandis qu’elle pourra persister voire s’étendre a la
population entiére si Ry > 1.

Définition 3.1 Le nombre de reproduction de base est le nombre de cas secondaires produit
par un individu infectieux typique au cours de sa période d’infectiosité, dans une popula-
tion constituée entierement de susceptibles.

On considere les différentes populations du modele pouvant provoquer des infections
c’estadire:

4y - ( Wi )S+0( S—(B+u)l
dt = W, +W; S+I+R H
AW, W, W,

) = Sc—C W, —8,——C W, — uW,
ar D Worw, T O w, T R

Le taux de reproduction de base est calculé a I’aide de deux matrices F et V.
La matrice F représente I'apparition des nouveaux infectés c’est a dire ceux qui proviennent
des autres compartiments et qui entrent dans le compartiment des infectés suite a une in-
fection (contact directe avec le sang).

(S+I+R)? (We+W;)2

. ((X S+R S nSWc+Wi_Wi )
0 SCWC—(VVC+VCVi)2

La matrice V représente tous ceux qui quittent les compartiments des infectés et ceux
quiy viennent pour d’autres raisons. Elle est donnée par :

V:(—(ﬁw) 0 » )

0 —H= S
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3. UETUDE DES POINTS D’EQUILIBRE

La matrice de la nouvelle génération (en anglais; next generation) au point sans ma-
ladie Eq (calculé ultérieurement) est donnée par,

S+R W +W;-W; _ -1
_Fv—l - _ x (S+I+R)2 S rls (Wc+Wi)2 (B + p) 0 W2
0 SCW,—e__ 0 =8t | -
(We+W;i) (We+W;)
S+R w, -
C
—pv! « (S+I+R)? S ns (W+W;)2 (B+1)
B 0 SCW, —We 0 w2
¢ (WC+Wi)2 M+0; (WC+W1)2
S+R 1 W, 1
RSB P wew? +5, e
B " (We+w;)
- We 1
0 OWe w5 W2
K+ (WC+W1)2
Au point sans maladie
S+R W, 1
C
N = Vo «a (S+I+R)? S ns (We+W;)2 (B+1)
- Wc 0 2
0 6CWCW H+8; We
( ct l) l (WC+Wi)2
_1 1
= ( « (B+n) nSWC l11+5i )
0 66H+8i

Le taux de reproduction de base R est le rayon spectral de la matrice de la nouvelle géné-

ration,

Ro=p(-FV Y = max;_1 2\l

avec

A; les valeurs propres de la matrice (—-FV™1).

det (—FV‘l - )\Id)

_1 1
det( a(ﬁ“'”) A nSVVlc H+D; )
0 6Cu+8i -A

et

On conclut alors,

1 1 )
Ry = max|a ,0cC
B+p) wu+0;
a oc
= max|——,
P+u n+d;
max (Rop, Row), oit R {R d¢
= 18] ) = € =
0 ow 01 f) oW H+6i
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3. UETUDE DES POINTS D’EQUILIBRE

Les points d’équilibre

Définition 3.2 (Point d'équilibre sans maladie) :
Un point d'équilibre sans maladie couramment appelé DFE (Disease-Free Equilibrium)
est un point d’équilibre ot il n’y a pas de maladie dans la population.

Définition 3.3 (Point d’équilibre endémique) :
Un point d'équilibre endémique est une solution d’équilibre ot la maladie persiste dans
la population.

Théoreme 3.5 Le systeme (3.1) admet trois points d’équilibre notés Eg, E et E,.
* Le point sans maladie qui existe sans condition est donné par :

t
Eo=(%2,0,0,0,%¢)

*

SiRor > 1, le premier point endémique E, existe et il est donné par :

A
Br =5, 2 Roi - 1), 28 (Ror - 1,0, %)

*

SiRow > 1, le deuxieme point endémique E, existe et il est donné par :

— An—(B+p)l E Ac _ A _
Eo = LB e Row — 1), 5o Row — 1)

N
Avec:
- (- B+ ) +a—n( gk Row—1)) £ )+ /A
2(3% (B+)
et

{ A= (— (B+p)+o- (ROLW (Row — 1)) @)2 + (ROLW (Row — 1)) (—4”“(E+“))

Preuve.
Les points d’équilibre du systeme (3.1) sont les solutions du systeme d’équations sui-
vant:

A Wi g _ols_us=0 (3.5)
By ew, Y NS T '
Wi gt (p+p)I=0 (3.6)
a—S— = :
TW+w,> TN H
BI—puR=0 (3.7)
(5. —6;) We W; — uW,; =0 (3.8)
c lWi"‘Wc i— MHW;= .
WiWc
_ - 0)——— —uW.= .
)\c (60 6Z)Wi+Wc UWe (3.9
Ai— N =0 (3.10)
AC - HW = 0. (3-11)
Des équations (3.10) et (3.11), on a
A
N=AH (3.12)
VI
Ac
w==S (3.13)
I

33



3. UETUDE DES POINTS D’EQUILIBRE

Del’équation (3.7),ona:
R = —-L (3.14)

La somme des équations (3.5) et (3.6) donne :

A—pS—(B+p)I=0,
g=hu_ (B (3.15)
T H wo
Etla somme des équations (3.8) et (3.9) donne :
)\c - ”‘Wl - HWC = 0,

3.16
W =2e—w;. (3.16)

A partir (3.8),

W,
8.—8)—* _ _nlw, =0,
(O =00y —w, ~H Wi

on distingue deux cas.

Premier cas: W; =0

En remplacant dans I’équation (3.6)

(ag—(ﬁw))lﬂ,

on distingue aussi deux cas.
Soit I =0 et donc on obtient le point sans maladie

A Ao\t
EOZ(_HyO)OrOy_C) )
M M
ou alors I #0 et dans ce cas

=0.

(a%—(ﬁw)

En remplacant par N et S données respectivement par (3.12), (3.15), on obtient

Au__ A
a  (p+p)

Ce dernier peut étre exprimé en fonction de Ro; comme suit
An
I = —({—-RoD.
(04

En portant I dans les expressions (3.15), (3.14), on obtient le premier point endémique

N
ap

A 1 A
E, = (—H (1 — — (Ror - 1)),—H Ror— 1),
ROI x

Ac
(ROI_ 1)’0)_ ’
m m
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Deuxieme Cas : W; #0

De I’équation (3.8)

K
W, = W;
T (8c-8i-p)
apres (3.16)
W—)‘C W,
1=~ VWe¢
v
Donc: A
Wi:—c— i W;
b (8c-8;i-u)
14+ —t )W,_&
(8c—6i—n)
( (8c-5) )W. A
(Be-8i-w)) " m
W - (50—(5i+u)))\c:(8i+p))\c oc _1)
l (dc—-06;)u (Oc=8)u\(8; + )
(61""“))\0
o Row — 1) (3.17)
i (6c_6i)l1( oW

qui existe si Rgyw < 1 et 8¢ > §;.
On remplace par N,W,S,W; données respectivement par (3.12), (3.13), (3.15), (3.17)

dans I’équation (3.6) du systéme on obtient :

n(l—L.) ()\—H— (ﬁ+u)l)+o{i()\—H— (ﬁ:p)l)—(ﬁ+p)l = 0.

Bc—8)/\ p M ATH M
rl(—(ROW—l))—
oW
+(—(ﬁ+u)+a—n(L(Row—l) (B+”))I—i(ﬁ+p)12:0. (3.18)
Row H An
SiRow >1
1 n(ﬁﬂl))z ( 1 )(4na(ﬁ+u))
A=-pP+p)+a—[=—Row—1 + Row—1) || ———=
( (B+p)+a (ROW( ow )) " R Row —1) "
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est strictement positif et donc I’équation (3.18) admet deux solutions réelles I'une néga-

tive et 'autre positive définie par
_—b-VA
- 2a

I

Donc,

- (—(ﬁ+H)+(X—ﬂ(ﬁ(ROW—1))(ﬁ;p”))+\/Z
2[5 (B+w)

En remplacant dans les relations (3.14) et (3.15) on obtient le point endémique :

Ag—=(B+nu)I A A
Ez:( lGads) ,LEL “— Row—1), <

M B Rowp (8c—8; — 1) Row

(Row — 1)

4 DLétude du comportement des points d’équilibre

Pour étudier la stabilité des points d’équilibres du systeme (3.1), on considére le sys-

teme linéaire associé a ce dernier dont la matrice jacobienne est donnée par :

](S)I)Rywiiwc) =

W, I0+R) _ . S8+R) alS __nSWe nwi;S
Nw+w s++R? M (S+I+R)? (S+I+R)? (W;+Wc)? (W;+Wc)?

Wi g 104K a SR (g ) _aiS nSWe nw;S
rIWl-+Wc (S+I+R)2 (S+I+R)? M (S+I+R)? (W;+Wc)?2 (W; +Wc)?

0 B —M 0 0

w2 (8c—8;)W?
0 0 0 (8¢ = 8i) ww, —H W,

) Wg (66_61')Wi

0 0 0 (e = 8:) W;i+We (W;+W,)?

Théoreme 3.6 Le point E est localement asymptotiquement stable si :
Ror<1 et Row<l1.

Preuve. La matrice jacobienne au point E( est donnée par :

—H -Q 0 . 0

0 a—(B+u) O 1 0
JEo)=| o § —u 0 o |

0 0 0 Bc—8)—p 0

0 0 0 —-(B:.-86) -n

dont le polyndme caractéristique & est défini par:

PN =(a=(p+1) =N (~u-A) (Bc=8)—pu-A).

Les racines de ce polyndme qui sont les valeurs propres de la matrice J(Eg) sont :

Alz)\g:)\g:—p., A4=(6C—6i)—p, )\5:0(—[3—[.1.

Il est claire que les trois premieres valeurs propre sont négatives. Il reste a voir sous quelles
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4. UETUDE DU COMPORTEMENT DES POINTS D’EQUILIBRE

conditions les autres valeurs propres sont négatives.
A4 est négative si et seulement si :

O

H+5;

<1< Rpw<1.

A5 est négative si et seulement si :

a—p

— <1< Rp<1.
K

Théoreme 3.7 Le point endémiqueE, est localement asymptotiquement stable si :

R >1+E( « —1)
)| a\p+2n )

et
ROW <1.

Preuve. On rappelle que le premier point endémique et

Aa—(P+p)I
El = ( il (ﬁ p) lyll)Ellroy&)
u T

avec,

M@ Mg
L o= a((ﬁ+p) 1)_a(R01 1).

La matrice jacobienne en ce point est donnée par :

J(Ep) =
I; 0; +R;) S1(S1+Ry) al1S nS:
_O‘(sll+111+Rll)2 —H _a(Sll+Ii+Ri)2 (Sl+Ii+1R1)2 T Wa
I (I; +Ry) S(S1+Rv) —(ﬁ'i' )I _ al;S; nS;
(Sl+Il+R1)2 (SI+II+R1)2 IJ (Sl+Il+R1)2 Wcl
0 § - 0
0 0 0 (0c—90;))—p
det(J(E;)—Al5) =0
si et seulement si
(A + 1) (A= ((6c=8;)—p)) =0
ou
Id+R)—a(S+R)S
A2+ A (ﬁ+2p)+a( ) —al ; )
(S+I+R)
al (I+R) ) BalS a(S+R)S
+|— +u)+ — + +
((S+I+R)2 (B+w) (S+I+R)? u(S+1+R)2 m{B+u
= 0.

oS O O O

—u

(3.19)
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4. UETUDE DU COMPORTEMENT DES POINTS D’EQUILIBRE

Les trois premieres valeurs propres, qui sont les racines du premier polynéme, sont

A=—p
qui est une racine double négative et
A= (80—61) -
qui est négative si
dc
<1
M+
c’est a dire si
Row < 1.

Les deux valeurs propres restantes sont racines du second polynéme

al; I; +R1) —a(S1+R1) S,

A2+ A 2
wA{(B+2u)+ 5141, +R1)2
(XIl (Il + Rl) O(Sl
_— ——(BIy = (S Ry)).
(sl+11+R1)2+“)(ﬁ+“)+(sl+11+R1)2(ﬁ1 K1+ Ry)

En remplacant par les valeurs du point endémique E; et suite a des calculs longs, ce
polynome prend la forme

A2+((B+2p—a)+@

1
(Ror — 1)) A+ 3 (Ror — 1) Ror.

Pour étudier le signe de ces deux valeurs propres, on va appliquer la regle de signe
de Descartes. En remarquant que le coefficient de A? est positif, on veut voir sous quelles
conditions les autres coefficients de ce polyndme sont positifs.

a(p+2u)
v

((ﬁ+2p—0()+ (ROI—I))>O

si

ROI>1+E( « —1),
a\p+2u
et 1

§(R01—1)301>0,

si
Ro[ >1,

qui n’est rien d’autre que la condition d’existence du point E;.
Finalement, le point endémique E; est stable si

R >1+”( a 1)
01 a ﬁ+2” ’
et si
oc
Row = <l1.
H+5;
||
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4. UETUDE DU COMPORTEMENT DES POINTS D’EQUILIBRE

Remarque Létude ducomportementasymptotique du deuxieme pointendémique étant
compliquée, elle sera faite numériquement.

En conclusion, la dynamique de la propagation de la maladie de I'hépatite C dépend
essentiellement des parametres : « (infection ), f(guérison), p (mortalité), &, et §; (pas-
sage du conscient a I'inconscient et vise versa). Plus précisément, en I’absence d’individu
infecté et de travailleurs inconscients la maladie de I'hépatite C va s’éteindre si I'indica-
teur Ry < 1. Méme si tous les travailleurs de la santé sont conscients, la maladie persiste
si le nombre de reproduction de base Rg; associé aux individus infectés est supérieur a
1. Il est évident que la maladie va se propager en présence des individus infectés et de
travailleurs inconscients si I'indicateur Row > 1.
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Chapitre 4

Analyse et Simulation Numérique du
modele proposé

Dans ce chapitre, on va utiliser le logiciel Matlab pour simuler numériquement le mo-
dele proposé tout en confirmant les résultats théoriques concernant 'effet du respect de
la qualité des soins par le personnel soignant sur la dynamique de I'’hépatite C. On ter-
mine par une discussion sur les résultats obtenus.

1 Confirmation numérique des résultats théoriques du mo-
dele

On considere les conditions initiales suivantes :

S(0) = 100000,
1(0) = 1000,
R(0) =0,

W, (0) = 250,
W, (0) = 250.

1.1 Validation numérique du point d’équilibre sans maladie E,

Les parametres opérationnels qui vérifient les conditions de stabilité du point d’équi-
libre E( sont donnés par le tableau suivant :

Paramétres | p Mo A 6. Bi a u

Valeurs 0.05| ©.882 |10000 (100 | ©.064 | ©.863 | 3 |0.005
fixé

FIGURE 4.1 — Données vérifiant I'existence et la stabilité de Eg.

Avec ce jeu des parametres, on a bien la condition d’existence et de la stabilité du point

Eg, c'est adire:
Rp1=0.8966 < 1,

Row =0.6000 < 1.
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1. CONFIRMATION NUMERIQUE DES RESULTATS THEORIQUES DU MODELE

Ce point est donnée par
Eo = (2000000, 0,0, 0,20000).

La matrice jacobienne du systéme (3.1) au point Eq apres la substitution des parametres
donnés au tableau (4.11) est donnée par

-0.005 -0.078 0 -5.000 0
0 —0.0550 0 5.000 0
J(Ep) = 0 0.082 -0.005 0 0
0 0 0 —0.0040 0
0 0 0 -0.001 -0.005

Les valeurs propres de J(E() sont :

A1 =-0.0050
A2 =-0.0050
A3 =-0.0550
A4 =—0.0050
A5 =—0.0040

Elle sont toutes négatives, d’ot la stabilité asymptotique du point d’équilibre E,.
Les résultats numériques du systeme 3.1 obtenus suite a’application du solveur ODE45
sont représentés dans les graphes suivants

110 S les susceptibles wit I les infectées

H i 1 i ! i i
0 500 1000 1500 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
termps (jours) temps (jours)

$ 10 R les guéris Wi les travailleurs inconscients w10t W les travaillews canscients
2 4

H i 0 0 H ;
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 o 500 1000 1500 2000
temps (jours) temps (jours) temps (jours)

FIGURE 4.2 — Evolution des sous populations vers Eg.

Onremarque dans la figure (4.2), une augmentation importante des individus suscep-
tibles et des travailleurs conscients entrainant une diminution des individus infectés, des
individus résistants, ainsi que des travailleurs inconscients.

On constate aussi que la maladie va disparaitre apres environ 5 ans, ce qui confirme
la stabilité asymptotique du point d’équilibre sans maladie Ey.

Pour plus de visibilité de I’évolution de la maladie vers I'état d’équilibre Ey, on va re-
présenter graphiquement les trois systemes SIR, SIW; et IW;W..
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1. CONFIRMATION NUMERIQUE DES RESULTATS THEORIQUES DU MODELE

R Lesindividus récupérés
o

Eﬁ' Initaile .

I les infectes S Les susaptible

(a) SIR

20~

200

Ei: initiale

150

1004

Les travailleurs inconscience

BN Stable

Wi

; .

%10 ) ;
I Les infectés 0 w10
0 5 Les susceptibles
(b) SIWi
w0t
g 2
oy
Ll
8 s
g ED: Stable
3
i)
5 1
o
T
i Ei: Initiale
o
5 ok
A
z 5

I Les infectés

(c) IWiWc

FIGURE 4.3 — Graphe de la convergence vers Ey.

Les courbes 3D dans la figure (4.3) montrent que la solution du systéme pour les don-
nées du tableau (4.11) converge vers le point d’équilibre sans maladie E.

42
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1.2 Validation numérique du point d’équilibre endémique E,

Les parametres opérationnels qui vérifient les conditions de stabilité du point d’équi-
libre E; sont donnés par le tableau suivant :

Paramétres | B Mo A| 6 i o K

Valeurs 8.85| ©.982 | 18008 | 100 6.663 | 6.081| 8.1 0.005
fixé

FIGURE 4.4 — Les parametres vérifiant la stabilité de E;.

Avec ce jeu des parametres, on a bien la condition d’existence et de la stabilité du point
E;, c'est a dire:
Ror=1.1494>1

Row =0.4000<1

Ce point est donnée par
E; =10*(174,1.49,24.51,0,2.000)

Pour la stabilité, la matrice jacobienne du systéme au point E; apres substitution des
parametres donnée au tableau (4.4) est donnée par :

—0.0051 -0.0864 0.0006 —4.3500 0
0.0001 -0.0006 -0.0006 4.3500 0
J(Ey) = 0 0.0820 —0.0050 0 0
0 0 0 —0.0030 0
0 0 0 —0.0020 -0.0050

Les valeurs propre de J(E;) sont :

A1 =-0.0050
A2 =—0.0029 4+ 0.0075i
A3 =-0.0029 - 0.0075i
A4 =-0.0050
A5 =-0.0030

On remarque bien que les valeurs propres de J(E;) sont toutes a partie réelle négative,
d’ot la stabilité asymptotique de E;.
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u} 1000 2000 u} 00 1000 1500 2000

temps (jours) termps (jours)
w« 10 R Wi w10 W

& - 300
200

o0 b .......... 4

M o : o M
a 1000 2000 a 1000 2000 a 1000 2000
temps (jours) termps (ours) termps (ours)

FIGURE 4.5 — Evolution des sous populations vers E;.

La figure (4.5) montre une augmentation des personnes susceptibles dans un premier
temps puis une stabilisation a partir de 5 ans. En parallele la population des personnes
infectés va augmenter et au bout de 2 mois va diminuer et se stabiliser vers I = 1.5 x 10%.
Ce qui confirme que la maladie persiste avec le temps. On remarque aussi que les trois
autres sous populations commencent a se stabiliser avec le temps pour converger alors

vers le premier point endémique E;.

Cette convergence vers I’état endémique E; est plus visible dans les graphes des sys-

temes SIR, IW; W, et SIW;.

44
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R - Les individus récupérés

Les travailleurs inconsciences

WA

WWe o les travailleurs conscience

250

20

180

100

05

0

e
260

%10

Ei

Initiale

o 1
I Lesinfectés 1o

(a) SIR

T nitalle

| Les infectd

3 Les suseptible

(b) SIWi

w0t

/1 E1 . Stable

Ei: Initiale

200
180
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Wi les trawailleurs incanscience o

FIGURE 4.6 — Graphe de la convergence vers E;.

I Les infectés

(c) IWiWc

La courbe 3D dans la figure (4.6) montre que la solution du systeme pour les données
du tableau (4.4) converge vers le premier point endémique E;.
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1.3 Validation numérique du point d’équilibre endémique E,

Les parametres opérationnels qui vérifient les conditions d’existence de stabilité du
point d’équilibre E, sont donnés par le tableau suivant :

Paramétres | B M | M| & i a i

Valeurs 0.07 8.025 | 10666 | 100 | 6.81 g.082 | 6.632|0.005
fixé

FIGURE 4.7 — Les parametres vérifiant I’existence et la stabilité de E,.

Avec ce jeu de parametres, on a bien la condition d’existence et de la stabilité du point
EZ)
Ror=1.1034>1

Row=2>1

Ce point est donnée par
E» =107(0.02325,0.03128,1.9547,0.0125,0.0125)

Pour la stabilité, la matrice jacobienne du systéme au point E, apreés substitution des
parametres donnés au tableau (4.7) est donnée par :

—0.0426 -0.0026 0.0004 -0.3256 0.3256
0.0386 —0.0264 -0.0004 0.3256 —0.3256

J(Ep) = 0 0.0250 —0.0040 0 0
0 0 0 —0.0020 0.0020
0 0 0 —0.0020 -0.0020

Les valeurs propres de J(E») sont :

A1 =-0.0345+0.0066i
A2 =—0.0345-0.0066i
A3 =-0.0040

A4 =-0.0020+ 0.0020i
A5 =-0.0020 - 0.0020i

On remarque bien que les valeurs propres de J(E,) sont toutes a partie réelle négative,
d’ot la stabilité asymptotique de E,.
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; i i i ; i i i
] 2000 4000 ] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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FIGURE 4.8 — Evolution des sous population E.

La figure (4.8) montre une augmentation des personnes susceptibles dans un premier
temps, ensuite une diminution apreés 1 ans et se stabiliser vers S, . En parallele la popu-
lation des personnes infectés va augmenter et au bout de 5 ans va stabiliser vers I, =, qui
explique le passage de I'état sain a I’état infecté. Ce qui confirme que la maladie persiste
avec le tempe. On remarque aussi que les trois autres sous populations commencent a se

stabiliser avec le temps pour converger alors vers le deuxieme point endémique E,.

Cette convergence vers I'état endémique E, est plus visible dans les graphes des sys-

temes SIR, IW; W, et SIW;.
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R: Les individus récupérés

: Les travailleurs inconscience

Wi

e o Les travailleurs conscience

FIGURE 4.9 — Graphe de la convergence vers E1.
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La courbe 3D dans la figure (4.9) montre que la solution du systeme pour les données
du tableau (4.7) converge vers le deuxieme point endémique E;.
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2 Lesstratégies de controle du VHC

Dans cette partie, on va voir I'effet de certains parametres sur I’évolution des individus
infectés. En utilisant les parametres illustrés dans le tableau (4.7) avec différentes valeurs
de &, — 0;, les différentes populations des infectées associées sont représentées dans le
graphe

L L L
0 200 40 600 600 1000 1200 1400 1600 1800
temps (ours)

FIGURE 4.10 - Evolution des infectées en fonction de &, — §;(delt).

Cette figure illustre bien qu'une augmentation des travailleurs inconscients par rap-
port aux travailleurs conscients, contribue a la propagation et la persistance de la mala-
die. Par contre si le nombre des travailleurs conscients est plus important que celui des
travailleurs inconscients, la maladie tend a disparaitre comme on le voit dans la figure
suivante

Les infectées
18000 T T T T T T

T T
: : : : delt=-0.002
ABOO0 Hth- - e ............ ........... ....................... delt=-0.004 H

: : : : : delt=-0.005
delt=-0.009

14000

12000 - -
G000
6000
4000

2000

o i I L 1 i i 1
u] 200 400 B00 800 1000 1200 1400 1600 15800
temps (jours)

FIGURE 4.11 - Evolution des infectées en fonction de §; — 6.(delt).

En utilisant les parameétres illustrés dans le tableau (4.7) avec différentes valeurs de
les différentes populations des infectées associées sont représentées dans le graphe
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w10 Les infectées

alpha=0.073
: : : : : : alphal=0.09
do ] TS USSRV U L alphaz=0.15 |.
1 : : : : 1 alpha3=0.2

0 i i I 1 1
] 200 400 500 800 1000
ternps (jours)

: :
1200 1400 1800 1800

FIGURE 4.12 — Evolution des infectés en fonction de o .

Cette figure illustre bien que les individus infectés augmentent proportionnellement
aux valeurs de a. On note que pour les trois premieres valeurs de a les courbes convergent
vers le point sans maladie (car le nombre de reproduction de base correspondant Ro; < 1).
Contrairement, la courbe correspondante a la derniere valeur de a illustre la persistance
de la maladie.

Au terme de ces résultats, on constate que la conscience des travailleurs de la santé
joue un role important dans la propagation de la maladie de I'hépatite C. Donc la forma-
tion continue du personnel de la santé, qui est 'une des recommandations de 'OMS est
a prendre en considération.

D’autre part, la connaissance de cette maladie et la prise en conscience de la popu-
lation globale pourrait contribuer au controle de sa propagation et ceci en se dépistant
volontairement et en adoptant le comportement adéquat.
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Conclusion

Dans ce travail, on a établie un nouveau modéle mathématique qui décrit I'influence
de la qualité des soins et de la conscience des travailleurs de la santé sur la dynamique de
I'hépatite C.

Une étude mathématique de ce modele, concernant 'existence, I'unicité et la borni-
tude de la solution du systéme associé, le calcul des points d’équilibre et I’étude de leur
comportement asymptotique, a été réalisée.

Différentes simulations numériques ont été présentées pour confirmer I’analyse ma-
thématique du modéele et pour examiner le comportement du modele a I'infini. Les résul-
tats obtenus montrent que le respect de la qualité des soins prodigués par le personnel
soignant contribue clairement a prévenir la propagation de I’hépatite C.

On peut approfondir ce travail en intégrant :

e lamortalité due a la maladie.

» Le dépistage et I'isolement des personnes testées positives aux VHC

51



Annexe A

Quelques définitions utiles

Le foie et ses fonctions: Le Foie est1’organe le plus volumineux de I’organisme humain.
Il appartient au systeme digestif et assure des fonctions nombreuses, vitales a I'organisme
comme permettre le passage des éléments nutritifs de nos aliments et curatifs de nos
médicaments dans la circulation sanguine, de stocker I’énergie et de la libérer selon nos
besoins. Le foie est qui élimine les déchets du sang; et un producteur de certains éléments
essentiels au bon fonctionnement de notre systeme immunitaire et a la coagulation du
sang.

Les hépatites virales : C’est des maladies causées par des virus qui sont responsables
des formes les plus fréquentes de I'hépatites. Ces virus ciblent principalement le foie et
sont désignés par les lettres A, B, C, D, E, F et G. On parle donc de VHA (virus de I’hépatite
A), de VHB, de VHC, etc.

Les hépatites non virales : Les hépatites non virales L'inflammation est souvent due a
une consommation excessive d’alcool, une intoxication par un médicament (le paracéta-
mol, par exemple), un produit chimique, ou tout simplement une infection par des bac-
téries ou des parasites.

Carcinome hépatocellulaire: Le carcinome hépatocellulaire (CHC) est un cancer "pri-
mitif" du foie, cancer qui se développe a partir des cellules du foie. Il survient dans la
grande majorité des cas sur un foie qui est déja endommagé par une maladie chronique
et présente une cirrhose.

Fibrose: Lafibrose survient ala suite d’'une destruction substantielle des tissus ou lors-
qu'une inflammation a lieu a un endroit ou les tissus ne se régénerent pas.

Cirrhose: Lacirrhose estune maladie grave du foie, résultant d’agressions biochimiques
répétées, le plus souvent par la consommation chronique d’alcool ou par des virus hépa-
totropes mais pouvant aussi résulter de I’accumulation de graisses dans le foie, de mala-
dies auto-immunes, de déficits enzymatiques ou autres.

Hépatite chronique : Il faut distinguer le portage chronique du virus C quand la re-
cherche du virus C dans le sang par PCR reste positive plus de 6 mois apres la conta-
mination de I'inflammation du foie ou hépatite chronique.
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Hépatite chronique active : Lhépatite chronique active associe une inflammation de
degré variable, qui peut déborder de 'espace porte et affecter I'intérieur des lobulés, une
destruction des hépatocytes et une fibrose secondaire al'inflammation. Elle peut conduire
aune cirrhose, et parfois a un cancer. L'activité de '’hépatite chronique peut étre minime,
modérée ou forte.

Chargevirale: Quantité de virus dans le sang (exprimée en nombre de particules virales
par millilitre).

Carcinome hépatocellulaire : Le plus fréquent des cancers primitifs du foie.

Les lymphocytes: sontdes cellules qui ont un réle majeur dans le systéme immunitaire.
En matieére de structure et de fonction.

Les infections nosocomiales : Les infection nosocomiales ou infection liées aux soins,
sont des infection contractées dans un établissement de santé tel qu'un hopital ouu une
clinique.

Maladie iatrogene : par définition, une maladie iatrogene (ou iatogénie) correspond a
une pathologie ou un effet résultant d'un traitement, en particulier les infections acquises
par le patient pendante la durée du traitement

LARN :Acide Ribonucléique est une molécule biologique dont la structure moléculaire
est tres proche de CAND (acide désoxyribonucléique). Il est formé d’une seule chaine hé-
licoidale de structure analogue a I'une des 2 chaines qui constituent LAND . les cellules
vivantes utilisent LARN comme support intermédiaire des genes pour synthétiser les pro-
téines dont elles ont besoin.

LARN de VHC :Le génome du VHC est un ARN mono-caténaire linéaire de polarité po-
sitive d’environner 9,6 kb . Riche en GC, il est le plus structuré dans le cytoplasme des
cellules infectées et dans les particules virales.

Dépistage Le dépistage de I'hépatite C consiste en une recherche d’anticorps contre le
virus VHC (sérologie) réalisée grace a une prise de sang. Les anticorps sont détectables au
bout d’'un mois apres la contamination dans 95 % des cas. Le test de dépistage du VHC
est totalement fiable 3 mois apres la derniére prise de risque. La méthode pour effectuer
le dépistage est la recherche des anticorps anti-VHC dans le sang par un test immuno-
enzymatique (ELISA) de 3e génération. Le test ELISA (acronyme de Enzyme Linked Im-
munoSorbent Assay) est destiné a détecter une protéine dans le sang. Cette protéine ap-
pelée "enzyme", va se fixer a certains constituants spécifiques de la maladie dans le sang,
et par repérage et quantification de cette enzyme, la maladie pourra étre affirmée.

1. Test de dépistage :
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Test de dépistage des anticorps anti-hépatite C: Ce test détecte la présence d’anticorps
anti-hépatite C dans le sang. Cela peut se faire par un préléevement de sang. Un résultat
positif des anticorps anti-hépatite C, indique que la personne a été exposée au virus de
I’hépatite C a un moment donné de sa vie. Cependant, cela ne veut pas dire nécessaire-
ment qu’elle ait 'hépatite C.

2. Tests de confirmation :

test de recherche de’ARN VHC: recherche la présence du virus lui-méme dans le corps
en mesurant son matériel génétique (ARN) dans le sang. On effectue ce test aprés qu’'une
personne a recu un résultat positif au test de dépistage des anticorps anti-hépatite C. Si
le test détecte de 'ARN VHC, on peut en conclure que la personne a I’hépatite C. Si le test
est négatif, elle n’a pas 'hépatite C.

Le test de dépistage de I'antigene capsidique de ’hépatite C: détecte la présence de
I'antigéne capsidique, une protéine se trouvant dans le virus de I'hépatite C. On effectue
ce test lorsqu'une personne a recu un résultat positif au test de dépistage des anticorps
anti-hépatite C.

Si le test de dépistage de I'antigene capsidique se révele positif également, cela veut

dire que la personne a I’hépatite C. Si le test est négatif, elle n’a pas I’hépatite C.

Si les tests déterminent qu'une personne a I’hépatite C, elle devra passer d’autres tests
pour évaluer comment le virus affecte son corps.
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3 Généralités sur les systemes dynamiques

Définition 4.1 (Equation différentielle) /4/.
Soit f :1x {2 — R" une fonction. On appelle équation différentielle ordinaire du premier
ordre associée a | l'équation suivante

dx
E :f(tyx(t))y

o f(t,x) = (fi(t;x),- - -, fu(t; X)), et chaque fonction f; est continue sur 1 x {2 a valeurs
dans R. La fonction f est appelée champs de vecteurs, 'équation représente un systeme
de n équations différentielles ordinaires. Dans la pratique, l'équation (4.1) exprime la loi
d’évolution du systeme considéré en fonction du temps t, et x représente l'état du systeme
étudié.

Soit le systeme suivant
4x = f(x(1)), r€(0,D),
x(o) = X0,

ou f: 2 — R" est une fonction donnée, (2 est un ouvert de R", xo € 2 et b e R}.

Théoreme 4.1 (Cauchy-Lipschitz) Si fest continue sur {2 et s'il existe une constante [ > 0
telle que
I1f Cer(0) = f (DI < Ulxy — x2ll, VX, X2 € 0, 2> 0,

alors le probleme (3) admet une solution globale et elle est unique.

4 Notion de stabilité et points d’équilibre

Dans I'étude des modelés épidémiologiques, nous sommes souvent amené a étudier
deux types d’équilibre, un équilibre sans maladie (ici dans ce mémoire et par analogie
équilibre sans drogue) et un équilibre endémique.

Soit I’équation différentielle

dx
E :f(x)r

ou f: (2 cR" — R” est une fonction de classe C!, w un ouvert. Soit x* € R” un point
d’équilibre de I'équation (4) i.e. f(x*)=0.

Définition 4.2 Léquilibre x* de (4) est dit stable si pour tout € > 0, il existen > 0 tel que
pour toute solution x(t) de (4) :

[x0) —x*| <n = [|x(0)-x*| <e.
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4. NOTION DE STABILITE ET POINTS D’EQUILIBRE

Définition 4.3 Léquilibre x* de (4) est dit instable, s'il existe€ > 0, pour toutn > 0, tel qu'il
existe une solution x(t) de (4) vérifiant :

[x(0)—x*| <n = |x(@)-x*| =&

Définition 4.4 Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s'il est stable, et il
existe r > 0 tel que :pour toute solution x(t) de x(t) = f(x(t)) ona:

lim ||x(t) -x* || =0.
t—+00

Définition 4.5 L'équilibre x* de (4) est dit globalement attractif si pour toute condition
initiale xy du probleme (4) on a

lim ||x()-x*|=0.
t—+00

Définition 4.6 L'équilibre x* de (4) est dit globalement asymptotiquement stable s'il est
stable et globalement attractif.

Soit Jr(x*) = %(x*), la matrice jacobienne de f évalue au point x*. Considérons le
systeme linéaire suivant
X =Ax,

ouA=] f(x*) s’appelle La Jacobienne du systeme non linéaire (4) en x*.

L'étude de la stabilité de I'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de carac-
tériser la stabilité de I’équilibre x* de (4).

Theorem

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement néga-
tive alors I’équilibre x* du probléeme (4) est stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie réelle strictement
positive alors x* est instable.

3. Lorsqu’'un équilibre x* est stable mais pas asymptotiquement stable on dit que la
stabilité est neutre.

4. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

Définition 4.7 (Stabilité Asymptotique) Le point d'équilibre x* est dit asymptotiquement
stable s'il est stable, et il existe r > 0 tel que : pour toute solution x(t) de x(t) = f (x(t)) ona:

lim ||x(t) —x* || =0.
t—o0o

Définition 4.8 (regle de signe de Descartes) C’est une méthode pour déterminer lenombre
de racines positives d'un polynéme d’une seule variable avec des coefficients réels différents
de zéro, ordonnés par ordre décroissant des exposants telle que si m est le nombre de chan-
gements de signes, alors m est le nombre maximum de racines positives (et s'il n’ya en a pas
exactement m, alorsilyen m—2, ou m—4, ou...). Par exemple,

f(x):—x3+x2+x—1.

Ce polynome a deux changements de signe (la suite des paires successives de signes est —+,
++, +—), ce qui signifie que ce deuxieme polynome a deux ou aucune racines positives, ainsi
le polynéme d’origine a deux ou aucune racines négatives.
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Résumé

La qualité des soins prodigués par le personnel médical joue un réle crucial dans la
prévention et la maitrise de I'hépatite C. Des soins de haute qualité peuvent considéra-
blement réduire la propagation de cette maladie infectieuse.

Pour évaluer I'impact de la qualité des soins, ce mémoire présente un modele mathé-
matique qui permet d’analyser et de quantifier cet impact. L'étude mathématique menée
dans ce mémoire, se concentre sur I'analyse de différents paramétrés clés tels que la po-
sitivité, I'existence, I'unicité et la bornitude des solutions du systeme. De plus, le nombre
de reproduction de base Ry, qui mesure la capacité de propagation de I'infection, est cal-
culé. Ces analyses permettent de comprendre l'influence de la qualité des soins sur la
prévalence de I'hépatite C et d’identifier les conditions optimales pour contréler la pro-
pagation de la maladie. Parallelement, les points d’équilibre du systeme sont identifiés et
leur stabilité est étudiée pour déterminer les stratégies de controle efficaces.

Afin de confirmer la validité des résultats théoriques obtenus, une simulation numé-
rique est réalisée. Cette simulation permet de mettre en pratique le modele proposé. La
cohérence entre les résultats théoriques et les résultats de la simulation confirme la perti-
nence du modele mathématique pour évaluer I'impact de la qualité des soins sur la pro-
pagation de I'hépatite C.

Mots-Clés. Hépatite C, Modélisation mathématique, Les systemes ODE.

Abstract

The quality of care provided by medical staff plays a crucial role in the prevention
and control of hepatitis C. High-quality care can significantly reduce the spread of this
infectious disease.

To assess the impact of quality of care, this thesis presents a mathematical model that
makes it possible to analyze and quantify this impact. The mathematical study conducted
in this dissertation is focuses on the analysis of different key parameters such as positivity,
existence, uniqueness and boundness of solutions of the system. In addition, the basic
reproduction number Ry, which measures The ability to spread the infection, is calcula-
ted.These analyses help to understand the influence of quality of care on the prevalence
of hepatitis C and to identify optimal conditions to control the spread of the disease. At
the same time, the equilibrium points of the system are identified and their stability is
studied to determine effective control strategies.

In order to confirm the validity of the theoretical results obtained, A numerical simu-
lation is carried out. This simulation allows to put the proposed model into practice. The
consistency between the theoretical results and the simulation results confirms the rele-
vance of the mathematical model for assessing the impact of quality of care on the spread
of hepatitis C.

Key Words. Hepatits C, mathematical modeling,ODE systems.
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