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(cas de potentiels réguliers)
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Bekkai MESSIRDI

Université de Paris-Nord
Institut Galilée
Département de Mathématiques
av. J.-B.-Clément, 93340 Villetaneuse, France

RESUME. — On étudie 'opérateur P = —h2A, — A, + V (z, y) sur
R} x R? lorsque h tend vers O, et V est un potentiel régulier. On se
place dans un cas ol deux niveaux électroniques se croisent dans la zone
classiquement interdite, et oit des résonances de P apparaissent. On montre
que ces résonances ont un développement asymptotique réel en hl/2 et
qu’elles ont une partie imaginaire exponentiellement petite quand h tend
vers 0.

ABSTRACT. — We study the operator P = —h%A, — A, + V (z, y) on
R} x R? when h tends to zero, and V' is a smooth potential. We consider
a case where two electronic levels cross in the classical forbidden region,
and where resonances of P appear. We prove that P has resonances with
a real asymptotic expansion in h'/? and that their widths are exponentially
small as h tends to zero.

INTRODUCTION
Dans ce travail, on étudie les propriétés spectrales de P = —h? A, —
Ay +V (z, y) = —h? A. + Q(z) dans R} x R} lorsque h tend vers 0
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256 B. MESSIRDI

pres d’un niveau d’énergie Ey fixé. Si A; (), A2 (), A3 (x) désignent les
trois premiéres valeurs propres de @ (z), on se place dans la situation on
A2 admet un minimum strict non dégénéré de valeur E; et croise A3 sur
un compact K de R7, K étant disjoint du puits de potentiel crée par \,,
et A\; restant en dessous de E.

En particulier Ay, A3 et leurs fonctions propres associées us et us
perdent leurs régularités lorsqu’on s’approche de K. Pour palier a ce
probleéme on construit une base de I’espace propre associé a { Az (z), A3 (z)}
qui soit C*° (R7}) et qui coincide avec {uy (z, y), us(z, y)} pour = a
I'extérieur d’un voisinage de K assez petit. Pour cette nouvelle base on
peut définir les résonances de P prés du niveau d’énergie E 2 partir d’une
dilatation analytique Uy en z. On montre que ces résonances admettent des
développements asymptotiques réels en puissance de h'/2, et en particulier
la partie imaginaire de ces résonances est O (h*).

Par la méthode de Feshbach on se raméne 2 un opérateur matriciel 3 x 3
qui permet de réduire le probléme spectral initial 2 un probléme dans
L*(R}) ® L? (R}) ® L* (R}).

On met une condition de viriel sur A; et A3 assurant que —h2 A, + )\, (z)
et —h? A, + A3 (z) ne créent pas de résonances prés du niveau Ej.

On se raméne ensuite 2 un opérateur 2 x 2, H% sur L2 (R?) @ L? (R?)
de terme principal —e=2? h2 A, I + M (z, 6), ot M (z, 6) est une matrice
multiplicative dont les valeurs propres sont les dilatées A (z) et \§ (z)

de Xz (z) et A3 (z), et M (z, §) = (Ag () 0

0 2 (z) a 'extérieur d’un
voisinage de K assez petit.

On étudie alors les propriétés spectrales de H, en utilisant les techniques
de [8], ainsi que la dépendance non linéaire de HY, par rapport au parameétre
d’énergie E. On utilise finalement des constructions BKW pour obtenir les
développements asymptotiques des résonances proches de E. La deuxiéme
partie de ce travail consiste 2 montrer que ces résonances ont une partie
imaginaire O (e~°/*), C' > 0. Par des inégalités d’Agmon on montre la
décroissance exponentielle des fonctions propres de HY, et donc celles de
Py, ensuite les résultats de [14], § 3 et 4, nous permettent de conclure.

Une telle situation correspond au cas physique appelé prédissociation
moléculaire, et a déja été étudiée par M. Klein dans [9]. Cependant, ce
dernier supposait la réduction de Feshbach déja faite, et travaillait avec
une matrice 2 x 2 d’opérateurs différentiels semi-classiques, et de symbole
principal diagonal. Bien que ce soit son article qui a motivé notre étude,
celle-ci révele néanmoins qu’en pratique, la matrice d’hamiltoniens effectifs
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ASYMPTOTIQUE DE BORN-OPPENHEIMER 257

décrivant le phénomene est plus compliquée que celle qu’il a considérée
dans [9].

Dans un futur travail, on généralisera ces résultats au cas physique des
potentiels Coulombiens, du moins pour ce qui concerne les molécules
diatomiques (cf. [15], [16]).

L’ auteur remercie vivement A. Martinez pour ses encouragements et pour
les nombreuses discussions qui ont contribué a 1’élaboration de ce travail.

Le plan est le suivant :

. Hypotheses, dilatation analytique et résultats.

. Choix d’une base électronique.

. Méthode de Feshbach par le probleéme de Grushin dilaté.
. Réduction de 1’opérateur de Feshbach.

. Localisation des résonances. Constructions BKW.

. Propriétés de 1’opérateur HY.

. Développements asymptotiques des résonances.

00 NN AW

. Largeur des résonances.

1. HYPOTHESES, DILATATION ANALYTIQUE ET RESULTATS

On étudie les propriétés spectrales de 1’opérateur différentiel :

P=-hA,—~A,+V (2,9) = -h* A, +Q(z); Q(z) = —A,+V (z,9)

dans R} x RE, lorsque h tend vers 0.

Si m = m(y) est une fonction continue sur R? avec m(y) > 1,
on posera m L= (R?) = {f € L2, (RE); m™' (y) f € L™ (R¥)}. Pour
6 > 0, on note :

Ds = {z e C* |Imz| < §(Rex)}

(avec la notation (t) = v/1+ t2), et A(6, m) ’espace des fonctions de Ds
dans m L (R?) qui sont holomorphes et bornées en z dans Ds.

HYPOTHESES.
(H1) Il existe m (y) > 1, continue sur RE, V1 € A(6,1) et Vo € A(6,m)
tels que V. = V1 + Vs, avec :

1
3C >0 tel que Vz € R™, Va (z, y)m~! (y) > ol
et |V, Va|m™ (y) < C presque partout sur RE.

Vol. 61, n° 3-1994.



258 B. MESSIRDI

En particulier pour V' € A (4, 1) I’hypothese (H1) est toujours satisfaite,
et par les formules de Cauchy on a: m~!(y) 82V = O ({z)~1*!) pour
z € Dg, 6 < 6.

Les extensions de Friedrichs (c¢f. [17]), de P et Q (x) (notées par les
mémes lettres) sont de domaines respectifs :

Dp = {u € H* (R™"*?); m(y)u € L* (R"**)}
Dq = {ve H*(RL); m(y)v € L* (RY)}

munis de leurs structures naturelles d’espaces de Hilbert. En particulier le
domaine de @ (z) est indépendant de z (cf. [12]).

(H2)
Vo e R", #0,, (Q(2)) > 3.

On désigne par Ay (), Az (z), Az (x) les trois premiéres valeurs propres
de @Q (), dont I'indexation résultera des hypothéses suivantes.

A cause de I’hypotheése (H1), on en déduit que A; (z), A2 (z) et A3 (z)
sont uniformément bornées par rapport a x.

(H3)
A2 20, Sup Ar(z) <0; Lim Ax(z) >0

zER" || —o00
Az1(0) = {0}, A3 (0) >0

V_],k‘E{l, 2, 3}a.75£k’ lim |’\]("L‘)_)‘k(x){>0

z|—o0

A (2) = Tnf {0 (Q @)\ M (2), Ao (2), Xa (2)} >0
Jdeo > 0/Vz € R™, A (z) + €0 < A3 ().
On suppose aussi Vz € R, VA € sp(Q ())\{A1 (z), A2 (z), As(z)}:
Inf |A=AX;(z)|>0

1<5<3
on note
K ={zx e R"; A (z) = A3 (z)}
on remarque que K est compact d’apres (H3), et pour § > 0 on note aussi:
Ks = {z € R"; dist (z, K) < 6}
ou dist désigne la distance euclidienne sur R"™.

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Physique théorique



ASYMPTOTIQUE DE BORN-OPPENHEIMER 259

(H4) 369 > 6, > 0 tel que les composantes connexes de K5, \Ks, et
celles de R™\ K, sont simplement connexes. K5, ne contient pas 0.

Soit d > 0 assez petit tel que {x € R™; A3 (z) > 2d} D Kj,, ainsi que
Q, Qy deux ouverts de R™ tels que 2; Uy = R*, Q; C {x € R";

d : '

On suppose aussi que A; et A3 ne créent pas de résonances pres du
niveau 0, plus précisément on met les conditions de viriel suivantes sur
AL et A3

(HS)
Sup 2M(z)+z-VA(z)) <0
z€R"
Sup (2Xs(z)+2z-VA3(x)) <O.

{z€R™ /s (2)<d}

On considére donc la situation suivante :

A2 (x)

Ai(x)

et

On désigne par u; (z, y) la fonction propre de Q (z), réelle et normalisée
dans L? (RF), associée 2 \; (z), j € {1, 2, 3}. En particulier u, (z, y) et
A1 (z) sont de classe O sur R?, us (2, y), uz (z, ), Az () et As () sont
de classe C'™° a I’extérieur d’un voisinage assez petit de K (cf. [13]), mais
leur régularité sur K n’est pas garantie a cause de I’hypothése de croisement.
En fait un modele standard est donné par la matrice A = il x; ) :

2 —T1
A est de classe C> sur R? admettant pour valeurs propres At =
(22 + 23)1/%; AT et A~ coincident en z; = z, = 0; de plus AT et
les fonctions propres associ€es ne sont pas dérivables en 0. Pour palier a
ce probleme c’est la base construite au § 2 ci-dessous que nous utiliserons
dans la réduction de Feshbach du dilaté analytique de P.

Vol. 61, n°® 3-1994.



260 B. MESSIRDI

DILATATION ANALYTIQUE.
Notons Uy I’opérateur de dilatation en x, défini pour 6 réel assez petit
par (¢f. [1]):
Vo € O (R™), (Usp) (7, y) = ¢* ¢ (ae’, )
Uy se prolonge en un opérateur unitaire sur L? (R™?) puisque Uy =

U_g¢ = U, !, donc I’opérateur unitairement conjugué a P, Py, = U, PU;!
est auto- adjomt de domaine Dp.

Po=—he® A, — Ay +V (zel, y) = —h*e ™ A, + Q (ze’)
grice a (H1) (Q (zef )) ser , donc aussi (Pp) eer _ se prolongent

0| assez petit ' |8] assez petit

en des familles analythues en 0, pour § € C, |0]| assez petit. De plus
on note pour tout £ en dehors d’un voisinage assez petit de K et
y € R?, uf (2, y) = u; (ze®, y) une fonction propre de Q (ze) associée a
la valeur propre M (z) = Aj (ze?), 5 € {1, 2, 3}. On définit les résonances
de P comme etant les valeurs propres de Py, 6 €3]0, 6 {, 6 > 0 assez petit,
celles-ci ne dépendent pas du choix de @ et sont situées dans le demi-plan
inférieur {z € C; Imz < 0}.

Remarque 1.1 (cf. [14]). — Pour § € C, || assez petit, on a :
() Re(Q (ze®)Igu, Myu) > 6 | 1Ty u||?
-2 = R 1 5 2 o 2
ee  (V,gu, Vy1Iz1Iu) > El-HVzngH — p1 || o w ||

VueCf)’"(R"“’), C; > 0, 0<,Uq<(§2

II, est la projection sur I’orthogonal de I’espace propre de @ (ze?) associé
a (M (2), A (2), A5 ()}
(i) 3C; > 0 tel que:

Im (e? )8 (z)) < — 161 sur 2y
C2

(i) 363 > 0 tel que, 63|z |> < Re(e?® 2§ (x)) < 263|x|* dans un
voisinage assez petit de O contenant {z € R"; |z | < |6}, et

0 < 64 = inf dist (\F? (2), 0 (Q (zeE)\{AF? (2)}).
RESULTATS — Soit Cy > 0 fixé en dehors du spectre de Hy =

A+ = 5 ()\" (0)z, ), notons {ey, ..., en,} les valeurs propres de Hy
dans [0, Co] on a alors le résultat suivant :
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THEOREME 1.2. — Sous les hypothéses (H1) a (H5) et pour h > 0 assez
petit, P admet exactement Ny résonances dans [—e, Coh] + i [—¢, €]
notées py (h), ..., pn, (h), et pour tout j, p; (h) admet un développement
asymptotique réel du type :

P (h) Nejh-i-z Otj,khl-’_k/z, (Otj,k € R)
E>1
De plus deg > 0/|Imp; (h)| = O (6_€°/h), uniformément pour h > 0
assez petit.

Remarque 1.3. — Pour vérifier si les p; (h) peuvent ou non étre des
valeurs propres prolongées de P, on renvoie le lecteur intéressé par cette
question aux travaux de [17], Tome IV, Chapitre XIII.

2. CHOIX D’UNE BASE ELECTRONIQUE

Pour § € C, | 6| assez petit, notons I1%; (z) = Up I3 (x) U, ! ot Tys ()
est la projection sur 1’espace propre de Q (z) associé a {\z (z), A3 (z)}.
Pour construire une base adéquate C*° sur R", de Im I1$; (z) nous avons
d’abord le lemme suivant dont la preuve est analogue a celle de [13],
lemme 2.1:

LemMe 2.1. - (i) L’opérateur (Q(ze®) — Q(x)) est borné de
L2, (R?) = {u; m(y)u € L2RP)} dans L? (RP) et vérifié || Q (we®) —
Q(z) ||z z2, 12y = O(|0]), uniformément par rapport a x.

(i) || 1185 (z) — Mas || 22y = O(|0]), uniformément par rapport a .

Remarque 2.2. — Grice aux hypothéses (H3) (et notamment le fait que
d (A1, {A2, A3}) reste minoré par une constante positive) et au lemme 2.1,
il est facile de vérifier que IT%, (z) dépend de maniere C*> de z sur R™.

PRrOPOSITION 2.3. — Pour § € C, 8 fixé, | 0 | assez petit, on peut trouver une
base {w} (z, y), wh (z, y)} de Im 1§, () telle que, pour j, k € {2, 3} :

fw? € C>*(R", Dg), (wg, wi), =6, sur R?, et wf = uf
a lextérieur d’un voisinage assez petit de K. ((, ), désigne le produit
scalaire dans L? (RE)).

Preuve. — Ily3 (z) € C*(R", L(D,, L?(RP))), et définit un fibré
vectoriel trivial puisque R™ est contractible. Par conséquent il existe deux
sections (que I'on peut prendre réelles) de classe C*° (R™) de ce fibré,

Vol. 61, n° 3-1994.



262 B. MESSIRDI

va (z, y) et vs(z, y) telles que : Vz € R", {v2 (2, y), vs(z, y)} forme
une base orthonormale de Im I3 (z). D’apres (H4), il est facile de voir que
I’on peut également prendre u; € C* (R™\Ks,, Dg) pour j € {2, 3}. En
particulier pour tout z € R™\ K, , il existe une matrice 2 X 2 orthogonale
R (x) réguliere en z telle que Vy € R?, on ait :

() =r@ (i)

Quitte a changer 'ordre des sections {v2, vz} on peut supposer que
R (z) € O (2), plus précisement on a :

cosa({z) —sina(z)
=R =
R(z) (2, @ (2)) (sin a(z) cosa(r) )
oll a (z) est I’angle, défini modulo 2 7, de la rotation R (). L’application :
Ks \Ks, — O1 (2) ~ S*
z +— R(x)

est de classe C*°, et donc par (H4) et la propriété caractéristique des
revétements universels, elle se reléve en une application C* :

K50 \K51 — R

z v+ a(r)

2.2)

posons :

a(z) = x (=) a(z) } (2.3)

R(z) = R (z, @(z))

ot x € C(R™), 0 < x <1, supp (x) C Ks,, et x =1 pres de Ks,. On
définit ensuite les vecteurs Wy et w3 dans Im Ilp3 (z), Vo € R, par :

(l?z (=, y)) = R (x) (“2 (= y)) 24)

w3 ('Ta y) u3 (.’I,', y)

Par construction w; € C*®(R", Dg), w;j(z, y) = v;j(z, y)
Sur K617 ﬁ]j (:L‘, y) = Uy ("L'a y) sur Rn\K5o’ J€ {2’ 3}a et {1?)2 (.’L’, y)’
W3 (z, y)} forme une base de Im II3(z). Posons ensuite pour § € C,
|6| assez petit,

~ (2.5)

105, (2) [w3 (=, y) — (1 — x (z)) T4 (2) w3 (2, y)]
(Ho (z) = i (2) Uo , ou II; (z) est la projection sur u;(z, y),
j € {2, 3}). Alors w! € C (R" Dq), de plus si w9 = wi=,

{ yy) = Hga (@) [@2 (, y) — (1 = x (2)) 1T (z) b2 (, )]
(w y) =
Uy I1

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Physique théorique
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Jj € {2, 3}, {wS(z, y), @) (x, y)} forme une base orthonormée de
Im I3 (z) (car @) = ;), et du fait que @i = w; + O (|6]) on en déduit
que {@ (z, y), @5 (z, y)} forme une base de ImI1%, (z), V € R™; (pour
| 6| assez petit), il en est de méme pour {@§ (=, y), @§ (z, y)}, ob

@l (z, y) = (1 - X (@) vl (z, y) + X (z) D} (z, v) (2.6)

j € {2, 3}, et x € C5° (R™), supp () C Kasy, X = 1 sur Kg,.

On peut ainsi orthonormaliser cette derniére base en considérant :

wl = 4 2.7

avec

Alors w? € C= (R™, D), (w?, wl)y = 6;x, de plus ¥z € R™\Kas,, w? =
ug, Jj, ke {2, 3} O

Remarque 2.4. — On pose w) =wuf et par le procédé « d’ortho-

normalisaton » utilisé en (2.7), on obtient (w?, w)y = 8; x5,k € {1,2,3}.

Par construction w$ et wf sont prolongeables analytiquement par rappport
a 0, il en est de méme pour w¢ (cf. [13]), en fait on a le résultat suivant :

Lemme 2.5 (¢f [13]). — (i) Pour j € {2, 3}, A; (resp. A1) se
prolonge holomorphiquement dans Dg/, (8’ > O assez petit), vérifiant :
A (ze?) — \; (z) = O(|0)), uniformément par rapport a x dans R™"\ K5,
(resp. = dans R™), et § € C, | 0| assez petit.

(i) Vo e N*, j € {1, 2,3}, 02wl ||, = O ({z)~l)
|| 0% wf — 82w |ly = O(|0|(z) ™)

uniformément pour © € R™ et § € C, | 8| assez petit.

Vol. 61, n°® 3-1994.



264 B. MESSIRDI

3. METHODE DE FESHBACH
PAR LE PROBLEME DE GRUSHIN DILATE

On définit maintenant pour § € C, | 6| assez petit, le projecteur Iy sur

L? (R™P), par :
Mo u = (u, wi)y wf + (u, why wh + (u, wl), v

ol (-, w?), est I'adjoint de I'opérateur L2 (R") 3 v — vw? € L? (R™?)
(car (w?, wl), = &; k, pour tout 6 assez petit, par unicité du prolongement
analytique), I, = 1 — II,. Puisque Pp et wf, j € {1, 2, 3}, possedent des
extensions analytiques en ¢, on définit alors le probléme de Grushin dilaté
(associé a P, et w?, Jj €41, 2, 3}), pour § € C et h > 0 assez petits, par :

_ 6

A8 (h) = ((PGRQ E) B:)*“) sur Dp® L* (R™) © L*(R™) @ L? (R")
ot R% = (wf, w, w)

RY = (RG)" = *({:, wh)y, (5 wd)y, (-, w),) (3.1)

‘A dénote le transposé de 1’opérateur A. Pour inverser 1’opérateur matriciel
A% (h) nous rappelons le résultat suivant de [13] :

LemME 3.1 (cf. [13]). — Il existe une constante C positive telle que pour
8 complexe assez petit, Vu € L? (R"*P) tel que 1lyu € Dp, on ait :

Re (Tl (Py — E) iy u, Ty u) > é ITlul2 O (32)

En particulier ce résultat montre I’existence d’un inverse borné (P;—E)~*
de la restriction de Ilo(Py — E) a {u € Dp; Ilju = u}. 1l est
alors élémentaire de vérifier que 1’opérateur A% (h) est inversible sur
Dp & L*(R™) & L* (R™) & L? (R™). Si on note pour |§|, | E| et h > 0
assez petits,

- X (E) af (E)
AO h 1_ +
= (h) (a‘g_(E) a? (E)
alors :
Xy (E) = Xy = (Pj— E)" I,
aﬂ_ (B) = (wf — Xo Py ("wgo'))je{l, 2,3}
a’l (E) = "((1 - Py Xo) (), w?)y)]’e{l,z,g}
o, (E)=E~F}

3.3)

Annales de UInstitut Henri Poincaré - Physique théorique



ASYMPTOTIQUE DE BORN-OPPENHEIMER 265

avec

Fp = ((Go (-w)), wi)y)j ieq1,2,3)
Go = Gy(E) = Py — Py Xy (E) Py.
FY est appelé opérateur de Feshbach, il permet de ramener le probleme
spectral initial & un probléeme dans L% (R7?) & L? (R") & L*(R7), et il
servira aussi par la suite pour déterminer les résonances de P (cf. [3]).

COROLLAIRE 3.2.

E € sp(P) & 0€sp(a?, (E)).
De plus si 0 & sp(a? | (E)), alors :

(Py— E)™' = X — a% (E) (a® , (E))"'a? (E). (3.4)

Réciproquement si E & sp(P,), alors :

(4 (B) ! = (—{(Po— B)* (uf)), w)y)jiequogy. O (3

4. REDUCTION DE L’OPERATEUR DE FESHBACH

On a d’apres [13]:

eVm € Z,Vj € {0, 1, 2}, Xo(2) est O(h™9) de H™ dans H™*I
uniformément par rapport a h > 0, z € C, § € C, tous trois assez petits,
ol on a noté H™ = H™(RZ, L*(R})).

oo [A,, ITy] est O (1) de H™ dans H™ ! pour tout m € Z.

Notons G}(E) = G} = (Ge(-wf), wf),, Im8 > 0. A I'aide de
I’hypothése de viriel sur A;, on peut facilement montrer, pour | E|, |0 |
et h > 0 assez petits, que I'opérateur (G§ (E) — E) est inversible de H?
dans L?, son inverse se prolonge de H™ dans H™*'’ pour tout m € Z,
et j € {0, 1, 2}, et

_ C(m)
G} (E)-E)™! e aymiy K e 4,
1(Gs (B) = B lle gem, 2oy < g7 @.1)
ol C(m) > 0 est indépendant de E, 6 et h.
Soit maintenant o = a1 @ az G a3 une solution de I’équation :
Féa=Ea 4.2)
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En utilisant la forme expliciite de FY et (4.1), on voit que (4.2)
équivaut a:
3
~(G}(E) = B)™ 3 (Go (a5 w)), w))y
7j=2

def “.3)
= (Z3 (E) & Z3 (E)) (02 @ as)

HE(ageaag) = E (02 @ a3)
]
Z3(E) aj = —(Gy (E) = B) 7 {(Gy (a5 wf), wi)y},  je€{2,3)
et
Hp = ((Go {(-w?) + 25 (B) (Ywl}, w])y)i seqz,5) “4)
Par conséquent 1’étude spectrale de Py se raméne ainsi 2 celle de HY,

sur L? (R™) @ L% (R™). La partie principale de I’opérateur réduit H¢ est
donnée par :

PROPOSITION 4.1. — Pour § € C fixé, | 6| assez petiton a :
HY =[-h*e™ A, I+ M (x, )]+ R (E, h)
avec
I R’ (E, B) |l prm@rm, Hm—1omm-1) = O (h?), VmeZ
uniformément pour h > 0 assez petit, E € C, | E| assez petit. I est la
A3 (z) 0
v R™\ Kss, .
0 M(x)) 7T € R\
M (z, 0) admet pour valeurs propres )5 (z) et A3 (z), Vz € R™.
Preuve. — Puisque [Q (ze?), ﬂg] =0, o0napouri j€{2 3}:

matrice identité 2 x 2, M (z, 0) =

(Go (-w?), wl), = —h? e A, 6;; +(Q (ze) wl, wl),
—2h? eV, w! wa)y —h e (A wl, w 9)

—hte ™ (A, Xp A, (- w?), w; >y
alors

M (z, 0) = ((Q (ze’) wf, w])y):, jer2,3) “3)
A Textérieur de Kas,, M (z, 6) est la matrice diagonale :

(%7 )
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et

Ry (E, h) = (—h?e™ 2 (A, w?, w?)y —2h%e72(V, wg, w?)y v
ht e (A, Xo Ag (-w?), w?),
+(Go (Z§ (B) () &l wl)y)i, jet2,3) 4.6)

o (V. w?, w¥), = 0 puisque (w?, w?), = 1, de plus (V, w?, wf), Vs
est borné umformement par rapport 2 b de H™ dans H™'.
oo X, =1, X@He, alors :

(g Xo Ay (), wl), = (A, Te] Xo (g, A] (-wf), wf),

est O (h™7) de H™ dans H™~ 2%, pour j € {0, 1, 2}.

e (A, ul, wf), est O (1) de H™ dans H™.

11 suffit alors d’étudier pour i, j € {2, 3}, les opérateurs :

Zy3 (E) = (Go ((Z5 (B) () wi), wi)y @7

D’une part, les opérateurs :

Gy (E) = (Go (-wl), wi)y
et

Gy (B) = (Go (- w)), wi)y
sont O (h?) de H™ dans H™ !.

D’autre part, les opérateurs Z; (E) = —(Gy (E) - E)” 1G5 (E) sont
O (1) de H™ dans H™*!. Puisque 799 (E) = G; (E)Z] (E) on a alors
| Ze? (E) ||z wm, 1my = O (h?) et afortzort Z27 (E) est O (h?) de H™
dans H™"1. O

Remarquons qu’on peut aussi écrire R (E, h) sous la forme :

R’ (E, h) = R°(E, h)
n 0 ~ —2h2 e~ (V, ul, wl), V. \4-8)
—2h% e~ (V, wi, wl)y Ve 0
ot | R®(E, h)|lcmmanmy = O(B?).
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5. LOCALISATION DES RESONANCES,
CONSTRUCTION BKW

Dans ce paragraphe de la méme maniére que dans [13] on montre que
I’on dispose d’une bonne théorie des résonances pour P pres du niveau 0
(cf. [5], [13]), et plus précisément on a :

ProprosITION 5.1 (c¢f. [13]). — Sous les hypotheses (H1) a (H5) le spectre
de Py( € C, 0 < Imé6 < &, 0 < & assez petit) est discret prés de 0
inclus dans {z € C; Imz < 0} et est indépendant de 0 (6 assez voisin
d’un 0y fixé). De plus si As désigne ’ensemble des fonctions entiéres ¢
sur C"*P_ telles que :

de >0, lzlli_rflw (e’gz2 @ (2)) =0.
larg (=)]<6

Alors pour tout @, 1 dans As, la fonction z — ((P — z)"t g, ¥)1: se
prolonge méromorphiquement en z prés de 0, a partir de Im z > 0, et

Lo =sp(Po)N(] ¢, & [+i]-¢, €[)

U {polesde (P —2) o, p)}n(]-¢, € [+i] - €, €])
@, YEAs

pour € > 0, assez petit. [

Constructions BKW (¢f. [6], [11], [12], [13]):

Soit €2y un voisinage assez petit de 0 a bord régulier, tel que
QoNKys, = D (en particulier dans §2y, we = uz2, w3 = us), les constructions
BKW pour P dans €2y sont données par :

PROPOSITION 5.2. — Sous les hypotheses (H1) a (H4), on peut trouver pour

tout j € {1, ..., No} des séries formelles :
Ej (h) = ejh+2 Olj,th‘k/z; ajk € R
k>1
bj (z, y, h) = h™™ Z b,k (, y) K/
k>0

avec bj . € C*® (Qo, Dg), telle que I’on ait formellement :
P (e_w (@)/h bj (IK, Y, h)) = Ej (h) e™v (=)/k bj ('T, Y, h)

oit les m; sont choisis de telle sorte que || e™¥ ®/" b || 12 @, xr#) = 1,9 (2)
est la distance d’Agmon de x & 0 associé a la métrique dégénéré Xy (x) dz?,
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1
et {ey, ..., en,} sont les valeurs propres de —A, + 3 (A5 (0) z, z) dans
[0, Cq).
Preuve. — On considere 1’opérateur matriciel :
(P - E) U2)
Ag(h) =
E( ) ( ('a ’U,2>y 0

N

qui est un opérateur pseudo-différentiel formel a symbole opérateur

(cf [2])
_ (€ +Q(z) - E) Uz)
qE ('T’ 6) - ( <., u2>y 0
agissant sur 1’espace, e™¥ ®)/* §™(Qy Do @ C), des séries formelles
de type :

e ¥ @)/h Z hmHI2 S () (5.1
j=20

ot §; € C®(Q, Do & C), et 9 (z) est la distance d’Agmon de z a 0
associée 2 A2 (x) dz? (en particulier 1 € C™ (Qq) (cf. [6])), cette action

formelle est définie comme dans [12].
11 est alors élémentaire de vérifier, pour | E | assez petit, que gg (z, &)
est inversible de Do & C dans L?(RP) ® C, V(z, &) € QF, ou
Q5 =A{(z, &) € QxC*; (€1 V¢ (z)) € v}, v voisinage de 0 dans R", et

7 )1 = ﬁ2[€2+ﬂ2Q(l‘)ﬂ2—E]_lﬂ2 u2 (z, y)
4z (, ¢) ‘( (-, uz (z, )y E~52—A2<x))

(ﬁg =1- Hg, et ]:[2 = (', ’u,2>y ’Lbz)

Ce qui nous permet aussi d’inverser 1’opérateur Ag (h) :

1 [(a(E) ap(E)
(As (W)™ = (a_ (E) a-++ (E)>

ol a_, (E) a pour symbole principal (E — £2 — X5 (z)), I’opérateur de
Feshbach associé F (E) = E — a_4 (E) est donc un pseudo-différentiel
formel de symbole principal A, (z) + £2.

Comme dans [11], les constructions faites dans [6] nous permettent
d’obtenir Vj € {1,..., Ny} des séries formelles: E;(h) = e;h +
Z o 1 %2 (a; x € R), et a; (z, h) € S™i (Qp, C), telles que :
k>1 :

- a_y (Ej(h)) {e ¥ @/t g, (z, h)} =0. (5.2)
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En posant ensuite,
b (z, y, h) = e¥ @/P g, (E; (h) {e ¥ @/ P a; (x, h)} (5.3)
on a:

(P = E; (W) {e™* /" b; (2, y, h)} =0 54

D’apres (H1), les b; ainsi construites se prolongent holomorphiquement

en z dans un voisinage complexe de 0. Les réels, m; sont choisis de telle
sorte que ’on ait formellement :

e @/ b; |2 @oxrry = 1. O 5.5)

Remarque 5.3. — On vient de construire Ny valeurs propres formelles
de P, nous allons prouver dans les paragraphes suivants que ces valeurs
propres donnent une bonne approximation des résonances de P prés du
niveau 0 et que tous les développements asymptotiques E; (h) sont atteints
par I'g. On a besoin alors d’étudier les propriétés specrales de 1’Opérateur
de Feshbach réduit HY,.

6. PROPRIETES DE L’OPERATEUR HY,

Dans ce paragraphe on étudie le spectre de 1’opérateur HY modulo
o (h3/ %) pour | E| fixé assez petit, ainsi que la dépendance par rapport
a E de HE.

Notons H? = — R®(E, h), ot R°(E, h) est défini dans (4.8), et
HO = f1#=0 (de sorte que H? et H® ne font pas intervenir de résolvante et
sont donc des opérateurs différentiels). Py (resp. PY) désigne la réalisation
autoadjointe de —h2 A, + Az (z), (resp. —h2 Ay + A3 (z)), et H%O celle
de H° sur g, avec conditions de Dirichlet au bord. Aussi

PP =U, POU;Y; PO = U, POUS. (6.1)

Puisque sur 2, la matrice M (z, #) est diagonale, alors :
00 _ PR 2Re(Vou§ u)), Vi)
—2h2e~20(V, uf, uf), V, pe '

En particulier le spectre de Py'® = —h2e™2% A, + A dans | —¢, e [ +i]—
g, €[ est discret indépendant de 6, et inclu dans [0, ¢ [. De plus on a aussi
d’aprés un résultat classique (cf. [6], [18]) :

sp (P2 N[0, Coh) = {Ey (h), ..., En, (h)} (6.3)
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oo
avec pour tout j € {1,..., No}, E;(h) ~ ejh + Zaj,khl“/z,
k=1
(aj,x € R), ot les e; sont les valeurs propres de —A, + % (A5 (0)z, z)
dans [0, Cy]. 7; désigne pour j € {1, ..., No} le cercle complexe de
centre e; h et de rayon &' h, o & > 0 est choisi assez petit pour que
les e h vérifiant e, # e; restent a I'extérieur de ;. On commence par
montrer le lemme suivant :

LEMME 6.1. — Pour € > 0, assez petit, et z € [—¢, Co h] +i[—¢, Coh] a
Uextérieur de tous les y;, (H? °—2) est inversible de (H? (20)NHJ (Q0))®
(H? (Q0) N HE () dans L? (Qo) & L2 (), d’inverse borné vérifiant :

1 (H”° = 2)7 I 22 (@uyoz2 o)) = O (1)

uniformément pour z, 0, et h assez petits.

1
Preuve. — Re (2 PY%u, u) > ol lu|?, C > 0, Vu € H?(Q) N

HL (), alors (P2"° — 2) est inversible, et || (PY*° — z)~! Iz (rm, Hm+y =
O(h9), meZetje {0,1,2}. De plus || (Py° — 2)71 |2 (22 () =
O (h~1) uniformément pour z € [—¢&, Cy h] +i[—¢, Co h], z a I’extérieur
de tous les v;, €, 8 et h > 0 tous trois assez petits. A partir de 1’équation
(H?°—2) (a1 @) = $1®P € L2 () ® L2 (), il est facile d’exprimer
a1, ag en fonction de (; et (o, et d’établir :

(f{ﬁ,ﬂ _ z)—l —
(P~ A%—2)71 ~(Py0—A®—2z)"' B 64
—CO(PPO— A0 —2)-1 (PEO—2)-14CO0 (PPO—AP—2)-1B® |

A% BY et C% sont des opérateurs analytiques en z (z a lextérieur
de tous les ; et |z| assez petit), vérifiant || A° ||z (r2 () = O (h?),
” B? ”L:(L2 () = O (h) et ” 0k ”L‘(L2 () = o (h) En particulier,

(A" = 2)7 e @2 @oer2 (o) = O (1)

uniformément par rapport a z a I’extérieur des v;, €, 6, et h tous trois
assez petits. [

De plus pour pouvoir estimer I'inverse de I’opérateur (H%—z), ot z € C,
| z| assez petit, et z est 2 'extérieur de tous les v;, j € {1, ..., No}, on
a besoin des résultats suivants :
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o o]
PROPOSITION 6.2. — Pour tout (g, Yo) € QoXx Qo et 7 > 0, il existe

Ve, (resp. Vy,) voisinage de xo dans Sl (resp. voisinage de yo dans Qo)
et C, > 0 tels que pour tout z € C, | z| assez petit, et z a Uextérieur de
tous les y; on a:

| (H®® = 2) " ullgz ., )em? (v.,)
<G, e~ (de @o,y0)=m/R |1y, || 1 (Vg JOL? (Vo)

Vu € C§° (Vy,) @ C5° (Vy,), ot dg est la distance d’Agmon associée a la
métrique dégénérée Min (Re (€2° \§ (z)), Re (€?? \§ (z)))4 dz?.
La preuve de cette proposition découle des trois lemmes suivants :

LEMME 6.3. — Soit ¢ (z) = dg (z, 0), z € C, z a Uextérieur de tous les
v; et | z| assez petit, alors Vn > 0, 3C, > 0 tel que, Vu € L* (),

| e @k (PEO _ ) ~Le=¥ @/h g || g ) < Cy "™ || w2 (Q0)

6,0 - 0
Preuve. — Posons v = (¢2 PY"° — 2)~1u, donc (e Py"° — 2)v = u, et

vlag, = 0; 9y (z) = (1 —n) ¢ (z).

Re (e¥n @/ (62 P20 _ ) w, 7 /M) 12 )
> |hV (2@ ) |I22 o)
+Re ([(e% 25 (@) = (V) — 2] (% /P ), ("7 DM )12 (qy)

Posons ., = {z € Qo; Re(e? ] (z)) > n}, donc ¢ () |ap\,. , =
O (/). On en déduit alors :

Re (e¥" /" (2 P90 — 2) v, €% /M) 12 qn
> | AV (e @™ 0) 132 g
+Re ([(€* A5 (2)) = (V )? = 2] (e”" @), (P @/ 0)) 120y,
- Ce"™Mv||3z @0y C >0
D’autre part, sur {5, on a [Re(e?® \§(z)) — (V,)?] > n* pour 7
assez petit, d’ol :
(| e¥n @7y || g ) < Cy eCVIIN || g¥n @)/ gy || 1o ()
ainsi pour n > 0 assez petit on a le résultat. [
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Remarque 6.4. — De la méme maniére on montre aussi :

le? @/% (P® —2)7 e @/ u g a0y < Gy €™ [l 22 ()

pour z a I’extérieur de tous les 7; et | z| assez petit.

— En particulier un calcul analogue a celui utilisé précédemment nous

permet de montrer que les fonctions propres de P; 0 et P:f % sont

exponentiellement petites en dehors du puits de potentiel.

On reprend maintenant une idée de [7] consistant a boucher dans un
premier temps le puits de potentiel. Pour cela on considére une fonction
W e C§° (dg (z, 0) < 1), telle que W > 0 et W (0) > O et posons

PPO= P04 W (x). (6.5)
Donc 1329 O est inversible et sa résolvante est liée a celle de P20 ' par :

LEMME 6.5. — Vz € C, |z| assez petit et z a 'extérieur de tous les
vj on a:

(PPl =2 =(l-x) (P -2 (1-x2) + (P’ = 2) ' xe
+(B =) xalP al (P - )T (1 - x2)
ou
X1 € C§° (dg (2, 0) < 3m), x2€ C§°(dg(z,0)<5n)
avec
x1(z)=1 sidg(z,0)<27
x2(z)=1 side(z,0)<4n

n > 0 est choisi assez petit pour que {x; dg (z, 0) < 51} C Q.

Preuve. — En effet, en appliquant (Pg 0 _ z) a droite de I’égalité
précédente on obtient le résultat en remarquant que x2 = 1 sur
supp X1, [Py, xa] = x2[P3°, xa] et (1 —x)) W = 0. O

A partir des lemmes 6.3 et 6.5, on montre aussi :

o o
LEMME 6.6. — Pour tout (zg, yo) € QoX Qo, et 7 > 0, il existe Vg,

voisinage de xo, V,, voisinage de yo dans Qo et C, > 0 tels que
Vu € C§° (Vy,), Vz € C, | 2| assez petit et z a Dextérieur de tous les
Y, on a:

(P =) e v,y  Cyem (@ @0l =Dyl y,

Vol. 61, n° 3-1994.



274 B. MESSIRDI

_ Preuve. — Par un argument analogue a celui du lemme 6.3 appliqué avec
Py® et ¢ (¢) = do (2, o), on a:

€@ (P50 = )7 ulln g € Cpe* ¥ |12 oy

Vao (resp. Vy,) est un voisinage trés petit de zo (resp. de yo),~ ;loonc

% (z) |v,, = do (T0, o) +0 (1), 9% (z) |y, = 0(1) et edo ovol/h || (P10 —

27wl 0y < Cr e/ [z, avec lim (r) = 0. De plus,
17—)

1

~ 1 o
ePAPI — ) tu= —-}-L—z—u+ 72 A (2)+ W —2)(PY° —2)"tu

donc
—26 50,0 -
”62A(P2 —Z) lu”Lz(va)
< h2 “ u ”L? (Vay) + C,, e—(de (zo,y0)—& (n))/h ” u ”L2 Veo)

avec nl_i*rtr)l+ a(n) = 0.

Si zo # vo, ”ulle (Vay) = 0, Vu € Cgo (Vyo)'

Si zo = o, | ullz2 v.,) < Cpe* /" ||u]|L2 y,,). Finalement on a :

” (]3;,0 _ z)_l u ||H2 (Ves) < C,, & (M/h o—ds (zo,40)/h “ U ||L2 Vao)

Si nous appliquons le lemme 6.3, on obtient pour tout u € C§° (V,,) :

” ede (z,0)/h (P20,0__z)—1 Y2 U HHI (Vay) < Cr, e/t H ede (2,0)/h Y2 u ”L2 Vo)

or dg (z, 0) ~ dg(zg, 0) sur V,, et dg(z, 0) ~ O sur Supp xz, alors
comme précédemment :

I (Pg,o _ z)—1 X2 u || a2 (Veo) < Cpe” (m)/h g—do (z0,0)/h | w2 (Vog)-

D’apres le lemme 6.5, on en déduit pour tout u € C§° (V,,) :

(B = 2) ullps v,y < Cy e/t {emdo (w0 wo)/h

+ e~do (@0, 0)/h 4 ~(do (20, 0)+do (v, 0N/RY | 4 ||

vo€{suppx2} 1€ L2 (Vy,)
Le résultat découle de cette derniere estimation. [
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Remarque 6.7. — En utilisant les notations de [8], si K désigne
le noyau distribution dans D’ (R?"), alors V(zo, %) ESOZ o X (02 0,
Kpoo_ (o, yo) = O(e~% (@0.%)/h) (lemme 6.6). De la méme
maniére on démontre que K ps.o_y-1 (zo, Yo) = O (e~ (=0,90)/h))_ Par
conséquent K zo,0_,)-1 (To, Yo) = O (e~ (20:%0)/h) - Augsi les fonctions

propres de H?° d’énergie proche de O sont exponentiellement petites en
dehors du puits de potentiel.

On note par la suite v = O (£) si || v || < Cye*M/* .t avec C,, t > 0,
et lim a(n) = 0.
n—0+t

Wi(z) 0

Posons maintenant W(x) :( 0 0

), et considérons pour

6 € C, |6| assez petit I’opérateur :

H® = H® + W () (6.6)

PROPOSITION. — Pour tout z € C, | z| assez petit, z a I’extérieur de tous
les v; etIm@ #0, (H® — 2): H>(R") @ H?> (R") — L? (R") @ L? (R")
est inversible d’inverse borné.

Preuve. — Soient :

X1, x2 € C*(R"), 0 < x1 < 1,0 < x2 <1, supp (x1) C @,
supp (x2) C Nz et {z € R™; x; (x) =1}u{z € R"; x2(z) =1} = R".
En particulier, Re {€2? (M (z, 8)+W (z))} est définie positive sur supp x1,
Re(e? M (z)) > 0 et Im(e?® X (z)) < —C' (Im#h), (C' > 0), sur
supp xz. Soit v € Cg° (R™) & C§° (R™), v = (v1, v2), et g > 0. Posons

Ag = Re (X2 H* (Ula Uz), X2 (Ul, (50 - @) vz))-
Alors :

Af = Re {{(H’ x2 (v1, v2), X2 (v1, (€0 — 3) v3))
+ ([X21 f{o] ('Ul’ v2)7 X2 ('Ula (50 - Z) 'U2>}

or sur supp xz,

go—( ~“WePAtX(r)  —2n7e(V.u, o), V,
T\ -2R2e P (V,ub, ud), V, —h?e 2 A, + X (2)
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donc Re([x2, H?(v1, v3), x2(v1, (€0 — i)wa)) = O({R/2||v]| +
R3/2 ||V, v||}?), et pour ey > O assez petit on a :

Re (626 H° xz (v1, v2), X2 (v1, (€0 — i) va))

1
> |h Vs (x2v1) [I? + €0l h Ve (x2v2) I + o | x2 1 |2

Im#
+ o | x2 v2 11> = Cy {B (|l o1 |I” + [ 02 |I?)

+h (I Vaur [P+ Vo vz 1)}

finalement on obtient pour h > 0, et ey assez petits :

Imé@
432 B2 o 4192 () 7
= G (W2 ||v ]l + 2| Vo v (6.7)

(ici les normes sont calculées dans L% (R") & L? (R")), C1, C, > 0.
D’autre part, posons :

AY = Re (x1 H v, x1v).

De la méme maniere il existe C3 > 0, tel que :

Al 2 8o [lxavl? + 1A Va (2 v) ]
~C3 (B2 |lv ||+ 12| Vo v |))? (6.8)

|6] et h > O assez petits. Ainsi

Imé
a4 ag 2 B gz v+ o, ciso 69

En utilisant le fait que

vl <vliefn2 e ol <bavl+lixol,
on a.
~ Imé
1@ oz 2000 es0 60

z € C, | z| assez petit, z est & I'extérieur de tous les «y;. Donc (H® — z)

N C
est inversible et || (H? — z)7!|| < [Imé |
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Remarque 6.9. — Par la méme méthode et avec des estimations d’ Agmon
on a aussi:

$ - Iméd| _ -
||e¢( )/h(H‘Q—z)qu l—C_le n/h”ew( )/hu”
n

qui découle de I'inégalité plus générale : v = (v, v3)

| (e @/h 5y (H® — 2)v, x1 v)|
+[{e? @/ xo (B = 2) v, x2 (v1, (c0 — 3), v2)) |

Im ¢
> | G L mnih (¥ @ o | 4 | BT, (@ o) |2},
n

On démontre aussi que :

K o _y: (z, y) = O (7% @ 0)/h)

dg (z, y) = Min (do (z, y), dg (z, O) + dg (y, 0)) (6.11)

PROPOSITION 6.10. — Pour tout xq, Yo € o, 2 € C, | 2| assez petit, z a
Uextérieur de tous les v; et § € C, Im @ > 0, | 0| assez petit :
K(ﬁo_z)_1 = @ (e_de (zo,yo)/h)‘
Preuve. — 11 faut montrer pour tout v € C§° (V,,) ® C5° (Vy, ) :
1 (H® — 2)" v |2 3, yom2 v,y
< Cﬂ e—(ds (zo,y0)—n)/h ” v ”L2 (V1g)BL2 (V)

Vo Vy, Voisinages assez petits respectivement de zg et yo, 7 > 0 et C,, > 0.
Posons u = (H? — z)™1 v, soit x € C° (Q) telle que : x (x) = 1 sur
{z; do (x, 0%) > n}, n est choisi assez petit pour que dg (x9, ) > 7
et dg (yo, 9) > n. On a alors :

u=x(H"® —2) o — (H® =) [H, x| (H*° - 2)
ou H%9 = H%° 4 W (z). A I'aide de la proposition 6.2, on obtient :

w2 (Voo )BL? (Vzq)

= O (7% Co3/M) 0|12 v, )012 (1) + | W |22 g yoL2 ()
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ob w = (H? — )1 [H?, x] (H"° -
appliquée avec v () = dg (z, ),
a aussi :

v. Par une inégalité d’Agmon

z)71
et a I'aide de la remarque 6.9, on

lwllzz (v,g)ez2 (n,y) = O (67 (0O Hdo (o, 080D/

Une estimation analogue est alors obtenue en norme H? (V,, )@ H? (V,,)
comme au lemme 6.6. On en déduit finalement :

”U”H2 (Vg )OH? (Vo) = @(e—da (Z‘O,yo)/h>. 0

A partir de ces résultats nous allons construire un inverse de H,.

ProposiTION 6.11. — Posons pour z € C, z a U'extérieur de tous les
vi» | 2], et h assez petits :

F(2)=xa (H*" —2) " xa + (1 — x1) (H® — 2)7*
o x1 et x2 sont définis au lemme 6.5. Alors :
FO(2)(H® = 2) =1+ Ky (2)
avec
Ko (z) =0 (877, & >0.

Preuve. — En effet, en calculant le produit F° (2) (H? — z), on a :

Ko (2) = xa (H*® = 2) " [xo, H] = (1 = xa) (H® = 2)7' W (z)

x1 (H%° — 2) 7 [xe, H? est O(e®/h) car X1_ est supportée
dans Qo, [x2, H®] est supporté prés de 8 et (H*® — 2)71 est
O (e=4 @ w)/h) Posons S (z) = (1 — x1) (H® — 2)"* W (), alors :

§%(z) = (1= x1) (H® = 2)7' [y, H|(H® = 2)"' W (x)

¥ € C5° (), ¥ = 1 pres de supp (W)
x1 = 1 prés de supp (¢))
Donc S (z) est aussi O (e=°'/*), car (1—x;) (H?—2)! est O (1), [y, HY)

est localisé prés de 9o, W est localisée pres de 0 et (HY — 2)~! est
O (e=% =¥/ d’apres la proposition 6.10. [
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[e e}

En conséquence la série de Neumann Z [~Kg (2)]7 est absolument

=0
convergente dans £(L?(R") & L?(R™)) pour h > 0, |0] et |z| assez
petits, z a ’extérieur de tous les ;.

& (2) = Z [—Ko (2)) F? (2) (6.12)

constitue un inverse 2 gauche de (H® — z), vérifiant :

|| (ﬁg - Z)-l ”L:(L2 (RM@L? (R")) = o (h_l).

De la méme manieére on peut aussi construire un inverse a droite de
(H? — 2). D’ou pour ¢ > 0 fixé assez petit, et z € [—¢, Cy h]+i[—¢, Cy h],
z a Pextérieur de tous les 7v; :

(HY — 2) = (H° — 2)[1 + (H® — 2)"' R® (E, h)] (6.13)

(H? — 2)7 RO (E, h) || (22 @)@z ) = O (h).

On en déduit que sp (H%) N ([—¢, Co h] + i[—e, Co h}) est inclus dans
I'union des intérieurs des <y; et les projecteurs spectraux correspondants
s’écrivent :

Ml=¢ (z-HY rdz=—-¢ F(2)dz+O(h) (6.14)

i
0 o
Puisque (z — H?)~' est analytique en z 2 I'intérieur et sur tous les -y;, on

obtient en posant I1¢ = f (z — HO0)~14 :
Vi

17 = x 11 x2 + O (h) (6.15)
Notons aussi H?’O = ]{ (z — P2 %)~ dz le projecteur spectral associé a
Vi
PO et V5

LEMME 6.12. — Pour h > 0 assez petit, rgIlf = rgﬂf- = rgH?’O,
(j € {1,..., No}).

Preuve. — En effet, 1’égalité (6.15) donne, pour h assez petit rg Hg =
rg fI?. (z — P:f '0)=1 est analytique en z, & I'intérieur et sur tous les ;.
D’apres (6.4), ﬂ? s’écrit :

5-f (ot DT DE T )wron
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Les poles de la résolvante (z — P2 %=1 3 Iintérieur de «; sont dans
Odisc (on %)Y Nint 7;. Notons alors ;, x un contour fermé inclus dans int +;,
entourant un seul pdle ); , de multiplicit€ m; ;. De plus & I’aide du
caractere autoadjoint de P29 % pour § € R, 0 assez petit, et de ’unicité du
prolongement analytique, on a :

A
—PPOT = TR LR (2),  VYzeinty, 1
(z—Py") =A%) +F} . (2) z € inty; g (6.16)
ou Fj j est analytique a 'intérieur et sur -y; , et A?,k est un opérateur
borné de rang m; &, en fait A , = j{ (z— P21 dz. En utilisant aussi
Vi k

I’analyticité de C? (z) et B? (2), on obtient :

. Af —A% B (\ 1)

I = ( gk ik Ik +0O(h) (617

! ; —C%(Njk) A7 C%(Njk) Af x B® (N x) )

. . 4,0 PR N
Si cp?’ « st une fonction propre de P, associée a A; ; on a alors d’apreés

6.17) :
e (‘P?,k) _ Z A?,z‘P?,k
! 0 . —C% (A1) A?,l @?,k

9
+O(h) = (C" (/\?5 0 k> rom

Si h > 0 est assez petit, on en déduit que g ﬁ? >1g II?’O.
Réciproquement, on a :

o 1 0\ (4%, 0\ [-1 B’();)
el < k rg{(C"(,\j,k) 1)(6 0/\0 1
SngA?’kSrgH?O. O
k

Pour pouvoir étudier modulo O (h*/2) le spectre de HY on a aussi
besoin du lemme suivant :

LEMME 6.13. — Si g est une fonction propre de Prf % normalisée dans
L% (Qy), et associée a la valeur propre o, alors (HY — o) p = O (h?),
uniformément pour | E |, | 0] et h > 0 assez petits, avec

0= ( X1 ¥o )
—x1(Py° = X0)~L x2 RS 0o
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ol X1 et X2 sont définis au lemme 6.5, et R§ = —2h% =20 (V, uf, ug)y V..

Preuve. — Puisque supp (p) C o, alors (HE — Xo)p = (%0 —
Xo) ¢ + O (h?) et en utilisant la remarque 6.4, on a aussi (H% % — \o) ¢ =
O(r?). O

Par le lemme 6.12, on sait que :

# (spH%) N ([—¢, Coh] +i[—¢, €]) = Ny

(|E|, |8], h, € assez petits). On a en plus :

PROPOSITION 6.14. — Pour 6 € C, fixé, | 6| assez petit,

(spHy) N ([—e, Coh]+i[—e, €]) = {M (E, h), ..., A%, (E, h)}
avec pour tout j, X (E, h) = e; h + O (h%?), uniformément pour | E |
et h assez petits.

Preuve. — @1, ..., pn, désignent les fonctions propres de PJ, normalisées
dans L? (Q) et associées a E; (h), ..., En, (h), et ©f, j € {1, ..., No},
désignent leurs dilatées. Notons :

g ]
N KA ZI0S! T 18 |2 (0)eL? (20)
avec
¢o _ X1 951
T\ (B - E;(B) " X2 R§ &
alors
P} g} = E; (h) ]
169 llz2 (o) = 1
et

Hy ) = E; (h) 9] + O (h%)
| T/;f lz2 (@o)@r2 (20) = 1 (6.18)
(97, 92) = 85,6 + O (W)
De plus d’apres 1’égalité (6.15) et le lemme 6.13, on a :
Mg =90 +O(h) pour kelJ;={ker=e;}

Ainsi {I1? 9 }1c, forme une base de Im I1, et la matrice de H |1 o
dans cette base s’écrit d’aprés (6.18) :

M; = diag (Ex (R))kes, + O (h?)
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et a fortiori
M; = diag (e; h, ..., e; h) + O (K¥/?).

Comme dans [13] § 6, on en déduit que spM; C {e; h} + O (h%/2). O

A Taide des résultats du § 4, il est facile de montrer la proposition
suivante concernant la dépendance de H% par rapport au parametre
d’énergie F :

ProposITION 6.15. — 8 € C, fixé, || assez petit, on a :
@
H% - H%’ = (E - El) So (Ev Ela h)7

avec
1186 (E, E', h) ||z menm) = O (h?)

pour tout m € Z, et uniformément pour | E |, | E' |, et h assez petits.
(i) Pour k € {0, 1, 2}, j € {1,..., No} et m € Z

| (H —2) ™" = (Y = )7 e empim, smssaponsny = O (b~ [E—E' )

uniformément pour z € v;; | E|, | E'|, et h assez petits.

7. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DES RESONANCES.

Pour 8 € C fixé, | 0| assez petitet j € {1, ..., No}, notons p; = p; (h)
une somme asymptotique de F; (h) (proposition 5.2), et I;g (z, y, h) celle
de la série formelle b; (ze’, y, h), définie par (5.3) et (5.4). Soit aussi
X € C§° (), x = 1 pres de 0. Posons :

v? (z, y, h) = x (2) B¢ (z, y, h)e ¥ @/t
(Py — pj) v§ = @° (z, y, h)
On a par construction :
VmeN, |[4°(z,y, h) un = O (h) (7.1)
et
AL (R)(v] @00 00 0) = (0’ ® 6], 98,00 ,)
0 =0 ul),,  ke{l,2 3}
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donc

(F2, — i) ( ;?,1 D /8;?,2 ® g,s) = a? (u;) 0P
En particulier d’aprés (3.3), et (7.1) :
(Fp, = 1) (B2, @ B2 @ B 5) = O (h*)
dans H™ @ H™ @ H™, Vm € Z. Utilisant ensuite (4.1), on obtient dans
H*"®H™, Vm € Z :
def oo
ri = (Hp, = 15) (852 © B]3) = O (h™) (7.2)
Soit maintenant A une valeur propre de Py dans [—e, Co h] + 7 [—¢, 0],

associée 2 une fonction propre w’ normalisée. Alors le calcul précédent
appliqué 2 X et w® donne :

Xo () 0° +af. (1) [, B2, @ ;‘-’,3]='v§’}

(HS = N [(w”, ug)y @ (W, uf),] =0 (1.3)
et, d’apres la proposition 6.14, il existe j € {1, ..., No} tel que :
A=ejh+0O(h¥?) (7.4)

Il découle alors de la proposition 6.15, que pour z € v;, p € {0, 1, 2},
on a:

| (H} — 2)7! (HZJ- — 2) e mapm, amrremminy = O (B/*7P) (1.5)

D’apres (7.2), on a aussi :
]4 (z = Hp )71 (B, @ B 3) dz = f{ (z—H, )" (Hy, — pj) ' rjdz
%3 ¥

= (ﬂ?,z @ ﬂg,s) + O (h™)
On en déduit pour tout [ € J; :

f (z—H) ' (B 208 5)dz= (B, ® B 3) + (7.6)
o

avec || 7 [|mgrm = O (h%~™), pour tout m > 0.

Notons Iy = ¢ (2 — HY)~1dz, on obtient 2 partir de (7.6) :
Yi

H; (I, (/6;), 2 ® 516: )] = w11, (ﬂzz ® ,316:3) + 1 (1.7)
avec || 7] ||L2@r: = O (h*/?). Par suite {IIx (87, ® B¢ 3)}ics, forme une
base de Im II,, et la matrice de H? dans cette base s’écrit :

My = diag (m)ies, + O (B°/?).
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Le calcul du spectre de M, donne, A = ejh + ay 1 h%¥? +
O (h®/?), oy, 1 € R. Posons ensuite A1 = {l € J;; a1,1 = ay,,1}, on
a de méme pour [ € A; :

H{TL\ (B 2+ B0 3) = m (Bl 2+ B 5)+O (k) dans L*(R™) © L? (R").

Il existe alors I, € Ay, tel que A = py, (h) + O (h3).

En itérant ce procédé comme dans [13], on obtient finalement que
les développements asymptotiques réels E; (h) approximent bien les
résonances de P.

Il reste 2 démontrer que Py admet exactement Ny valeurs propres
dans [—e, Coh] + i[—¢,0]. En effet, par les constructions approchées
du paragraphe 5, on en déduit que :

#sp (Ps) N ([—e, Coh] +i[—¢, 0]) > No

puisque les valeurs propres de Pp dans [—e, Coh] + i[—e, 0] sont dans
Punion des intérieurs des -;.

D’autre part, il est facile de montrer, par un calcul simple analogue a
celui des paragraphes 3 et 4, que 'on a:

(Py—2)" = A(2) 4+ By (2) (H? — 2)"' By (2) (7.8)

(A (z) opérateur scalaire, B; (z) opérateur matriciel (1, 2) et B (2), (2, 1)).
A(z), B; (z) et B2 (z) sont analytiques en z prés de 0, et uniformément
bornés par rapport a h. D’ou pour j € {1, ..., No},

7{ (=~ By de = ]{ By (2) (= — HY)™ By (2) da

et donc, d’aprés la proposition 6.11 :

(2 — Pp) " dz = By (e h) x1 11 x2 Bz (e h) + O (h) (1.9)

Y5

A fortiori on a pour h > 0 assez petit rgj{ (2 — Py)~tdz < Nj, donc :
Yi
#sp (Py) N ([—¢g, Cohl+i[—¢, 0]) < Np. O
Remarque 7.1. — Il est aussi simple de montrer que tous les
développements asymptotiques réels E; (h) du paragraphe 5 sont atteints

par sp (Fy) (¢f: [13]).
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8. LARGEUR DES RESONANCES

Pour § € C, | 6| assez petit, on commence tout d’abord par établir des
inégalités d’Agmon sur les fonctions propres de HS, donc sur celles de
F§ et celles de Py, ce qui donne leur décroissance exponentielle en dehors
du puits. Cette décroissance est ensuite étendue au domaine complexe
(¢f. [14]) a 'aide d’une formule de représentation des opérateurs intégraux
de Fourier a phase complexe.

Soit @ une fonction réelle et lipschitzienne sur R™, alors comme dans
[14] on a:

LemME 8.1. — Vm € R, il existe une constante C positive telle que :

@) e @My, A,]e®@/h llc e, 1m-1y SCA+RH| VO 1)

uniformément pour h > 0 assez petit.

Q) | e® @ Xoe @M £ gm gymrs) < }%, j €0, 1, 2}
. p . 1
uniformément pour h > 0 assez petit et |V ® || < ok a

Avec les mémes notations du § 4, on a aussi :
ProposITION 8.2. — Vm € R, il existe une constante C positive telle que :
e?@/" R (E, h)e /" = R} 4 RS
avec
I B llc pemepmy < C(h* + 1 ||V @]l 1)
et
I RS |l mappem, 3m-1@pm—1y < C B2
1
uniformément pour h > 0 assez petit et ||V @ ||p- < ok

Preuve. — D’aprés (4.6), on a R’ (E, h) = (RY; (E, h));, je{2,3}, et

e@(w)/h Rfj (E, h) e—q) (x)/h

= —h2e ™ (A, wl, wl)y — 27 (V,wl, wl), [B2V, — h(V )]
— Bt e™¥ (A; g, i)y +(* @M Gy (2] (B) e @/% () 0], wf),

(2

Vol. 61, n°® 3-1994.



286 B. MESSIRDI

avec
Ajg=(e® @/h A, 1‘10] e~ 2@/hy (2 @)/ X, e—<1>(z)/h)
X (e* @/ [iTy, Ag]e™ /) (-uf).

D’apres le lemme 8.1, et la forme explicite de Rf, ; (E, h), il ne reste
plus qu’a étudier les opérateurs :

Z3% (B) = (Go,0 (2] 4 (B) () wi], wl)y

Go.o = 2 @/h Gyt @
et
Z4,5 (E) = O 2 (1) e 1"

En effet, Vi, j € {2, 3}, Zy% (E) est O(h? + h||V @ ||1) de H™
dans H™, Vm € R, en procédant de la méme maniére que dans la
proposition 4.1. O

Etablissons maintenant des estimations d’ Agmon sur la partie principale
de HZ. Soient x; et xo les fonctions définies dans la preuve de la
proposition 6.8, et €9 > 0. Posons pour tout v = (vq, v2) € C° (R™) @
C (R™) :

A?,c} =Re (x1 e @)/h [—-h2 AT+ M (z, 6)]v, e®@/h X1 )

A} 5 =Re (x2¢® @/h[_p2e=2 A, T+ M (z, 0)]v,
e® @M x5 (vy, (€0 — 0) v2)) 8.1)
9]

Si[|[V@| e < YR ol Cs est une constante positive, on démontre
2

alors :

ProposITION 8.3. — 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout
v € Cg° (R") & C5° (R™),
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|AY o1 +149 41 > = {leth (e?@/ho) |2
+IIthVz (e®@)/Py |2}
+ ([Re (e’ M (z, 0)) — (V®)* ]
X ("3<1> (@)/h X10), (eq) @)/h X1))
+ {[Re (e** M (z, §)) — (V &) I]
X (e‘I> @)/ X2 ), (eq) @)/h X2v))
—C'[h|| RV, (e E)/P 0) |2
+ [P+ (A + RV ||=)] | e @/7 v

uniformément pour ||V ® ||~ et h > 0 assez petits.

Preuve. — Posons Py = —h%e ™ A, I + M (z, 6).

Al o =Re (e @M Py (x20), e® @/ x5 (1, (€0 — i) 1))
+ Re (2 @)/ [x,, Polo, e® @/ o (v1, (g0 — i) v2))

comme

M@ Ol = (557 07%))

en utilisant alors ’hypothese (HS) et la remarque 1.1, on a pour v =
('Ul, 'Uz) :

Re (2% e® @/R Py (yy0), e2 @My, (1, (€0 — i) v2))
> [|h Ve (@™ xa01) [P + (20 = 1) [| A Vo (% P xp 09) |2
+Re ([(e¥ A3 (2)) = (V@) (e* /" xp01), (e* @/ xg01))
+eoRe ([(€2 A3 (2)) = (V )%] (e @/* x3v2), (€ @/* x305))

6
+(‘ L velp. )Heq’(w)/hMWHZ

> E ” RV, (e<1>(ac)/h X2 U ”2 +Re ([626M(.’L', 0)) _ (v @2)[]
3

@ (x)/h & (x)/h

x (e X2v), (e X2v))
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avec C3 > 0. De méme,

Re (€% 2 @/h [x,, Pylo, e® @7 xo (v1, (€0 — 1) v2)

= Re (h? ® /" [(Axz) +2(V x2) Vel [ v, €% x5 (v, (€0~ 1) v2))
= O (h]|hVq (2P o) |2 + B2 || * /o |2

+ (h+ k|| V@) || e/ v |?)

Ainsi, il existe Cy > 0 tel que :

1 T
4512 5 [0V (O x0) |

+Re([(e” M (z, 0)) = (V@)* 1] (* /" x0), (e*@/" x20))
= Ce[Rl[ W Vo (¢® @M 0) P + 12 || e® @02
+ (R +h{| V@) || ® @/ v]f?

De la méme maniére pour A? , il existe C; > 0 tel que :
p 1,d q

| A9 51> (| RV (e2@/P ) |2 + ([Re (¥ M (z, 6)) — (V 8)* 1]
x (e2@/hx1v), (€® @ xy v))
— Cs[h|| BV (€2 @/ ) ||> + b7 | e® @/ o |2
+(h+h|| V=) @m0

En regroupant finalement |AY ;| et |AS 5|, on obtient I'inégalité
demandée. [

M (z, 6) est une matrice dont les valeurs propres sont A} (z) et A§ (z),
Vz € R, alors Re(e? M (x, 0)) est définie positive sur €2 et sur
(R™\{z € R™; |z| < |0]}) N Q. D’apres la remarque 1.1, il existe
Cs > 0 tel que ’on ait pour tout v € C§° (1) ® CF° (1) :

(Re(e®® M (z, 6))v, v) > Ci |Min (1, |z |)v ] (8.2)
6

De plus en utilisant le fait que ||x1ul| < [|ull, [|x2ul] < [Jull et
I xiull + [|x2u|l > [|u]l, pour tout u € C§° (R") @ Cg° (R"); et les
propositions 8.2 et 8.3, on en déduit le résultat :

ProPOSITION 8.4. — I existe une constante C > 0, telle que pour tout
v € CPR")DCP (R, on a:
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1
le® @/ Hg o]l | e® @ o] 2 & A Va (@7 v) |

+ ([Re (e* M (z, 6)) — (V @)*I] (e® @)/h ), ® (=)/h v)
— O (h+ || V=) || 2@/ o |?

6]

uniformément pour ||V @ ||p~ < Yo h > 0 assez petit.

En particulier on peut exploiter cette derniére inégalité pour démontrer
la décroissance exponentielle des fonctions propres de H% en dehors du
puits. Pour cela considérons ®4 () € C*° (R") telle que :

Py (z) = %do (z, 0)
Min (Re (¢% M4 (2)), Re (% A (2))) < o0

Dy (z) = Cte ) (8.3)
si

Min (Re (2% A3 (2)), Re (¢* X{ () >

v 18]
m< -_—
” (I)“L - 2C J

En appliquant la proposition 8.4, avec ® (z) = (1 —¢) ®g (), € > 0, et
u une fonction propre de HY, on obtient comme au lemme 6.3,

Ve > 0, || e‘b" (@)/h u “'Hl (R™)DH! (R7) = Oe (ee/h) (84)

Soit maintenant p une résonance de P dans [0, Coh] + i[—¢, 0]
et wg une fonction propre normalisée de P, associée a p. D’apres le
corollaire 3.2, on peut alors associer & wy une fonction (af & af & af) €
L? (R™) @ L? (R") @ L? (R™), normalisée telle que :

(Fg —p) (i@ a3 ®a3) =0 8.5)

d’aprés (4.3), on a aussi :

= (Z4 (p) ® Z§ (p)) (0 @ af)
Qi (ng_/’p) (ags@Pag):zo (074 } 8.6)
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A T’aide de la proposition 4.1, (8.4) et (8.6) on obtient :

Ye >0,

2o @k (o] @ o © 0F) s mmyer: (Rmyerr R = O (€5/7) (87)

e

en utilisant ensuite les notations du paragraphe 3, on pose :

e = af (p) (af @ af © af). (8.8)
Alors d’aprés (3.3) et le fait que Xp(p) est O (h™7) de H™ dans
H™ ¥m € Z, j € {0, 1, 2}, on en déduit que :
|| e ||22 Rn+r) = 1+ O (h)
comme de plus (Py — p) @g = 0, on peut en fait prendre :

wg = C (h) Wy (8.9)

ol C(h) = (14 O(h)) est une constante. Il résulte alors du lemme 8.1
de (8.8) et de (8.9) que :

Ve >0, |e® @ ryy|ln =0, (/) (8.10)

A Tlaide de cette derniére estimation on trouve une décroissance
exponentielle des fonctions résonantes de P : (U_g wy). Ensuite les mémes
calculs pseudo-différentiels analytiques et estimations dans le complexe,
donnés dans [14], permettent d’établir que les résonances de P ont une
partie imaginaire O (e~*°/%), €9 > 0. En effet,

Wy € H—Re@g (z)+e|Imz | (909 L2 (Rp))a Ve>0
191

avec (1 = {xeC"; |z | < 7}, C > 0, et ot H,(Q, L?(RP))

désigne I’espace des fonctions w (z, h) qui sont holomorphes en z dans un
voisinage de 2y a valeurs dans L? (RP), et vérifiant :

Ve>0, 3C. > 0 tel que Yz € Qo, ||w (@, h) |12 (mry < Ce l® @A,

@ étant une fonction continue et réelle sur 2.
De plus d’aprés I’estimation (8.10), et avec

W={$€R"; lz| < y},

on a:

| we ||z2 (wxrey > 1 — Kyest/h (8.11)
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1
pour h > 0 assez petit, avec K; > 0 et e; = 5 Rinn\fw (Re®y (z)) > 0.

D’autre part si ’on pose w = U_g wy, w est holomorphe en z dans €2y &
valeurs dans L% (RP) et vérifie (P — p)w = 0. On a aussi par la formule
de Green :

Imp|jw ||%2 (WxRP) = Im (P w, w)r2 (wxre)

= —h? / w ow ds (8.12)
W xRP v

~ étant la normale extérieure de OW, et ds sa mesure de surface, alors pour
e > 0 assez petit on en déduit :

[Tmp | < flwlZ gy xnsy - Kae™ /™ (8.13)

oli Ky > 0. A l'aide de la formule de représentation Fourier intégrale a
phase complexe :

(we (), )y
= (@2m)" / gi @=a") e | (z—2')?/2
1<t

X a(zx—12', ){we (z'), p)yx(z')dz' d¢ + 7 (z, h) (8.14)

ol

sup |7e(z, h)| < e~c'/h

€Ny
avec &' > 0, et uniformément par rapport a ¢ € L? (RP), || ¢ |12 me) = 1,
0
et h > 0 assez petit, x € C§° <|x’| < |_C’_|) On obtient (cf. [14)) :
Ve > 0, dC. > 0, tel que:

1 —€
|wllz2 (wxrey > C. e~e/h,

Cette derniére estimation ainsi que (8.14), donnent :

IImpl <K, e_EI/h <K, e—]elz/C' h

puisque

. 1
inf (Re@g(a:))25|0|2, C'>0. O
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