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Introduction

En 1925, le mathématicien finlandais R. Nevanlinna a développé sa fameuse théorie
de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes (également appelée théorie de
Nevanlinna) en prouvant son premier et deuxieme théoreme fondamental qui sont des
outils quantitatifs puissants utilisés dans 1'étude des propriétés des solutions des équa-
tions différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Cette théorie a des applications dans plusieurs domaines des mathématiques tels que
les équations différentielles ([4],[58],[80],...etc), la théorie des nombres [64] et méme la
logique mathématique [52].

En 1942, H.Wittich était le premier qui a fait une étude systématique de I'application
de la théorie de Nevanlinna en analyse complexe. Au fil du temps, grace aux efforts de
S.Bank, I. Laine et d’autres, cette théorie s’est améliorée par besoins des problemes po-
sés dans la théorie des fonctions, en conséquent, ces applications dans ce domaine ont
suscité un intérét croissant.

Dans1’étude des solutions des équations différentielles complexes, la croissance d'une
solution est une propriété trés importante. K. H. Kwon dans [57] a traité '’hyper ordre des
solutions de I’équation différentielle homogene

" +A1 2 f +As(2) f =0,

ou A et A, sont des fonctions entieres et pour le cas non homogene, Chen et Yang dans
[32] ont étudié la croissance des solutions des équations différentielles linéaires non ho-
mogenes du deuxieme ordre.

D’autres résultats sur la croissance des solutions entiéres et méromorphes des équa-
tions d’ordre 2 et d’ordre supérieur de type

FO LA fR D4 F A +Af=0 ¢))

et
O LA fR* D4+ A f +Aof=F(2), @)

ont été obtenus par plusieurs chercheurs (voir [4],[24], [32],[39], [46], [47], [51],[77]). Dans
le cas ou les coefficients A}, (j =0,1,...,k—1) sont des polyndmes, la croissance des solu-
tions de (1) a été largement étudiée [40].

En 1992, Hellerstein (voir[51]) a prouvé que toutes les solutions transcendantes de (2)
sont d’ordre infini, s’il existe un certain d € {0, 1, ...k — 1} tel que

N =

Aj), Ay <
I})j}{P( )P} <p(Ag)

1



Introduction

Dans [4], Belaidi a étendu les résultats de ([32],[57]) consacrés a des équations homo-
genes du deuxieme ordre aux équations différentielles linéaires d’ordre supérieur (1) en
étudiant I’hyper-ordre des solutions de I'équation (1).

En 2014, Wang et Liu ont traité, dans [77], I'hyper- ordre des solutions de I"’équation
non homogene (2) pourvu qu'il existe un coefficient dominant.

Pour autant que nous connaissons, Bernal [21] a introduit tout d’abord I'idée d’ordre
itératif pour exprimer la croissance rapide des solutions d’équations différentielles li-
néaires complexes. Par la suite, de nombreux auteurs ont obtenu de nouveaux résultats
sur I'ordre itératif des solutions de (1) et (2), voir par exemple [6],[10],[21],[23],[33],[56],[75].

En s’inspirant de ces travaux, dans ce travail, nous avons étudié quelques propriétés
des solutions de certaines équations différentielles a coefficients fonctions de la variable
complexe.

Le premier chapitre est essentiellement destiné a rappeler quelques définitions, no-
tions et résultats de la théorie de Nevanlinna nécessaires par la suite pour les autres cha-
pitres.

Le deuxieme chapitre est consacré aux résultats obtenus dans I'article [65], ou nous
avons étudié la croissance des solutions de I'équation différentielle

f(k) +As_1(2) eP(z)f(k_l) +..+Ay(2) eP(Z)f =" PF (2) + ¥R, (2),

ou P(z) = a,z" + ...+ ag et Q(z) = bpz" + ... + by sont des polynomes (n = 1) avec agy, by,
(¢=0,1,...,n) sont des nombres complexes tels que a,b, #0 et b, = cag,c>1,4=0,...,n,
Aj(20),(j=0,1,...k—1),F; (i =1,2) sont des fonctions entieres d’ordre fini. Nous avons
étudié, également, '’hyper ordre des solutions de I'équation différentielle linéaire non ho-
mogene

FO+ AL (2) 1@ FED 4 1Ay (2) 1P f 4 A (2) €700 f = e2@E (2),

ou Aj(Z0), ( j=0,1,..., k- 1) et F £ 0 sont des fonctions entieres d’ordre inférieur stricte-
mentan, P;j(z)=aj,z"+..+ajoetQ(z)=b,z" +...+ by sont des polyndomes (n = 1), avec
ajqbjg j=0,1,..,kq=0,1,..,nsont des nombres complexes

Nos résultats généralisent les résultats précédents dus a Habib et Belaidi [17], [42].

Le troisieme chapitre est un résultat de 'article [68], dans lequel nous avons étudié la
croissance des solutions méromorphes de I'équation différentielle

O+ Ar1,1(2 e @ 4 Ap_1 ()€U ) FED 4 (A9 1(2)€™P +Ag2(2)e¥P) f = F(2)

ouA;;#0,(j=0,1,..k—1) et F sont des fonctions méromorphes d’ordre fini et P;,Q;
(j=0,1,..,k—1;i = 1,2) sont des polyndmes de degré n > 1. Sous certaines conditions,
nous avons prouvé que si F = 0, alors toute solution méromorphe f # 0 dont les poles sont
de multiplicité uniformément bornée est d’ordre infini et satisfait po(f) = n et si F # 0,
alors il existe au plus une solution exceptionnelle fy d’ordre fini, et toute autre solution
méromorphe transcendante satisfait A(f) = A(f) = p (f) = +oo et A2(f) = A2(f) = p2 (f) <
max{n, p(F)}. Nos résultats étendent les résultats précédents de Zhan et Xiao [84].

Les résultats de I'article [66] sont les donnés du chapitre 4, ot nous avons étudié
la croissance des solutions des équations différentielles linéaires (1) et (2) ot Ay # 0,A;

2



Introduction

,..»Ag—1 et F # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini. Nous avons amé-
lioré et étendu certains résultats de Belaidi et Andasmas obtenus dans [2], [13] en utili-
sant le concept d’ordre itératif et en considérant un certain coefficient dominant Ag(s =
0,1,..., k—1). Sous certaines conditions sur les coefficients, nous avons obtenu une estima-
tion de |'ordre p-itératif et de I’exposant de convergence p-itératif des zéros des solutions
des équations précédentes.

Le cinquieme chapitre de cette these donne les résultats del’article [67] ol nous avons
travaillé sur I'ordre p-itératif des solutions des équations différentielles linéaires homo-
genes et non homogenes d’ordre supérieur

Arf 4 A fED AL+ A f =0 ®)

et
AcfP A fE D1 4 Af +Aof =F(2) )

ouAg #0,Ay,...,Ar Z0 et F # 0 sont des fonctions entieres d’ordre p-itératif fini. Aussi, un
résultat plus général que ceux de Belaidi [4], Long et Zhu [63] a été établi en utilisant le
concept de I'ordre itératif et nous avons obtenu des estimations générales de 1'exposant
de convergence p-itératif des zéros et de 'ordre p-itératif des solutions des équations (3)
et (4).

Le sixieme chapitre traite les résultats de I'article [70]; ot nous avons étudié I'ordre
itératif des solutions des équations différentielles linéaires non homogeénes d’ordre supé-
rieur

Acf® 4 A fR VY4 A f +Aof =F(2),

ol Ay #0,Ay,...etAr # 0 sont des fonctions entiéres d’ordre p-itératif fini et F # 0 est une
fonction entiere d’ordre p-itératif infini. Nous avons amélioré quelques résultats de Chen
[25] et El Farissi [34] en utilisant I’ordre itératif et nous avons obtenu des estimations gé-
nérales de 'exposant de convergence itératif des zéros, 'ordre p-itératif des solutions et
I'exposant de convergence itératif des zéros des dérivées d’ordre arbitraire des solutions
de I’équation (4).

Dans le dernier chapitre, nous présentons les résultats de I'article [69] ol nous avons
traité les solutions méromorphes des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur
de type (3) et (4) dans lesquelles les coefficients sont des fonctions entieres d’ordre [p, gl
fini. Nous avons obtenu des résultats sur 'ordre [p, g] et le [p, gl-exposant de la conver-
gence des zéros des solutions de ces équations. Cette partie est une amélioration des ré-
sultats trouvés dans le chapitre cinq (I'article [67]) de I'ordre p-itératif a un ordre [p, q].

Ce travail se termine avec une conclusion générale et quelques perspectives.



Chapitre 1

La théorie de Nevanlinna

Le principal outil utilisé tout au long de cette thése est la théorie de Nevanlinna. Ceci four-
nit un moyen d’analyser les fonctions méromorphes. Pour cette raison, dans ce chapitre,
nous allons donner les définitions de base de la théorie de Nevanlinna sur les fonctions
méromorphes et rappeler quelques propriétés sur la croissance de ces fonctions qui sont
nécessaires pour ce travail.

Pour ne pas alourdir ce manuscrit, nous laissons le soin aux personnes intéressées de
consulter les références ([16], [37], [48], [58], [82]), pour plus de détails.

1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Théoreme 1.1 ([58]) (Formule de Jensen) Soient f une fonction méromorphe telle que
f(0) #0,+c etay, ay, ..., a, (respectivement by, by, ..., by, ) ses zéros (respectivement ses poles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors,

1 21 i r

|bj|<r |aj|<r
Définition 1.1 ([58]) Pour tout nombre réel a > 0, on définitlog™ a par

loga, pour a>1,
+ _ —
log a—maX(O,IOg(X)—{ 0, pour O0<a<l.

Le lemme suivant contient quelques propriétés du log™ .

Lemme 1.1 (/16]) Soienta,p,ay,z,...,a, des nombres réels strictement positifs. Alors, nous
avons
(a) loga < log™ q,
(b) log* a <log* p pour a <P,
(c) loga=log" a—log* 1
(d) |loga| =log* a+log* 1,
n
<) log*a,
i=1

n

(e) log* (H Q;
i=1
(f )log+(

n
al) <logn+) log" a;.
i=1

Fe



1. FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

Preuve Les propriétés (a), (b) sont des conséquences immeédiates de la définition 1.1 et
la monotonie de la fonction logarithme.
Montrons (c), (d), (e) et (f). Pour (c), Nous avons

1 1
loga® —log* — max (loga, 0) — max (log—, 0)
o o

= max(loga,0) — max(—loga,0)

= loga.

(d) est obtenue comme suit

1 1
loga™® +log* — max (loga, 0) + max (log—, O)
o o

= max(loga,0) + max(—loga,0)
= [logq].

n n
Pour (e), si [[ aj < 1, alors I'inégalité est évidente. Supposons que [[ a; > 1. Alors,
j:l ]:1

log” (n) 1g(n)

n
= ) logqa;

IA

=1
n
Y log*aj, d’apres (a).
=1
Enfin, nous avons (f) en utilisant (b) et (e). En effet

n
log+(Z(xj) < log'(n max aj)
j=1 1=j=n
< logn+log™ (max o))

l<j=<n

n
< logn+) log*aj.
=1

Définition 1.2 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre
complexe a. On définitN (r, a, f) (respectivement N (r, a, f) ) la fonction a-points (respecti-
vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque {z : |z| < r} par

):f’ n(t,a, f)-n(0,a,f)

dt+n(0,a,f)logr, si a#oo,

N(r,a,f):N(r, "

f—-a

" n(t,00, f) = n(0,00, f)
t

1\ (ra(taf)-7(0.af)

f—d)_fo t

dt+n(0,00, f)logr, sia=oo,

N(r,oo,f):N(r,f):fo

N(r,a,f):N(r, dt+7(0,a, f)logr, si a#oo,

et

N(roo,f)=N(r.f)= [ 2o )=10co])

” dt+7(0,00, f)logr, sia=oo,
0



1. FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

o n(t, a, f) désigne le nombre de zéros de l'équation f (z) = a situés dans le disque {z : |z| < t},
chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
n (t, oo, f ) désigne le nombre de poles de la fonction f dans le disque{z : |z| < t}, chaque
pole étant compté avec son ordre de multiplicité.
n(t,a, f) désigne le nombre de zéros distincts de l'équation f(z) = a dans le disque
{z:lzl < 0}
et (t,00, f) désigne le nombre de péles distincts de la fonction f dans le disque{z : |z| < t}.

Lemme 1.2 ([48],[58]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points oy o, ..., dans le
disque {z:|z| <1} tels que : 0 < |oq| < |az| < ... < layl < 1 et f(0) #0, chaque racine est
comptée selon sa multiplicité. Alors,

f’ n(t,a,f)dt_fr n(t,a, f)—n,a, f)
0 0

t r

r

dt= ) log—.
0<|aj|<r |af|

Proposition 1.1 ([48],[58]) Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de
Laurent a l'origine

+00 X
f(@)=) cjz!, cn#0, meZ.
Jj=m

Alors,

1 Y %) de+N N(r2
oglcml_gfo og‘f(re )‘ +N(r, f) - r,?).

Définition 1.3 ([48], [58]) Soient f une fonction méromorphe non constante et a un nombre
complexe, on définit

m(raf)—m(r ! )—ifznlo 1 e i a#oo
G "f—al 2mJo g |f(rei®) —al ' '

et

_ _ 1 27[1 + i0 4o
m(r,oo,f)_m(r,f)_gfo og f(re )‘ :
m(r,a, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.4 [58] Soit f une fonction méromorphe non constante. La fonction caracté-
ristique de Nevanlinna T (r, f) de la fonction méromorphe f est définie par

T(r,f)=m(r, f)+N(r, f).

Remarque 1.1 La fonction caractéristique de Nevanlinna permet de mesurer la croissance
d'une fonction méromorphe.

Exemple 1.1 Soit f (z) = e**, a € R*. Nous avons n (t, f) =0 car e** n'admet pas de poles
dans le disque {z: 12| < r} et N(r, f) =0.

De plus,
1 21
- log™
271 fo °8

1 2m
= — | log"
271 Jo

m(r, f)

f(reie)) dao

e(xrc059+(xrisin9

do

1 (2
= —f arcos0do
27 2

ar

Pl



2. PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN
COMPLEXE

Par suite or
T (r, f) = ?

Exemple 1.2 Pour f(z) = %, o € R*. nous avons n(t,00, f) = 2 et n(0,00, f) = 2. Donc
N(r, f)=2logr et

1 21 .
—f log* | f(re’®|de
21 Jo

earc056+iarsin6

m(r, f)

1 2m

= — log
21 Jo

~ i 27 10g+ |e(xrcose+i(xrsin9|
21 Jo r2

* do
rZeZlG

do

1 I
= — 2(o&rcos@—Zlogr)dG
2n Z

= ——logr.
- ogr.

2 Premier théoreme fondamental de Nevanlinna dans le
plan complexe

Théoreme 1.2 ([48],[58]) Soit f une fonction méromorphe et soit

+00 X
fl@—a=) cjz!, cn#0, mez, zeC
j=m
la série de Laurent de f — a (a € C) a l'origine. Alors, pour tout nombre complexe a, nous
avons

1
T(r, =T(r, f) —loglem| + (1, a),
( f_a) (r, /) —logleml + (1, a)
oit |¢(r,a)| <log2+log*|al.
Preuve Premierement, montrons le théoreme pour a =0. D’apres la Proposition 1.1 et la
propriété (c) du Lemme 1.1, nous avons

1 2n 0 1
log|cm| = Efo log‘f(re )‘d6+N(r,f)—N(r,?)
_ sznlo v f(reie))de_ifznlo 1 eeNg f)—N(r 1)
T one OB 2ndy 8 | f(rei®)] ' f
= m(r,f)—m(r,O,f)+N(r,f)—N(r,%)
1 1
= m(r,f)—m(r,=)+N(r, )—N(r,—).
D=mp+Ne =N
Ainsi,
1 1
mlr,— +N(r,—):m(r, )+ N(r, ) —loglcml.
( f) 7)= e NN D= log
D’ou

T(r,%):T(r,f)—loglcml (1.1)



2. PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN
COMPLEXE

ou ¢(r,0)=0.
Montrons le théoréme dans le cas général a # 0. Posons h = f — a. Dans ce cas, nous

avons
M) = 8l
r,— = r, ’
h f—a

[#3) = =)
mr,h mr,f_a,
N(r, f —a)=N(r, f).

Z

=

S
I

Nous avons aussi
log*|hl=1og" |f — a| <log" | f| +log" |al +1og2.

log® |f| =log" [k + al <log" [kl +log* |al +1og2.

En intégrant ces deux inégalités, nous obtenons
m(r, h) < m(r, f) +1log* |al +1og2,

m(r, f) < m(r,h) +log" |al +log2.

En posant @(r, a) = m(r, h) — m(r, f), nous avons
—(log"* |al +1n2) < ¢(r,a) <log" |al +log2.

D’ou |¢(r, a)| <log* |al +1og2. Alors,

T(r L)—T(T l)
) - ’h

mU!0+le)
f-a h h

= m(r,h) +N(r, h) —log|cpl
= m(r, /)+N(r, ) +¢(r,a) —loglcnyl
= T(r, f)+o(r,a)—loglcyl.

Remarque 1.2 Le premier théoreme fondamental peut étre exprimé comme suit :

T(r,

! )=T(r, /)+0Q1), r—+
f—a - ’ ’ Q.

Le lemme suivant résume les propriétés principales de la fonction caractéristique de Ne-
vanlinna.

Lemme 1.3 ([48]) Soient f, fi, f2, ..., fn des fonctions méromorphes et a, b, ¢, d des constantes

complexes telles que ab — cd #0. Alors,

n
T(r,ij <) T(rfj)+logn, pour n=z=1.
J Jj=1

-1




2. PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN

COMPLEXE
2.
T(F,Hfj <) T, fj), pourn=1.
j=1 j=1
3.
T(r, f")=nT(r, f), neN".
4. feb ;
af + _
T =T(r, 1), —_—.
(r’cf+d) (r,N+0Q), f# -
Preuve

1. Nous avons

et
n 1 2n N

S fl o= 1
m er] o ) og

1 Zﬂ(il + f( ie)‘_l_l g )de
og'|fi(re ogn
ZT[ 0 j=1 y

do

2 fjtre')
j=1

= Y ml(r, f;) +logn.
=1

n
D’autre part, comme la multiplicité du pole de Y. f; en zp ne dépasse pas la somme des
Jj=1
multiplicités des poles de f;(j=1,...,n) en z, alors

N

r,ij) < ) N, f)).
j=1 j=1

D’ou

—
—_——
3
B
N ——

I

m(r,ifj
j=1

+N(r, if])
j=1

n
< )T fj)+logn.

j=1
2. Nous avons
n n n
T(r,]_[fj):m(r,l_[fj)+N r,Hfj).
j=1 j=1 j=1
Comme
n 1 2mn n
mlr, Hf] = — f log* Hfj(re’e) do
j=1 27[ 0 j=1
1

2n n . 0
< 1 (re'®)| de
27[‘[0 jzzl og" |fj(re )’

= Y m(nf),
=1



2. PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN
COMPLEXE

n
de plus, la multiplicité du pole de [] f; en zo ne dépasse pas la somme des multiplici-
j=1
tés des poles de f;(j=1,...,n) en zg, ce qui donne

n

N, Y f) < YN, f).
1 j=1

j=

Par conséquent
n

T [[7H < YT, .
1 j=1

j=
3. Nous avons | f| <1 équivauta | f|" < 1.
a) Si |f|<1,alors

1 (e N
m(r,f"):gfo log f”(re’)’dezo

et

N(r, f™) = nN(r, f).
D’ou

T(r, f™")=nT(r, f).
b) Si |f|>1, alors

n _ 1 on + | en i0
m(r,f") = gfo log™ [f"(re ))de
= nm(r,[),
et
N(r, f™)=nN(r, f).
Ainsi,

T(r, f™) = nT(r, f).

4.Posons g = %, avec ad — cb #0 alors nous avons

b—gd
gc—a

gcf+gd=af+b o f=

Il suffit, donc, de montrer que T(r, g) < T(r, f) +O(1) . Nous distinguons deux cas.
Cas 1.Sic=0, alors

T(r, 8)

T(n afd+ b)

< T(r,g) +T(r, f) +T(r,g) +log2

T(r, /)+0(1).

10



3. LA CROISSANCE ET LA DISTRIBUTION DES VALEURS D’UNE FONCTION ENTIERE
OU MEROMORPHE

Cas 2. Si ¢ #0, alors
T(rg = T r—af+b)
& = N\ efvd
d
Lef+d)-“+b
cf+d
cb—ad 1
2 d
C f+E
cb—ad 1

c? 'f+%

= T|r,

a
= T|r—+
c

N
=

r, +0(1)

/N
—

T, +0(1)

d
f+<

N\

T r,f+§)+0(1)

N\

T(r, f)+0().

. 4e7—9
Exemple 1.3 Soit f (z) = :z . Alors,

+1

T = T2
nh = " e?+1

= T(r,e®)+0(1).
- Liow.
T

Théoreme 1.3 ([37]) Soient f une fonction méromorphe et p un entier naturel. Posons
fi(2) = f(zP). Alors,

m(r, fi) = m(rP, f),N(r, 1) =N, ), T(r, i) =T P, f).

Corollaire 1.1 ([37]) Soient f une fonction méromorphe et p un entier naturel non nul.
1
Posons fi(z) = f(z7). Alors,

m(r, f1) = m(r%,f),N(r, fi)= N(r%,f),T(r, fi)= T(r%,f).

Théoreme 1.4 ([37]) Soient f une fonction méromorphe et A # 0. Posons fi(z) = f(Az).
Alors,

m(r, f1i) = m(Alr, f),N(r, f1) =N(Alr, f) = n(0, f)logl|Al, T(r, f1) =T(Alr, f) — n(0, f)logl|Al.

Preuve. Pour la preuve des Théoremes 1.3, 1.4 et le Corollaire 1.1 voir le livre [16].

3 La croissance et la distribution des valeurs d’une fonc-
tion entiere ou méromorphe

3.1 Lordre de croissance et ’hyper-ordre d'une fonction

Définition 1.5 ([48],[58],[59]) Soit f une fonction entiere. L'ordre de croissance et I'hyper-
ordre de f sont définis respectivement par

o(f)= Tm loglogM (r, f)

r—+oo logr

11



3. LA CROISSANCE ET LA DISTRIBUTION DES VALEURS D’UNE FONCTION ENTIERE
OU MEROMORPHE

0> (f)= Tm logloglogM (r, f)

r—+oo logr

o M(r, f) =max{|f (2)|,|zl =r}. Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre de crois-
sance et I'hyper-ordre de [ sont définis par

— logT(r, f)
p(f)=tm =
— loglogT (r, f)
p2(f) = lim ==

Exemple 1.4 La fonction f (z) = 3" est d'ordrep (f) =

Exemple 1.5 La fonction f(z) = exp{exp(az)} est d'ordre p(f) = +oo et d’hyper ordre
p2(f)=1.

Remarque 1.3 Si f est entiere, alors la définition de l'ordre de f en utilisant M (r, f) coin-
cide avec la définition de l'ordre de f en utilisant T (r, f).

Proposition 1.2 ([48],[58]) Soient f et g deux fonctions méromorphes. Nous avons
L p(f+g) <max(p(f),p(g)),

2. p(fg) <max(p(f ),p( ))-

Plus particulier, si p(f) <p(g), alorsp(f+g)=p(fg)=p(g)-

Z

22 22 2
Exemple 1.6 Soit f (2) = z+3+— Nousavonsp(z+3+—)—p(fﬂ):p(ezZ):z.

z+1

3.2 Lordre inférieur et 'hyper-ordre inférieur d’'une fonction

Définition 1.6 ([48]) Soit f une fonction entiere. L'ordre inférieur et l'hyper-ordre inférieur
de f sont définis respectivement par

. loglogM(r, f)
H(f) =liminf——""

... logloglogM (r, f)
uz (f) =liminf ogr :

Si f est méromorphe, U'ordre inférieur \ (f) est défini par

w(f) :liminfm,

r—+00 log r

et Uhyper-ordre inférieur de f est donné par

loglogT (r,f)
u2 (f) = LU\ Sy P

Exemple 1.7 Soit f (z) = cosh(sinz). Alors, p(f)=+oco0 er p2(f)=1.

12



4. L'ORDRE P-ITERATIE I’ ORDRE P-ITERATIF INFERIEUR, L'EXPOSANT DE
CONVERGENCE P-ITERATIF D’'UNE FONCTION

3.3 Lexposant de convergence d’'une fonction

Lexposant et ’hyper exposant de convergence des zéros d'une fonction

Définition 1.7 ([48],[58]) Soit f une fonction méromorphe. Lexposant et 'hyper exposant
de convergence des zéros de la fonction f sont définis respectivement par

\(/f)- T logN(r,%)

r—+oo  logr

_ loglogN(r, %)
A )=, T,y

Exemple 1.8 Lexposant et 'hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) =
e —e? sont égaux respectivement a +oo et 1.

Remarque 1.4 Lexposant de convergence des zéros de la fonction % est aussi dit exposant
de convergence des poles de la fonction f.
Lexposant et ’hyper exposant de convergence des zéros distincts d’'une fonction

Définition 1.8 ([58]) Lexposant et I'hyper exposant de convergence des zéros distincts d'une
fonction méromorphe f sont définis respectivement par

3.4 Lexposant de convergence des poles d’'une fonction

Définition 1.9 [58] Soit f une fonction méromorphe. Lexposant de convergence de la suite
des poles de f est défini par
1 logN (r,
A (?) =limsup M

r—+oo  logr

Exemple 1.9 Lexposant de convergence de la suite des podles de la fonction f (z) = % est
nul.

4 Lordre p-itératif, 'ordre p-itératif inférieur, I'exposantde
convergence p-itératif d'une fonction

4.1 Lordre p-itératif d'une fonction

Afin de généraliser quelques résultats sur les propriétés des solutions de certaines
équations différentielles, nous avons besoin de définir I'ordre p-itératif d’'une fonction

13



4. L'ORDRE P-ITERATIE I’ ORDRE P-ITERATIF INFERIEUR, L'EXPOSANT DE
CONVERGENCE P-ITERATIF D’'UNE FONCTION

méromorphe, mais pour le faire il faut d’abord définir les expressions suivantes sur |'ex-
ponentielle et sa fonction réciproque : pour tout r € R, on pose exp, r := e’ et eXppy 1=

exp (exp p r) , p €N. De la méme facon, nous définissons
log, r:=logr
et
log,, ., 7 :=log (logp r) ,

p €N et ceci pour r suffisamment grand.

Définition 1.10 ([58]) Soit f une fonction méromorphe. Nous définissons Uordre p-itératif
de croissance de la fonction f par

— log, T(r, f)

pp(f) = rl—l»rPOOW p>1 unentier),

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si [ est entiere, alors l'ordre p-
itératif de la fonction f est défini par

__lo M(r, f)
oo )=, i et 2L

< )
lim log (p>1 unentier),

ouM(r,f):Illzllg|f(z)|.

Remarque 1.5 p; (f) coincide avec l'ordre usuel.

Exemple 1.10 Pour la fonction f (z) = exp; (az), a € C*, k > 1 nous avons

+oo sip <k,
1 sip=k,
0 sip>k.

pn(f):

4.2 Lordre p-itératif inférieur d’une fonction

Définition 1.11 ([48],[58]) Soit f une fonction entiere. Lordre p—itératif inférieur de fest
défini par

. . logp+1M(r’f)
p (f) =liminf—=""—

Si f est méromorphe, alors l'ordre p—itératif inférieur p,, (f) est
log, T (r, f)
liminf—2" .
p (f) =liminf— = —

Exemple 1.11 Soit f (2) = . Alors, i, (f)=1.

z

14



5. L’ORDRE [P,Q], LORDRE [P,Q] INFERIEUR, LEXPOSANT DE CONVERGENCE [P,Q]
D’UNE FONCTION

4.3 Lexposant de convergence p-itératif d’'une fonction

Définition 1.12 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe. Lexposant de convergence p-
itératif des zéros de la fonction f est donné par

et 'exposant de convergence p-itératif des zéros distincts de la fonction f est défini par

v ()= i )

r—+oco  logr

Définition 1.13 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe. Lexposant de convergence p-
itératif de la suite des poles de f est défini par l'expression

1 log N(r, f
Ap (—) =limsup L).
f rF—+00 logr
De plus, on définit I'indice de croissance comme suit.

Définition 1.14 ([58]) Lindice de croissance de l'ordre p-itératif d'une fonction méromorphe
f est défini par

0 si [ estrationnelle,
i(f)=1 min{jeN:p;(f)<+oo} si [ esttranscendante, avec p;(f)<-+oo existent,
+00 si pj(f)=+oco pourtour jeN.

Exemple 1.12 Lindice de croissance de l'ordre p-itératif de la fonction f (z) = exp (exp z")
estégala 2.

Définition 1.15 ([56]) Le degré de finitude de l'exposant de convergence itératif des zéros
d'une fonction méromorphe f est donné par

0 si n(r,a)=0(ogr),
iA(f,a)=q min{j eN,A;(f,a) <+oo} si pourjeN Aj(f,a) <+oo,
+00, si Aj(f,a)=+oco pourtout jeN.

5 Lordre [p, g],Yordre [p, q] inférieur, '’exposant de conver-
gence [p, g] d’'une fonction

5.1 Lordre [p, q] d'une fonction

Définition 1.16 ([55],[61]) Soient p,q deux entiers tels que p > q > 1 et f une fonction
méromorphe. Lordre [p, q] de croissance de la fonction f est défini par

— log, T(r, f)

Pip.a (f) - rl—i>rPoo log,r
q

15



5. L’ORDRE [P,Q], LORDRE [P,Q] INFERIEUR, LEXPOSANT DE CONVERGENCE [P,Q]
D’UNE FONCTION

Pour une fonction entiere f, l'ordre [p, q] de f est donné par

— log, M(r, f)

Pip.g] (f) = rl_l)l}loo lOg r
q

oil M(r,f):1|1;|3<|f(z)|.

Remarque 1.6 D'apres la Définition 1.16, nous notons

e (f) = e(f),
P (f) = p2(f),
pipu(f) = ep(f)-

ZZ
Exemple 1.13 Pour la fonction f (z) = e®" | nous avons P21 (f) =2.

5.2 Lordre [p, g] inférieur d’'une fonction
Définition 1.17 ([85]) Soient f une fonction entiere et p, q des entiers tels que p > q > 1.

Lordre [p, q] inférieur de [ est défini par

.. logp+1M(r’f)
Mip.a (f)= I}IEJEJW-

Si f est méromorphe, alors son ordre [p, q] inférieur est défini par

o long(r,f)
Mip,q) (f) =liminf Tlog,r

5.3 Le [p, g] exposant de convergence d’une fonction

Définition 1.18 ([61],[62]) Soient p,q deux entiers tels que p > q > 1 et f une fonction
méromorphe. Le [p, q] exposant de convergence de la suite de a-points de la fonction f est
donné par

Le[p, q] exposant de convergence de la suite de a-points distincts de la fonction f est défini
par _
__ log, N(r,7)

X[IMI] (f_ a) = r1—1>I-II—loo log r
q

Afin de développer nos résultats, nous aurons besoin de différents types de mesures et de
densités pour des ensembles de points sur I’axe réel positif.
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6. LA MESURE ET LA DENSITE DES ENSEMBLES

6 Lamesure etla densité des ensembles

6.1 Lamesure linéaire, la mesure logarithmique

Définition 1.19 ([56],[57]) La mesure linéaire d’'un ensembleE c [0, +00) est définie par

m(E):fdt.
E

La mesure logarithmique d’'un ensemble F c [1,4+00) est définie par

dt
m(F)=] —.
F

Exemple 1.14 La mesure linéaire de l'ensemble E =[2,6]U[7,8] < [0, +o0) est

6 8
m(E):f dt+f dt=5.
2 7

6.2 Ladensité des ensembles

Définition 1.20 ([49],[56],[57]) La densité supérieure de l'ensemble E c [0, +o00) est définie

par

S En|o,
dens(E) = limsupu.
r—+00
Définition 1.21 ([56],[57]) Ladensitéinférieure de l'ensemble E c [0, +o0) est définie par
En|o,
dens(E) = liminfu.
I r—+00 r

Exemple 1.15 La densité inférieure et la densité supérieure de l'ensembleH = [1,2] c [0, +00)
sont
densH=densH=0.

Définition 1.22 ([56], [57]) La densité logarithmique inférieure d’un ensemble F c [1,+00)
est définie par

Fn[l,
logdens(F) = liminfw.
_— r—+oo logr

La densité logarithmique supérieure d'un ensemble F c [1,+00) est définie par

- FnIl,
logdens (F) = limsupM.
F—+00 logr
Exemple 1.16 PosonsF =[5, +oo[, nous avons
- FnIl,
logdens(F) = limsupM
F—+00 logr
. my ([5,71])
= limsup———
r—+oo loOgr

= 1>0.

Proposition 1.3 (/13]) Pour tout ensemble H c (1,+00), les assertions suivantes sont véri-
fiées:

i)si myH) =400, alors m(H)=+o0,

ii)si dens(H)>0, alors m((H)=+oo,

iii) si logdens(H) >0, alors m;(H)=+o0.
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6. LA MESURE ET LA DENSITE DES ENSEMBLES

6.3 FEléments de la théorie de Wimam-Valiron

Indice central et le terme maximal

Définition 1.23 ([58],[79]) Soit f (z) =Y ,>0 anz" une fonction entiere. On définit le terme
maximal de f parp(r, f) = magclanl r" et on définit l'indice central de la fonction f par
n=

vr () =max{m: u(r, £) = lanl "},

Exemple 1.17 Pour f (z) = a,z" +...+ ag, a, #0, alors quand |z| = r — +oo, nous avons le
terme maximal est |a,| r" et par conséquent v, (f) = n.

6.4 Théoreme de factorisation de Hadamard

Définition 1.24 (Produit canonique) ([79]) Soit f une fonction méromorphe transcendante

et soient zy, 2p,... ses zéros avec 0 < |z1| < |zz| < .... Soit p U'entier minimal tel que la série
+00

Z”ﬂlznlﬁ converge. On appelle

E(u,O) (1_ u))

(I1-u)ex (u+u—2+ +u_p) =1,2
p 5t » p=12,..

E(u, p)

des facteurs principaux. Le produit infini

+00 z
P(z)= [[E(—,p)
n=1 Zn
converge uniformément dans chaque domaine borné dans C et P(z) s'appelle le produit
canonique de f formé a partir des zéros de f. Lentier p est appelé le genre du produit
canonique.

Théoréme 1.5 ([37]) Soit f une fonction méromorphe d'ordre finip (f) et soient {ay a, ...}
et {by,by,...} les zéros et les poles de f dans C\{0}, respectivement. Supposons que f a une
représentation

(@) =cpz + crr12" T + ..., (cp #0)

au voisinage de z = 0 avec cx #0. Alors,

Py (2)

— -k ,Q(2)
f(z)=2z"¢ P, (2)

avec Q (z) est un polynome de degré inférieur ou égal a p(f) et Py (2) et Py (z) sont des
produits canoniques de f formés des zéros et des poles non nuls de f.
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Chapitre 2

Sur ’hyper-ordre des solutions de
certaines équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur a coefficients
fonctions entieres

1 Introduction et résultats
Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions del’équation différentielle
FO 4 A (2@ FED 4 4 A (2)ePP f=ePDF (2) + €29, (2)

ou P(z) = a,z" +...+ ag et Q(z) = byz" + ... + by sont des polynomes (n = 1), ag4, b, avec
(q =0,1,..., n) sont des nombres complexes tels que a,b, #0 et by =cay, (0<c<1),q=
0,...n, Aj(#0), (j=0,1,..,k—1), F;, (i=1,2) sont des fonctions entieres d’ordre fini.
Nous étudions également 1'ordre des solutions de I'équation différentielle linéaire non
homogene

fO+ A (2@ FED L LA (2) @ f + Ay (2) P f = QDE ()

o Aj(£0), (j=0,1,..,k—1), F # 0 sont des fonctions entieres d’ordre inférieur stricte-
mentan, Pj(z) =a;nz" +..+ajoetQ(z) =b,z" +...+ by sont des polynéomes (n = 1), ot
aj,q,bq (j =0,1,..,.kq=0,1,..., n) sont des nombres complexes. Nos résultats étendent les
résultats précédents dus a Habib et Belaidi [17], [42]. Plusieurs travaux [30], [39], [57] ont
étudié la croissance des solutions de I’équation différentielle linéaire du second ordre

f"+A1(2) PP+ A, (2) €@ F=0 2.1)

ou B, Q sont des polynomes non constants, A, A, (Z 0) sont des fonctions entieres telles
que p (A;) <degP p(A2) < degQ. Gundersen a montré dans [39] que si degP #degQ, alors
chaque solution non constante de (2.1) est d’ordre infini. Si degP = degQ, alors (2.1) peut
avoir des solutions non constantes d’ordre fini. Par exemple f(z) = e'? + i satisfait

f/l+eiZ /_iel.Zf:O.
Dans [7] , Belaidi a étudié 'ordre et '’hyper-ordre des solutions de certaines équations

différentielles linéaires d’ordre supérieur comme suit.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Théoréme 2.1 [7] Soient k = 2 un entier etPj(z) =Y " a;;z'(j=0,1,...k—1) des po-
lynémes non constants ot ag j,...,an,j (j =0,...,k—1) sont des nombres complexes tels
que an; #0(j =0,...,k—1). Soient Aj(# 0), B; (Z0) (j=0,1,..,k—1) des fonctions en-
tidres. Supposons quearg an, j # arg dn,p OU an,j = Cjdno (0< cj <1)(j=1,... k-1 etp(A;) <
n,p(Bj)<n(j=0,1,.. k—1). Alors, toute solution f (# 0) de I'équation différentielle

O+ (A1 (@19 4B 1 (2) FEV 4+ (A (2) PP +Bg(2) f=0  (2.2)

est d'ordre infini et satisfait p(f) = n.

Plus tard, Hamani dans [43], a déterminé I’hyper-ordre de la solution de I"’équation (2.2),
sous certaines conditions et a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.2 [43] Soient k = 2 un entier etP;(z) =Y. a;jz'(j=0,1,..,k—1) des poly-
némes non constants ot ayj, ..., an,j (j = 0,...,k —1) sont des nombres complexes tels que
an,j #0(j=0,...,k—1). Soient Aj(#0),B; (£0) (j=0,1,...,k— 1) des fonctions entiéres avec
p(Aj) < netp(B;) < n. Supposons qu'il existe s € {1,...,k—1} tel que an,j = cjan,;s (0 < cj <1)
avec j # s. Alors, toute solution transcendante f de (2.2) est d'ordre infini et satisfait p»(f) =
n.

Dans [84], Zhan et Xiao ont étudié les équations différentielles homogenes et non homo-
genes d’ordre supérieur et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoreme 2.3 [84] Soient Aj; (#0),(j=0,1,...,k—1;i =1,2) des fonctions entieres telles
que p (Aj,-) <n avecn =1 est un entier. SoientP; (z) = aj,z" +...+ ajo et Q; (2) = bj ,2" +
..+ bjo des polynomes oui aj 4,bj 4 (j =0,1,..,k-1;9=0,1,..., n) sont des nombres com-
plexes tels que aj nbj , #0, ap,n #bon et ajpn=Cjaon, bjn=Ccjbon cj>1,j=1,..,k—1 sont
des nombres distincts. Alors, toute solution f (Z 0) de I'équation

f(k) + (Ak—l,l (2) ePk—1(Z) +Ar_12(2) er—l(Z)) f(k—l)

+.t (A1 (2) €7@ + Ag o (2) eX@) =0 (2.3)

est d'ordre fini.

Théoréme 2.4 [84] SoientAj; (Z0)(j=0,1,...,k—1;i=1,2) des fonctions entiéres telles que
p(Aji) < noitn=1 est un entier. SoientP;j(z) = aj,z" +...+ajo et Q;j(2) = bjnz" +...+
bjo des polynomes ot aj q4,b; 4 (j =0,1,..,k-1;9=0,1,..., n) sont des nombres complexes
tels que aj nbjn #0, don # bon €t ajn=Cjagn,bjn=Ccjbon,cj>1,j=1,..,k—1 sont des
nombres distincts. Soit F(Z 0) une fonction entiere d’ordre fini. Alors, l'équation

FP+(Ako11 (2) €1 + Ap_1 5 (2) V1) FED 1 4 (Ag)1 (2) €7@ + Ag 2 (2) e¥P) f =F ()
(2.4)

satisfait les assertions suivantes :

(i) 1l existe au plus une solution exceptionnelle fy d'ordre fini, et toute autre solution
satisfait X () =X (f) =p () = +00 et A2 () = Ao (£) = p2 () = max fn,p (B)}.

(ii) S’il existe une solution fy d’ordre fini, alors p (fo) < max{n,X(fo) P (F)} .

(iii) SiF est une fonction entiere d’ordre inférieur a n et argaop , # argby ,, alors toute
solution de (2.4) est d’'ordre infini.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Récemment, Habib et Belaidi [42] ont étudié la croissance des solutions de certaines équa-
tions différentielles linéaires non homogenes de la forme

P4 Ar (@ e 5D 1+ Ay (2) e f=F(2)e™ +Fy(2)e"? (2.5)
etils ont abouti aux résultats suivants.

Théoréme 2.5 [42] Soient Aj(#0), (j=0,1,...,k—1) et F;( (i =1,2) des fonctions entieres
avecp (Aj)<1,(j=0,1,...,k—1) etp(F;) <1,(i =1,2) oita etb sont des nombres complexes
non nuls tels que b = ca (0 < ¢ < 1). Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) il existe un unique s(0 < s< k—1) tel que

max{p(A;),(j=0,1,...k=1),j#s} <p(Ay =p,

(2) pour tout T satisfaisant 0 < T < p, il existe un sous-ensemble H c [1,+00) de mesure
logarithmique infinie, telle que pour |z| = r € H, nous avons

log|As(z)| > 1"
Alors, toute solution f de l'équation (2.5) est d’ordre infini.

Dans [17], ils ont obtenu les résultats suivants. On définit les ensembles suivants

I = j=0,1,...,k-1,
L = {iele>11#£9,
I, = {iel,0<c;<1}#9,
Is = {ielci<0i#9,
I, = {iel=1}1#9,

ouljulLbulzuly=Ietc; (i €I) sont des nombres réels,

Théoréme 2.6 [17] Soient Aj(Z0), ( j €1) et F # 0 des fonctions entieres avec
max{p(A;),(j€I),p(B} <1,

oina#0eth; #0 (i € 1) sont des nombres complexes tels que b; = c;a (i € I). Supposons
qu'il existe un s € Iy tel que c; > cj pour tout j € 1)\ {s}, supposons qu'il existe un | € 13 tel
que c; < cj pour tout j € I3\ {l}et supposons que ¢y # 1 et ¢y # ¢cj pour tout j € I\ {0}. Alors,
chaque solution f de I'équation différentielle

O 4 A (@) e 12 f*D 4 LA (2) €D+ Ag (2) €707 f = Fy (2)e% (2.6)
est d'ordre infini et son hyper-ordre satisfait p(f) < 1.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un probléme plus général et obtenons les résul-
tats suivants qui étendent les Théorémes 2.5 et 2.6. En effet, nous prouverons les résultats
suivants.

Théoreme 2.7 [65] Soient P(z) = anz" +...+ ag et Q(z) = byz" +...+ by des polynémes
(nz1), ot ag, by, (9=0,1,...,n) sont des nombres complexes tels que a,b, #0 et by = cag,
(0<c<1),q=0,..,n. Soient Aj(£0),(j=0,1,...k—1) etF; (i =1,2) des fonctions entieres
d’ordre fini avec

max{p(A;)(j=0,1,...k—1),p(F) (i=1,2)} <n.
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2. LEMMES AUXILIAIRES

Supposons qu'il existe un unique s, 0 < s < k —1 satisfaisant
max{p(A;),(j=0,1,...,k—1),j #s} <p(As) < +oo0,

tel que pour tout 0 < 1 < p(Ay), il existe un ensembleH c [1, +o0) de mesure logarithmique
infinie, tel que pour |z| = r € H, nous avons

log|As(z)|>r".
Alors, toute solution f de l'équation
P 4Ar (@D R D4 A (2 PP+ A (2) PP F= e DF, (2) +€29F, (2) (2.7)
vérifie p(f) = +oo et son hyper-ordre satisfait p2(f) < n.

Théoréme 2.8 [65] Sous les mémes hypotheses du Théoreme 2.7, supposons de plus que
¢ # 0 est une fonction entiere d’ordre fini. Alors, toute solution f de (2.7) satisfait

AMA)=A()=A(f-0)=A(f-9)=p(f)=+o0
et
2 (f)=A2(f) =X (f—9) =X (f— ) =p2(f) = .

Théoréme 2.9 [65] Soient Aj(#£0),(j=0,1,...k—1) etF # 0 des fonctions entieres d'ordre
fini avec
max{p(A;)(jeD,pP)}<n.

SoientP;(z) = aj,z" +..+ajo etQ(z) = byz" +...+ by des polynéme oiv aj 4,b, sont des
nombres complexes tels que aj ,b, #0(j €1) et ajq=cjbgs(j€l,q=0,1,..,n). Supposons
qu'il existe un unique s €1y tel que ¢; > c;j pour tout j € I1\{s}, supposons qu'il existe un
uniquel € I3 tel que c; < cj pour tout j € I3\ {l} et supposons que co #1 et co # cj pour tout
j € IN{0}. Alors, toute solution de l'équation

FO 4L A (2) 1@ =D L LA (2) €M1 @ 1+ A (2) e f = eQPE (2) (2.8)
est d'ordre infini et son hyper-ordre satisfait p2(f) < n.

Théoreme 2.10 [65] Sous les mémes hypotheses du Théoreme 2.9, supposons de plus que
¢ # 0 est une fonction entiere d’ordre fini. Alors, toute solution f de (2.8) satisfait

Af)=A(f) =A(f—9) =M (f -9)=p(f) = +o0
et

A (f) =2 (F) =X (F~@) =22 (F @) =p2(f) = .

2 Lemmes auxiliaires

Pour prouver nos théorémes, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.1 [75] Soient Py (z),P,(2),...,P, (2) (n = 1) des polynémes non constants de de-
gré di, dy, ..., dy, respectivement, tels que deg(P;(z)—P;(z)) =max{d;,d;} pouri+# j. Soit

n
A(z) =Y Bj(2)e"1'? 0iL B (3 0) sont des fonctions entieres avecp (B;) < d;.
=0
Alors, p(A) = max {d;}.

0<j<n
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2. LEMMES AUXILIAIRES

Lemme 2.2 [30] Soient P (z) = anz" + ...+ ap, (a, = a+ if #0) un polynéme de degré n = 1,
et A(# 0) une fonction entiere avec p (A) < n. Posons

f(2)=A(2)e"@, z=re'® & (P 0) = acos nd — Psin nb.

Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble E, c [0,21) de mesure linéaire nulle, tel que
pour tout 9 € [0,2n)\ (E; UE>), il existe R > 0, tel que pour tout|z| =r > R, nous avons
(i) sid(PO) >0, alors

exp{(1-&)8(R06)r"} < If(reie) | <exp{(1+&)8(®6)r"},
(ii) si6 (P 0) <0, alors

exp{(1+8)8(B0) r"} <If (re®) | <exp {1 -e)5BO) "}
ot E2={0€10,2m): 5 (P,0) =0} est un ensemble fini.

Lemme 2.3 [38] Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p. Soiente > 0
une constante, k et j des entiers vérifiant k > j = 0. Alors, les deux propriétés suivantes sont
vérifiées : (i) il existe un ensemble E3 c [1,+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour
tout z satisfaisant|z| ¢ E3 U [0, 1], nous avons

f(k) (2)
£ (2)
(ii) 1l existe un ensemble E, c [0,21) de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,21)\Ey,

alors il existe une constante R=R(0) > 0 telle que (2.9) soit vérifiée pour tout z satisfaisant
argz=0et|z| =R.

< |z| (k=D (p~1+e) | 2.9)

Lemme 2.4 [76] Soit f une fonction entiére et supposons que

_log" | /P (2]

G
(2) 2P

est non bornée sur une certaine demi-droite argz = 0 ot p > 0 est une constante. Alors, il
existe une suite infinie de points z,, = rpet®(n=1,2,..), oitr, — +oo telle que G (z,) — +o0
et

Wz,
f(k) (zn)

1 i
< '(1+0(1))r,lf 1<k

=)

lorsque n — +oo.

Lemme 2.5 [76] Soit f une fonction entiere avec p(f) = p < +oo. Supposons qu'il existe un
ensemble Es < [0,21) de mesure linéaire nulle, tel que log* |f(reie)| < MrP* pour toute
demi-droite argz =0 € [0,21)\Es5, oit M est une constante positive dépendante de 0, tandis
que p, est une constante positive indépendante de 0. Alors, p(f) < p;.

Lemme 2.6 [9/,(26] Soient Aj(#0) (j=0,1,...,k—1)et F # 0 des fonctions méromorphes
d’ordre fini.
(i) Si f est une solution méromorphe de l'équation différentielle

P 4Ar @ V4 +A)(2) f=F (2.10)
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3. PREUVE DU THEOREME 2.7

avecp (f) = +oo, alors f satisfait

(i1) Si f est une solution méromorphe de l'équation (2.10) avecp (f) = +oo et p2 (f) =p,
alors f satisfait

() =A()=p(f)=+c0, Xo(f)=A2(f)=p2(f) =p.

Lemme 2.7 ([81], [83]) Soient fi, f>, ..., [n des fonctions méromorphes et g1, 82, ...,8n (N = 2)
des fonctions entieres satisfaisant les conditions suivantes :

n
(i) zl eS8 f;(2) = fni1,
]:

(i) Si 1< j<n+1 er 1=k < n, alors l'ordre de f; est inférieur ou égal a l'ordre de
egk(z).

(iii) Sinz2,1<j<n+1 et 1<h<k<n,alorslordrede f; est inférieur a l'ordre
de egh_gk_
Alors, fi(2)=0,j=1,2,..,n+1.

Lemme 2.8 [17] Soient B1,B,,...,Bx_1 des fonctions entieres d’ordre fini. Si f est une solu-
tion de I'équation

FO4B1 (2 f* V4. +Bi(2) f +Bo(2) f=H(2),

alorspy (f) =max{p(B;) (j=0,1,...k—1),p (H)}.

3 Preuve du Théoréeme 2.7

Tout d’abord, nous prouvons que toute solution f de I'’équation (2.7) est transcen-
dante d’ordre p (f) = n. Supposons que f est une solution de 'équation (2.7) avec p (f) <
n. Réécrivons (2.7) comme suit

k-1 .
eQ(Z)_p(z)Fz (2) — e—P(z)f(k) _ Z A; (Z)f(]) —F (2). (2.11)
j=0

Comme
max{p(A;)(j=0,1,...k—1)} <n,

etp(f) < n, alors p(Ajf(j)) <n (j=0,1,..,k—-1) et p(f®) < n. D’autre part, puisque
bs=caqs (0<c<1),q9=0,..,n,alors

deg(Q(z) —P(z)) =deg((c—1)P(2)) = n.

Donc, du Lemme 2.1 et (2.11), nous avons

n = p(eo(z)—P(z)Fz(z)_e—P(z)f(k))
k=1 .
- ZAj(z)f(])—Fl(z))
j=0
< max{p(Ajf(j)) (j:O,l,...,k—l),p(Fl)}<n.
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3. PREUVE DU THEOREME 2.7

Cette derniére expression représente une contradiction. Par conséquent, toute solution
f (#0) del'équation (2.7) est transcendante d’ordre p (f) = n. Maintenant, nous prouvons
que p (f) = +oo. Supposons que p (f) = p < +oo. Posons

a = p(Ay),
B = max{p(A;), (j=01,..k-1),j#s},
y = max{p(F;) (i=1,2)}.

Il estclairque, 0 <P <a<net0<y< n.Alors, dapreés la définition de |'ordre, pour tout €
avec 0 <e <min{n—a,n—P,n -y} et pour tout r suffisamment grand, nous avons

A @I exp{rP*el, (j=0,1,.,k-1,j#5), (2.12)

|As (2)| < exp{r®"},|F; (2) | < exp{r'™},(i=1,2). (2.13)

D’apres les hypothéses du Théoréme 2.7, il existe un ensemble H c [1,+00) de mesure
logarithmique infinie et T > 0 tel que 0 <3 < T < n. Nous avons donc,

log|As(2)| > r". (2.14)

pour tout |z| = r € H. Du Lemme 2.2, il existe un ensemble E < [0,271) de mesure linéaire
nulle, tel que pour tout 0 € [0,27)\E, nous avons 0 (P,0) #0. D’apres le Lemme 2.3, il existe
un ensemble E4 < [0,21) de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,27)\Ey, alors il existe
une constante R =R (0) > 0 telle que pour tout z satisfaisant argz = 0 et |z| = R, nous avons

) (2)
f(i) (2)

|z|U=D) (p=1+e)

lzI*, 0<i<j<k. (2.15)

IA

Comme P (2) = a,z" + ...+ ag et Q(2) = byz" + ...+ by avec aq, by, (9=0,1,...,n) sont des
nombres complexes tels que a, b, #0 et by =cay;,0<c<1,q=0,..,n, alors

Q(2)-P(2)=(c—-1)P(2).

Pour tout 0 € [0,2n)\ (EUEy), posons

51=06(-B0O), 6,=06(Q-P0O). (2.16)
Nous obtenons
0, = (1-¢)6(-PR0O)
= (1-¢)9;.

Alors 6; #0, 8, #0. Nous discutons maintenant deux cas séparément.

Cas 1. Supposons que 6; > 0, alors d, > 0, ainsi 0 < &, < 6;. Du Lemme 2.2, pour tout

€ vérifiant 0 < 2e < min{(slgfz), n-o,n—Pp,n- Y}’ nous avons pour tout 0 € [0,2m)\E et

|z| = r > R suffisamment grand
€D PP < exp{(1+€) 81"}, (2.17)

|e P = exp{((1-€)8;7"}. (2.18)
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3. PREUVE DU THEOREME 2.7

+ | p(k) .
Nous prouvons maintenant que w est borné sur la demi-droite arg z = 0. Suppo-
p q Tzl g pp
+ £(k)
sons loglzllfT(z)l est non borné sur la demi-droite argz = 0. Donc du Lemme 2.4, 1l existe

une suite de points z,, = rmet®(m=1,2,...), ol r,, — +oo telle que

log" If ® zm)|

2.19
|Zm Y€ &19
Ainsi, pour tout nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons
1F® (zm) | > exp (Alzp|1*) (2.20)
et
()
! - ) (L+o()
J® (zm) (k ])
< 2rkd (j=0,1,...k—1) (2.21)

lorsque m — +oo. En combinant (2.13) et (2.20), pour m suffisamment grand, nous obte-
nons

Fi(zm)| _ exp {rf*}

, ((=12).
| f® (zm)] exp(ArY+8)
Comme A > 1, alors nous avons
|F; (zp) | .
—0quand m— +oc0, (i=1,2). (2.22)
17® (2| !
De la formule (2.7) , nous obtenons
_ p | F2()| | |F1(2) = o
P(z) Q(2)-P(2)| |12 1
leP@| << QPR || +|As(Z)|‘f(k) ]Zol Aj(2)| G (2.23)
Jj#s
En remplacant (2.12), (2.13),(2.17), (2.18), (2.21), (2.22) dans (2.23), nous avons
exp{(1-e)8 1} < |e7?)|
< exp{(1+€)62r,§’1}0(1)+0(1)
+ 2rkSexp {r&tel v 2(k—-1)rk exp{ f’+€}
< 2(k+2)rk exp{r&lexp {(1+€) 8,1/} (2.24)
Ainsi,
exp{(1-€) 8,7, — (1+€)Sart}t <2 (k+2)rk exp {r&el. (2.25)
ParO<e< 512552 nous avons
exp{(1—¢€) 817y, — (1 +€) 821} =exp{((81—82) —€ (81 +82)) rn}
(81 +8,) (81— 8,)?
:exp{(81—82)(1—8ﬁ) r,’jl}Zexp{lz—Slzr,’fl}. (2.26)

26



3. PREUVE DU THEOREME 2.7

Par (2.25) et (2.26), nous obtenons

{ (81— 82)?
expl —————r

55 2}52(k+2)r§1exp{r,‘;‘j€},
1

) .. log™ | F®) (z , . .
ce qui est une contradiction car o + € < n. Donc, % est borné sur la demi-droite

argz=0. D’ol il existe une constante M > 0, telle que
1f® (2)] < exp (Mlz]*). 2.27)

En utilisant le Lemme 2.4 pour j =0 < k, nous obtenons
(1+0(1))
f @ s == |70 @) rE. (2.28)

Et en moyennant (2.27) et (2.28), nous avons

(1+0(1)
—k! r-e
Cexp (M|z|Y*%),

If 2] xp (M]z]Y*¢)

IA

avec C > 0, sur la demi-droite argz = 0.

Cas 2. Supposons que §; <0, alors 62 < 0. Du Lemme 2.2, pour tout € vérifiant 0 < 2e <
min{T -pn—a,n—-P,n— Y}, nous avons pour tout 0 € [0,2n)\ E et |z| = r > R suffisam-
ment grand

|eQ@PE| < exp{(1-€)8,r"} <1, (2.29)
le P <exp{((1-€) 8"} < 1. (2.30)
+1£0)
Nous prouvons maintenant que loglzllfT(z” est borné sur la demi-droite argz = 0. Sup-

posons le contraire. Donc, par le Lemme 2.4, il existe une suite de points z,, = r,,e',

m=1,2,...our, — +ootelle que

log® |f (z;n) | e

2.31
2V @31
Ainsi, pour tout nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons
19 (zm) | > exp (Alzm| ") (2.32)
et
() 1 .
L m —(1+o()ry’
£ zm) (s—j)!
= zr:n_j) (j:()!]-)'--rs_]-) (233)

lorsque m — +o0. De (2.13) et (2.32), pour m suffisamment grand, nous obtenons

IFi (zm) | _ exp {ri"}
|f9@m] ™ exp (Ar,ﬁs)

,(1=1,2).
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3. PREUVE DU THEOREME 2.7

Comme A > 1, alors nous avons

|Fi () | .
—————— —0lorsque m — +o0o0, (i=1,2). (2.34)
|f(s) (Zm)| a
De (2.7), nous obtenons
1 < |eQ(z)_p(z)| 1 F2 (2) + 1 F1(2)
B A (2)] f(s) |As (2)] f(s)
O] ) @) 0] S @l 0]
A (2)] | fO =0 A (2)] | f@ j=st1 A (2)] | f©
De (2.12) et (2.14), nous avons
—<exp(-r'), (2.36)
Ao <P )
Ai(zm) ) .
%<exp{r&+s—r;} (j=0,1,..k=1,j#5) 2.37)
S m

pour m assez grand. En remplacant (2.15), (2.29), (2.30) ,(2.33), (2.34), (2.36), (2.37) dans
(2.35), nous avons

1 <= oMexp(-ry,)exp{1-€)dr}+o()exp(—ry,) + r,]ff exp (—r,)exp{(1—¢) &7}

s—=1 . k-1
+ 2r, ! exp{r?,f’S - r;,} + ) exp {r,eqﬂ - r,Tn} r,’ff
j=0 Jj=s+1
< o)exp(-ry)exp{1-¢€)8r)} +0(L)exp(-ry,) + % exp (-ry)exp{1—-¢€) 87}
+2575, exp {r,‘ije - r;,} +(k—1-9)r*exp {r?,je - r,;} . (2.38)

Puisque chaque terme dans le membre droit de (2.38) tend vers zéro lorsque r,,, — +oo car

B +¢€ < 1, alors de (2.38) nous obtenons 1 < 0, quand r,, — +oc0. Ce qui est une contradic-

. .. log"|f® . . . I
tion. Ainsi, % est borné sur la demi-droite arg z = 0. Donc, il existe une constante

M > 0, telle que
£ (2) | < exp (M]2]"*¢). (2.39)

Cela implique, d'une facon similaire au Cas 1, que
|f (2)| = Cexp (M]z[Y*%), (2.40)

avec C > 0, sur la demi droite arg z = 0. Alors, du Lemme 2.5, nous avons p (f) <y+2e<n,
ce qui est une contradiction. Par conséquent toute solution transcendante f de (2.7) doit
étre d’ordre infini. Comme

deg(Q(z) —P(2)) =deg((c - 1P(z)) = n,
donc par le Lemme 2.1, nous avons
max{p(e’@F, (z) + e?¥F, (2))} = n.

En utilisant le Lemme 2.8, nous obtenons p»(f) < n.
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4 Preuve du Théoreme 2.8

Supposons que f est une solution de I'’équation (2.7). Alors, du Théoréme 2.7, nous
avons p (f) = +oo et p2(f) < n. Posons g = f — ¢. Alors g est une fonction entiere avec
p(f)=p(g)=+ocetpz(g)=p2(f) < n. En substituant f = g + ¢ dans (2.7), nous avons

gV @+ (2 e"Pg* V() + .+ A (2)e"Pg (2)

+A¢(2)e"Pg(2)=D(2) (2.41)

ou
D(z) =" @F; (2) + e?9F, (2)

— oW (2) +Ar_1 (2) PP e* TV (2) + ..+ A1 (2 PP’ (2) +Ag (2) ¥ P (2)].
Montrons que D # 0. En effet, si D = 0, alors
PP + A1 (2 PP PRV 4 4+ A1 (2) PP "+ Ag (2) 8P p = e®DF (2) + 29, (2).

Donc ¢ est une solution de I'équation (2.7), alors p (¢) = +oo, ce qui est une contradic-
tion. Par suite D # 0. Nous savons que les fonctions A; (z) e’ (j=0,1,..,k—1),D sont
d’ordre fini. Du Lemme 2.6 et (2.41) nous avons

A(g)=A(g)=p(g)=p(f)=+oo, A2(g) =A2(g) =p2(g) =p2 (f) = n.

Alors, en utilisant le fait que f est une solution d’ordre infini de I'équation (2.7) et le
Lemme 2.6, nous obtenons

Af) = AMA=AF-0)=A(f-9)=p(f) =+oo,
A(f) = M(f)=A(f-9)=Ao(f - @) =p2(f) = n

ainsi, la preuve est achevée.

5 Preuve du Théoréeme 2.9

Nous pouvons réécrire (2.8) comme suit

Q@ F0 4 AL | () Praa@-QE@) flkD) A () oP1@-QE) 1
+Ag (2) eP0@R@) £_E (7). (2.42)
Comme aj 4 =cjby(j€1,4=0,1,..,n),alorsPj (2) —Q(z) = (¢; — 1) Q(z), et de (2.42) nous

obtenons

e Q@ p0) L 3" AL ()67 £ (1) 1 3 A () (6710 (1)

j€h jEIg

+Y Aj(2) e((ci=1)Q@) £ (1) 4 Y A; () fU) =F(2). (2.43)

Jjel3 Jjely
Tout d’abord, nous démontrons que toute solution f de (2.43) est transcendante d’ordre
p(f) = n. Supposons que f est une solution de I'équation (2.43) avec p(f) < n. Il est clair
que f # 0. Nous pouvons réécrire (2.43) sous la forme

e QA0 L ¥ B (2)e(G7DQD) L A (2) @D £ R (z) - T A;(2) f),  (2.44)
jel Jjel

29



5. PREUVE DU THEOREME 2.9

olt I'=1\(I;U{0}) et B;(2) = Aj(2) fU). Evidemment, p(f*) < n et p(Aj (z)f(f)) <n

(j €1I). Nous remarquons que (¢o—1) by, (cj—1) by et —=bg, g = 0,...,n, j € I, sont des
nombres distincts. Donc, par (2.44) et le Lemme 2.7, nous avons Ag f = 0, ce qui méne
a une contradiction. Par conséquent, toute solution f de I’équation (2.8) est transcen-
dante d’ordre p (f) = n. Maintenant, nous démontrons que p (f) = +oo. Supposons que

p(f) =p < +oo. Posons
a=max{p(A;)(j=0,1,...k—-1),p(F)}.

Il est clair que a < n. Alors, d’apres de la définition de ’ordre, pour tout € avec 0 < 2¢€ < n—«
et pour r suffisamment grand, nous avons

IAj(2)| sexp{r®™¢}, jely, (2.45)

IF (2)| < exp{r**}. (2.46)

Du Lemme 2.2, il existe un ensemble E c [0, 27) de mesure linéaire nulle, tel que lorsque
0 € [0,2m)\E, alors & (P,0) #0. En utilisant le Lemme 2.3, il existe un ensemble E4 < [0,27)
de mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0, 2m)\Ey, alors, il existe une constante R=R(0) > 1
telle que pour tout z satisfaisant argz = 0 et |z| = R, nous avons

U (z)
f(i) (2)

|z| (=) (p-1+€)

1z 0<i<j<k. (2.47)

IA

Pour tout 0 € [0,2m)\ (E4 UE) fixé, posons

63 = 8((05_]—)Q(~Z)re)y61:6((Cl_l)Q(z))e))
81 = max{d((c;-1)Q(2),0),je\{s}},
83 = max{8((c;-1)Q(2),0),j €3\ {l}}.

Nous obtenons

8((cj-1)Q(2),8) = (c;j-1)8(Q(2),6)
= (1-¢j)8(-Q(2),0). (2.48)

Alors 65#0, §; #0,81 #0 et 83 #0. Nous discutons, maintenant, deux cas séparément.
Casl. 6 (-Q(z),0) > 0. Nous savons que

si j € I, alors8((c;—1)Q(2),0) <0,
si j € Ipalors0<8((cj—1)Q(2),0)<8(-Q(2),0),
si j € Ig\{l},alors0<8(-Q(2),0) <8((cj—1)Q(2),0) < 83<3;.

Du Lemme 2.2, pour tout € vérifiant 0 < 2e < min { O g163 - 0(}, nous obtenons
‘Al (2) (D) | > exp {1 —€) 5,7}, (2.49)
le"??| <exp{(1+€)8(-Q(2),0) "}, (2.50)
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5. PREUVE DU THEOREME 2.9

‘Aj (2) e DR < exp{(1-€)5((c;-1)Q(2),8) 1"}, i €1y, (2.51)

’A] (Z) e((cj_l)Q(z))

< exp{1+&)3((c;-1)Q(2),0)r"}
exp{(1+€)8(-Q(2),0) r"},i€l,, (2.52)

IA

‘A] (Z) e((cj_l)Q(Z))

< exp{(1+€)8((c;-1)Q(2),0)r"}
< exp{(1+¢)d3r"},i e 3\ {1}, (2.53)

oo
pour r suffisamment grand. Nous prouvons maintenant que loglzllfT(z)l est borné sur la
demi droite arg z = 0. Supposons le contraire. Du Lemme 2.4, il existe une suite de points

Zm=Tme®(m=1,2,..), o1 1, — +oo telle que

log” If " (zm) |,

2.54
|Zm|(x+e ( )
Ainsi, pour tout nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons
1fP (Zm) | > exp (Alzp|* ) (2.55)
et 0)
FY (zm) 1 I-j (.
< 1+o0(1 , 7=0,1,...,1-1 2.56
TG |~ G oW’ U ) (2:56)
lorsque m — +o00. De (2.46) et (2.55), nous obtenons
F o+e
‘ @) | ep(lznl™) (2.57)
1fO(zm) || exp (Alzp,|***)
Comme A > 1, alors nous avons
F(2)
| 0, (2.58)
|f (zm) |
pour m assez grand. De (2.43), nous obtenons
(k) ]
A (2) e((cl—l)Q(zm))’ < |e"QGn)] [ (zZm) + Y 1A 2w e(cj—l)Q(Zm)’ 9Dz
f(l) (Z2m) jen f(l) (Zm)
+ Z Aj(zm) e(cj_l)Q(Zm)’ f(]) (Zm)
jeb f(l) (Zm)
()
b T | G et || L)
e\l O (zm)
() F
+ Y |Aj (zm)| / l Cm)| ’ l(z’”) : (2.59)
jely f( ) (zm) f( ) (zm)
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5. PREUVE DU THEOREME 2.9

Substitution (2.45), (2.47), (2.49) — (2.53), (2.56), (2.57) dans (2.59)

exp{1-e)8;r} = exp{1+€)8(-Q(2),0)rpL}rkP

+) ACD) exp{(1-8)8((c;-1)Q(2),0) r}}}
a f(l) (Zm) ] ) m

()
+) % exp{(1+€)8(-Q(2),0) 1}
Jjelr m
f(]) (z2m)
i | fO (zm)
O (z)
+ z

< MorMexp{r&lexp{(1+¢)8sr/}, (2.60)

exp{(1+¢)83r,}

exp{ra ¢t +o(1)

=03
20,

8(5l+53))
1-6)6;—(1+¢)d3 = (0;—03)(1 — ———
(1-€)0;—(1+¢€)03 (0; 3)( ©61-54)
81— 83 (8 +53)) (81— 83)°
28, (8;,-83)) 28,

> (8;—83) (1— (2.61)

De (2.60) et (2.61), on peut avoir

exp{ (5, —83)?
2

5 } <MorM exp {rired
!

. .. log* | FD(z . . .
ce qui est une contradiction car o + € < n. Donc, % est borné sur la demi droite

argz =0. Alors, il existe M > 0, tel que
1f? (2) | < exp (M]2|*). (2.62)
En utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 3.1 de [60], nous obte-

nons
(I+o0() 0(1))

@)= ——|r"a|r" (2.63)
De (2.62) et (2.63), nous avons
1+o0(1
|f ()| = %rlexp(Mlzl‘”s)
< Cexp(M]z|*"%),

avec C > 0, sur la demi droite argz =0.
Cas 2.6 (—Q(z),0) < 0. Nous savons que

8((c;—1)Q(2),0) (¢j-1)8(Q(2),0)

(1-¢/)8(-Q(2),0). (2.64)

Donc
sij € I\{s}, alors0<8((c;—-1)Q(2),6)

max{8((c;-1)Q(2),0),j e\ {s}} =81 <8,
sij € Ipuls, alors§((c;—1)Q(2),0)<0.

IA
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5. PREUVE DU THEOREME 2.9

Du Lemme 2.2, pour tout € donné vérifiant 0 < 2e < min { %, n-— (x}, nous obtenons
|As (2) e DRP| > exp {(1-¢) 81"}, (2.65)
|e?¥| <exp{(1-€)8(-Q(2),0) r"} <1, (2.66)
426D < exp{+e)5((c;-1)Q(2),6)r"} (2.67)
< exp{(1+e)d;r"}, i€\ {s},
et
)AJ- (2) el DB <exp{1-e)5((c;—1)Q(2),0) r"} < 1,i € [, U3, (2.68)

. log* | f© .
pour r suffisamment grand. Nous prouvons maintenant que % est borné sur la

demi droite argz = 0. Supposons le contraire. Alors par le Lemme 2.4, il existe une suite de
points z,, = rme®(m=1,2,...), ol r,, — +oo telle que

log" I/ (zm)|

2.69
|Zm|(x+s ( )
Ainsi, pour un nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons
1F (zm) | > exp (Al zm|**°) (2.70)
et )
f J (zm) 1 s—j (s
< 1+o0(1)r,, "7, =0,1,...,s-1 2.71
Tz |~ oy O (7 ) (2.71)
quand m — +o0. De (2.46) et (2.70), nous obtenons
‘ F2) |_ exp(r)
f(s) (zm) |~ exp (Arg;e)'
Puisque A > 1, alors nous avons
F
i — 0, (2.72)
9 (zpm)
pour m assez grand. De (2.43), nous aurons
(k) (/)
A (2) @D < | Q)| f(s) (Zm) | | Y ‘Aj (zm)e(cj—l)Q(zm)‘ f(s) (Zm)
@) | jen [ (zm)
~ f(J') (Zm)
+ A;(z )e(C] DQ(zp)| |4 " \em)
JZI e | £ (zm)
— f(]) (Z2m)
+ Ai(z )e(C] DQzm) ||~ em)
]ZI P | O (zm)
D (zm)| | Flzm)
+ Y |Aj(zm)] f(s) - +' 5| (2.73)
jely 9w | 1Y (zm)
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6. PREUVE DU THEOREME 2.10

En remplacant (2.45), (2.47), (2.65) — (2.68), (2.71), (2.72) dans (2.73), nous aurons

exp{(1-€)8} < expl{1-€)8(-Q(z2),0) r L} r
Ly ) (z)
jeinvst | ) (zm)
by £ (2

jeio | [ (zm)

exp{re, ctexp{(1+¢)8:r)}

exp{ris S exp{(1-€)5((c;~1)Q(2),6) )

f(]) (Zm) a+E n
+ 2 T |exp{rn texp{1-e)8((c; 1) Q(2),0) r)n}
jels fs (z2m)

f(]) (Zm)
+ e —
]ZI F (zm)

< M,rMs exp{ry, ctexp{(1+¢€) 811}, (2.74)

exp{re, c}+o()

65_61

ol M, > 0, M3 > 0 sont des constantes. D’autre part, de 0 < € < 55,

nons
ox {(ﬁs—sl)zrn
p 263 m

et (2.74), nous obte-

} <M,r™Mexp {ryret

. .. log* |9z , . .
ce qui est une contradiction car a + € < n. Donc, % est borné sur la demi-droite

arg z = 0. Par suite, il existe une constante M > 0, telle que
£ (2)] < exp (M]2]**®). (2.75)

D’une méthode similaire au Cas 1, nous obtenons

{d+oll) 0' (1) rexp (M|z|*™¢)

IA

|/ (2]
Cexp (M]z]**2),

IA

avec C > 0 sur la demi-droite argz = 0, pour tout 0 € [0,27)\ (E4 UE). Alors, par le Lemme
2.5, nous avons p (f) < a+2¢ < n, ce qui est une contradiction. D’oty, toute solution trans-
cendante f de (2.8) doit étre d’ordre infini. Comme

max{p (A;e"7?) (jeD,p(e??F)} = n,

alors par le Lemme 2.8, nous avons p; (f) < n.

6 Preuve du Théoreme 2.10

Supposons que f est une solution de I'’équation (2.8). Alors, du Théoréme 2.9, nous
avons p(f) = +oo et p2 (f) < n. Posons g (z) = f(z) — ¢ (z) . Cette derniére est une fonction
entiere vérifiant p (f) =p(g) = +ooetpz (g) =p2 (f) < n. En substituant f = g+¢ dans (2.8),
nous obtenons

g® + A (2) P 1@ gkl LA (2) e P g+
Ay (2)eP P g=D(z), (2.76)

ol

D (z) = eQ9F (2) — | + Ap_; (2) P11 @ 9%V 4 1A (2) " P +Ag (2) ePO(z)(p] .
(2.77)
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7. CONCLUSION

Nous montrons que D # 0. Supposons D = 0, alors
PR + A1 (20 PP QR L 1A (2) P + Ay (2) €7@ p=eVIF ().

Donc ¢ est une solution de I'équation (2.8), alors p (¢) = +oo, ce qui est une contradiction.
Par suite D # 0. En outre, nous savons que les fonctions A (z) e*/? (j=0,1,...,k—1),D
sont d’ordre fini. Du Lemme 2.6 et (2.76), nous avons

A(g)=\(g)=p(g)=p(f)=+o0, X2(g) =A2(g) =p2(8) =p2 (f) = n.

Alors, en utilisant le fait que f est une solution d’ordre infini de I'équation (2.8) et le
Lemme 2.6, nous obtenons

Af) = AMf)=A(f-@)=A(f~9)=p(f) = +o0,
X (f) = A(f)=A(f-9)=X2(f—9)=p2(f) =n.

Ainsi, la preuve est achevée.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les travaux de Habib et Belaidi ([17], [42]) ol
nous avons traité la croissance des solutions de I'équation différentielle non homogene

FRO 4 A (2@ FED 4 4 A (2)ePP f=ePDF (2) + €29, (2)

ouP(z)=a,z" +...+ap et Q(z) = byz" +...+ by sont des polynémes (n = 1), avec a, et by,
(q =0,1,..., n) sont des nombres complexes tels que a,b, #0 et by =cagc>1,4=0,..,n,
Aj(#0), [ j=0,1,... k- 1) ,F;, (i =1,2) sont des fonctions entieres d’ordre fini. Nous avons
étudié également la croissance des solutions de I’équation différentielle linéaire non ho-
mogene

FPO+A (2@ FED L LA (2) @ f + Ay (2) €09 f = QADE ()
avec Aj(#0), (j=0,1,..,k—1), F # 0 sont des fonctions entieres d’ordre inférieur a n,

Pi(z)=aj,z" +..+ajoetQ(z) = byz" + ...+ by sont des polynomes (n = 1), ot a; 4, bj 4,
(j=0,1,..,k;g=0,1,..., n) sont des nombres complexes.
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Chapitre 3

Sur la croissance des solutions de
certaines équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur a coefficients
fonctions méromorphes

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions méromorphes de 1'équa-
tion différentielle

FO+(Ar11 (2 €D 4 Ap 15 (2)e¥1 @) fED L4 (Ag) (2)€™P +Ag2 (2) €¥P) f=F(2),

oltAj;(#0)(j=0,.., k—1),F sont des fonctions méromorphes d’ordre fini et P;, Q; (j =
0,1,...,k—1;i=1,2) sont des polynomes de degré n > 1. Sous certaines conditions, nous
prouvons que si F = 0, alors toute solution méromorphe f # 0 dontles poles sont de multi-
plicité uniformément bornée est d’ordre infini et satisfait po(f) = netsi F # 0, alors il existe
au plus une solution exceptionnelle fy d’ordre fini, et toute autre solution méromorphe
transcendante satisfait A(f) = A(f) = p (f) = +oo et Aa(f) = A2(f) = p2 (f) < max{n,p(B)}.
Nos résultats étendent les résultats précédents de Zhan et Xiao [84].

Plusieurs chercheurs (voir [29],[39],[57]) ont étudié la croissance de la solution de
I’équation différentielle linéaire du second ordre.

Dans [41], Habib et Belaidi ont étudié 1'ordre et '’hyper-ordre des solutions de cer-
taines équations différentielles linéaires d’ordre supérieur et ils ont prouvé le résultat sui-
vant.

Théoreme 3.1 [41] SoientA; (#0) (j=1,2),B; (#0) (I=1,..,k—1),Dp,(m=0,...,k—1)
des fonctions entiéres avec

max{p(A;),pB),pDm)} <1,

et bj(l=1,...,k—1) sont des constantes complexes telles que les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i)argb;=arga; etb;=cja; (0<c;<1)(lely),

(ii) b; est une constante réelle telle que by <0 (lel)) ou 1 #3, L #@, L nlb =@, I;
ul, =1{1,....,k—1} et a1, a, sont des nombres complexes tels que aya, #0, a; # a, (avec
la1l < laz| ).
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Siarg a; #m ou a; est un nombre réel vérifiant a, < 1Tbc ot c=max{c;, l €I;} et b=min
{b;, 1 € 1,}, alors toute solution f # 0 de I'équation

o4 (Dk_l +Bk_1ebk-lz)f(k‘” ot (Dl +B1eblz)f’+ (Do +Aje™% + Aye®?) f=0 (3.1)

satisfaitp(f) = +oo et po(f) =1.

Dans [18], ils ont étudié I'ordre et '’hyper-ordre des solutions de certaines équations dif-
férentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions méromorphes et ils ont
prouvé le théoréme suivant.

Théoréeme 3.2 [18] SoientA; (£0) (j=1,2) etB; (£0) (I=1,...,k—1) des fonctions méro-
morphes avec
max{p(A;)(j=1,2),pB)U=1,..,.k-D}<1.

Soient b; (1 =1, ...,k — 1) des constantes complexes telles que :

(i) by=cia; 0O<c<1)(lely),

(ii) b; est une constante réelle telle que by <0 (lel) o 1 #9, L Z#®, 11 Nlb =@, [;
ul, =1{1,....,k—1}, et a1 , a, sont des nombres complexes tels que a,a, #0, a; # a, (avec
la1| < lazl).

Siarg a; # m ou a, est un nombre réel tel que a; < 1Tbc ot c = maxicy, lely} etb=
min {b;, | € 15}, alors toute solution méromorphe f(# 0) dont les péles sont de multiplicité
uniformément bornée de l'équation

O 4Bl f*D L BieP1 7 f 4 (A1 eMF + Aye™?) f=0 (3.2)

satisfaitp(f) =+oo etpa(f)=1.

Dans [84], Zhan et Xiao ont étudié les équations différentielles homogenes et non homo-
genes d’ordre supérieur et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoréeme 3.3 [84] Soient Aj; (j =0,1,..,k—1;i=1,2) des fonctions entieres non nulles
avecp(Aj;) <n oitn>1 est un entier. SoientP;(2) = aj,z" +...+ ajo et Q; (z) = bj nz" +
.+ bjo(j=0,1,...,k—1) des polynémes oivaj 4, bj 4 (j=0,1,...k—1;4=0,1,...,.n) sontdes
nombres complexes tels que aj ,bj,, #0, ao,n # bo,n €t Ajn=Cjaon, bjn=Cjbon,cj>1,j=
1,..., k=1 sont des nombres distincts. Alors, toute solution f (£ 0) de l'équation

O+ (Ako11 (@) 1@ + Ap_1 5 (2) V1) FED 14 (Mg (2) €70 + Ag 2 (2) e¥P) f=0
(3.3)
est d'ordre infini.

Théoreme 3.4 [84] Soient Aj; (j=0,1,..,k—1;i =1,2) des fonctions entiéres non nulles
avec p (A]-l-) <n oun=1 estun entier SoientPj (2) = aj,nz” +..+ajo etQj (z2) = bj,nz” +
.+ bjo(j=0,1,...k—1) des polynomes oivaj 4, bj 4 (j=0,1,...k—1;4=0,1,...,.n) sontdes
nombres complexes tels que aj ,bj,, #0, ao,n # bo,n €t Ajn = Cjaon, bjn=Cjbon,cj>1,j=
1,...,k — 1 sont des nombres distincts. Soit F(# 0) une fonction entiere d'ordre fini. Alors,
l'équation
FP+(Ako11 (2) 1P + Ap_1 5 (2) V1) FED 1 4 (Ag1 (2) €70 + Ag 2 (2) e¥P) f =F(2)
(3.4)

vérifie les propriétés suivantes :

(i) 1l existe au plus une solution exceptionnelle fo d'ordre fini, et toutes les autres solu-
tions satisfont A (f) =X (f) =p(f) = +oo et A2 (f) = A2 (f) = p2 (f) < max{n,p (F)}.

(i1) S'il existe une solution fy d'ordre fini, alorsp (fo) < max{n,X(fo) P (F)}.

(iii) Si F est une fonction entiere d’ordre inférieur a n et argaop, , # argby, , alors toute
solution de (3.4) est d’'ordre infini.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un probléme plus général et nous améliorons
le Théoréme 3.3 et le Théoreme 3.4. En effet, nous allons prouver les résultats suivants.

Théoréeme 3.5 [68] Soient Aj; (j=0,1,..,k—1;i =1,2) des fonctions méromorphes non
nulles et d’ordre fini avec

max{p(Aj;),j=0,1,...,.k—-1;i=1,2} <n

ot 'entier n est supérieur ou égal al. SoientP; (z) = aj ,z" +...+ajo etQ;(z)=bjnz"+...+
bj,o des polynémes, otaj 4,bjq (j=0,1,...,k—1;g=0,1,..,n) sontdes nombrescomplexes
distincts vérifiant aj ,bjn #0, aon#bon et ajn=Ccjaonbjn=cibon,cj>1,j=1,.,k-1.
Alors, toute solution méromorphe f (£ 0) de l'équation (3.3), dont les péles sont de multi-
plicité uniformément bornée, est d’ordre infini et p; (f) = n.

Théoréeme 3.6 [68] Soient Aj; (£0), F(#0) (j=0,1,..,k—1;i=1,2) des fonctions méro-
morphes d'ordre fini avec max{p(A;;),j=0,1,..,k—1;i=1,2} <n oitn =1 est un entier.
SoientPj(z) = aj,z" +..+ajo etQj(z)=bjn,z"+..+bjo des polynémes oiv ajq,bj g,
(j =0,1,..,.k-1;g=0,1,..., n) sont des nombres complexes distincts tels que ajnb;j, #0,
aon#bonetajn=cjaogn, bjn=cjbon,cj>1,j=1,..,k—1 .Alors, I'équation (3.4) satisfait

(i) Il existe au plus une solution méromorphe exceptionnelle fy d’ordre fini, et toute
autre solution méromorphe transcendante f, dont les poles sont de multiplicité uniformé-
ment bornée, satisfait A (f) =\ (f) =p (f) = +oo et A2 (f) = A2 (f) = p2 (f) < max{n,p (B)}.

(i) S'il existe une solution fy d'ordre fini, alors p (fo) < max{n,X(fo),p (F)}.

(iii) Si F est une fonction méromorphe d'ordre inférieur a n et argay,, # argby ,, alors
toute solution méromorphe de (3.4) dont les poles sont de multiplicité uniformément bor-
née est d'ordre infini et satisfait p; (f) = n.

Exemple 3.1 Considérons l'équation différentielle suivante

: 2 1,2
sinz ,;,2 Z°=5) 4. 2.1 COSZ (a:.2 N (32°—-2+8) .. .1
f////+ e 2 4 ( )eSlZ +53 f”l+ e(9zz +z+3i) _ \2 p18i2°+3 f”
z z z+1 z

. , iz2 R . ,
+ (';*.zem2 - 1e2+‘“zz) '+ (\/EzeT”“ +(1-52) e’22+2’2+6) f=o. (3.5)
Z

Danis cette équation, nous avons
o P3(2)=4iz>+2,Q3(2) =8iz* + 3, a3, = 4i, b3 , = 81,
o Py(2)=9iz" +2+3i,Q2(2) =18iz° + 3, dp,, = 9i, by, = 184,
o P1(2)=2iz%,Q1(2)=2+4iz% a1, =2i,by,, =41,
e Py(2)= % +2+10,Qo(z)=iz®+2iz+6, ao,n = %, bo,n =i avec ajnbj, #0, aon#bon,
j=1,...,3, deplus
e a3, =4i=8ap,,, bg,n =8i= 8b0yn etc3=8>1,
e ay,=91=18ay, bgyn =18i = 1819()’" etcp=18>1,
* ay,=2i=4ay,,, bl,n =4i= 4b0,n etci=4>1.

D’autre part,

sinz (2% -5)

Az1(2) = —,A32(2)= ,
z z

cosz (%Z2—2+8)
A21(2) = —— A (@)=,

z+1 z

1

Al,l (Z) = SZ)AI,Z (Z) = _;y
Ao (2) = V2z,A0(2)=(1-52),
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ermax{p(Aj;),j=0,1,..,k—1;i=1,2} =1. Nous remarquons que toutes les conditions du
Théoreme 3.5 sont vérifiées. Donc, toute solution méromorphe f (£ 0) de l'équation (3.5),
dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, est d'ordre infini et satisfaitp, (f) =
n=2.

Exemple 3.2 Considérons l'équation différentielle suivante

2 2
'”+(le32+( 1 )QZZ) "+(Z€4Z—(3Z )egz)f/+((z +1)622+le%z)f
z z+1 z+3 z z

_ 622\ 5, 1l 1 1
= ezz+( e32+—(e32+932)
z+1 z

1 Z2+1 Z2+2
+( + )ez+ (—) e?* —ze¥ —1. (3.6)
z+1 z z

Dans cette équation, nous avons
e Pr(2)=32,Q2(2)=2z,a2,=3,b2,,, =2,
e P1(2)=42,Q1(2) =3z, a1,,=4,b1,, =
* Py(2)=22,Qq(2) =32,a0,n=2,bon=
e ay,=3= %ao_n,bzyn =2= %bo'n ercy=5> 1,
* dAin= 4 :Zaoyn, bl,n = g = Zboyn etcy = 2>1.

)

W00

D’autre part,
1
Ar1(2) = —A2(2)=—",
z z+1
2
Al,l (Z) = Z)AI,Z (Z) =T
z+3
zZ2+1 1
Api(2) = v Ao2 (2) = ;
—62° 1 1 z2+1 22 +2
F(Z):26‘2Z+(—)egz+—(e§2+eéz)+( + )ez+( )ezz—ze3z—2
z+1 z z+1 z z
et

max{p(A;j;),j=0,1,..k—-1;i=1,2}=0.

Toutes les conditions du Théoreme 3.6 sont vérifiées. Donc, 1l existe au plus une solution
méromorphe exceptionnelle f, d'ordre fini, et toute autre solution méromorphe transcen-
dante f, dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, satisfait \(f) = A(f) =

p(f) = +o0 et X2 (f) = A2 (f) = p2 (f) < max{n,p(B)}. De plus, s'il existe une solution f,
d’ordre fini alors p (fo) < max{n,X (fo).p (F)} . En effet, I'équation (3.6) admer une solution
fo(z)=e"*+1,p (fo) =1,p(F)=1,n=1. De plus, les zéros de la fonction fy (z) =e *+1, sont

Zr=—ink et
. 1
inf{a: Z 5 <00
i=1 12kl

inf(]1, +o0[)
= 1.

A (fo)

Comme tous les zéros de la fonction fy sont simples, alors
A(fo) = (fo) =1,
ce qui assure quep (fo) < max{n,X(fo) P (F)} =1.
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2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.1 [I] SoientP; (j =0,1,..., k) des polynomes avecdegPo=n (n>1) etdegP; <n
(j =1,.., k) . SoientAj (j=0,1,..., k) des fonctions méromorphes d'ordre fini et

max{p(A;), j=0,1,...k} <n
telles que Ay (z) #0. Notons
F(2) = Age v @ + Ap_1e"19 4+ A" P 1+ Age0@,

Si deg(Po (2) —P; (2)) = n pour tout j = 1,...,k, alors F est une fonction méromorphe non
triviale d’ordre fini satisfaisant p (F) = n.

Lemme 3.2 [38] Soient f une fonction méromorphe transcendante et a > 1 une constante
réelle. Alors, il existe un ensembleE; c (1, +00) de mesure logarithmique finie et une constante
B > Odépendante uniquement de « et de H tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢
([0,11UE) et pour tout (n, m) (n, m sont des nombres entiers avec n > m > 0), nous avons

" (2) T (ar, f)
'f(’")(Z) B( r (

Lemme 3.3 [27] Soit f une fonction méromorphe d'ordre p(f) = p < +oo. Alors, pour
tout € > 0, il existe un ensemble E3 c (1,+00) de mesure linéaire finie et de mesure loga-
rithmique finie tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ ([0,1] UE3), r — 400, nous avons
|f(2)| < exp(rP*e).

Il est bien connu qu’en raison de la théorie de Wiman-Valiron [54], [58], il est impor-
tant d’étudier les propriétés de solutions entieres des équations différentielles. Dans [28],
Chen a étendu la théorie de Wiman-Valiron des fonctions entieres aux fonctions méro-
morphes. Nous donnons, ici, une forme spéciale du résultat donné par Wang et Yi dans
[78] lorsque on a une fonction méromorphe d’ordre infini.

n—-m

log® r)logT (ar, f)

~

Lemme 3.4 [78] Soit [ = % une fonction méromorphe d'ordre infini et d’hyper ordre fini

tel que p2(f) = g, g et d sont des fonctions entiéres ot p(d) < +oo. Alors, il existe une
suite de points {zp, = rmele’“}rne,\I vérifiant r,, — +oo, 0,, € [0,21); m € N, hr?oo 0m =00

m—»
€ [0,2m),

g (zm)| =M (rm, g) et pour m suffisamment grand, nous avons

(n) n
S G (—Vg(rm)) (1+0(1) (neN),

f(Zm) Zm
loglog v (rm)
limsup ———— =0.
rm—>+£ logr, p2(8)

Lemme 3.5 [39] Soient ¢ : [0,+00) — R ety : [0,+00) — R des fonctions monotones crois-
santes telles que @(r) < Ww(r) pour tout r ¢ (E4U[0,1]) ot E4 est un ensemble de mesure
logarithmique finie. Soit « > 1 une constante donnée. Alors, il existe ry = r1(a) > 0 satisfai-
sant(r) < w(ar) pour toutr > ry.

Lemme 3.6 Soient k > 2 et EAg, Ai,...,Ax_1 des fonctions méromorphes telles que p =
max{p(A;)(j=0,1,..k—1),p(F)} < co. Soit f une solution méromorphe transcendante,
dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de l'équation

O+ A f* D4 +A f +A f=FE (3.7)

Alors, p2 (f) <p.
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Preuve. Soit f une solution méromorphe transcendante de I'équation (3.7). Sip (f) < +oo,
alors p2 (f) =0 < p. Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre infini, dont les
poles sont de multiplicité uniformément bornée, de I'équation (3.7). Par la formule (3.7),

nous avons L . )
-1
f( ) f( ) f

;- - U

< Ag-1l

+...+ A +|Agl. (3.8)

+
f flf
etil s’ensuit que les poles de f ne peuvent pas étre différent de ceuxde A;(j =0,1,...k—1)
et de F sachant que ces podles sont de multiplicité uniformément bornée. Par conséquent,
A (%) < p. Du théoreme de factorisation de Hadamard, nous savons que f peut étre écrite

g(z)

comme f(z) = FIEL

ol g et d sont des fonctions entieres avec

)\(d)=p(d):)\(%)<p<P(f)=P(g):+00€fpz(f)=92(8)-

Par le Lemme 3.4, il existe une suite de points {zm = rmeie’"}me,\I satisfaisant r,,, — +o0o,

0,, €[0,2m),m €N, liqu 0,, =0y € [0,2m), |g(zm)| =M(rm, g) de sorte que pour tout m
m—+oo

suffisamment grand, nous avons

(n) n
S Gm) (Vg(r’”) (1+0(1) (neN) (3.9)
fzm) Zm
et loo] )
limsup 20808 Vg Tm) =p2(g). (3.10)
Fin—+00 logr,,

D’apres le Lemme 3.3, pour tout € > 0, il existe un ensemble E3 < (1, +00) de mesure loga-
rithmique finie tels que les inégalités suivantes

IF(2)| <exp{r™®},|d ()| <exp{r’™¢} (3.11)

et
|Aj(2)| <exp{r’™}(j=0,1,..k—1) (3.12)

sont vérifiées pour tout z avec |z| = r ¢ ([0,1]U E3), r — +00. Comme M(r,g) = 1 pour r
suffisamment grand, il découle de (3.11) que

F(2)
f (@

En remplacant (3.9), (3.12) et (3.13) dans (3.8), nous obtenons

IF(2)|1d (2)] |F(2)||d (2)]
- = < 2rP*eL, 3.13
g (2)] Mg S oPE G139

+€

j
pte P
) N+o)|+e™ +e*m .

pt+e

k k-1
) T+oM)I< ) e (
j:l

Vg(rm)

(vg(rm)

'm 'm

Il s’ensuit que
pt+e _
(verm) T+ oM< (k+1) ™ 7K (vg(rm)) 11+ 01

Par conséquent,
Vg(rm) < (k+1)Ark e’ (3.14)

oulasuite {z, = rye®n} _ satisfaisant ry, ¢ [0,11UE3, 1y — +00,0,, € [0,27),lim 400 0 =
Bp € [0,2n),|g(zm)| = M[rm,g) et A > 0 est une constante. Alors, en utilisant (3.14) et le
Lemme 3.5, nous déduisons, pour tout € > 0, que p2(g) = p2(f) <p.
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2. LEMMES PRELIMINAIRES

Remarque 3.1 Dans le cas homogene (F = 0), le Lemme 3.6 est traité par Chen et Xu dans
[31].

Lemme 3.7 [74] Soient g une fonction entiére transcendante et vg(r) l'indice central de g.
Pour tout z avec |z| = r suffisamment grand, considérons z, = re'® satisfaisant |g(zr)|
=M(r, 8). Alors, il existe une constante 6, (> 0) et un ensemble Es de mesure logarithmique
finie tels que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ Es etargz=0¢€ [0, —&,, 0, + 8,], nous avons

(n) "
gg(Z()Z) _ (ng(r)) (1+0(1)) (n > 1 est un nombre entier).

Lemme 3.8 ([38]) Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p. Soit ['=
{(kl, j1), (ka, j2), ..., (ks jm)} un ensemble des couples distincts d'entiers satisfaisant k; >
ji = 0(=1,2,..,m) et soit € > 0 une constante donnée. Alors, il existe un ensemble Eg
(1, +o0) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z avec|z| =r ¢ ([0,1]UEg) et (k, j) €
I, nous avons

f(k) (2)

: < |z| (k=) (p-1+e)
) (2)

~X

Lemme 3.9 Soit f = % une fonction méromorphe avec p(f) =p < +o00, ot g et d sont des
fonctions entieres vérifiant l'une des conditions suivantes : (i) g est transcendante et d est
polynomiale, (ii) g , d sont transcendantes et A (d) =p(d) =p <p (g) =p. Pour tout |z|=r
suffisamment grand, soit z, = re'® vérifiant |g(zr)| =M(r, g)) et soit vg(r) l'indice central
de g. Alors, il existe une constante &, (>0), une suite {1y} en, 'm — +00 et un ensemble
E; de mesure logarithmique finie tels que l'estimation

f(”)(z) B (Vg(rm))n
fa)

soit vérifiée pour tout z satisfaisant |z| =1, ¢ E7, 1y — +ooetargz=0€ [0, -8;, 0, +06,].

(1+0(1)) (n=1 estunentier)

Preuve. Par récurrence, nous obtenons

(m  n=14(Jj) A\ (g
g g
= y +Z7 Y cjjl...jn(g) ( d) (3.15)
J=0 (71 -+

ouCjj,...j, sont des constantes et j + j; +2j>...+ 1 j, = n. Ainsi,

(3.16)

f(n) g(n) n—lg(j) A\ dm n
= Z ijl"'jn d .o .

+
f § Jg’) & (in d
Pour tout z vérifiant |z| = r suffisamment grand, soit z, = rei® un point avec | g(zr)| =
M(r, g). Du Lemme 3.7, il existe une constante §, (> 0) et un ensemble E5; de mesure loga-
rithmique finie tels que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ Es etargz= 0 € [0, —0,, 0, +d,],
nous avons
gV (2)

glz)

ou v (r) est I'indice central de g. En remplagant (3.17) dans (3.16), nous obtenons

(n) v (r) n
ff(z(f):( = ) [(1+0(1)

j
(ngm) A+0)(j=1,2,..,n) (3.17)
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n=1(vy_(r) j—n d’ J1 d(n) Jn
+Z( £ ) A+o1) Y cjjl...jn(g) ( y ) (3.18)
j=0 (jl"'jn)

Nous pouvons choisir une constante ¢ telle que p < o < p. Du Lemme 3.8, pour tout
(0 <2e <0 -P), nous avons

(s)
’M <B4 (5212 n) (3.19)

d(z)

ol |z| =7 ¢ ([0,1]UEg), Eg < (1, +00) avec m; (Eg) < +oo. En utilisant j1 +2js...4+n j,=n—j,

nous avons X
d -  ORRA
7))

pour |z| =1 ¢ ([0,1] UEg). Puisque p(g) = p, il existe une suite {r},} (1}, — +oo) vérifiant

2|7 < | 2| (n=7) (B+e) (3.20)

logv, (7!
rp—+oo logry,

= p. (3.21)

Nous pouvons définir la mesure logarithmique de E; = [0,1] UE5 U Eg, m; (E7) = § < +o0.
Donc, il existe 7, € [1},, (8 + 1) r),,]\E7 vérifiant

log Vg (rm) - logvg(r,) logvg (r),) 3.22)
1 1 +Drh ] log(6+1) | '
08Tm 0gld+1) ] log(r7,) [1 * Tog(r])
Par suite, nous obtenons
logvg (rm) ~ (3.23)
rm—+co  logr, '
Par conséquent, pour un m suffisamment grand, nous avons
Vg (rm) =iy - =1 5, (3.24)

ol p — € peut étre remplacer par un nombre suffisamment grand M si p = +oo. Ce dernier
résultat combiné a (3.20), méne a

Vg @\ (dmy"
=) @) -7
oulz|=rp,¢E;etargz=0¢€ [0, -0, 0, +8,]. De (3.18) et (3.25), nous obtenons notre
résultat.

< rr(nn_j) (B—-o+2¢)

— 0,1, — +oo, (3.25)

Lemme 3.10 Soit f = % une fonction méromorphe avec p(f) = p < +oo, out g et d sont

des fonctions entiéres vérifiant l'une des conditions suivantes : (i) g est transcendante et d
est polynomiale, (ii) g, d sont transcendantes et A (d) = p (d) = < p(g) = p. Pour tout z
vérifiant |z| = r suffisamment grand, soit z, = re'® un point satisfaisant |g(zr)| =M(r, g).
Alors, il existe une constanted, (> 0), une suite {rp,} nen, 'm — +00 et un ensembleEg d'une
mesure logarithmique finie tels que l'estimation

f(@
f(n) (2)

soit vérifiée pour tout z satisfaisant |z| =r,, ¢ Eg, r, — +ooetargz=0¢€ [0, —0,, 0, +d,].

2n
X'm

(n > 1 est un entier)
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Preuve Soit z, = re'% avec |g(zr)| = M(r, g). Par le Lemme 3.9, il existe une constante
&, > 0, une suite {r,},,en, 'm — +0o et un ensemble Eg de mesure logarithmique finie
tels que I'estimation

£ (z) B (vg(rm))”
fla

est vérifiée pour tout z vérifiant |z| =r,, ¢ Eg, 1y — +too et argz=0¢€ [0, -8, 0, +06,].
D’autre part, nous avons pour tout € > 0 et m suffisamment grand

(14+0(1)) (n=>=1estunentier) (3.26)

—€
Vg(rm) =1 5, (3.27)
ol p — € peut étre remplacé par un nombre suffisamment grand M si p = +o0o. Par consé-
quent, nous avons

f(2
f(n) (2)

<rén, (3.28)

Ceci complete la preuve.

Lemme 3.11 [48] Soient [ une fonction méromorphe et k € N. Alors,

m(r,%k)):S(r,f),

oS (r, f)=0(logT(r, f) +logr), éventuellement a l'extérieur d'un ensemble Eg < (0, +00)
de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre de croissance fini, alors

Lemme 3.12 [45] Soient P (z) = (a+ iP) 2" + ... (o, P sont des nombres réels, |al + Bl #0) un
polynéme de degré n = 1 et A(z) une fonction méromorphe avec p (A) < n. Soient f (z) =
A(z)e??, (z = reie) , 0 (P0) =acosnb—Psinnb. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble
E1o c [1,+00) ayant une mesure logarithmique finie telle que pour 0 € [0,2n)\H avec H =
{0€[0;2m): 6(B0) =0} pour|z|=r¢[0,1]UE;g, r — 400, nous avons

(i) Sid(P0) >0, alors

=0(logr).

exp{(1-€)8(BO)r"} < If(reie) |<exp{(1+€)8(PO)r"},
(ii) si6 (B0) <0, alors

exp{(1+€&)8(BO) r"} < If(reie) |<exp{(1-€)8(®0O)r"}.

3 Preuve du Théoreme 3.5

Tout d’abord, nous prouvons que toute solution méromorphe f (# 0) de 1'équation
(3.3) est transcendante d’ordre p ( f) > n . Supposons que f (# 0) est une solution méro-
morphe de I'équation (3.3) avec p(f) < n. Nous pouvons réécrire I'équation ( 3.3) sous la
forme

(Ak-11 () 1@+ A5 (2) eU1@) FED 4+ (Mg (2) €7@ + Agp (2) e¥P) f = — 8.
(3.29)
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Puisque

max{p(A;j;),j=0,1,...k—-Li=12}<n
etp(f)<n alorsAj; f(), j=0,1,..,k—1;i = 1,2 et f% sont des fonctions méromorphes
d’ordre fini avec p(Aj,-f(f)) < n et p(f®) < n. Nous avons aussi ap, # bon €t aj, =
Cjagn,bjn=cibon,cj>1,j=1,..,k—1,alors aj, #bj, etdonc

deg(P; —Po) =deg(Q; — Qo) = n.

Comme A1 f (z) #0 et Ag2 (2) f #0, par le Lemme 3.1, nous avons l'ordre de croissance
du membre gauche de I'’équation (3.29) est n, cela contredit le fait que p ( f (k)) < n. Par
conséquent, toute solution méromorphe f (# 0) del’équation (3.3) est transcendante avec
Vordre p (f) = n. Posons z=re™, ay , = |ap,n| €™, bo,n = |bo,,| €%, 61,0, € [0,27). Alors,

8 (Po,0) = | ao, | cos (10 +61),8 (Qo, 0) = | b, | cos (n6 +65). (3.30)

Puisque a;j , = cjaon, bjn = cjbon, cj > 1, avec ¢; sont des nombres distincts (j =1,...,k —
1), nous avons
8(Pj,0)=¢;8(Po,0), 8(Q},0)=¢;5(Qo,0). (3.31)

D’autre part, il existe exactement c; tel que ¢; = max{c;j, j=0,1,...,k—1}, et en prenant
¢o = 1, nous divisons notre preuve en deux parties : le cas ou 0; =0, et le cas ou 6; #0,.

Cas 1 Quand 6, = 0,, en raison de ag,,, # by, », prenons que |dao | < |bo,»| sans perte de
généralité. Supposons que f est une solution méromorphe dont les poles sont de multi-
plicité uniformément bornée de 'équation (3.3). De cette derniere, nous avons

|As,1 (2) €7@ + A5 (2) €V

(k) k-1 o)
< ‘% (‘fT + Z {|Aj,1 (2) eP1@ +Aj2(2) er(Z)| fT }) (3.32)
J=0,j#s

Comme f est transcendante, alors du Lemme 3.2, pour « = 2, il existe un ensemble E; c
[1,+00) avec m;(E;) < +o0 et une constante B > 0 tels que pour tout z satisfaisant |z| =1 ¢
([0,1]UE;), nous avons

U (z)
f (2

<B[T(2r )], j=1,2,.k j#s. (3.33)

Par ( 3.3), il s’ensuit que les poles de f ne peuvent pas étre autres que ceux de Aj;, j =
0,1,...,k—1;i=1,2 et sont de multiplicité uniformément bornée. Donc

1
A (?) <max{p(Aj;),j=0,1,..,k—1;i=1,2} <n.

D’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, nous savons que f peut s’écrire sous

la forme f(z) = % ol g et d sont des fonctions entieres telles que A (d) =p(d) = A (%) <

n<p(f)=p(g). Pour tout z vérifiant |z| = r suffisamment grand, considérons z, = re’%r
un point vérifiant |g(zr)| = M(r, g). Par le Lemme 3.10, il existe une constante §, (>0),
une suite {r;,},,en, 'm — +0o et un ensemble Eg de mesure logarithmique finie tels que
I'estimation

f(2)

2s
S < (3.34)
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est vérifiée pour tout z satisfaisant |z| =r,, ¢ Eg, r,, oo etargz=0€ [0, —06,, 0, +0,].
Nous distinguons
(i) Si 6 (Py,0) > 0, par (3.31), alors

5(Q;,0)>8(Q0,0)>0,5(Q;,0)>8(P;,0) > 85(Py,0) >0.

Par le Lemme 3.12, pour tout € (O <e< min{% (?;z’ ) v J ;c’s}), il existe un ensemble E, c
stCj

[1,+00) de mesure logarithme finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0, 1]UE2), r —
+o00, etargz=0¢€ [0, -0, 0,+6,] \H, ou H=1{0 € [0;27) : 6 (Py,0) =0, (Qop,0) =0} est un
ensemble fini, nous avons

851 (2) €™ + A5 (2) eV > |As(2) €4 P = |Ag (2) €7
> exp{(l-€)csd(Qo,0) r"} —exp{(1+€)cid(Py,0)r"}
1
> Sexp{1-€)¢d(Qo 0"}, (3.35)
|Aj1(2) "D +A;5(2eU@] < [Aj1(2)e"P]+ A, (2) eV
< exp{(1+€)c;8(Py,0) r"} +exp{(1+¢)c;5(Qo,0)r"}
< 2exp{(1+€)¢;j8(Qp,0)r"}, j=0,1,2,..,k—1, j#s.

(3.36)

Substituant (3.33), (3.34), (3.35) et (3.36) dans (3.32), nous obtenons pour tout z vérifiant
|z|=rm ¢ ([0,11UE;UE, UEg), 1, —» +ooetargz=0¢€ [0, -6, 0, +06,] \H

1
Eexp{(l—e)csfS(Qo,e)r,Z} < rrzrf(B[T(Zrm’f)]kH

k-1
+B[T(2rm )] Y 2exp{(1+€)c;j5(Qo,0) )

Jj=0,j#s
k-1
< 4rB[T (Zrm,f)]k+1 Y exp{(1+€)c;j8(Qo,0) 1)}
Jj=0,j#s
ce qui implique
k+1 k-l
exp{(1-¢€)cs8(Qop,0) 12} < 8r2 B[T (2rm, f)] Y exp{1+€)c;j6(Qo,0)r}. (3.37)
Jj=0,j#s
CommeO<e< min{% (2;2 ) v ] ;Zs}, donc par le Lemme 3.5 et (3.37), nous obtenons
logT ,
o(f) :limsupM = +00,

rm—+too  108Tm
et |
T )
02 (f) =lim sup —2z— ) Um]) -,

T +00 logr,

En outre, par le Lemme 3.6 et de I'équation (3.3), nous avons p; ( f) < n et par suite p, (f) =
n.
(i) Si d (Py,0) <0, alors en combinant (3.30) et (3.31), nous avons

8(Q;,0) <8(Qo,0) <8(Py,0) <0,5(P;,0) <& (Po,0) <0.
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Par le Lemme 3.12 , pour tout 0 < € < 1, il existe un ensemble E, c [1,+00) de mesure
logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1]UEy),r — +oo et argz =
6e[6,-0;, 6,+6,] \H, ot

H=1{6€[0;2m): 5 (Py,0) =0,d (Qop,0) =0}
est un ensemble fini, nous obtenons
|Aj1(2)e" 1P +A;,(2eU@] < |Aj1(2)e" P +]|A),(2) eV

< exp{1-¢)8(P;,0)r"} +exp{(1-¢)5(Q;,0)r"}
< 2exp{(1-8)8(Py,0)r"}, j=0,1,2,...k—1. (3.38)

De (3.3), nous avons

k-1 ()
1< ‘% y {|Aj,1 (2) er(Z)+Aj,2(Z) er(Z)| fT } (3.39)
=0

En remplacant (3.33), (3.34) et (3.38) dans (3.39), nous obtenons pour tout z vérifiant |z| =
rmé(0,11UE;UE,UEg), 1), —» +ooetargz=0€ [0, -6,, 0, +8,] \H

k-1
1 < r,ifB[T(zrm,f)]k“(Z 2exp{(1—e)6(P0,6)r,’%})
j=0

< 2kr2B [T (2rm £)] " exp {(1-€) 8 (Po,0) L} (3.40)
D’ou,

k+1

exp{(e —1)8(Py,0) r} < 2kr2¥B[T (21, f)] (3.41)

Par le Lemme 3.5 et (3.41), nous obtenons

o(f) :limsupM =400

rm—+too  10gTm
et logl
T (rm,
p2 (f) =limsup oglog™ (rm f) >n

Fy— +00 logr,

En outre, du Lemme 3.6 et de!’équation (3.3), nous déduisons que p» ( f ) < n,donc pz ( f ) =
n.

Cas 2 Quand 0; #0,.
(i) Si 6(Py,0) >0, 6(Qo,0) <0, alors par (3.31), nous avons

8(Pj,0)>8(Po,0)>0,5(Q;,0) <5(Qo,0) <0.

l Cs—(,‘j
2\ cs+ej

[1,+00) ayant une mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢
[0,1]UE, r — +ocoetargz=0¢€ [0, -6, 0, +06,] \H;, ou

D’apres le Lemme 3.12, pour tout 0 < € < min{ ) , J# s} , il existe un ensemble E, c

Hl = {e € [0)27[) :0 (P07 e) = 07 S (QOre) = Or ) (PO) e) =8 (QO)G)}

est un ensemble fini, nous avons

|51 ()P + A5 (2)e%PD] > |Ag1 (2)e"P | = |Ag2 (2) ¥
> exp{(1—€)csd(Po,0)r""} —exp{(1—¢€)cs(Qo,0)r"}
1
> 5exp{(l—s:)cszS(Po,e)r”}, (3.42)
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|Aj1(2) "D +A;,(2eU@| < [Aj1(2)e"1P]+|A),(2) eV
< exp{(1+€)c;8(Py,0) r"} +exp{(1-¢€)c;5(Qo,0) r"}
< 2exp{(1+€)cj8(Py,0)r"}, j=0,1,2,...,k—1,j #s

(3.43)

De (3.32), (3.33), (3.34), (3.42) et (3.43), nous avons pour tout z vérifiant |z| =r,, ¢ ([0,1] U
EiUE,UEg), ry, — +ooetargz=0¢€ [0, —06,, 0, +06,] \H;

1
zexp{(l—e)CSS(Po,e)rZ} < rﬁf(B[T(Zrm’f)]kﬂ

k-1
+B[T(2rm )] Y 2exp{(1+€)c;5(Py,0) rLh)
j=0.j#s

< 42 B[T2rm )] Y exp{l+e)¢;6(Pp,0)r/L}.

j=0,j#s
D’ou
exp{(1-¢)csd(Po,0) 1}
k-1
< 82 B[T2rm )] Y exp{(l+e)c;6(Py,0)r/L}.
Jj=0,j#s
(3.44)
Puisque 0 < € < min{% (2;2 ) E s} , alors par le Lemme 3.5 et (3.44), nous obtenons
logT ,
o(f) :limsupw = +00,

rm—too 108y

et
loglogT (rm, f) -

=

p2 (f) =limsup

Py +00 logr,

En outre, par le Lemme 3.6 et de I'équation (3.3), nous avons p; (f) < n. Par suite py (f) =
n.

(ii) Si 6 (Py,0) <0, 5(Qo,0) >0, alors par (3.31), nous avons
8(P;,8) <8(Py,0) <0,8(Q;,0)>8(Qo,0) >0.

D’aprés le Lemme 3.12, pour tout 0 < € < min{l (Cf“’f

2 \ores ) ] # s}, il existe un ensemble E, c
[1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1] U

Es),r - +ooetargz=0¢ [0, -6, 0,+06,] \H;, ou

H; ={0€[0,2m): 8 (Po,0) =0,8(Q0,0) = 0,5 (Py,0) =6 (Qo, 0)}

est un ensemble fini, nous avons

A5 ()" + A5 (2)e%PD] > |Ag2 (2)e¥P | = |As (2) €|
> exp{(l-€)csd(Qo,0) r"} —exp{(1—g)cid(Py,0)r"}
1
> Sexpil-c8(Qo 0"}, (3.45)
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|Aj,1(z)er(z)+Aj_2 (z)er(z)| < |Aj,1(z)epj(z)|+|Ajy2(Z) eQJ-(z)|
< exp{(1+€)c;8(Qo,0) r"}+exp{(1-€)c;5(Py,0)r"}
< 2exp{(1+€)¢;8(Qo,0)r"}, j=0,1,2,.. k1, j#s.

(3.46)

En utilisant une preuve similaire a celle de (i), nous pouvons obtenir, pour tout z satisfai-
sant |z| =71y, € ([0,1] UE, UE, UEg), 1, = +ooetargz=0¢€ [0, -&,, 0, +0,] \H;

%exp{(l—ﬁ)csﬁ(Qo,e)rgl} < iy B[T (2rm, £)]*

k-1
+B[T (2rm,f)]k+l Y 2exp{(1+€)c;jd(Qo,0) )}

Jj=0,j#s
k-1
< 4r®B [T (2rm,f)]k+1 Y exp{(1+€)¢;6(Qo,0) 1}
Jj=0,j#s
D’olu
n 2s k+1 =l n
exp{(1—-¢)¢s8(Qo,0) i} <8r; B[T (2rm, f)] Y exp{(1+€)c;j8(Qo,0)r}. (3.47)
Jj=0,j#s
CommeO<e< min{% (2;2 ) K s} , alors du Lemme 3.5 et (3.47), nous obtenons
logT ,
o(f) :limsupM =+00

rm—too  l0gTrn,

et
loglogT (rm, f) N

=

p2 (f) =limsup

Py +00 logr,

En outre, du Lemme 3.6 et de I'équation (3.3), nous avons p; (f) < n. Par suite p; (f) = n.
(iii) Si 6 (Py,0) >0, 6(Qop,0) >0, alors par (3.31) nous avons

5(P;,0)>8(Pg,0)>0,5(Q;,0) >5(Qo,0)>0.

Supposons que 6 (Py,0) > 6 (Qo,0) sans perte de généralité. Par le Lemme 3.12, pour tout

0<e< min{% (%) E s}, il existe un ensemble E; c [1, +o0) de mesure logarithmique

finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0, 1]UE,),r — +ooetargz=0¢€ [0, —&,, 0, +6,]
\Hl, ol
Hl = {e € [0,27[) : 6 (PO)B) = O;S(Qoye) = 0)6 (POye) = 6((DOre)}

est un ensemble fini, nous avons

As1(2) €D +A55(2)e¥P| > |Ag1(2) ™ P|—|As2 (2) e
> exp{(1—€)csd(Po,0)r"} —exp{(1—¢)csd(Qo,0) r"}
1
> Eexp{(l—s)CSS(PO,e)r”}, (3.48)
|Aj1(2)e"1P +A;,(2)eU@] < [Aj1(2)e"P]+|A),(2) eV
< exp{(1+€)c;8(Py,0) r"} +exp{(1+€)c;5(Qo,0)r"}
< 2exp{(1+€)cj8(P,0)r"}, j=0,1,2,...,k—1, j#s.

(3.49)
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De (3.32), (3.33), (3.34), (3.48) et (3.49), nous obtenons pour tout z avec |z| = 1, € ([0,1]U
E,UE,UEg), ry — +ocoetargz=0¢€ [0, -6,, 0, +6,] \H;

1 k-1
5exp{(l—a)cszS(Po,e)r,’;}<4r,%fB[T(zrm,f)]’““ Y exp{(1+&)c;8(Py,0) 1)}
Jj=0,j#s

D’ou

exp{(l—e)CSS(Po,e)rg}<8r§;B[T(2rm,f)]’““ Y exp{(1+€)c;j8(Py,0)r}}. (3.50)
Jj=0,j#s

Cs—Cj
Cs Cj

Dela condition 0 <e < min{% ( ) , J# s}, le Lemme 3.5 et (3.50), nous obtenons

o(f) :limsupM =400

rm—too  l0gTm,

et
loglogT (rm, f) -

=

p2 (f) =limsup

Py +00 logry,

De plus, par le Lemme 3.6 et de I'équation (3.3), nous avons p, (f) < n. Il résulte que

p2(f)=n.
(iv) Sid (Py,0) <0, 6(Qq,0) <0 par (3.31), nous avons

5(P;,0) <8(Pg,0) <0,5(Q;,0) <5(Qo,0) <0.

Posons & = max{d (Py,0),6(Qp,0)}. Du Lemme 3.12, pour tout 0 < € < 1, il existe un en-
semble E, < [1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| =
r¢ ([0,1]UEy),r — 400, etargz=0€ [0, -5,, 0, +8,] \H;, ot

Hl = {e € [O) 27[) : 6 (P()} 6) = 07 6 (QO’ e) = 0’ 6 (POy 6) = 6 (QO? 6)}
est un ensemble fini, nous avons

|Aj1(2) e’ + A5 (2) e |A;1(2) e’ 1P| +|Aj2(2) eU?|

<

< exp{(1-¢)c;8(Py,0) r"} +exp{(1-¢€)c;5(Qo,0)r"}
< 2exp{l-¢)c;dr'}, j=0,1,2,..,k-1. (3.51)
Par (3.33), (3.34) , (3.39) et (3.51) nous avons pour tout z satisfaisant |z| =1, ¢ ([0,1]UE; U

k-1
1 < rﬁfB[T(zrm,f)]k“{ZZexp{(l—s)chr,’;}}
Jj=0

k-1
< 2r2B[T (2rm, )] { Y exp{(l-¢) cj6r,’,3}}. (3.52)
j=0

Puisque ¢j > 1, j=1,..,k—1et b <0, nous obtenons
exp{(1-¢€)c;0ry} <exp{(1-€)dr,}, j=1,...k—1.
Ainsi, (3.52) devient

1<2r2FkB [T (Zrm,f)]k+1 exp{(1—¢)dr}.
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D’ol
exp{(e—1)8r} < 2r2FBE [T (2rm, £)]*"". (3.53)
Par le Lemme 3.5 et (3.53), nous obtenons
logT (ry,,
o(f) :limsupM =+00

rm—+oo  108Tm
et o
T(rm,
o2 () = limsup —5—° Um 1)

Fyn— +00 logr,

En outre, du Lemme 3.6 et de I'équation (3.3), nous avons p; (f) < n, donc p, (f) = n. Ceci
complete la preuve du Théoréme 3.5.

4 Preuve du Théoreme 3.6

(i) Supposons que fy est une solution méromorphe d’ordre fini, dont les poles sont de
multiplicité uniformément bornée, de I'équation (3.4). Si f1(# fo) est une autre solution
méromorphe d’ordre fini, dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de
I’équation (3.4), alors f; — fo est une solution méromorphe non nulle de I'équation (3.3)
avec p(f1 — fo) < +oo. Cela contredit le Théoréme 3.5. Par conséquent, 'équation (3.4) a
au plus une solution méromorphe d’ordre fini.

Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre infini, dont les pdles sont de
multiplicité uniformément bornée, de (3.4). Par 'équation (3.4), il est facile de voir que si
f ades zéros en zy d’ordre o (a > k) , et By, By, ..., Bx_; sont tous analytiques en z, alors F
doit avoir un zéro en zy d’ordre au moins o — k. Par conséquent,

n(r,%) <kﬁ(r,l)+n(r,%)+§”(n3j)'

f
et
1 —( 1 1) k=
N(r,—|<kN[r,=|+N|r,=|+ ) N(r,Bj), (3.54)
f f F j=0
ol Bj(z) =Aj1(2) efi® +Aj2(2) eQi@) j=0,1,2,..,. k- 1. Maintenant (3.4) peut s’écrire
comme suit
1 1 f(k) f(k—l) f’
—=—=|=—+Br_1(2) +...+B1(2) = +By(2)]. (3.55)
f ELf f f

Par le Lemme 3.11 et (3.55), pour tout z avec |z| = r a 'extérieur d'un ensemble Eg de
mesure linéaire finie, nous avons

1 1 k f(j) k-1
m(r,?) < m(r,ﬁ)+j§m(r,7)+j;m(r,Bj)+O(l)
( 1 k-1
< m r,ﬁ) +Y m(r,B;)+0(logrT(r,f)). (3.56)
=0

Par conséquent, par (3.54), (3.56) et le premier théoreme fondamental, I'inégalité

T(r,f) = T(r,%)+0(1)
k-1 (1
< Th,B+) T(r,Bj)+ IcN(r, ?) +0(logrT(r, f)) (3.57)
j=0
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est vérifiée pour tout r ¢ Eg suffisamment grand, donc

O(logrT(r, f)) < %T(r,f). (3.58)

Posons p; = max{n,p (F)}. Par le Lemme 3.3, pour tout € > 0, il existe un ensemble E3 ¢
(1,+00) de mesure logarithmique finie tel que

T (B <P T(r,B;) <r"*%,j=0,1,2,... k-1, (3.59)

ou |z|=r ¢ [0,1] UEs, r — +o0. Par (3.57), (3.58) et (3.59), pour r ¢ ([0,1] UE3s UEyg) suffi-
samment grand, nous obtenons

— 1 1
T(r, ) <rP e+ krP e + kN (r, ?) + ET(r, 1.

Par suite
T(r, ) <2(k+1) rpl+€+2kN(r,%) (3.60)
donc, B
p2 (f) <A2(f)
Alors, B
p2 (f) < A2(f) < A2(f)

Par définition, nous avons A (f) < A2 (f) < p2 (f).

A2 (f)=A2(f) =p2(f)-

D’autre part, simax{p(A;;),j=0,1,..,k—1;i=1,2} < n, alors p(B;) < +oo, (j=0,1,.... k-
1) et f est une solution de (3.4) d’ordre infini. Alors, par le Lemme 2.6(i) nous obtenons
A(f)=A(f)=p(f) = +oo. Et comme p (B;) < n, du Lemme 3.6 nous avons

v
S
=)
o

02 (f) < max{n,p(F)}.

(ii) Supposons que fj est une solution méromorphe de I'équation (3.4) d’ordre fini. Par le

( )
Lemme 3.11, nous avons m (r, T ) =0 (log r), j=1,..,k—1. En utilisant (3.55), pour tout

z vérifiant |z| = r al’extérieur d’'un ensemble Eg de mesure linéaire finie, nous avons

m(r,%) < m(r,%)+i (f]:))"‘kzl (rnBj)+0M)

k-1
< m(r,l) + > m(r,Bj)+0(logr) (3.61)
F ]:0
et
N(r i)<kN(r i)+N(r l)+ka(rB-) (3.62)
’fo AN )fO )F j=0 ) ] . .

Par (3.61) et (3.62), nous obtenons

1
T(rfo) = Th—)+0(1)
fo
1) &l —( 1
T(r, —) +) T(r,Bj)+ kN(r, —) +0(logr). (3.63)
F) % Jo
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Et en utilisant (3.59) et (3.63), nous avons

T(r, fo) < (k+1) rP1¥e + kN(r,fi) +0(logr).
0

Par conséquent, B _
p(fo) < max{)\ (fo)’Pl} = maX{”’A (fo)’P(F)}-

(iii) Tout d’abord, nous prouvons que toute solution méromorphe f de I'équation (3.4)
est transcendante d’ordre p (f) > n. Supposons que f est une solution méromorphe de
I’équation (3.4) avec p ( f ) < n. Nous pouvons réécrire I’équation (3.4) sous la forme

(Ar_11(2) €1 4 AL 5 (2) @1 (2)) plk=1)

+.+ (A1 (2) €7@ + Ag o (2) eXP) F=B(2), (3.64)

B(z)=F(2)— [P,

Puisque max{p(A;;),j=0,1,...k—-1;i=1,2,p(B)} <netp(f) <nalorsA;; f1), j=0,1,...,
k—1;i=1,2 et B sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec p (Ajif(j)) <net
p (B) < n. Nous avons aussi dag , # bon €t ajn, = Cjagn, bjn=cjbon,cj>1, j=1,..,k-1,
donc a; , # bj,», par suite deg(P; —Pg) = deg(Q; — Qo) = n. Puisque Ag 1 f # 0,Aq2f # 0,
du Lemme 3.1, nous obtenons I'ordre de croissance du coté gauche de I'équation (3.64)
est n, cela contredit le fait que p (B) < n. Par conséquent, toute solution méromorphe f

de l’équation_ (3.4) est transcendante d’ordre p (f) > n. Posons z = re't, ao,n = |a0_n| el01
bo,n = |bo,n| €2, 01,0 € [0,27). Alors,
8 (Pg,0) = | ao, | cos (1B +01),8(Qo,0) = | by, x| cos (10 +65) . (3.65)

Comme aj,, = cjdon, bjn=cjbon,cj>1, j=1,..,k—1, et ¢; sont des nombres distincts,
donc
8(P;,0)=c;8(Po,0), 5(Q;,8)=c;5(Qo,0) (3.66)

et il existe exactement une constante cs telle que c; = max{cj, j=0,1,..., k- 1}. Posons
co =1, & =max{d (Py,0), 6 (Qop,0)}. Nous divisons notre preuve en deux cas :

Cas 1. Supposons que 61 > 0. Parle Lemme 3.12, pour tout € (0 < € < min{n—p, % (2;2 ) )

j #s}), il existe un ensemble E, c [1,+00) ayant une mesure logarithmique finie tel que
pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] UEy, r — +ooetargz=0¢€ [0, - &,, 0, +8,] \H3, ot

H3 = {e € [0,27[) . 6(P())B) = 6 (QO)B)}

est un ensemble fini, nous avons

1
|As1 (@) €™ +Agp (2) e¥P| > 5 €Xp {1-e)csdir"}, (3.67)

|41 (2)€" 19+ 42 (2) €U D] <A1 (2) "D +[A)2(2) €U
< exp{(1+e)c;8,r"} +exp{(1+€)c;8;r"}
< 2exp{+e)c;dir"}, j=0,1,2,, k=1, j#s.

(3.68)
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Par (3.4), nous avons

|AS,1(Z)6PS(Z) +Ago (Z)er(Z)|

f(2) ‘F(z) fR(z)| { b 00 fj(z)} (3.69)
= Aj i A j .
[P { f(@ i f(2) j:;#s |Aj1(2)e" 1P + A2 (2)eRi )| @

Comme f est transcendante, du Lemme 3.2, il existe un ensemble E; < (1,+00) avec
m;(E;) < +o00 et une constante B > 0, tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E;, nous ob-
tenons (3.33) et par le Lemme 3.10, il existe un ensemble Eg d'une mesure logarithmique
fini tel que pour tout z avec |z| =1 ¢ Eg, |g(2)|=M (r, g) et pour r suffisamment grand,
nous obtenons (3.34). Nous savons que f est transcendante avec p (f) > n, et par hypo-
théses, nous avons les poles de f sont de multiplicité uniformément bornée. D’apres le
théoreme de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f comme suit f(z) = %,
ol g et d sont des fonctions entieres avec

)\(d):p(d):)\(%) <n,p(g)=p(f) =n.

Posons p; = max{p B),p (d)} < n.Comme |g(z)| =M(r, g) > 1, alors en utilisant le Lemme
3.3, nous obtenons

F(z) _ d(2)F(2) _ |d (z) F (2)|
f (@ g(2) M(r, 8)
< exp(r® %) exp (r*7F) = exp (2r°*F) (3.70)

ou |z|=r ¢ [0,1]UEs, r — +00. En combinant les formules (3.33), (3.34), (3.67), (3.68), (3.69)
et (3.70), pour tout z satisfaisant |z| = r,, ¢ [0,1] UE; UE3 UEg, 1}, — 400, auquel |g(2)| =
M(rp, g) etargz=0¢€ [0, -8, 6, +6,] \Hs, nous avons

%exp{(l—e) csdirp} < rptiexp (ngiﬁe) +B[T (Zrm’f)]k+1

k-1
+B[T(2rm )] Y 2exp{+e)c;5 L}

Jj=0,j#s
k-1
< 4r,2nsexp(2r211+€)B[T(Zrm,f)]k+1 Y exp{(1+&)c;birph}.
Jj=0,j#s
Ainsi,
k1 R
exp{(l—e)csﬁlr,’;l}<8r,%fexp(r,‘;;+8)B[T(2rm,f)] * Z exp{(1+¢&)c;6ir}. (3.71)
Jj=0,j#s

Cs—Cj
Cs+Cj

Comme € < min { n-pi, % ( ) E s} est arbitraire, alors du Lemme 3.5 et de la formule

(3.71), nous obtenons

p(f)=limsup —logT (rm. 1) =400

rm—+oo  10gT
et logl
T (rm,
p2 (f) =limsup 0glogT (rm. /) >n

Py +00 logr,

De plus, par le Lemme 3.6 et d’apreés I'équation (3.4), nous avons pz (f) < n. Donc p, (f) =
n. Par suite, toute solution méromorphe de (3.4) dont les podles sont de multiplicité uni-
formément bornée est d’ordre infini et satisfait py (f) = n.
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5. CONCLUSION

Cas 2. Supposons que §; < 0. Par le Lemme 3.12, pour tout € > 0, nous avons

|A]-,1 (z) e’i® +Aj(2) le(z)| < |Aj,1 () ePf(Z)| + |Ajy2 (2) le(z)|
< exp{(1-€)c;8(Py,0)r"} +exp{(1-€)c;j5(Qo,0)r"}
< 2exp{(l-€)¢;j8r"}, j=0,1,2,..,k—1. (3.72)

De (3.4), nous obtenons

k-1 ()
< —f{k()z()z) ('% +Y {\Am (2) €™ + A (2) €49 % }) 3.73)
=0

Par les mémes procédures que dans Cas 1, par (3.33), (3.34), (3.70), (3.72) et (3.73), pour
tout z satisfaisant |z| = rp, ¢ ([0,1] UE; UE3 UEg), 1, — +00, auquel |g(z)| = M(r,, g) et
argz=0¢€ [0, - &,, 0, +0,] \H3, nous avons

k-1
1< r,?;llC (exp (Zr,‘;fg) +) B[T (Zrm,f)]k+1 2exp{(1-¢) cj(‘ilr,’fl}) ) (3.74)
=0

Commec; >1, j=0,..,k—1,rp, >Ry >1et 01 <0, nous déduisons que
exp{(1-¢€)c;0irp} <exp{(l—-€)dir,},j=0,..k—1.

Ainsi, (3.74) devient

p1t+E€

1<2r2F (k+ 1) exp (rm )B [T (2rm, )] exp{1-€)8,r"},

ce qui donne

k+1

exp{(e 18— rf,;*e} <2r2k (k+1)B[T (2rm, f)] (3.75)

Par le Lemme 3.5 et (3.75), nous obtenons

o(f) :limsupM = +00

rm—+oo  10gTm
et logl
T (rm,
p2 (f) =limsup oglogT (i, f) >n

P 400 logry,

En outre, du Lemme 3.6 et de 'équation (3.4) nous trouvons p; (f) < n, ainsi p; (f) = n.
Alors, toute solution méromorphe de (3.4) dont les poles sont de multiplicité uniformé-
ment bornée est d’ordre infini et satisfait p, (f) = n.

5 Conclusion

Nous avons amélioré quelques résultats précédents de Zhan et Xiao [84] en étudiant
la croissance des solutions méromorphes de I'équation différentielle

f(k) + (Ak—l,l (2) ePk-1(2) +Ar_12(2) erq(Z)) f(k—l)

+ot (A1 (2) €7@ + Ag 2 (2) eXP) fF=F(2),

oltA;; (#0)(j=0,.., k—1)etFsontdes fonctions méromorphes d’ordre fini et P; (), Q; (2)
(j=0,1,...,k—1;i=1,2) sont des polynomes de degré n > 1.
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Chapitre 4

Sur la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires
homogenes et non homogenes a
coefficients fonctions méromorphes

1 Introduction et résultats

Dans le présent chapitre, nous étudions la croissance des solutions des équations dif-
férentielles linéaires d’ordre supérieur

fP@+A1 @ FE V(@4 +A1(2) f(2) +A0(2) f(2) =0 4.1)

et
fP@+A-1 @ fE V(@) +-+ A1 (2) f (2) +Ag (2) f (2) =F (2), (4.2)
ouAg #0, A, -+ ,Ar_1 et F # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini et

k = 2. Nous améliorons et étendons quelques résultats de Belaidi et Andasmas [2], [13]
en utilisant le concept de 'ordre itératif et nous considérons la croissance de quelques
coefficients arbitraires dominants A (s=0,1,---,k—1) au lieu de Ag.

Plusieurs chercheurs dans [4], [5], [24], [32], [57], [71] ont étudié la croissance des so-
lutions des équations différentielles linéaires homogeénes et non homogenes du seconde
ordre et d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres ou méromorphes. Dans [2],
Andasmas et Belaidi ont étudié les zéros et la croissance des solutions méromorphes des
équations (4.1) et (4.2) et ils ont obtenu les résultats suivants

Théoréme 4.1 [2] Soient H < [0,+00) un ensemble de mesure linéaire infinie et Aj(j =
0,1,---,k—1) des fonctions méromorphes d'ordre fini. S’il existe des constantes réelles o >
0,a > 0 telles que p = max{p(Aj) : j =1,2,---,k—1} < 0 et |Ag(2)| = exp{alz|°} lorsque
|z| = r € H, r — 400, alors toute solution méromorphe [ # 0 de I'équation (4.1) satisfait
u(f) =p(f) =+oo etp2(f) = a. De plus, siA(1/ f) < oo, alors g < p2(f) < p(Ayp).

Théoréme 4.2 [2] Soient H < [0, +oo) un ensemble de densité supérieure positive, A;j (j =
0,1,---,k—1) et F £ 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des constantes
réelles o > 0,0 > 0 telles que p=max{p(A;): j=1,2,---,k—1,p(F)} < 0 et|A (2)| = exp {a|2|°}
lorsque|z| =r € H,r — +o00, alors toute solution méromorphe f avec A(1/ ) < o de I'équa-
tion (4.2) estd’ordreinfiniet

() =A(f) =p(f) = +00, A2(f) = A2(f) = p2( ).

56



1. INTRODUCTION ET RESULTATS

De plus, siA\(1/ f) < min{u(f), o}, alorso < p2(f) < p(Ay).

Récemment, Belaidi dans [13] a considéré la croissance des solutions méromorphes des
équations (4.1) et (4.2) avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre itératif fini
etil a obtenu des résultats qui améliorent et généralisent certains résultats précédents.

Théoréme 4.3 [13] SoientH c [0, +00) un ensemble de densité supérieure positive et A; (j =
0,1,---,k—1) des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif fini. S’il existe des constantes
o >0,a> 0 relles que|Ay (2) | = exp,, (ar®) avec|z|=r e H,r — +oo et

p=max{p,(A;):j=1,---,k-1} <o,
alors toute solution méromorphe f # 0 de l'équation (4.1) satisfait
Wp () =pp(f) = +00, pp+1(f) 2 0.
De plus, si\) (%) <oo, alorsi(f)=p+1 et o<ppi1(f)<pplAo).

Théoréme 4.4 [13] Soient H < [0, +oo) un ensemble de densité supérieure positive, Aj(j =
0,1:--,k—1) etF # 0 des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif fini. S'il existe des constantes
réelles o > 0,a > 0 telles que |Ag (z) | = exp, (ar®) avec|z|=reH,r — +oco et

p=max{p,(A;)(j=1--,k-1),pp(B)} <o, (4.3)

alors toute solution méromorphe (4.2) avec A, (%) < o satisfait

Ap () = Ap(H) =pp(f) = +00, Xpi1 (f) = Xps1(f) = pp1 ().

De plus, si\ (%) <min{y,(f),o}, alorsi(f)=p+1et

)\P‘H (f) :)\p+1(f) =Pp+1 (f) =pPp (Ag).

Une question naturelle se pose : qu’en est-il de la croissance des solutions méromorphes
des équations (4.1) et (4.2) avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini si on remplace le coefficient fixe dominant Ay par un coefficient arbitraire A;? L'ob-
jectif principal de cette partie est d’examiner la question ci-dessus en prouvant nos prin-
cipaux résultats. Pour I’équation différentielle linéaire homogeéne (4.1), nous obtenons le
résultat suivant.

Théoreme 4.5 [66] Soient H < (1,+00) un ensemble d'une densité logarithmique supé-
rieure positive (oum; (H) = +oo) et A (j =0,1,---, k- 1) des fonctions méromorphes d’ordre
p—itératif fini. S'il existe des constantes réelles o > 0, > 0 et un entier s, 0 < s < k-1, tels
que |As(2)| = exp,, (ar) avec |zl =r € H, r — +oo et p = max{p, (A;) (j #9)} < o, alors
toute solution non transcendante f # 0 de (4.1) est polynémiale avec deg f < s—1 et toute
solution méromorphe transcendante f de (4.1) avec A, (%) < Wp (f) satisfait

i()=p+1 wp(f)=pp(f)=+oo

et
o <ppi1 (f) =pp(As).

Y4



1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Corollaire 4.1 [66] Sous les hypotheses du Théoreme 4.5, supposons que @ # 0 est une fonc-
tion méromorphe transcendante satisfaisant i (¢) < p+1 ou pp+1 (@) < 0. Alors, toute so-

lution méromorphe transcendante [ de I'équation (4.1) avec ), (%) < Wy (f) satisfait

0= Aps1 (F=9) =Aps1 (F = ©) =pps1 (f = @) =pps1 (f) <pp (Ay).

Pour I'’équation linéaire différentielle non-homogene (4.2), Nous obtenons les résultats
suivants.

Théoréme 4.6 [66] Soient H c (1,+00) un ensemble de densité logarithmique supérieure
positive (ou bien m;(H) =o0), Aj (j=0,1---,k—1) etF # 0 des fonctions méromorphes
d’ordre p—itératif fini. S'il existe des constantes réelles g > 0,a > 0 et un entiers, 0 < s< k—
1, tels que|As (2)| = exp,, (ar®) lorsque|z| =1 € H, r — +oo etmax{p, (A;j) (j #5), pp (B)} <
o, alors toute solution non transcendante f de (4.2) est polynémiale avecdegf < s—1 et
toute solution méromorphe transcendante f de (4.2) avec A, (%) < min{o, u,(f)} satisfait

i(£)=p+1 Xp(f)=Ap(N=pp(f)=pp(f) = +o0

et
Y SXp+1 (f) = )\p+1(f) =Pp+1 (f) =pPp (As).

Corollaire 4.2 [66] Soient les fonctions Aj (j=0,1,---,k—1), F et l'ensemble H satisfai-
sant toutes les hypothéses du Théoreme 4.6 et soit ¢ une fonction méromorphe transcen-
dante telle que i(p) < p+1 ou pps1 () < 0. Alors, toute solution méromorphe trans-

cendante f avec \,, (%) < min{o, w, (f)} de l'équation (4.2) satisfait o < Api1(f—¢) =
Apr1 (f = @) =ppe1 (f — @) = pp (A9).

Remarque 4.1 De toute évidence, le Théoreme 4.5 et le Théoreme 4.6 représentent une gé-
néralisation des Théoremes 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4.

Exemple 4.1 Considérons l'équation suivante

4-3z 23 1+ 2z6%% +3ze%% + ze*?
(4) 3) 1 ! B
+— -9e +f+ =0 1
f z+1 f f f z f (M
z z z z3
Dans cette équation, nous avons Ag (z) = 1+2z¢® +3Zze3 +ze! VA1 (2)=1,A5(2)=-9¢ ,A3(2) =
4-3
z+lz et
p1(Ag) =1, p1 (A1) =0,p1(A2) =3, p1(A3)=0

alors

max{p; (Aj), j#2}=1<2.
D’autre part, nous avons pour tout z = ret® (r — +00), re[l,+o00], 1”—8 <0< %

3

1Az (2)] = ‘—95

L 1
= exp (r° cos30) = exp (r3 cos 5) > exp (Erz) .
Il est clair que les conditions du Théoréme 4.5 sont vérifiées avec o =2, « = + sur 'ensemble

2

, T ol
H:{zeC:z:re’e, rell,4o0l, 1_85655}
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

tel que
— logr —log1l
logdens(H) =lim sup M:l.
r—+o0  logr

D’apres le Théoreme 4.5, toute solution méromorphe transcendante f # 0 de l'équation (1),
satisfait
u(f)=p(f) =00, p2(f) = 2.

De plus, si (%) <oo, alorsi(f)=2et
2<p2(f)<sp1(A2)=3
et toute solution non transcendante est polynomiale d’ordre inférieur ou égale a 1.

Exemple 4.2 Considérons l'équation suivante
" 3 1 ! 1 2z 3z _
[ f —f—;(1+3e +e°%) f=0. @)

Nous avons Ag (2) = -1 (1 +3e** + €%%), A1 (2) =—1,A2(2) =2, A3 (2) =1 et
P(Ag)=1,p(A1)=0,p(A2)=0,p(A3)=0

alors

1
max{p(Aj), j#0}=0<z.
=<

D’autre part, pour tout z = ret® (r = +00), r€[6,+00], % 0< %, nous avons

|1+36%| <1+36270%0 <143V 2HV2r

et
1+362z+e3z| > ||eSZ|_|1+3eZZ|| 263rc059_1_362rcos6
> T 1 3oV
donc s
3v3 /
|L+3e%+e%| e rT-1-3eV2tV2r 1
|Ag (2)| = > >e
|z| r

1l est clair que les conditions du Théoreme 4.5 sont vérifiées aveca =1, 0 = % sur l'ensemble

. TT T
H:{zeC:z:re’e,gsesg,r€[6,+oo[}.

avec l log6
logdens(H) =lim sup 087~ 0Bb _ 1.
r—+oo logr

Donc, toute solution méromorphe f # 0 de l'équation (2) avec 7\(%) < oo satisfait i (f) =

2eto= % < p2(f) < p(Ag) = 1. A titre d’exemple, la fonction f (z) = % fSt une solution
méromorphe transcendante de l'équation (2). Comme la fonction f (z) = % a un seul pole,

alors n(r,00,f)=1etN(r, f) =logr etparsuite)\(%) =0 < co. On voit que o = 3 < Py (f) =
p1(Ag) = 1.
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2. LEMMES AUXILIAIRES

2 Lemmes auxiliaires

Pour prouver nos théoremes, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.1 [44] Soient p = 1 un entieret f = % une fonction méromorphe, ot get d sont
des fonctions entieres satisfaisant p, (g) = 1y (f) = < pp (f) =pp(g) < +00,0 < p < +00
id)<poui(d)=petpy(d)= Ap(%) =P < u. Alors, il existe un ensemble E, de mesure
logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Ey, |1g (2)| =M (1, g), nous avons

f(2)
f(S) (2)

Lemme 4.2 [72] Soit p = 1 un entier. Supposons que f est une fonction méromorphe telle
quei(f)=p, pp(f)=p < +oo. Alors, il existe des fonctions entieres m;, Tz et D telles que

< 1% (s =1 est un entier).

_my(2)eP?
J@= 2 (2)

De plus, pour tout € > 0, nous avons

et pp(f) =max{p, (M), pp(M2), ppe®@)}.

exp{—expp_l (r"*e)} <|f(@|<exp,(r°*), r ¢ Es,

ot E3 c (1,+00) est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 4.3 /3] Soient g : [0,+00) — R et h : [0,+00) — R des fonctions croissantes mono-
tones telles que g(r) < h(r) a lextérieur d'un ensemble exceptionnel E4 d'une mesure li-
néaire finie. Alors, pour tout A > 1 il existery >0 tels que g(r) < h(Ar) pour toutr > ry.

Lemme 4.4 [13] Soientk =2, Ay, Ay, ,Ax—1etF des fonctions méromorphes. Soient
p=max{p,(A;),(j=0,1---,k—1),pp ()} <00

et [ une solution méromorphe d’ordre p-itératif infini de I'équation (4.2) avec A, (%) <

Wy (f). Alors, pp+1(f) <p.

Lemme 4.5 Sous les hypotheses du Théoréeme 4.5 ou Théoreme 4.6, nous avons py, (As) =
fp=o.

Preuve  Supposons que p, (Ag) = < 0. Alors, en utilisant le Lemme 4.2, il existe un
ensemble E3 c (1, +00) de mesure linéaire finie (et donc de mesure logarithmique finie)
tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E3 et pour tout € avec 0 < € < 0 —f3, nous avons

|As(2)| <exp, (rﬁ”“) ) (4.4)

D’autre part, d’apres le Théoreme 4.5 ou le Théoreme 4.6, il existe des constantes réelles
o >0,a> 0 telles que
1As(2)| = exp,, (ar?), (4.5)

ou|z|=r € H, r — 400, avec H c (1, +00) est un ensemble de densité logarithmique su-
périeure positive (ainsi nous avons m; (H) = +00). De (4.4) et (4.5) et pour |z| = r € H\E3,
r — +00, nous obtenons

exp, (ar®) < |As(2)] < exp,, (rﬁ+e).

Comme 0 < € < 0 —f, nous avons une contradiction quand r — +oo. Par conséquent,
Pp (As) = ﬁ =0.
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2. LEMMES AUXILIAIRES

Lemme 4.6 SoientH c (1, +o0) un ensemble d’'une densité logarithmique supérieure posi-
tive (ou mesure logarithmique infinie), Aj (j =0,1,---, k — 1) etF des fonctions méromorphes
d’ordre p—itératif fini. S'il existe des constantes réelles 0 > 0,a > 0 et un entier s, 0 < s <
k—1, tels que |As (2)| = exp, (ar®) lorsque|z|=r € H, r — 400, et

p=max{p,(A;) (j#s), pp B} <o,

alors toute solution méromorphe transcendante f de I'équation (4.2) satisfait p,(f) = 0.

Preuve  Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation
(4.2). De (4.2), nous avons
F (k) k-1 ()
At -Tals
fO 7 fO 5N
J#s

(4.6)

Combinons la formule (4.6) et le premier théoreme fondamental de Nevanlinna, nous
obtenons

k k-l
TrA) <Y T(nfD)+ L T(nA) +k+DT(rfO)+TrBH+0M).  (47)
j=0 =0
s i#s

Pour tout entier j € [1, k], nous avons "estimation
T(r,f(j)) <(j+DT(nf)+S(rf), (4.8)

voir ([48], p. 56), ou S (r, f) =O (logT (r, f) + logr) al'extérieure d’'un ensemble E < [0, +00)
de mesure linéaire finie. Des deux inégalités (4.7) et (4.8), nous obtenons

k-1

T(rA) <) T(nAj)+cT(rf)+TrB+S(rf)+0Q), (4.9)

j=0

j#s
avec ¢ > 0. En combinant la propriété max{p, (A;) (j#s), pp F)} <0 <p,(A,),le Lemme
4.3, le Lemme 4.5 et (4.9) nous obtenons

pp (f)zpp Ay z 0.

Lemme 4.7 [8] SoientAy,A1,---,Ar_1etF # 0 des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini. Si f est une solution méromorphe de l'équation (4.2) avecp, (f) = +oo etpp+1 (f)=p <

+00, alorsxp (f)=Ap(H) =pp(f) = +o0 etXp+l () =Apa1(H) =pp+1(H) =p.

Lemme 4.8 [50] Soient A (j =0,1,---, k- 1) et F(#0) des fonctions méromorphes et soit
f une solution méromorphe de l'équation (4.2) satisfaisant l'une des conditions suivantes :
(dmax{i(F)=p, i(A;)(j=0,1,---,k-1)} <i(f)=p+1(0< p<+o0),
(i) b :inax{ppﬂ B, pp+1 (Aj) (f =0,1,-+-, k- 1)} <Pp+1 (f)
Alors, )\p+1(f) = )\p+l(f) =Pp+1 (f) .
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3 Preuve du Théoreme 4.5

Supposons que f # 0 est une solution rationnelle de (4.1). Si f est une fonction ration-
nelle, qui a un pole a zy de degré m = 1, ou f est polyndmiale avec deg f = s, alors £ # 0.
De (4.1), nous avons

k-1 )
A@ P @=-| Y@+ Y A2 fY) (2

j=0

j#s

Alors, d’apres le Lemme 4.5

|

Ce qui est une contradiction. Donc, f doit étre polynémiale avec deg f < s—1. Maintenant,
supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation (4.1) telle

k-1 '
0= pp(As) = pp(Asf(S)) =Pp (_ (f(k) + Z Ajf(])

j=0, j#s
<] o lmaxl #S{PP (Aj)}-

que Ay (%) < Up(f). Dela formule (4.1), nous avons

(k)
’ ! . (4.10)

f(]
f

+|A0|+Z|A|
j=1

i#s

| Sl—‘f(s)

D’apres les hypotheéses du Théoréme 4.5, il existe un ensemble H < (1, +00) avec m; (H) =
+o0 tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € H, r — +00, nous avons

|As (2)| = exp,, (ar?). (4.11)

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E; < (1,+o00) avec m;(E;) < oo et une
constante B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] UE; nous avons

)
‘w SB[T(anku, j=1,2,--,k, j#s. (4.12)

f ()

D’aprés le Lemme 4.1, il existe un ensemble E; < (1, +00) de mesure logarithmique fini tel
que |z| =1 ¢ By, |g (2) | =M(r, g) et pour r suffisamment grand, nous avons

f(2)
f(S) (2) -

Le Lemme 4.2 assure |'existence d’'un ensemble E3 < (1, +00) de mesure linéaire finie (et
donc de mesure logarithmique finie) pour tout € (0 < € < o —p) tels que 'inégalité

25 (s =1 est un entier). (4.13)

IAj ()| <exp, (rP™), j=0,1,--- k=1, j#s (4.14)

est vérifiée pour tout z avec |z| = r ¢ E3. D’ot, il découle de (4.10), (4.11),(4.12), (4.13) et
(4.14) pour tout z satisfaisant |z| = r € H\([0,1] UE; UE2 UE3), r — +o00,

exp,, (ar?) < Bkrzsexpp (r°*$) [T (2r, f)] Ry (4.15)
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Du fait que 0 < € < 0 —p, le Lemme 3.5 et 'inégalité (4.15) nous donnent

Wp (f) =pp (f) = +ooetppri (f) 2 0. (4.16)
En utilisant le Lemme 4.5, nous avons
max{pp(Aj):j:O’]-)"')k_]-}:pp(Ag):f)<+OO.

Sachant que f estune solution méromorphe transcendante de I'équation (4.1) avec p, (f) =

+ooetAp (%) < Hp (f) = +oo, les hypotheses du Lemme 4.4 ménent a

pp+1(f) <pp(Ay). (4.17)

De (4.16) et de (4.17), nous concluons que i(f) = p+ Ly, (f) =pp(f) = +o0 et o <
Pp+1 (f) =pPp (As).

4 Preuve du Corollaire 4.1

Posons k= f— ol ¢ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant i (¢) <
p+1loupp.1 (¢) < 0. Enutilisant les propriétés de I'ordre itératif, nous obtenons p .1 (h) =
pp+1 (f)- Ainsi, 0 < pp41 (h) < pp (Ay). En substituant f = h+ ¢ dans (4.1), nous obtenons

O+ A 1 (@h* D+ + AL (2R +Ag(2) R

== (0P + A1 @OV 4+ A1 (D¢ + A0 (D) ). (4.18)

Posons K(2) =™ +Aj_1 (2) @k D+ + A1 (2) @' +Ag (2) . Si i(p) <p+1o0u pp+1 () <
o, alors par le Théoreme 4.5, on déduit que ¢ n’est pas une solution de I’équation (4.1),
impliquant que K # 0, et dans ce cas, nous avons

pp+1 K) =max{pp+1(9), pp+1(Aj),j=0,1,---,k—1} <o.

Ainsi, max{p,+1 K), pp+1(A;)(j=0,1,---,k—1)} <0 < pp+1 (f) et parle Lemme 4.8, nous
obtenons 6 < Aps1 (f = @) =Apr1 (F—@) =pp+1 (F— @) =pp+1 () <pp (Ay).

5 Preuve du Théoreme 4.6

Supposons que f est une solution rationnelle de (4.2). Si f est une fonction ration-
nelle, qui a un pole a zo de degré m = 1, ou f est polynémiale avec deg f = s, alors f® # 0.
De (4.2), nous avons

k-1 ,
As@ D@ =F@)-|fP@+Y Aj@fD@)|.
=0
J#s

Alors, d’apres le Lemme 4.5

|

k-1 .
GSpp(As)pr(Asf(S)):pp (F_(f(k)+ Z A]f(])
Jj=0, j#s
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5. PREUVE DU THEOREME 4.6

< oamax . Aep(Aj), pp ()},

ce qui représente une contradiction. Par conséquent, f doit étre polyndmiale avec deg f <
s—1. Maintenant, supposons que f est une solution méromorphe transcendante del’équa-
tion (4.2) telle que A, (%) < min{p,(f),o}. Par (4.2), nous avons

k)| k-1 0 E

IASIS‘% Aol + fT +Zi|A]~| fT + ?‘ (4.19)
]:
J#s

Du Lemme 4.6, nous savons que f satisfaitp, (f) = 0. Par’hypothese A, (%) <min{u,(f),o}

et le théoreme de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) =
8(2)

VL ou g et d sont des fonctions entieres satisfaisant

=P <min{u,(f),o}.

1
Hp(8) =up(f)=pu=<pp(@=pp(f), pp(d) :Ap(?

Par la définition de |'ordre p—itératif inférieur, nous avons
M(r, 8) = exp , {rtr(&~¢}. (4.20)

Posons

p1=max{p,(A;), j#s,pp B} <o.
Ensuite, en utilisant le Lemme 4.2 et (4.20), pour tout € (0 < € < min{o —p;, w}), il
existe un ensemble E3 c (1, +o0) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satis-

faisant |z| =r ¢ E5 avec |g (z) | = M(r, ),

F(2)

F(2) F(2)d(2)
f (@

g(2)
exp, (r°*¢) exp,, (rfr@+e)

expp (r“p (g) _E)
< exp, (rP17e). 4.21)

D’une facon similaire a la preuve du Théoréme 4.5, pour tout € vérifiant 0 < € < min{o -
Hp(8)—pp(d)
2

01, } et pour tout z satisfaisant |z| = r € H\(E; UE2 UE3), r — +oo avec |g (2) | =
M(r, g), nous avons
9@ K+l .
— | <B|T|(2r, ,71=1,2,...,k, j#s, (4.22)
L <blren ) =12
‘& < %S (s =1 est un entier), (4.23)
f(S) (2)
Aj (@) <exp, ("), j=0,1,..k—1, j#s, (4.24)
et
1As(2)| = exp,, (ar?). (4.25)
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Par conséquent, pour tout z satisfaisant |z| = r € H\(E; UE2 UE3), r — +00, avec |g(2)| =

M (r,g) et pour tout € (0 < € < min{o —py, M}), il découle de (4.19), (4.21), (4.22),
(4.23), (4.24) et (4.25) 'expression

exp, (ar?) =< rzs(expp(rpl“)+B[T(2r,f)]’C+l
k-1

+) exp,, (rP )BT (2r, f)]kJrl +exp, (rP1*))
=1
s
2s k+1 p1+e
< rBk+D[T(2r f)]" exp, (r"™). (4.26)
Quand 0 < € < 0 —py, il résulte du Lemme 3.5 et de (4.26)
Wy (f) =pp(f) =+ooet ppi1(f) = 0. (4.27)
Comme F # 0, du Lemme 4.7, nous obtenons
o (F) =M (A =1p (f) =pp(f) = +00,0 = Apa1 (f) = Aps1 () = pp+1(f). (4.28)

En utilisant le Lemme 4.5, nous avons
max{p, (A;):j=0,1,-+,k=1,p(F)} = pp (As) = < +o0.

Etcomme f estune solution méromorphe del’équation (4.2) avecp,(f) = +tooetA, (%) <

0 < Up (f) = +oo, alors le Lemme 4.4 permet d’écrire

pp+1 (f) < pp (A). (4.29)
Par (4.28) et (4.29), nous obtenons

iN=p+1, Ap(f)=Ap(f)=pp(f) =+oo,
0 < Aps1 (F) = Aps1() =pp+1(f) < pp (Ag).

6 Preuve du Corollaire 4.2

Posons h = f — ¢ telle que @ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant
i(p) < p+1ouppys(¢)<o.Dapresle Théoreme 4.6, nous avons o < pp+1 (f) < pp (Ay).
En utilisant les propriétés de I'ordre itératif, nous obtenons o < pp+1 (h) =pp+1 ( f ) <pp(Ag).
En substituant f = h + ¢ dans (4.2), nous aurons

WO+ A 1 @h* V4 v A (DR +Ag(2) h

=F(2)— (@ +Ar1 @ 9% V4. + A1 (2) ' +Ag (2) ). (4.30)

Posons G(z) = F(2) — (P + A1 (@ % D+ + A1 (2) 9" + Ay (2) ). Si i(p) < p+1 ou
Pp+1 (¢) < 0, alors par le Théoreéme 4.6, on déduit que ¢ n'est pas une solution de I'équa-
tion (4.2) impliquant que G # 0. Dans ce cas, nous avons

pp+1(Q) = max{pps1 (9),pp+1 (F),pps1(A;)(j=0,1,---,k-1)} <o.
Ainsi,
max{pp+1(G), pp+1(A)) (j=0,1,---,k=1)} <o <pp+1(f)
et par le Lemme 4.8, nous obtenons

0 <X ps1 (f=9) =Aps1 (f = @) =pps1 (f ) <pp (A5,
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7. CONCLUSION

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons amélioré quelques résultats de Belaidi [13] et Andasmas
[2]. En utilisant le concept de I'ordre itératif, nous avons étudié la croissance des solutions
méromorphes des équations

FOHA @ fF D 4+ AL (@) [+ A0 (2) f=0

et
RO+ A @ R V4 kA (2) f+A0(2) f=F(2),

ou Ay #0, Ay, ,Ar_1 et F #Z 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini en
considérant un coefficient A; (s=0,1,---,k—1) au lieu du coefficient dominant Ay.
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Chapitre 5

Sur la croissance rapide des solutions des
équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur a coefficients fonctions
entieres

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions I'ordre itératif des solutions des équations différen-
tielles linéaires homogenes et non homogenes d’ordre supérieur

MA@ P @) + Ak 1@ F* V(@) + ..+ A1) f (2) +Ao(2) f(2) =0 (5.1)

et
MA@ P @) + A1 @) F* V(@) +..+A1(2) f (2) +Ag(2) f(2) =F(2), (5.2)

ol Ay # 0,A;,...,Ar #0 et F £ 0 sont des fonctions entieres d’ordre p-itératif fini. Nous
étendons quelques résultats de Belaidi [4], Long et Zhu [63] en utilisant le concept de
'ordre itératif et nous obtenons des estimations générales de |'ordre p-itératif et de I'ex-
posant de convergence itératif des zéros des solutions des équations (5.1) et (5.2). Dans
[4], Belaidi a généralisé les résultats de Kwon [57], Chen et Yang [32] de la classe des équa-
tions différentielles linéaires d’ordre deux a la classe des équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur en considérant des conditions plus générales sur les coefficients fonc-
tions entieres comme suit.

Théoreme 5.1 [4] SoientH un ensemble de nombres complexes vériﬁant%{ld :zeH} >
0,Aq,Ay,...etAi_1 des fonctions entieres telles que pour certaines constantes réellesa, 3, L ot
0<P<aetpu>0, nousavons

|Ag(2)] > eX#!"

et
Aj(2 <P j=1,., k-1,

quand z — oo avec z € H. Alors, toute solution f # 0 de l'équation
R @)+ A1 @ F* V(@) +..+A1(2) f (2) +Ag(2) f(2) =0 (5.3)

est d'ordre infini et p2(f) = p.
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Théoreme 5.2 [4] SoitH un ensemble de nombres complexes vériﬁant%{ld :zeH} >0,
et soient Ao, Ay, ..., Ax_1 des fonctions entiéres avecmax{p(A;j), j=1,..,k—1} <p(Ag)=p<
+00 de sorte que pour certaines constantes réelles o, (0 < p < a), nous avons pour tout
e>0

Ag(2)] = e

et .
Aj(2)] <P, j=1,.,k-1

quand z — oo pour z € H. Alors, toute solution f # 0 de l'équation (5.3) est d’ordre infini et
P2(f) =p(Ag).

Récemment, dans [63], Long et Zhu ont amélioré les résultats précédents de ([4], [32], [57],
[77]) en étudiant la croissance des solutions méromorphes des équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur (5.3) et

FR @)+ A1 @ % V(@) +... +A1(2) f (2) + Ao(2) f(2) =F(2), (5.4)

oAy #Z0,Ay,...,Ax—1 et F Z 0 sont des fonctions méromorphes. Une estimation de '’hyper-
ordre des solutions méromorphes des équations ci-dessus a été donnée a condition qu'’il
existe un coefficient dominant.

Théoreme 5.3 [63] Soit E un ensemble de nombres complexes vérifiant m;({|z| : z € E}) =
+oo et soient Aj(j =0,1,...,k — 1) des fonctions méromorphes. Supposons qu’il existe un
nombre entier s(0 < s < k— 1) satisfaisant

1
maX{p(A,-), JZs, )\(K)}<H(A3)<p(As):p<oo

S

et pour certaines constantes 0 < p < a, et pour tout € > 0 assez petit, nous avons
Aj(2)| <expPlzl’™®), j#s,

|As(2)] = exp(alzlP™9),

quand z — oo pour z € E. Alors, toute solution méromorphe non triviale f de l'équation
(5.3), dont les poles sont d'une multiplicité uniformément bornée, satisfait po(f) = p(Ay).

Pour le cas d'une équation non homogene, ils obtiennent le résultat suivant.

Théoréme 5.4 [63] Soit E un ensemble de nombres complexes vérifiant m;({|z| : z € E}) =
+oo et soientAj(j=0,1,...,k—1) etF # 0 des fonctions méromorphes. Supposons qu'il existe
un nombre entier s(0 < s < k— 1) vérifiant

1
maX{p(Aj), J#S MK)’ p(F)}<u(As)<p(As)=p<oo
N

et pour certaines constantes 0 < < a, nous avons pour tout € > 0 assez petit,
|Aj(2)| <expPlzlP™®), j#s,

|As(2)| = exp(alz|P™®),

quand z — oo pour z € E. Alors, toute solution méromorphe f de l'équation (5.4), dont les
poles sont d’'une multiplicité uniformément bornée, satisfait p2(f) = p(As).
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Dans ce chapitre, nous considérons pour k > 2 les équations différentielles linéaires ho-
mogenes et non homogenes (5.1) et (5.2) ouAg #0,Ay,...,Ar Z 0 et F #Z 0 sont des fonctions
entieres d’ordre p- itératif fini. Il est bien connu que si A = 1 alors toutes les solutions des
équations différentielles linéaires (5.1) et (5.2) sont des fonctions entieres, mais lorsque Ay
est une fonction entiere non constante, I’équation différentielle linéaire (5.1) ou (5.2) peut
posséder des solutions méromorphes. Par exemple I’équation

zf (@) +3f -2 f'(2)+(z—2)e ¥+ (3z-2)e * +ze %) f(2) =0

a une solution méromorphe

—Z
ee

f(2)= ot

Nous savons aussi que si certains des coefficients Ay, A, ..., Ax—1 sont des fonctions trans-
cendantes et Ax = 1, ’équation (5.1) a au moins une solution d’ordre infini. RéEcemment,
plusieurs chercheurs ont étudié les propriétés des solutions des équations (5.1) et (5.2) et
ils ont obtenu de nombreux résultats sur leurs croissance (voir [35], [44], [50], [80]). Des
questions intéressantes se posent :

— Question 1. Quelles sont les conditions sur Ay, Ay,...,A; garantissant que chaque
solution f # 0 des équations (5.1) et (5.2) est d’ordre itératif infini ?

— Question 2. Peut-on remplacer les coefficients fonctions méromorphes des équa-
tions (5.3) et (5.4) dans les Théoréemes 5.3 et 5.4 par des fonctions entiéres pour les
équations (5.1) et (5.2) ?

Le but principal de ce chapitre est de répondre a ces questions en améliorant les résultats
des travaux mentionnés précédemment. Pour I’équation (5.1), notre premier résultat est
une extension du Théoreme 5.2 et du Théoreme 5.3.

Théoréme 5.5 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiantlogdens({|z| : z €
H}) >0 (ou m;({|z| : z € H}) = +00) et soient Aj(j=0,1,..., k) des fonctions entiéres telles que
Ay # 0. Supposons qu'il existe un nombre entier s(0 < s < k) satisfaisant i(As) = p, (0<
p < 400 est un entier),

max{p,(Aj), j#s, j=0,1,...k}<pp(As) <pp(As) <+oo

et pour certaines constantes réelles a et p telles que 0 < 5 < a, pour tout € > 0 assez petit,
nous avons
1Aj(2)| < exppBlzlPP®)78),  j#s, j=0,1,..k,

1As(2)] > expp(alzlPrBs)e)

quand z — oo pour z € H. Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l'équation
(5.1) avec )\p(%) < Up(f) satisfaiti(f)=p+1etppi1(f) =pp(Ay).

Quand A, = 1, nous obtenons le corollaire suivant pour les solutions entieres.

Corollaire 5.1 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiantlogdens({|z| : z €
H}) >0 (ou m;({|z| : z € H}) = +00) et soient Aj(j =0,1,...,k — 1) des fonctions entieres. Sup-
posons qu'il existe un nombre entier s(0 < s < k—1) vérifiant i(A;) =p (0 < p < +oo est
un entier),

max{p,(A;),j#s,j=0,1,...k—1} < pp(As) < pp(Ag) < +00

et pour certaines constantes réelles a et 3 telles que 0 < p < a, pour tout € > 0 assez petit,
nous avons
1Aj(2)] < exppBlzlPPA978),  j#s, j=0,1,.,k-1,
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1A5(2)] = expp(alz|PrBs)e),

quand z — oo pour z € H. Alors, toute solution transcendante f de l'équation (5.3) satisfait
i(f)=p+1etpp1(f)=ppAs).

Corollaire 5.2 [67] Soient les fonctions Aj(j =0,1,...,k) et l'ensemble H satisfaisant toutes
les hypotheses du Théoreme 5.5 et soit ¢ une fonction méromorphe transcendante vérifiant
i(@) < p+1oupp1@ <pp(As). Alors, toute solution méromorphe transcendante f (% 0) de
I'équation (5.1) avec )\p(%) < Up(f) satisfair

E(f—@) =i(f-@) =p+1,
et

Apr1(F =@ =Aps1(f @ =pp+1(f — @) =pp(Ay).

Concernant I’équation différentielle linéaire non homogene (5.2), nous obtenons une ex-
tension du Théoréme 5.4.

Théoreme 5.6 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiantlogdens({|z|: z €
H}) > 0 (ou m;({lz| : z € H}) = +00) et soient Aj(j =0,1,...,k),F # 0 des fonctions entieres
telles que Ay # 0. Supposons qu'il existe un nombre entier s(0 < s < k) satisfaisant i(As) =
p, (0< p<+oo est un entier),

max{pp(A]))] ;[S)j :O) 1y---) k) pp(F)} < pp(AS) < pp(AS) < +OO,

et pour certaines constantes réelles o et P telles que 0 < P < a et pour tout € > 0 assez petit,
nous avons
1Aj(2)| < exppBlzlPr®)78), j#5,j=0,1,..., k,

|As(2)| = expp((x|Z|Pp(As)—s)y
quand z — oo pour tout z € H. Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l'équa-

tion (5.2) avec \, (%) < Wp(f) satisfait

X1 = A1 () = pp+1() = pp(Ay).
Lorsque A = 1, nous obtenons le corollaire suivant pour les solutions entieres.

Corollaire 5.3 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiantlogdens({|z| : z €
H}) >0 (oum;({|z]: z€ H}) = +oo) et soient Aj(j =0,1,...,k —1),F # 0 des fonctions entiéres.
Supposons qu'il existe un nombre entiers (0< s< k—1) vérifianti(As)=p O<p<+oo
est un entier),

max{pp(A])y] ;és)j :0y 1)---7k_ ]-) pp(F)} < pp(AS) < pp(AS) < +OO,

et pour certaines constantes réelles o et 3 telles que 0 < § < o et pour toute > 0 assez petit,
nous avons
A;(2)] < exppBlzlPP®I8), j#s, j=0,1,..k-1,
|As(2)| = expp((x|z|9p(As)—£)’

quand z — oo pour tout z € H. Alors, toute solution transcendante f de l'équation (5.4)
satisfait _
)\p+1(f) = )\p+1(f) = pp+1(f) = pp(As)-
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Corollaire 5.4 [67] Soient les fonctionsAj(j=0,1,..., k), F et 'ensembleH satisfaisant toutes
les hypotheses du Théoreme 5.6 et soit ¢ une fonction méromorphe transcendante vérifiant
i(p) < p+1oupp() <pp(Ay). Alors, toute solution méromorphe transcendante f de
I'équation (5.2) avec )\p(%) < Up(f) satisfait

K(f-@=ix(f-@)=p+1

et
Aps1(f = @) = Ap1(f = @) = pp+1(f — @) =pp(Ay).

Exemple 5.1 Soit ['équation différentielle suivante
4 1 ! Z
et fO(2)+ e £ (2) - ng (z)—e5 f(z) =0. (5.5)

Dans cette équation, nous avons Ag = § A= —%z, Ar=e*, Az= es et
p(Ag) =1,p(A1) =0,p(A2) =2,p(A3) =1

et pour tout z = reie(r — +00) et 1"2 <0<KZ 5 pour tout O<ex<l.

2 2 1..2-¢
|A2|:|ez |:er 00526>ez(r )

z 1 ,_
IAo|:|—65|<exza{§(r2 ey,

1 1,
Al =|-=z| < expi=(r?9},
Ayl = 3 | p{g( }

Z 1 2—¢)
|Az|=1e6| < exp{g(r ).

1l est clair que les conditions du Théoreme 5.5 sont vérifiées avec o = %, B= % sur

L

H={zeC/z= re'®
12

<0< <, re[5,+o0[}

ol A

Alors, d'apres le Théoreme 5.5, toute solution méromorphe f de l'équation (5.5) avec )\p(%) <
Wp(f), (p=1) satisfaiti(f)=p+1=2etp2(f) =p1(A2).

Exemple 5.2 Soit ['équation différentielle suivante

1 /

2P @+f (2)- % 223+ 2% +2)f(2) = 0. (5.6)
Dans cette équation, nous avons Ay = —e” (2z + 7%+ 2), Ai=1A,= %

P(Ag) =2,p(A1) =0,p(A2) =

et pour tout z= rel®(r — +o0) et £ <0< g, pourtout0<e<l,

16

Aol = |-e% (228 +72+2)
> 70,

Al = 1
< e,

Aol < 2070
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1l est facile de voir que les conditions du Théoreme 5.5 sont vérifiées avec o = @, p= % sur
g T n
H={zeClz=re 16 <0< g,rE (5, +ool}.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l'équation (5.6) avec )\p(%) < up(f),
(p=1) satisfaiti(f) = p +1 et pp+1(f) = pp(As). Nous avons, par exemple, la fonction f(z) =

2
explexpz]) oot une solution de I'équation différentielle (5.6) avec p2(f) =2 =p1(Ag).

Exemple 5.3 Considérons l'équation différentielle

e 22 " (2) + [ (2) +4f'(2) +4f (2) = 4. (5.7)

Dans cette équation, nous avons Ag=4,A1=4,A, =1etA3 = e 22,

p(Ag) =p(A1) =p(A2) =0,p(A3) = 1.

Pour tout z=re"(r — +o0) et 2 <6 < 2, pour tour0 < € < 3, nous avons
2
Azl = e

- e—2rcose,

> exp(arPr®)7e)

avec o =+/2 et pour tout r € [16, +oo[

Azl = 1
< rl—S
g exp(ﬁrpp(A3)_E)
avec =1. De méme
Aol = [A1l

= 4
< exp(ﬁrpp(AS)_E)

On remarque que les conditions du Théoréme 5.6 sont vérifiées avec a = /2,p = 1, sur l'en-

semble
ig 3T 51
H={zeC/z=re I <K E,re (16, +oco[}.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l'équation (5.7) avec )\p(%) < pup(f)

(p=1) satisfaiti(f) =2 et p2(f) = p1(A3). Par exemple, la fonction f(z) = e-2¢9 11 repré-
sente une solution de l'équation différentielle (5.7) avec p2(f) = 1 = p1(As). De plus, dapres
le premier théort.eme fondamental, on a
T(r,f)=T (r, e 3¢ 4 1) =T (r, e_%ezz) +0(1)
=T(rex")+00).
Posons g (z) = ez, Alors g%(2) = e, d'oil en utilisant le Lemme 1.3, on obtient

T(r,g%)=2T(r,g)=T (r, eezz) =>T(rg)=T (r,e%ezz) = %T (r, eezz) .
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Donc, en utilisant le Théoreme 1.4, nous aurons

T(rf)=T(re*|+0M

= %T (r, eezz) +0()= 1T (Zr, eez) +0(1)

2
1 le 1 le
~— - == -, I — +00.
2(2m32n)? 2 (andr)?
D’ou )
logT (r, 2r —log2 (4m3r)2
a(f) =timinf B L) _pi 2 mlos2 ()
r—+oo  logr r—+o0o logr

etonal (%) =0. D'autre part, la fonction ﬁ + 1 vérifie l'équation différentielle
e 2°¢

f/// + eZZfH +462zf/ + e2zf :4eZZ

et d'apres le Lemme 2.6, nous obtenons p1(f) = +oo et p2(f) =2 < +o0 doncX(f) =A(f) =
p(f) =+oo et Ax(f) =A2(f) =p2(f) =1=p1(A3).

2 Lemmes préliminaires

Nos preuves dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 5.1 [35] Soit f = % une fonction méromorphe oui g et d sont des fonctions entieres
d’ordre itératif fini vérifiant u,(g) = Up(f) = < pp(f) =pp(g) < +00,0< p < +00,i(d) < p
ou pp(d) < W. Soit z un point avec |z| = r pour lequel |g(z)| = M(r, g) et Vg(r) représente
lindice central de g. Alors, l'estimation

(n) n
ff(z()Z) _ (ng(r)) 1+oNn>1,

est vérifiée pour tout z ot |z| = r a l'extérieur d’'un ensemble E, de mesure logarithmique

finie.

Lemme 5.2 [22] Soit g une fonction entiére d'ordre itératif fini vérifianti(g) = p+1,pp+1(8) =
0, in(@=qg+1,ug541(8) =1,0 < p,q < oo et soit vg(r) l'indice central de g. Nous avons

log, . Ve(r) log, ., Ve(r)
limsup A b p, liminf ol 8
r—+o00 logr r—+oo logr

Lemme 5.3 [35] Soient p > 1 un entier et f une fonction entiere tels que i(f) = p etp,(f) =
p < oo. Alors, il existe un ensemble Es c (1,+00) de mesure linéaire finie tel que pour tout
€ >0, nous avons

exp{—exp]g_l {rp+€}} <|f @) < exp,, {rP™¢} (r ¢ Es).
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Lemme 5.4 (/50],(67],(70]) SoientAj (j=0,1,---,k), F(#0) des fonctions méromorphes et
f une solution méromorphe de l'équation (5.1) d'ordre p-itératif infini tel que i (f) = p +
1(0< p<+00). Si

b=max{pp+1 (F), pp+1(A;)(j=0,1,--, k)} <pp+1(f)

ou bien
max{i (F), i (A;)(j=0,1,---,k)} <p+1,
alors
ix(f) = iP=i(f)=p+1,
Xp+1(f) = )\p+1(f):pp+1(f)-

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe de (5.1) d’ordre p-itératif infini.
Par (5.1), Il est facile de voir que si f a un zéro en zy d’ordre a > k, et Ag, Ay, ..., Ax sont
toutes analytiques en zy, alors F doit avoir un zéro en zy d’ordre au moins o — k. Par consé-

quent,
( ) S ( ) ( ) =0 ( )
’ f X ) f ’ F ] ’ ] )

et

N(r,%) <kN(r,%)+N(r,%)+jX:)N(r,Aj). (5.8)
Maintenant I’équation (5.1) peut étre réécrite sous la forme
1 1 f(k) f(k—l) f/
FTE (Ak (z)7+Ak 1 (2) 7 ¥t A (z)?+A0 2 ]|. (5.9)

Du Lemme 3.11 et de (5.9), pour tout z vérifiant |z| = r a I'extérieur d'un ensemble E5 de
mesure linéaire finie, nous obtenons

1 k f(]) k
m(r,—) < ( )+Zm Z (r,A;)
f ]:1 :
1 k
< m( F)+ m(rA;)+0(logrT (r, f). (5.10)
j=0
Ainsi, par (5.8) et (5.10), nous avons
T(r,f) = T(T,%)+O(1)
k
< ThB+) T(rAj)+ kN(r, %) +0 (log(rT (r, f)) (5.11)
j=0

pour tout r ¢ E5 suffisamment grand. D’ou,

1
O(log(rT(r, f)) < ST ). (5.12)
Supposons que
b=max{pp+1 (F), pp+1(A;) (j=0,1,+,k)} <pps1(f)-
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En utilisant la définition de I'ordre itératif, pour tout € (0 < 2e < p,+1 (f) — b) et pour r suf-
fisamment grand, nous avons

T(rF) < exp, {rb”‘} =o(l)exp, {rpp“(f)_g}, (5.13)

T(rAj) < exp,{r’**f=oexp, {rfr P} j=0,1,,.. k. (5.14)

Par (5.11),(5.12), (5.13) et (5.14), pour r ¢ E5 suffisamment grand, nous obtenons
—( 1
T, ) < ZlcN(r, ?) +o(Dexp, {rer ()l (5.15)

Cette derniere inégalité mene a

ainsi,

pp+1(f) =Aps1 (f) = Apsr (£).-
Supposons maintenant que max{i (F), i (A;) (j=0,1,---,k)} < p+ 1. Alors,
d=max{p, (F), pp (Aj) (7=0,1,--+,k)} < +oo.

En utilisant la définition de I'ordre itératif, pour tout € (0 < 2& < p,+1 (f) — d) et pour r suf-
fisamment grand, nous avons

TR < exp, {r*}=oMexp, {1 (5.16)
et
T(rAj) < expp_l{rd+€}:o(1)expp_1{rpp“(f)_s},j:0,1,,...,k. (5.17)

Par (5.11) ,(5.12) ,(5.16) et (5.17) , pour r ¢ E5 suffisamment grand, nous obtenons
—( 1
T(r, f) < 2kN(r,?) +o(l)exp,_, {rpv+1(f)—€}. (5.18)

De l'inégalité (5.18), nous avons

Pp+1 (f) <Xp+1 (f)
Ainsi, _
pp+1 (f) S Aps1 (F) < Apar ()
Sachant que Xp+l () <Ap+1(f) <pp+1(f), donc

Xp+1 (f)=Apr () =pp1(f)-

Cela implique que ix(f) = ix(f) =1 (f) =p+1.Le Lemme 5.4 est ainsi prouvé.
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Lemme 5.5 Soit f = % une fonction méromorphe oL g et d sont des fonctions entieres. Si

0 < ppld) < pp(f), alors pp(g) = up(f) etpp(g) =pp(f).
De plus, sipp(f) = +oo, alors pp11(8) =pp+1(f).

Preuve Considérons les trois cas suivants.
Cas 1.p,(f) < +oo. D’apres la définition de I'ordre itératif, il existe une suite croissante

{rn} (r, — +00) et un nombre entier positif ny tels que pour tout n > ng et pour tout € €

(0’ M) (avec 0 < pp(d) < pp(f) < pp(f)) nous avons

T(rn, f) > exp,_, {r,g”(f)_s} (5.19)

et p
T(ry, d) < expyy {7} (5.20)
Comme T(r, f) < T(r,g)+T(r,d)+0(1), alors pour tout n suffisamment grand, nous avons
exp,_ {r,‘;”(f)‘s} <T(rp, &) +exp,_, {r,‘;”(dm} +0(1). (5.21)

(0, w), la formule (5.21) devient

Du fait que e €

(-0 exp,_ {ri"" "} < T, 0 +001)
pour tout 7 suffisamment grand . Par conséquent, p,(f) < pp(g). D’autre part, comme
T(r,g) <T(r, f)+T(r,d) etpy(d) <pp(f), alors

Pp(8) <pp(f).
D’ol
Pp(8) =pp(f).

En utilisant un raisonnement similaire et la définition de I'ordre p-itératif inférieur u,(g)
et U, (f), nous pouvons montrer que

Hp(g) = p-p(f)

Cas 2. p,(f) = +oo. Supposons le contraire de l'affirmation p,(g) = p,(f) c’est a dire
Up(g) < up(f). Nous visons une contradiction. D’apres la définition de I'ordre p-itératif
inférieur, il existe une suite croissante {r,} (r, — +00) et un nombre entier positif rng tels
que pour tout n > ng et pour tout € > 0 donné, nous avons

(8)
T g) <exp, {ra” "},

T(rn,d) < epr—l {r":llp(d)+£} .
De l'inégalité T(r,, f) < T(ry, g) + T(r,, d) + O(1), pour tout n suffisamment grand, nous

obtenons,
Mp(d)+e

T(ru, f) <6pr_1{r,‘;p(g)+8}+expp_l{rn }+O(1).
Ainsi, p,(f) < max{p,(g), up(d)}. Ce dernier résultat représente une contradiction avec
notre hypothese.
Cas 3. p,(f) < +oo et py(f) = +oo. En utilisant un raisonnement similaire que celui
des Cas 1 et 2, nous pouvons prouver le Cas 3.
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Enfin, nous allons montrer que p+1(g) =pp+1 (f)- Supposons que p,, (f) = +oo. Alors,
il existe une suite croissante {r,}, (r, — +oo) telle que

. log), T (rn f)
epe1 ()= lim, logr,

En utilisant les définitions de 'ordre p-itératif, de I'ordre p-itératif inférieur et I'inégalité
pp (d) < pp (f), nous obtenons
T (rn; d) _

im =
n—+oo T (rn, f)
Doncg, il existe un entier positif N tel que pour n > N, nous avons

T(ry, ) <2T(rp, ) +0().

Ainsi, pp+1 (f) < pp+1(g). Comme T(r, g) <T(r, f) +T(r,d), alors il existe un entier positif
N, tel que pour n >N
T(rn, 8) < 2T(rp, ).

D'ot, pp+1(8) < pp+1(f) - Donc pps1 (f) =pp+1(8)-
Remarque 5.1 Lemme 5.5 a été obtenu pour p =1 par Long et Zhu dans [63].

3 Preuve du Théoreme 5.5

Par (5.1) nous avons

1Al < S |A|+i|A-| ﬂ (5.22)
VS| = I I '
J#s

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E; < (0,+00) avec m;(E;) < co et une
constante B > 0, tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E;, nous avons

f(]') (2)
[

Du Lemme 4.1, il existe un ensemble E; de mesure logarithmique finie tel que pour tout
z € C satisfaisant |z| = r ¢ E4 suffisamment grand et |g (z) | =M (r, g) , hous obtenons

f (@
f(S) (2)

ol g est une fonction entiére satisfaisant p,(g) = wp (f) = 1 < pp (f) = pp(g) < +oo,
0 < p < +oo. D’apres les hypotheses du Théoreme 5.5, il existe un ensemble H avec
logdensi|z| : z € H} > 0(ou m;({|z| : z € H}) = +00) tel que pour tout z € H quand z — oo,
nous avons

<B[T(2r, )], j=1,2,-- k, j#s. (5.23)

<r%, (5.24)

Aj (2)| <exp, (BlzIPP®)7¢), j#5,j=0,1,-- ,k (5.25)
|As (2)| = exp,, (alz|PPBs)7E), (5.26)

Posons Hy ={|z| : z € H\ (E1 UE,), alors m; (H;) = +oo. Il résulte de (5.22) , (5.23), (5.24) ,
(5.25) et (5.26) pour tout z vérifiant |z| = r € H; et |g(2)| = M(r, g) I'inégalité suivante

exp, (a2l ™)) < kB (T (2r, £)) " exp,, (Blzl* ™).
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Du fait que 0 <5 < a, nous obtenons
exp (1 -0 (1) exp,,_, (alzlP?®)7¢)) < kBr? (T (21, £) . (5.27)
En combinant I'inégalité (5.27) et le Lemme 3.5, nous avons

Pp (As) < Pp+1 (f) .

D’autre part, d’apres les hypothéses du Théoréme 5.5, pour r suffisamment grand, nous
avons
Aj (2)| <exp, (rPP A7), s, j=0,1,--,k (5.28)

et par le Lemme 5.3, pour tout € > 0, il existe un ensemble E5 c (1, +00) de mesure linéaire
finie, de sorte que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E5 nous obtenons

|Ax (2)| = exp {— exp,_1 (er(Ak)+€)} > exp {_ exp,_, (rpp(As)+s)}. (5.29)
Il s’ensuit de (5.1) que

f(k)(z) 1 ZI ()|f()()
f (@ |Ak()| ] f(2

Moyennant le théoreme de factorlsatlon de Hadamard, on peut écrire f sous la forme

f(2) = gg, ol g et d sont des fonctions entieres d’ordre itératif fini vérifiant y,(g) =

Wy (f) <pp(f) =pp(8) < +00,0< p < +00, i (d) < p ou pp (d) = A (d) :)\p(%) <up(f).
Par le Lemme 5.1, il existe un ensemble E, de mesure logarithmique finie tel que pour
tout z satisfaisant [z|=r ¢ Es et|g (2) | =M (r, g) , nous avons
) ()
f (2
En remplacant (5.28), (5.29) et (5.31) dans (5.30), nous obtenons

+|Ap (2)[]. (5.30)

j
:(Vg(r)) 1+0(1), j=1,-, k. (5.31)
Z

vg (r) ¥

< ! {i

exp {— exp,,_ (er(AS”e)}

} expp (rpp(As)+£)

k-1 j
= { Z Vg (1) [1+o0o(1)]+1 } eXp{Z exp,_1 (rpp(As)‘f'E)}.
j=1
D’ot, 'inégalité
Ve (M| 11+ 0 < kr¥[1+0 (1) exp {gexpp_l (rpp(As)+£)} (5.32)

est vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1]UEy UEs) et |g (2)| =M (r,g), r — +oo.
De ce dernier résultat et du Lemme 3.5, nous obtenons
log, . Ve (1)
limsup — 5~ < p, (Ay) +e. (5.33)
logr

r—+00

Puisque € > 0 est arbitraire, par (5.33) et le Lemme 5.2, nous avons

Pp (As) Zpp+1(g)-

Comme py, (d) < pp(f), par le Lemme 5.5, nous avons pp+1(g) = pp+1 (f). En utilisant
I'inégalité p,, (As) < pp+1 (f) nous obtenons pp.1 (f) =pp (As) et i (f) = p+1. Le Théoreme
5.5 est ainsi démontré.
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4 Preuve du Corollaire 5.2

Posons h = f — ¢ telle que ¢ est une fonction méromorphe transcendante satisfai-
sant i (¢) < p+1 oupps1 (9) <pp (As). D'apres le Théoreme 5.5, nous avons i (f) = p +1
et pp+1(f) = pp (A). En utilisant les propriétés de I'ordre itératif, nous avons pp.1 (h) =
pp+1 (f) =pp (A5). Enremplacant f = h+ ¢ dans (5.1), nous obtenons

Ac@h P+ AL @RV 4 v AL (D)W + A0 (2)
- (Ak @ P + A (D @FV 4 1A (2) @+ A (2) (p). (5.34)
Posons K (2) = A (2) @M +Ak_1 (2) KVt +A; (2) 9’ +A0 (2) 9. Sii () < p+1 0upp+1 () <
pp (As), alors par le Théoreme 5.5, on déduit que ¢ n’est pas une solution de I'équation

(5.1). Ce qui implique que K # 0. Dans ce cas, nous avons Pp+1 (K) < pp+1 ((p) <pp(Ag) =
pp- () Alors,

max{pp+1 (K), pp+1 (A7) (/=0,1,-+, k)} <pps1 (f) =pp (AS).
En appliquant le Lemme 5.4, nous obtenons iz (f — @) =iy (f @) = p+1 et Ap (f - @) =
Ap+1 (f-o)= Pp+1 (f-o)= Pp (As).
5 Preuve du Théoreme 5.6

Par (5.2) , nous avons

U (z)
f(2)

1 k-1
< Aj
|Ak(z)|(ZI 12l

j=

’ f(k) (2)
f (@)

f@

F(z) ‘)
+ Ao (2) | + . (5.35)

D’apres le théoréeme de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme
flz) = % ol g et d sont des fonctions entieres d’ordre itératif fini vérifiant p,(g) =

Wy (f) < pp (F) =pp (8) < +00,0< p < +o00, i (d) < poupp(d):)\p(d):)\p(%) <up(f).Le
Lemme 5.1 assure qu'’il existe un ensemble E, de mesure logarithmique finie tel que pour
tout z satisfaisant |z| =r ¢ E, avec |g(2) | =M (r, g), nous avons (5.31). Par les hypothéses
du Théoréme 5.6 et du Lemme 5.3, pour tout € > 0, il existe un ensemble E5 c (1, +00) de
mesure linéaire finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ E5, nous avons

Ak (2)| > exp {— exp,_ (er(A’C”E)} > exp {— exp,_ (rpf’(As”g)} ) (5.36)
D’autre part, pour r suffisamment grand, nous avons
IF(2)| <exp, (rP0*%) 1A (2) | <exp), (rPP 7€), j#s, j=0,1,-- k. (5.37)

Ainsi, pour tout € (0 < 2e < p1,,(g) —pp(d)) et r assez grand, nous obtenons

F@@) | _ IF(2)d (2)] _ IF (2)]1d (2)]
f(2) |g(2)] M(r, g)
Alors, ,
exp,, (rPrA)*€) exp, (rPr(@+e
F (Z) < pp ( ) (I:))lif ) < expp (rpp(As)+€) . (5.38)
f(2) exp,, (rtr&~¢)
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En remplacant (5.31), (5.36), (5.37) et (5.38) dans (5.35), pour z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U
E» UEs, r — +oo et g (2)|=M(r, g), nous avons

Vg (1)

k
11+o(1)]

J

. 1 {’Ci Vg (1)
exp{—expp_l(rpp(As)+€)} 1l 2

k=11vg (r)
e

=

|1 +0 (]-)| + 2}epr (er(As)+€)

i
[1+o0(1)|+ 2} exp {2 exp,_ (rpp(As)+€)}'

Par conséquent
Ve M1+ 01 < e+ 1 r¥ 1+ 0 (1) exp {2exp,,_, (rPr*9%)} (5.39)

pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ ([0,1]UE, UEs) et|g (2) | =M (r, g) , I — +o00o. Parla formule
(5.39) et du Lemme 3.5, nous avons

_ logPJrl Vg (1)
limsup ———
r—+00 lo

< pp (Ag) +E. (5.40)

Du fait que € (0 <2e<up(g) - pp(d)) est arbitraire, par (5.40) et le Lemme 5.2, nous obte-
nons

Pp (Ag) = Pp+1 (g) .

En moyennant I'inégalité p,, (d) < p,, (f) etle Lemme 5.5, nous aurons p 1 (g) = pp+1(f),
d’'olt pp+1 (f) < pp (Ay) . D’autre part, d’apres (5.2), nous avons

f ‘F(z) k f(j)
IASI<‘— ——|+1Aol+ )_ |Aj]||—] |- (5.41)
f(s) f(Z) 0 j=1| ]| f
j#s

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E; c (0, +00) avec m;(E;) < +o00 et une
constante B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ E;, nous avons

()
‘f—(z) <BITr ), =120k 45 (542

f(2)

Le Lemme 4.1 permet de dire qu’il existe un ensemble E; de mesure logarithmique finie
tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Eq et |g (2)| = M (r, g) et pour r suffisamment grand,
I'inégalité

f(2)
f(S) (2)

est vérifiée. D’apres les hypotheses du Théoreme 5.6, il existe un ensemble H avec

<r?s (5.43)

logdensilz|: z € H} > 0oum;({|z| : z€ H}) =00

de sorte que pour tout z € H, les inégalités (5.25) et (5.26) soient vérifiées. Posons H; =
{lz| : z€e HI'\ (E1 UEy), alors m; (H;) = co. En remplacant (5.25), (5.26), (5.38), (5.42) et
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(5.43) dans (5.41), pour tout z satisfaisant |z| =r € H}, r — +oo et |g(2)]| = M(r, g), nous
avons
exp, (a2l 7)< (e DBr (T (2r, 1) exp,, (BlalPr 7).

En utilisant 0 < < a, nous obtenons

k+1

exp (1= 0 (1)) exp,,_; (2P *)7%)) < (k+ 1) Br (T (27, £)) (5.44)

Il résulte de (5.44) et du Lemme 3.5 que

pp (Ag) <pp+1 (f)-

Ceci et le fait que pp (As) = pp+1 (f) menent a py, (As) = pp+1 (f) et i (f) = p+ 1. Comme
max{pp+1(F), pp+1(Aj) (j=0,1,-++,k)} <pp+1(f) =pp (As), alors

max{i (F), i(A;)(j=0,1,--,k)} <i(f)=p+1(0<p<+o0),
Du Lemme 5.4, nous obtenons
Xp+1(f) :Ap+1(f) =Pp+1 (f) =Pp (Ag).

Le Théoreme 5.6 est ainsi prouvé.

6 Preuve du Corollaire 5.4

Posons h = f — ¢ telle que ¢ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant
i(p) < p+1ouppi(p)<pp(Ay). D'apres le Théoreme 5.6, nous avons i (f) = p+1 et
pp+1 (f) =pp (As) et en utilisant les propriétés de I'ordre itératif, nous obtenons p .1 (h) =
pp+1 (f) =pp (A5). Enremplacant f = h+ ¢ dans (5.2), nous obtenons

MA@ hP + A 1@ h* V4 + AL (@ W +Ay(2)

—F(z2) - (Ak @ OP +Ap_, (@) %V + -+ A1 (29 +Ag (2) (p) . (5.45)

Maintenant, posons G (2) = F (2) = (Ag (2) @ + Aj_1 (2) @ %V + -+ A1 (2) @' +Ag (2) ). Si
i(p) < p+1oupp(p) <pp(Ay), alors, du Théoreme 5.6, on déduit que ¢ n’est pas
une solution de I'’équation (5.2), ce qui implique que G # 0, et dans ce cas nous avons
Pp+1 G < Pp+1 ((P) <pPp (As) = Pp+1 (f) . Alors,

max{py+1(G), pp+1(Aj) (j=0,1,--+,k)} <pp+1(f) =pp (A5)

et par le Lemme 5.4, nous obtenons

ix(f=0)=ir(f-@)=p+1ethpi (f= @) =Api1 (f @) =pp1 (f— @) =pp (A9).

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé quelques résultats de Belaidi [4], Long et Zhu
[63] et nous avons obtenu quelques résultats sur 1'ordre itératif et 'exposant de conver-
gence itératif des zéros des solutions des équations (5.1) et (5.2).
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Chapitre 6

Oscillation complexe des solutions et
leurs dérivées d’ordre arbitraire des
équations différentielles linéaires non
homogenes d’ordre supérieur a
coefficients fonctions entieres

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions I'ordre itératif des solutions des équations différen-
tielles linéaires non homogenes d’ordre supérieur

Ar (@) fFR @) + A1 (2 FE V(@) +--+A1(2) f(2) + Ag (2) f(2) =F (2)

ol Ag #0,A1,---,Ax # 0 sont des fonctions entieres d’ordre p-itératif fini et F # 0 est une
fonction entiere d’ordre p-itératif infini. Nous étendons quelques résultats de Chen [25] et
nous obtenons des estimations générales de I'exposant itératif de convergence des zéros,
I'ordre p-itératif des solutions et I’exposant de convergence itératif des zéros des dérivées
d’ordre arbitraire des solutions de I’équation ci-dessus.

Pour k > 2, nous considérons les équations différentielles linéaires homogenes et non
homogenes

k-1 ,
£ 4 Y Ajf(]) +Agf=0 (6.1)
=1
et
k-1 .
f(k) + Z A].f(]) +Aof =E (6.2)
j=1

ol Ag # 0,A1,---,Ax_1 et F # 0 sont des fonctions entieres. Il est bien connu que si cer-
tains des coefficients de I'équation différentielle linéaire (6.1) sont des fonctions trans-
cendantes alors I'équation (6.1) possede au moins une solution d’ordre infini. Ainsi, la
question qui se pose est : quelle condition sur Ag #0,Ay, -+, Ax—; garantit que toute solu-
tion f # 0 de (6.1) est d’ordre de croissance infini ?

Pour cette question, il existe de nombreux résultats pour les équations différentielles
linéaires du deuxieme ordre et d’ordre supérieur (voir par exemple [19],[20],[32], [39]).
Quand Ay £0, Ay,---,Ax—1 et F # 0 sont des fonctions méromorphes, une estimation de
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I'hyper-ordre des solutions méromorphes des équations (6.1) et (6.2) a été donnée par
Long et Zhu dans [63] ot ils ont prouvé qu'’il existe un coefficient dominant.

Récemment, dans [67], nous avons amélioré ces résultats en étudiant la croissance
des solutions méromorphes de

A @ R (@) + Aot (2) FE V(@) +---+ A1 (2) f(2) + Ao (2) f(2) =0, (6.3)

Ar (@ fR(2) + Aot (2 FE V(@) +---+A1 (2) f(2) + Ag (2) f(2) =F (2) (6.4)

et nous avons obtenu les résultats cités dans les Théoremes 5.5 et 5.6 du chapitre 5 .

Remarque 6.1 Suivant le Lemme 6.1, si le coefficient dominant dans l'équation (6.3) est
Ay, alors toute solution f # 0 de I'équation (6.3) avec A, (%) < Wp (f) satisfait p, (f) = +oo

et Api1 (f) =Aps1 (f) =pps1 (f) =pp (A0).

Maintenant, une autre question se pose : que peut-on dire sur la croissance des solutions
de I’équation (6.4) si p (F) = +0c0? Afin de répondre a cette question, trés récemment, Chen
[25] a étudié la croissance, les points fixes des solutions ainsi que les dérivées des solutions
de I'équation

(@) +A(2) f'(2) + B(2) f (2) =F(a), (6.5)

ou A,B (£ 0) et F £ 0sont des fonctions entiéres telles que p (F) = +oo et il a obtenu quelques
estimations de I'hyper-ordre, '’hyper-exposant de convergence des zéros distincts des so-
lutions et '’hyper-exposant de convergence des points fixes des solutions de 1'équation
(6.5) et leurs premieres et deuxiemes dérivées.

Théoréme 6.1 [25] SoientH un ensemble de nombres complexes satisfaisantlogdens{|z| :
z€H} >0, A et B des fonctions entieres tels que pour certaines constantes réelles « > 0, 1 >
0, nous avons

|A(2)| < exp{alz|"} < |B(2)]

quand z — oo pour z € H . Soient p (A) < p (B) = 1 et F une fonction entiere avec p (F) = +oo.
Alors, toute solution f de l'équation (6.5) satisfait p (f) = +oo. De plus,

(i) Sip2 (F) > W, alors toute solution f de l'équation (6.5) vérifie pa (f)=p2 (F).

(ii) Sip2 (F) <, alors toute solution f de l'équation (6.5) vérifieXs (f) =2 (f) =p2 (f) =
W avec au plus une solution exceptionnelle fy vérifiant p; (fo) < p.

Théoréme 6.2 [25] Soient les fonctions A, B, F et l'ensembleH satisfaisant toutes les hypo-
theses du Théoreme 6.1 et (i) . Alors, toute solution f de I'équation (6.5) satisfait\, (f — z) =
A2 (f'—2) = A2 (f"—2) = p2 (f) = 1 avec au plus une solution exceptionnelle f, vérifiant
P2 (fo) <.

Récemment, El Farissi dans [34] a étudié la relation entre les solutions de I'équation dif-
férentielle homogene (6.1) et leurs dérivées pour k > 2 ou A (j =0,1,..,k—1) sont des
fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini et il a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 6.3 [34] SoientA; (j=0,1,---,k—1) des fonctions méromorphes d'ordre p-itératif
fini. Supposons que toutes les solutions de l'équation (6.1) sont d’ordre p-itératif infini et
pp+1 (f)=p. Sig (#0) est une fonction méromorphes satisfaisant i (¢) < p+1 oupp+1 () <
p, alors toute solution méromorphe f de l'équation (6.1) satisfait i (f — ¢) = ix (fV - ) =

i(f)=p+1etXpr (fV =) =Ape1 (fP =) =pp+1(f) =p,(i=0,1,...).
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Dans cette partie, nous continuons a étudier le probléme d’oscillation des solutions et
de leurs dérivées, nous généralisons le Théoreme 6.1, le Théoreme 6.2 et le Théoréme
6.3 pour les équations de la forme (6.4) en utilisant le concept de I'ordre p-itératif. Nous
obtenons les résultats suivants :

Théoreme 6.4 [70] Soient H un ensemble de nombres complexes satisfaisantlogdens{|z| :
zeH} >0 (oum;({|z|: ze H}) = +o00) etAj (j=0,1,---, k) (Ax £ 0) etF des fonctions entieres
telles que p, (F) = +oo. Supposons que i (Ag) = p, 0 < p < +o0,

max{p, (Aj): j=1,-,k} < pp Ag) <pp(Ag) < +oo, (6.6)
(p > 1 est un entier) et pour certaines constantes réelles 0 < < «, nous avons
Aj(2)| <exp,, (BlzlPP™), j=1,-- K, 6.7)

Ao (2)| > exp,, (alzPP ), (6.8)
lorsque z — oo pour tout z € H. Alors, toute solution méromorphe f del'équation (6.4) avec

)‘P(f) < Wy (f) satisfait p, (f) = +oo. De plus,

(i) si pp+1(F) = pp (Ao), alors toute solution méromorphe f de I'équation (6.4) avec
)‘P(f) < Wy (f) satisfait pp+1 (f) =pp+1 F),

(ii) sipp+1(F) < pp(Ao), alors toute solution méromorphe [ de l'équation (6.4) avec

Ap (f) < Wp (f) satisfait Xp+1 (f) = Ap+1 (f) = pp+1 (f) = pp (Ao) avec au plus une solution
exceptionnelle fy vérifiant pp.1 (fo) < pp (Ao).

Exemple 6.1 Considérons l'équation différentielle

z2f"(2)+3f"(2) + ze 27 f(z) = (cosZz—(g+i)sin22)cosh(sinz)

2

— (sin® zcos z) sinh (sin z) . (6.9)

Dans cette équation, nous avons Ay (z) = ze‘Ziz,Al (2)=0,A2(2)=3,A3(2) =z,

2

F(z) = (cos 2z - zcosz)sinh (sinz),

3 ). . .
>t z) sin 2z) cosh (sinz) — (sin

et

H(A)) = pAg)=1p(A1)=0,p(A2)=0,p(A3) =0,

p(F) = +ooetpy(F)=
Posons . - -

H:{zeC:z:re’e,re [6,+oo[,—ses—}.
4 3

Alors,

|Agl = ‘ze‘zzz = re?sint > er‘/z, |A1|=0<exp{r},

|Az| =3 <expir},|Asl=r <exp{r}

lorsque z — oo pour tout z € H. Il est facile de voir que les conditions (6.6), (6.7) et (6.8) du
Théoreme 6.4 sont vérifiées avec o = V2 et P = 1. Puisque p» (F) = p(Ao) =1, alors d'apres le

Théoreme 6.4 (i), toute solution méromorphe f de l'équation (6.9) avec A (%) < u(f) satis-

fait p2(f) = p2 (F). Nous avons a titre d’exemple la fonction f(z) = COSh(Z‘“ D2 avec A (%) =
0 < u(f)=p(f) = +oo satisfait (6.9) et pa (F) =p2 (f) = 1.
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Exemple 6.2 Considérons l'équation différentielle

2" (2)-6f (2) + 72 2% f(z) = (3-zsin2z)sinzsinh(sinz) +

(ze‘Z"Z2 —3cosz(zsinz+ cos z)) cosh(sin z)(6.10)

. _9:,2
Dans cette équation, nous avons Ay (z) = Z2e2iz ,A1(2) =—6,A2=0,A3(2) = zZ,

2i

F(z) = (3—zsin2z)sin zsinh (sin z) + (ze‘ 2 _ 3cosz(zsinz+ cos z)) cosh(sinz),

et
H(Ag) = pAg=2,p(A1)=0,p(A2)=0,p(A3) =0,
p(F) = +ooetpy(F)=1.
Soit . - .
H:{zeC:z:re’G,re[6,+oo[,—§65—}.
8 6
Alors,

02 2 o 2
|A0|:‘zze 2iz%| _ 2 p2r smzﬁzer ‘/§,|A1|:6<exp{r2},

A =0<exp{r?},|Asl=r*<exp{r?}.

lorsque z — oo pour z € H. Les conditions (6.6), (6.7) et (6.8) du Théoréme 6.4 sont vérifiées

avec o = V2 et B =1. Comme p2 (F) =1<2=p(Ay), alors d'apres les hypotheses et (ii) du
Théoreme 6.4, toute solution méromorphe f de l'équation (6.10) avec A (%) < w(f) satisfait

A2 (f) =2 (f) = p2(f) = p (Ao) avec au plus une solution exceptionnelle. Nous avons d titre
d’exemple la fonction fy(z) = %jmm est une solution exceptionnelle de l'équation (6.10)

avec}\(%):0< 1 (/o) =p(fo) = +oo et nous avons p, (fo) =1 < p (Ag) = 2.

Maintenant, soient Ag #Z 0,A;,---,Ar Z 0 et F # 0 des fonctions entieres. Nous définissons
la suite des fonctions suivante :

AY(2)=Aj(2), j=0,1,...k,

/ i-1(,))
icon_ [ai-1 i1y pie1 oy By (2)
Aj@= (A5} @) +AT @ = AT @) R
. i=1,2,..,j=0,1,.,k-1, (6.11)
Al (2)=A}""(2) =...= A} (2) =A¢ (2), pour tout i €N,

. . . Ai—l(z)’ .
F(9)=F(2),F (2= (F! (2) - F @) Gl i 12,

Corollaire 6.1 [70]Soient les fonctions A ; ( j=0,1,---, k) , F#0 et 'ensemble H satisfaisant
toutes les hypotheses du Théoreme 6.4. Supposons que f est une solution de (6.4) avec

Ap (%) <y (f) etsoientAé., F/,(j=0,1,..,k),i €N définies par (6.11). Alors, toute solution
méromorphe g de l'équation

Al (2gP+Al  (2)g* P+ +Al(2)g +A) (2 g=F (2), 6.12)

satisfaiti (g) = p+1,pp(8) = +oo etpp+1(8) = pp (Ao) avec au plus une solution exception-
nelle gy satisfaisantp,+1(go) < pp (Ao).
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Dans le Théoreme suivant, nous étudions la stabilité de I'exposant de convergence de la
suite des zéros (respectivement zéros distincts) des solutions de 1’équation différentielle
d’ordre supérieur (6.4) avec leurs dérivées.

Théoreme 6.5 [70] Soient les fonctions A ( j=0,1,--- ,k), F et I'ensemble H satisfaisant
toutes les hypotheses du Théoreme 6.4 et (ii) et soit @ (Z 0) une fonction méromorphe sa-
tisfaisant i (@) < p oupp+1 (@) < pp (Ag) . Alors, toute solution méromorphe f avec A, (%) <
Wy (f) de l'équation (6.4) satisfait iz (f0—¢) = i (fP @) = p+1 et Ap1 (fP - ) =
Ap+1 (FP =) = pp+1(f) = pp A0), (i =0,1,...) avec au plus une solution exceptionnelle f;
satisfaisant pp+1 (fo) <pp (Ao) .

Exemple 6.3 Considérons l'équation différentielle

22" (2)+2zf"(2) - 2f '(2) + ze_4izsf(z) e [(z-1)e*+ Bz—1)e®* + 2637 + 4%
, (6.13)
Dans cette équation, nous avons Ay(z) = ze™ % , A1(z) = -2, Ay (2) =2z, A3(2) = 22,

F(z)=e® [(z “1)ef+ (3z—1) €% + z&3% 4 e~ HZ

et
H(Ag) = p(Ag)=3,p(A1)=0,p(A2)=0,p(A3) =0,
p® = p(e)=+00, p2(M)=1.
Soit ' - .
H:{zeC:z:re’e,re[2,+oo[,—$65—}.
12 9
Alors

47r3sin30 2213

—4iz3
IAo(z)I:‘ze “l=re >e ,

IA1(2)| =2 < exp{r’},
|A2(2)| =2r <exp{r’}, |Asl=r* <exp{r’}
quand z — oo pour z € H. Il est clair que toutes les conditions (6.6), (6.7) et (6.8) du Théo-
reme 6.4 sont vérifiées avec « = 2v/2 et p = 1. Comme p, (F) =1 < 3 = p(Ay), alors par le
Théoreme 6.5, toute solution méromorphe f avec A (%) < u(f) de l'équation (6.13) satisfait
(0= 0) = i (fP — ) =2 et Ko (1 ~ ) = Ao (F = 9) = p2 (£) = p(A0) = 3,(1=0,1,..)
avec au plus une solution exceptionnelle fy satisfaisant p2 (fo) < p (Ao) ot ¢ (#0) est une
fonction méromorphe satisfaisant p(@) < +oo ou pz (@) < p (Ag). A titre d'exemple la fonc-

tion fy(z) = é avec )\(%) =0 < u(fo) = p(fo) = +oo est une solution exceptionnelle qui

satisfait 'équation (6.13) telle que p, (fo) =1 < p (Ag) = 3.

Lorsque ¢(z) = z dans le Théoreme 6.5, nous obtenons le corollaire suivant qui généralise
le Théoréme 6.2.

Corollaire 6.2 [70] Soient les fonctionsA; (j=0,1,---,k), F et 'ensembleH vérifiant toutes
les hypotheses et (ii) du Théoréeme 6.4. Alors, toute solution méromorphe f avec A, (%) <
Hp (f) del'équation (6.4) satisfait i () =i (fP)=p+1et

Kpit [F0=2) = Apir (£0 = 2) =pp (£) =pp (A0}, (=0,1,..)

avec au plus une solution exceptionnelle fy satisfaisant pp 1 (fo) < pp (Ag).
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2 Lemmes préliminaires

Pour prouver nos résultats, nous ferons appel aux lemmes cités précédemment ainsi
que les lemmes suivants.

Lemme 6.1 Soit H un ensemble de nombres complexes satisfaisantlogdens{|z| : z € H} >
0 (oum;({lz|: z€ H}) =+oc0) et Aj (j=0,1,---, k) des fonctions entieres telles que Ay # 0.
Supposons que i (Ag) =p, 0< p<+ooet

max{p, (A;), j=1,--+,k} <pp(Ag) < pp(Ag) < +00,
(p > 1 est un entier) et pour certaines constantes 0 < p < o, nous avons
|Aj (2)| < exp, (BlzIPP ), j=1,-- K,

|Ag (2)] > exp,, (aclz]Pr @),

lorsque z — oo pour tout z € H. Alors, toute solution méromorphe f de l'équation (6.3) avec
Ap (%) < Wy (f) satisfait p, (f)=pp (f)=+oo etpp+1 (f)=pp Ag).

preuve Soit f # 0 une solution méromorphe de I’ équation (6.3) avec A, (%) < up(f)-

D’apres (6.3), nous avons

fU(z)
f@ |

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E; < (1, +00) avec m;(E;) < +o00 et une
constante B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ (E; U [0, 1])

k
1Ao(2)| < ) |Aj(2)] ‘ (6.14)
j=1

(/)
‘f (2) <B[T(2n ], j=1,2, k. 6.15)

f (2

Par les hypothéses du Lemme 6.1, il existe un ensemble H avec logdens{|z|: z € H} >0
(oum;({|z]: z € H}) = +00) tel que pour tout z € H lorsque z — co, nous avons

A} ()] < exp, (BlzlPP™)), j=1,---,k, (6.16)

A0 (2) | > exp,, (alzlPP ). 6.17)

Posons Hy ={|z| : z€ HI'\ (E; U [0, 1]), alors m; (H;) = +00. En remplacant (6.15) , (6.16) et
(6.17) dans (6.14) pour tout z satisfait |z| = r € Hy, nous obtenons

k+1

exp,, (a2l “) <kB(T (21, )" exp,, (Bl2IPr ™).

Comme 0 < P < «, alors nous avons

k+1

exp ((1-0 (1) exp,,_; (alzlP? ™)) < kB(T (27, f)) (6.18)

Il découle de (6.18) que
Up(f):pp(f):"'oo

et
pp (Ao) < pp+1(f)-

87



2. LEMMES PRELIMINAIRES

D’autre part, par les hypotheéses du Lemme 6.1, pour r suffisamment grand, nous avons
Aj (2)| <exp,, (rPPR0*), j=0,1,-- k. (6.19)

Par le lemme 5.3, pour tout € > 0, il existe un ensemble E4 < (1, +o0) de mesure linéaire
finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ E4, nous obtenons

|Ax (2)| = exp {—expp_1 (er(Ak)‘H’Z)} > exp {_expp_l (rpp(A0)+€)}. (6.20)
Il s’ensuit de (6.3) que

‘ f(k) (2)
f(2)

+1Ao (2)]]. 6.21)

1 9@
|Ak()|(Z' f”'| f@

Comme A ( f) < MHp ( f), alors d’apres le théoreme de factorisation de Hadamard, nous

= d%g, ou g et d sont des fonctions entieres d’ordre ité-

ratif fini satisfaisant p, (g) = pp (f) < pp(f) = pp(g) < +00, 0 < p < 400, i(d) < p ou

pouvons écrire f comme f(z) =

Pp(d)=Ap(d)=Ap (%) < Hp (f). D’apres le Lemme 5.1, il existe un ensemble E; < (1, +00)
de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ (E» U [0,1]) avec
|g (2)|=M(r,g), nous avons

9@
[
En substituant (6.19), (6.20) et (6.22) dans (6.21), nous obtenons

i
:(ng(r)) 1+o0(1), j=1,---, k. (6.22)

vg (r) ¥

)|/

< ! {Z

exp {— exp,_; (er(A0)+€)}

k-1 AV, (r)]
_ {Z 1

[1+o0()|+ l}exp {Zexpp_1 (er(Ao)+e)} .
=1

+o)|+1 } exp,, (rPrAo)*e)

Par conséquent,
Ve M[11+0MI < kr11+ 0l exp{2exp,,, (740 *)l, (6.23)

pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0, 1] UE; UEy) et|g (2) | =M (1, g), r — +o0. D’apres (6.23)
et Lemme 3.5, nous obtenons
108p+1 Vg (1)

limsup
r—+00 1

<pp(Ag) +e. (6.24)

Comme € > 0 est arbitraire, par ( 6.24) et le Lemme 5.2, nous obtenons

pp+1(8) <pp(Ao).

Grace a I'inégalité p,, (d) < up (f), donc par le Lemme 5.5, nous avons pp+1 (g) =pp+1 (f)-
Ceci et le fait que pj, (Ag) < pp+1 (f) donnent i (f) =p+1etpy+1 (f)=pp (Ag). Par suite, le
lemme 6.1 est prouvé.
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Lemme 6.2 [70]Soient f et g deux fonctions méromorphes aveci(f)=1i(g)=p+1. Alors,

ppr1(f+8) < max(pp(f),pp+1(8)),
pp+1(fg) < max(pp+1(f),pp+1(g))-

Lemme 6.3 [70] Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes dans le plan
complexe. Sipp, (f) =+oo etp,(g) < +oo, alorsp, (fg) = +oo.

Preuve Supposons que p,, (fg) < +oo. Alors,
1
Pp (f) = Pp fg§

1
< max(pp (fg)’pp (g))
= max(p,(fg),pp(g)) < +oo.
Ce qui représente une contradiction. Par suite, p, (fg)=+oo.

Lemme 6.4 [14] Soit f une fonction méromorphe d'ordre [p,ql. Sip > q > 1, alors

Pip.al () =P(p.ar ()

Lemme 6.5 SoientA;(j=0,1,---,k)etF # 0 des fonctions entieres telles que Ay # 0 et Ag #
0. Supposons que f est une solution de I'équation (6.4) . Alors, g; = f©) est une solution de
l'équation ' ' . . '

AL@g®+Al  (2g* Y+ +Al(2)g +Al (2 g =F (2), (6.25)

ot lesfonctionsA;,Fi, (j=0,1,..., k),i €N sont définies par (6.11).
preuve Supposons que f est une solution de I'équation (6.4) et g; = f) . Nous prouvons

par récurrence que g; est une solution de I’équation (6.25). Pouri=1, en dérivant les deux
membres de I'équation (6.4), nous obtenons

Ar @ fEY 4+ (A (@) +Aro1 (@) O+ + (A] (2) +Ag (@) f + AL (2) f=F (2).  (6.26)
Par (6.4), nous avons

f: F— (Ak (2) f(k) +Ak—1 (2) f(k—l) +--+A(2) f,) . (6.27)
A (2)

En remplacant (6.27) dans (6.26), nous obtenons

A} (2)

Ag () fHD 4 A (2

Al (2) + A1 (2) - Ak (z)) f®

!

A} (2)
+ (A’,C_1 (2) + A (2) — =

puca)

A (2)
Al (2) Al (2)
s A A—OA)’:F’—OF. 2
+ +( 1(2) + Ao (2) Ao (2) 1)) f (2) Ao (@) (6.28)
D’ou
A2 gP+al gk VAl L@g P . +Af(2) g =F.. (6.29)
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En utilisant (6.11), comme A (z) = A, (), (6.29) devient

Al gP+al  (@gF VAl L@g P+ vl @ g =

Supposons que I'assertion est vraie pour toutes les valeurs qui sont inférieures a un cer-
tain i. Supposons que g;_; est une solution de I’équation

AT (@) g® + AT (2 gV + AL (2 g% P+ + A (2) gy = FL (6.30)

En dérivant les deux membres de I’équation (6.30), nous obtenons

A;c 1(z)g(k+1) ((A;'C—l(z)) +Az 1(z)) (k) ((Az 1(2)) +Al 1(2)) (k=1)

. ! . !
o+ (A1 @) g =(F) (6.31)
De (6.30), nous avons
Fi—l
Al l(z) g(k) Al 1 (Z) g(k 1) Al 1 (Z) g(k 2) +"'+Ali_l (2) gl,'—l
(6.32)
Ay (@)

En remplacant (6.32) dans(6.31), nous obtenons

(A @) &
)

+| (A (z))' +AZL (2) - AL (2) 220
} AT ()

A1 @)') s
— |

Al (2)

+| (Al (z)) +AZL (2) - AL (2)

(af " @)’

+..+ —
Ay (2)

. / Ai_1 ! .
’ —(F’_l)—MF’_I. (6.33)

(A’f1 (z))'+Af;1 (2) - A"l (2) gl = -
Ay (2)

Par (6.33) et (6.11), nous avons
Afc (2) gEk) + Afc_l (2) glgk_l) + A;;_z (2) glgk—2) + .+ Af) (2)gi= F'.
Donc, le Lemme 6.5 est prouvé.

Lemme 6.6 SoientA; (j =0,1,---, lc) des fonctions entieres telles que A # 0 et Ay # .0 Sup-
posons que [ est une solution de I'équation

Ar @ FO+ A ) fE V4 v AL (2) 1+ A0 (2) f=0. (6.34)
Alors, g; = f9 est une solution de I'équation

kD4 Al (2) gl + Al (2)gi =0, (6.35)

AL(2g® +Al  (2)g!
out les fonctions A; (j=0,1,..., k),i € N sont définies par (6.11).

preuve Par un raisonnement similaire a celui du Lemme 6.5, nous obtenons le Lemme
6.6.
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3 Preuve du Théoreme 6.4

Soit f une solution méromorphe de (6.4) avec A, (%) < Hp (f)- Supposons que p,, (f) <
+00. En combinant (6.4) et le premier théoreme fondamental de Nevanlinna, nous obte-
nons

k ok
TR <Y T(nfD)+ Y T(rA))+0). (6.36)
= =

En utilisant un raisonnement similaire a la preuve de la formule T (r, /') < 2T (r,f ) +

m (r, fT’) , (voir [82], p 97), pour tout entier j € [1, k], nous obtenons

() (-1 . ! .
r, f,] )+2m(r,f], )+...+2]_1m(r,L)+2]T(r,f). (6.37)
FU-1 fU-2) f

T(r,f(j)) <m

En combinant (6.36) et (6.37), nous aurons

k k ()
TR <) T(rAj)+aT(rf)+ce) m (r, B A D, (6.38)
j=0

i FG-1)

avec ¢; > 0, ¢, > 0 sont des constantes. Du fait que max{p, (A;): j=1,,....k} <pp (Ag) <
+o0o et du Lemme 3.11, nous avons

pp (F) <max{p, (Ao),pp (f)} < +oo.
Ce qui contredit le fait que

Par conséquent p, (f) = +oo.
Maintenant, supposons que fi, f2, ..., fx sont des solutions méromorphes non triviales

de I'équation homogene correspondante (6.3) de (6.4) avec A, (fl,) <up(fi)(j=1,...k).

Du Lemme 6.1, nous obtenons pp+1 (fj) =pp (Ao), (j =1, ..., k) et d’apres la théorie élémen-
taire des équations différentielles, toutes les solutions de (6.4) peuvent étre représentées
sous la forme

f (2)= f() (2) + B1f1 (2) + B2f2 (2)+...+ kak (2), (6.39)
ol By,...,By € C et la fonction f; ala forme
J0(2)=C1(2) f1(2) +C2(2) f2(2) +... + Ci (2) f (2), (6.40)

ol C;(2),...,Ck(z) sont des fonctions méromorphes satisfaisant

C=EGj (fi, for oo f) W (fi forn )] 0T = 1 K, (6.41)

avec Gj (f1, f2,.. fi) sont des polynomes différentiels en fi, f>,..., fi et leurs dérivées aux
coefficients constants et W (f1, f2, ..., fx) désigne le Wronskian de fi, f2, ..., fc. Comme le
Wronskian W( fi for 0 fk) est un polyndéme différentiel en fi, f, ..., fx , alors I'utilisation
du Lemme 6.2 et du Lemme 6.4 méne a

Pp+1 (W (1, for s fie)) Smax (pp1 (i), J=1,, - k) =pp (Ao) . (6.42)

En outre, comme Gj (fi, f2, ..., fx) sont des polynomes différentiels en fi, f, .., fi et leurs
dérivées aux coefficients constants, ainsi

pp+l (G] (fl)fZ) !fk)) < max(pp+l (f]))] = ]-n---) k) = pp (AO) . (643)
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Du Lemme 6.4 et des formules (6.41), (6.42) et (6.43), pour j =1,,..., k, nous déduisons que

Pp+1(Cj)=pp+1 (C}) <max (pp+1 (F),pp (A9)). (6.44)
De (6.39), (6.40) et (6.44), nous obtenons

Pp+1 (f) maX(pp+1 (fj);pp+1 (Cj),j:l,,...,k)

<
< max(pp+1(F),pp (Ag)). (6.45)

(i) Si pp+1 (F) = pp (Ag), alors d’apres (6.45) toute solution méromorphe f de I'équation

(6.4) avec A, (%) < Wy (f) satisfait pp41 (f) < pp+1 (F). D’autre part, comme
max{p, (Aj): j=1,..,k} <pp(Ag) < +oo,
alors pp+1(Aj) =0, j=0,1,..., k et en utilisant I'inégalité (6.38) nous obtenons
pp+1 () <ppr1(f)-

Par conséquent, toute solution méromorphe f de I'équation (6.4) avec A, (%) < up(f)

satisfait pp+1 (f) =pp+1 ().

(i1) Sipp+1 (F) <pp (Ag), alors'inégalité (6.45) assure que toute solution méromorphe f
de I'équation(6.4) avec A, (%) < Wp (f) satisfait pp+1 (f) < pp (Ag) . D’autre part, nous af-
firmons que I'équation (6.4) ne peut posséder au plus qu'une solution exceptionnelle
Jfo satisfaisant p,; ( fo) < pp(Ag). En effet, s'il existe une seconde solution f, de I'équa-
tion (6.4) satisfaisant pj; ( f*) < pp(Ap), alors en utilisant le Lemme 6.2, nous obtenons

pp+1 (fo— f+) <max(pp+1(fo),pp+1(fi)) < pp (Ag), mais fy — f. est une solution de (6.3),
cela contredit le Lemme 6.1. Donc, I'égalité pp.1 (f) = ppp (Ao) est vérifiée pour toute so-
lution de (6.4) avec au plus une solution exceptionnelle f; satisfaisant p,+1 (fo) < pp (Ao).
Comme pp+1 (F) <pp (Ag), alors

max{pp+1 (F), pp+1(A;) (j=0,1,---,k)} <pp (Ao) =pp+1 (f)-

Donc, du Lemme 5.4, nous obtenons les égalités suivantes
Xpr1(H) =Aps1(F) =pp+1 (f) = pp A0), (6.46)

qui sont vérifiées pour toute solution de I'équation (6.4) vérifiant A, (%) < Wy (f) avec

au plus une solution exceptionnelle f; satisfaisant p,+1 (fo) < pp (Ag). Ceci complete la
démonstration du Théoréme 6.4.

4 Preuve du Corollaire 6.1

Soit {fi, f2,.., f} un systéme fondamental de solutions méromorphes de I'équation
homogene correspondante (6.3) del'équation (6.4) satisfaisant A, (%}) <mp(fi)(j=1,,... k).
Montrons que { 1”), 2(”, o ,ii)} est un systeme fondamental de solutions méromorphes
de I’équation homogene correspondante

AL 2g®+AL_ (2)g* P+ +Al(2)g +AL(2)g=0 (6.47)
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de (6.12). Du Lemme 6.6, il s’ensuit que f(i), Z(i), oy fly) sont des solutions de (6.47). Soient

aq,02,..., 0 des constantes telles que
oqflm + (ngz(i) +...+ag ]gi) =0.

Alors,
O(1f1 + O(2f2 +...+ (xkfk =P (2),

ou P est un polyndme de degré inférieur a i. Comme o f1 + a2 f> + ...+ oy fi est une solution
de I'’équation homogene correspondante (6.3) de 'équation (6.4), alors P est une solution
de (6.3) et par le Lemme 6.1, nous déduisons que P est une solution d’ordre p—itératif
infini de (6.3), cela mene a une contradiction. Par conséquent, P est une solution triviale.
Par suite o fi + 02 f> + ... + &k fi = 0. En utilisant le fait que {f}, f2, ..., fc} est un systeme
fondamental de solutions méromorphes de I'’équation (6.3), nous obtenons a; = = ... =
o = 0. Maintenant, soit fy est une solution particuliere de I’équation de (6.4), d’apres le
Lemme 6.5, nous obtenons fo(i) est une solution particuliére de 1’équation (6.12) et soit
g une solution non triviale de (6.12). Alors, du fait que { fi (i), 2(1')’ - Igi)} est un systeme
fondamental de solutions méromorphes de (6.47), nous affirmons qu’il existe, donc, des
constantes a,ay, ..., non nulles telles que

g=fP+arfi +ofi” +.. o f (6.48)
Soit

h:f0+(x1f1 +O(2f2+...+0(kfk,

une solution de (6.4). D’apres les conditions du Corollaire 6.1 ( ou bien le Théoréeme
6.4(ii)), nous obtenons p;, (h) = +oo, pp+1(h) = pp (Ag) avec au plus une solution excep-
tionnelle hy satisfaisant py+1 (ho) <pp (Ag).

Comme h'! = g, alors d’aprés le Lemme 6.4, nous avons pj, (§) = pp (h) = +ooetpp+1 (g) =
Pp+1(h) =pp (Ag) avec au plus une solution exceptionnelle gy satisfaisant

Pp+1(80) = Pp+1 (ho) <pp (Ag).

5 Preuve du Théoreme 6.5

Supposons que f une solution méromorphe de (6.4) avec A, (%) < Hp (f)-Alors, d’apres

le Théoreme 6.4 (ii), nous obtenons i (f) = p+1, pp+1 (f) = pp (Ag) avec au plus une so-
lution exceptionnelle f, satisfaisant pp+1(fo) < pp (Ao). Prenons g; = £, alors en utili-
sant le Lemme 6.5, nous avons g; est une solution de (6.25) et par le Corollaire 6.1, nous
obtenons i(g;) = p+1, pp(8i) = +o0, pp+1(8i) = pp (Ao) avec au plus une solution ex-
ceptionnelle gy satisfaisant p,1(go) < pp (Ag). Soit g; une solution de (6.25) telle que
i(gi)=p+1 pp(gi) = +oo, pp+1(8i) = pp (Ag) et soit ¢ (Z0) une fonction méromorphe
satisfaisant i (¢) < p ou pp+1 (@) <pp (Ag) . Posons, maintenant, w(z) = g;(z) — ¢ (2), alors

i(w)=i(gi)=p+1 ppr1 (W) =pps1(8i) =pp+1(f) =pp (A0). (6.49)
D’autre part, du fait que g; = w + ¢ et du Lemme 6.5, nous obtenons

AL @wP+Al @ w* Y+ +Al (D w=D;(2) (6.50)

D; (2)=F (2) - (A% (2 0P () + AL, (29" (2) + -+ A5 (D)9 (2). (6.51)
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Maintenant, nous prouvons que p, (D;) = +oco. De p,, (?) =pp (A) < +00, pp (FI7Y) =

i-1 o
+00 et du Lemme 6.3, nous avons p,, % = +o0. En utilisant le Lemme 6.4, nous aurons
0

L (F1 ! pi-1
pp A6_ ._ :pp - = +00. (6.52)
ALt A

Comme .

— —17

0 Ai—l( ) Ai—l( ) ’

0 0

alors,

Y Af)_l' 1
op|(F!) - 25 F | = 400, (6.53)

Supposons que p,, (D;) < +oo. Alors, par I'inégalité (6.51), nous avons

i—1
1\ (A6 ) =
o) - S

ep ()

o {0+ 0+l
max py (01), pp { (Af0™ + Af_y 047" 4+ Ajo)})
max{p, (D),pp (9),0p (A;) (j=0,1,--+,k)} < +oo. 6.50)

NN

La formule (6.54) contredit (6.53), par suite

Pp (D;) = +o0.
De l'égalité ppyy1 | = | = pps1 (A7) et du Lemme 6.2, nous avons
g pp Aé)l pp 0
Pp+1(Di) = pp+ (Fi - (A’,'C(p(k) +A§C_1(p(k_1) + .- +Af)(p))

max (pp+1 (Fi);ppﬂ (A;.C(P(k) +A§C_1(P(k_1) +--- +A6(p))
max(pp+1 (F),pp+1 ((P) yPp+1 (A]) , j=0,1,---, k)
= pp+1(F) <pp(Ag). (6.55)

NN

Ainsi, en utilisant (6.6), (6.49) et (6.55), nous obtenons
max(ppﬂ D), pp+1 (A;) (j=0,1,---, k)) <pp(Ag) =pp+1 (W). (6.56)
Et du Lemme 5.4, toute solution de (6.50) avec pp+1 (W) = pp (Ag) satisfait

(W) = ix(W) =i (W) = p+1, Aps1 (W) = Apa1 (W) =pp+1 (f) = pp (Ao) . (6.57)

De ce dernier résultat, nous obtenons
i (f(i) _ q,) = i\ (f(i) _ (p) =p+1,X,01 (f(i) _ (p) =Aps1 (f(i) _ (p) =pp+1 (f) =pp (A0),
avec au plus une solution exceptionnelle f; satisfait p,+1 (fo) < pp (Ag).
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6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait le choix de nous concentrer sur deux aspects de
I'étude des équations différentielles linéaires non homogenes d’ordre supérieur. Le pre-
mier aspect concerne une généralisation de quelques résultats de Chen et d’ El Farissi
en traitant I'ordre itératif des solutions de ce type d’équations. Le deuxieme aspect étude
la stabilité de I’exposant de convergence de la suite des zéros (respectivement zéros dis-
tincts) des dérivées d’ordre arbitraire des solutions de I’équation ci-dessus.
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Chapitre 7

Solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires a coefficients
fonctions entieres d’ordre [p,q]

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions méromorphes des équa-
tions différentielles linéaires homogenes et non homogenes d’ordre supérieur dont les
coefficients sont des fonctions entieres d’ordre [p, g] fini. Nous obtenons des résultats sur
l'ordre [p, gl et le [p, g]l-exposant de convergence des zéros des solutions pour de telles
équations.

La théorie des équations différentielles linéaires complexes a été développée depuis
les années 1960. De nombreux chercheurs ont étudié les équations différentielles linéaires
complexes

FP@+Ar1 @) FE V(@) ++A1(2) f1(2) + A (2) f(2) =0 (7.1)

et
FP@+Ar1 @ FE V(@) +--+A1(2) f1(2) + A (2) f(2) =F (2), (7.2)
ouAy #Z0,A;,---,Ar_1 et F £ 0sont des fonctions entieres d’ordre fini et k > 2 est un entier.

Lorsque les coefficients Aj(j =0,1,...,k —1) et F sont des fonctions entiéres, il est bien
connu que toutes les solutions de (7.1) et (7.2) sont des fonctions entiéres et si certains
coefficients de (7.1) sont des fonctions transcendantes, alors (7.1) a au moins une solution
d’ordre infini. Nous nous référons a [58] pour plus de détail sur la croissance des solutions
entieres de (7.1) et (7.2). Il existe également de nombreux travaux en considérant I'hyper
ordre et I'ordre itératif des solutions des équations différentielles linéaires complexes (voir
[13],[23],[44],[53], [561,[671,[72], [73], [80] ).

Au cours des derniéres années, certains chercheurs ont étudié les propriétés des solu-
tions des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions en-
tieres et méromorphes d’ordre [p, g] dans le plan complexe (voir [11],[12], [36], [61],[62],
[85]). Pour autant que nous sachions, Liu, Tu et Shi, dans [62], introduisaient d’abord le
concept de l'ordre [p, g] pour le cas p > g > 1, pour étudier 'ensemble des solutions de
(7.1) et (7.2) et ils ont obtenu certains résultats en utilisant I'ordre [p, q] de Ay pour domi-
ner l'ordre [p, q] des autres coefficients et ils ont obtenu un résultat sur p(+1,4)(f) comme
suit.
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Théoréme 7.1 [62] SoientAj(j=0,1,...k —1) des fonctions entieres vérifiant

max{p[p'q] (A]) ’ -];‘S} < p[p,q] (Ag) < +o0.
Alors, toute solution f de l'équation (7.1) vérifie

Pip+1,q] (f) < p[p,q] (Ag).

En outre, au moins une solution de (7.1) satisfait p(p+1,q)(f) = Pp.q] (Ag).

Théoréme 7.2 [62] SoientAj(j=0,1,...k — 1) des fonctions entieres vérifiant

max{p[pﬂ] (A])’ j: 1""k_ 1} < p[p,q] (AO) < +o0.
Alors, toute solution non triviale f de l'équation (7.1) vérifie pip+1,q1(f) =P[p,q) (A0) -

Théoreme 7.3 [62] Soient A (j =0,1,..k— 1) etF # 0 des fonctions entieres vérifiant
max{p[pyq] (Aj), Pp+1,qE),j=1,.., k- 1} <P[p,q] Ao) < +oo0.

Alors, toute solution f de l'équation (7.2) vérifie X[p.;.lyq] () = Apr1r,q1 () = Pip+1,q1 () =
P[p.q] (Ao) avec au plus une solution exceptionnelle fo satisfaisant pjp+1,q1(fo) < pyp,q] (Ao) .

Dans ce chapitre, nous considérons pour k = 2, les équations différentielles linéaires ho-
mogenes et non homogenes
Ar(@) fP @) + A1 (2 AP @)+ + A1 (2) f1(2) +Ag (2) f(2) =0 (7.3)

et
A @ P2 + A1 (@ FE V(@) +--+ A1 (2) f1(2) + A (2) f(2) =F (2), (7.4)

ouAg#0,A;,---,Ar Z0 et F £ 0 sont des fonctions entieres. Il est bien connu que si Ay est
une fonction entiere non constante, alors I’équation (7.3) ou 'équation (7.4) peut avoir
des solutions méromorphes. En effet, I'’équation

(z-D2f (2 +(z-122e - 1f (&) + ((z—1)?e* + 2° - 32) f(2)

=[4(z—1)e* —4e%+z—1]e® +(z—1)%e* + 2% -3z

admet une solution méromorphe

Le but principal de cette partie est d’améliorer les résultats ci-dessus en considérant’ordre

[p, ql. Le présent chapitre peut étre compris comme une extension des travaux de Long
et Zhu [63] et de nos résultats de [67] d'un ordre p— itératif a 'ordre [p, g]. En fait, nous
allons prouver les résultats suivants.
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Théoreme 7.4 [69] SoientH un ensemble de nombres complexes vérifiantlogdens{|z|: z €
H} > 0 (ou m;({|z]: z € H}) = +00), p, q des entiers tels quep > q > 1 etA;j (j=0,1,---,k)
des fonctions entieres telles que A # 0. Supposons qu'il existe un entier s(0 < s < k) tel que

o X P11 (A1)} < M) (A9 <ppp g (A9 =p < oo,

pour certaines constantes réelles y satisfaisant 0 < p < p et pour toute (0 <& < p— ) suffi-
samment petit, nous avons

|A (z)|<expp+1{plogq r},j;{s,jzo,l,...,k’

|As (2) | = exp 44 {(p —¢)log, r}

lorsque z — oo pour z € H. Alors, toute solution non-transcendante f # 0 de (7.3) est po-
lynémiale avec deg f < s— 1 et toute solution méromorphe transcendante f de (7.3) avec

N (3) < Hipag) (F) satisfaitpppn g1 (F) =0(pq A9
Quand A, = 1, nous obtenons le corollaire suivant pour des solutions entiéres.

Corollaire 7.1 [69] SoientH un ensemble de nombres complexes vérifiantlogdens{|z|:z €
H} >0 (oum;({|z|: z€ H}) = +00), p, q des entiers telsquep > q > 1 etA; (j=0,1,--- , k—1)
des fonctions entieres. Supposons qu’il existe un entier s(0 < s < k—1) tel que

o™ AP0 ()] < i) (A0 S Pppg) (A9 =p < 400,

pour certaines constantes réelles y satisfaisant 0 < p < p et pour toute (0 <& < p — p) suffi-

samment petit, nous avons

|Aj(2)] Sexppﬂ{plogqr}, j#8,j=0,1,---,k—-1,

1A (2)] > expyi1 {(p—¢)log, 7},

lorsque z — oo pour z € H. Alors, toute solution non-transcendante f # 0 de (7.1) est poly-
nomiale avec deg f < s —1 et toute solution transcendante f de (7.1) satisfaitp(, 1 4] (f)=

Plp.q] (As)-

Corollaire 7.2 [69] Soient les fonctionsAj (j=0,1,---, k) et 'ensemble H satisfaisant toutes
les hypotheéses du Théoreme 7.4 et soit ¢ (% 0) une fonction méromorphe transcendante sa-
tisfaisantpy1,4] (¢) < P[p.q] (As) . Alors, toute solution méromorphe transcendante f avec

Alp.a] (%) < W[p,q] (f) de léquation (7.3) satisfait

Np+1,q] (F = @) = Apa1,g) (f = @) =p[pe1q] (F = ©) =P[p.q) (AS).-

En considérant I'équation différentielle linéaire non homogene (7.4), nous obtenons les
résultats suivants.

Théoreme 7.5 [69] Soient H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens{|z| :
zeH} >0 (oum;({|zl:ze H}) = +o0) etA; (j=0,1,---,k), F # 0 sont des fonctions entieres
telles que Ay # 0. Supposons qu'il existe un entier s(0 < s < k) tel que

oo X #S{P[p,ql (A), 0(pua) Bf < Uipg) A9 < lpg) () =p < +o0,
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pour certaines constantes réelles y satisfaisant 0 < p < p et pour toute (0 <& < p — p) suffi-
samment petit, nous avons

IAj(z)IgexppH{plogqr}, j#s,j=0,1,---,k,

|As(2)] > exp {(p —€) log,, r} )
lorsque z — oo pour z € H. Alors, toute solution non-transcendante f de l'équation (7.4) est
polynémiale avec deg f < s—1 et toute solution méromorphe transcendante f de (7.4) avec

Alp.al (%) < Wip,q] (f) satisfait Aps1,q1 (f) = N pirq) (F) = Plperg) () =Pppq (As).-
Lorsque A = 1, nous obtenons le corollaire suivant pour des solutions entieres.

Corollaire 7.3 [69] Soient H un ensemble de nombres complexes satisfaitlogdens{|z|: z €
H} > 0 (ou m;({|z]: z€ H}) = +00) et Aj (j=0,1,---,k—1),F # 0 sont des fonctions entiéres.
Supposons qu'il existe un entier 5,0 < s < k—1 tel que

oo X #{P(p,q) (A), () B} < B (85 < P(pg) (A =p < +oo,

et pour certaines réelles constantes i satisfaisant0 < @ < p , nous avons pour toute, (0 <e <p — )

suffisamment petit,

1A} (2) ] <expp+1{plogqr}, j#s,j=0,1,---,k-1,

|As (2)| = exp, 4y {(p—a) log, r},

lorsque z — +o00 pour z € H. Alors toute solution non transcendante f de (7.2) est un po-
lynome avec deg f < s—1 et toute solution transcendante f de (7.2) satisfait pp+1,q) (f) =

P(p.g) (As)-

Corollaire 7.4 [69] Soient les fonctionsA ( j=0,1,---, k) ,F et 'ensembleH satisfaisant toutes
les hypotheéses du Théoreme 7.5 et soit @ (£ 0) une fonction méromorphe transcendante vé-
rifiant p[p1,4] (p) < P(p.q] (As). Alors, toute solution méromorphe transcendante f avec

Ap.g] (%) <H[pq] (f) de l'équation (7.4) satisfait

X[p+1,ci] (f =) =X [pir,q) (f = @) =Ppr1,q) (f =) =P[p,q1 (As).

2 Lemmes préliminaires

Nos preuves dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 7.1 [35] Soient f = % une fonction méromorphe ot g et d sont des fonctions en-
tieres vérifiant iy, q1 (8) = Wip.q) (f) = M < Ppg) () =Pp.q) (8) S +oo ety gy (D) =ppp g ()=
)\[p'q] (%) < p. Alors, il existe un ensemble E, c (1,4+00) de mesure logarithmique finie tel
que pour tout z satisfaisant|z|=r ¢ ([0,1]UEy) et|g(2)|=M (r, g) , NOUS avons
f(n) (2) _ (vg(r)
fla

oL Vg (r) représente l'indice central de g.

n

(I+0(1)),neN,
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Lemme 7.2 [62] Soient f une fonction entiére d'ordre [p, q| et v £ (r) lindice central de f .

Alors,
log, vy (1)

~li
Plp.a1 (f) imsup log, 7

Lemme 7.3 [36] Soient f = % une fonction méromorphe ot get d sont des fonctions en-
tieres vérifiant
Hip.q] (g) =H[p,q] (f) =pu< Pp.q] (f) =P[p,q] (g) < +oo

et
1
Aipia) () =Pp.q) () = Npg) (?) <

Alors, il existe un ensembleE4 c (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
vérifiant |zl = r ¢ (10,11 UE,) et |g (2) | = M(r, g), nous avons

f (@
f(S) ()

Lemme 7.4 [36]Soit [ une fonction entiére telle que  pp,q) (f) < +oo. Alors, il existe un
ensemble Esc(1,+00) de mesure linéaire finie tel que pour tout € >0, nous avons

exp{—expp {(p(p,q) (f) +e)log, r}} <|f @) <exp,iy {(p(p,q) (f) +e)log, r} (r ¢ Es).

Lemme 7.5 Soient A (j =0,1,--- ,k), Ak (Z0) et F(Z0) des fonctions méromorphes et f
une solution méromorphe d'ordre [p, q] infini de l'équation (7.4) satisfaisant la condition
suivante

<r?, (seN).

b=max{p(p11,q) ), P[psrg (A7) (=01 K)} <plprig) (F)-
Alors, _
Np1,q] ) =X ps1,q1 P =P[ps1,q1 (F)-

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe de (7.4) d’ordre [p, q| infini. Par
I’équation (7.4), il est clair que si f a un zéro a zy d’ordre a(a > k), et Ay, Ay, ..., Ax (Z0)
sont tous analytiques en z, alors F doit avoir un zéro en zy d’ordre au moins o — k. Par

conséquent,
n(rl)<kﬁ(r 1) ( )+in rA
yf AN yf ]:0 ’ ]
et
N(rl)<kN(rl)+N(rl)+ZN(rA-) (7.5)
)f AN )f )F ]-:0 yEXT ). .
Maintenant (7.4) peut étre réécrite comme suit
1 f(k) f(k—l)(z) f'(2)
—=—|Ax +A - —+...+A + A . 7.6
7@ F(z)( (2) 7@ k-1 (2) 7@ 1(2) ) 0(2) (7.6)

Par le Lemme 3.11 et la formule (7.6), nous obtenons pour tout z vérifiant |z| = r a 'exté-
rieur d'un ensemble Eg < (0, +00) de mesure linéaire finie, nous avons

m(r,%) < m(r%)+]XI:i ( f](:))+zk: m(r,Aj)

< m[ng]+ X m(ra) +0l0grT (). @

j=0
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Par conséquent, les formules (7.5) et (7.7) ménent a

T(r,f) = T, %) +0(1)

k
< ThB+) T(rAj)+ lcN(r, %) +0(logrT(r, f)) (7.8)
j=0

pour tout r ¢ Eg suffisamment grand . Dans ce cas, nous avons
1
O(logrT(r, f)) < ST ). (7.9)

En utilisant la définition d’ordre [p, g], pour tout & (0 <2e<Pps1,q (f) - b) et pour r suf-
fisamment grand, nous obtenons

TrF < exppﬂ{(b+£)logqr}:o(l)exppﬂ{(p[pﬂyq](f)—s)logqr}, (7.10)

T(r,Aj) < exppﬂ{(b+s)logqr}:o(l)exppﬂ{(p[pﬂyq] (f)—e)logqr},j:O,l,,...,k.
(7.11)

D’apres (7.8), (7.9), (7.10) et (7.11) et pour r ¢ Eg suffisamment grand , nous avons

—( 1
T(r, f) <2kN (r, ?) +o(l)exp,, {(p[pﬂ,q] (f)- e) log,, r}. (7.12)
Dong, pour toute f, du Lemme 4.3 et de I'inégalité (7.12), nous avons

Plp+1,q] (f) <X[p+1,q] (f) .

D’ou,

Sachant que X[pH_q] (f) < Appe1,q] (F) <Ppps1,q (f), alors

Lemme 7.6 Soit f = % une fonction méromorphe ot g et d sont des fonctions entieres. Si
0 < P[pg) (@D < Hpg (f), alors g1 (8) = Wipg (f) € Plpgl(8) =P[pa (F)- De
plus, si P[pq] (f)=+00, alors Pp+1.q] (g) =Plp+1,9] (f).

Preuve. Considérons les trois cas suivants.

Cas 1.p[,, 4 (f) < +oo.
D’apres la définition de I'ordre [p, g], 1l existe une suite croissante {r,}, (r, — +00) et

un entier positif n tels que pour tout n > ng et pour tout € € (0, Plp.a] (f); Plp.a] (d)) et comme
0<P[pq] (D) <Hpg] (f) <Plp,q (f), nous avons

T (rn f) >expp{(p[p,q] (f)—e)logq(rn)}, (7.13)
et

T (rp,d) < epr{(p[p,q] () +z—:) logq(rn)}. (7.14)
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Puisque T(r, f) < T(r,g) + T(r,d)+ O(1), alors pour tout n assez grand, nous avons

exp {(p1p.q1 (F) —€)10g, )} < T &) +exp, {[ppp.q1 (@ +e)log, (ra)} +0(1). (7.15)

Pp.al (F)=Plp.q) (d))
2

Du fait que e € (0, , la formule ( 7.15) devient

exp{(1 - o) exp,_ {(p(pq) () —¢)log, rm}} <T(rn 0+ 0,

pour tout n suffisamment grand. Par conséquent,

Pp.q] (f) < Pp.q] (g) .
D’autre part, puisque T(r, ) < T(r, f) + T(r,d) et p,, 51 (d) <pp,q] (f), alors

Pp.q] (g) < Pp,q] (f) :

D'ot1p(, 41 (8) =P[p,q] (f). Enutilisant un raisonnement similaire et la définition de I'ordre

[p, q] inférieur u, 41 (f) et uj, 41 (g), nous pouvons montrer que iy, 41 () = Hyp,q) (f) -

Cas 2. pp, 41 (f) = +oo.

Supposons le contraire de I'affirmation iy, ;1 (g) = K[y 41 (f) C'est a dire pp, 41 (g) <
H[p,q] (f). Nous visons une contradiction. D’apreés la définition du 'ordre [p, g]- itératif
inférieur, il existe une suite croissante {r,}, (r, — +00) et un entier positif n, tels que pour
tout n > ng et pour tout € > 0, nous avons

T(rn,g) < expp{(p[p'q] (g)+e)logqrn},
T(r,,d) < expp{(p[p'q](d)+e)logqrn}.

De l'inégalité T(ry,, f) < T(rp, g) +T(r,, d)+0O(1), pour tout n assez grand, nous obtenons

T(ry, f) <exp, {(p[pyq] (g)+ s) log, rn} +exp, {(p[pyq] (d) + e) log, rn} +0(1).
Ainsi,
Hipa) (F) S max{iugpq) (8), Wiy (@)}
Ce dernier résultat représente une contradiction avec notre hypothese.

Cas 3. [, 41 (f) <+ooetppy 4 (f) = +oo. En utilisant un raisonnement similaire a celui
des cas 1 et 2, nous pouvons montrer le cas 3.

Enfin, nous allons prouver que p[,.1,4] (8) = P[p+1,q) (f)- Supposons que p, 41 (f) = +oo.
Il existe alors une suite croissante {r,}, (r;, — +o0) telle que

. log, T (rn, £)
Plp+1,9] (f) = nEIPm logq n )

En combinant I'inégalité py,, 4 (d) < 1, 4 (f) et les définitions de I'ordre [p, q] et I'ordre
[p, gl inférieur et nous obtenons

l. T(rn;d)
im =0.
n—+oo T (rn,f)

Par suite, il existe un entier positif N tel que pour n > N

T(rn, f) < 2T(ry, 8+ O(D).
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Ainsi, pp1,q] () <P[p+1,] (&) Comme T(r,8) < T(r, f) +T(r,d), il existe donc un entier
positif N tel que pour n >N
T(ry, 8) < 2T(rp, .

Doty Plp+14] (8) < P[p+1,q) (f)- Alors, ppi1,g) (f) = Pp+1,9] (&) Le Lemme 7.6 est ainsi
prouvé.

Remarque 7.1 Le Lemme 7.6 a été prouvé pour p = q =1 par Long et Zhu dans [63].

Lemme 7.7 [15] Soient p > q > 1 des entiers, [ et g des fonctions méromorphes non-
constantes d’ordre [p, q] . Alors,

Pipa (f +8) <max{ppy,q (), Pppal (8)]

et
Olpal (£8) <max{p(pq1 (1),01pq) (8)}-

De plus, sip(,,q1 (f) > p(p,q) (&), alors

Pl (F +8)=Pp,q) (f8) =P[pq (f)-
3 Preuve du Théoréme 7.4

Supposons que f # 0 est une solution rationnelle de (7.3). Si f est une fonction ra-
tionnelle, qui a un pdle a zy de degré m > 1 ou f est polynémiale avec deg f > s, alors
# 0. Par (7.3), nous avons

k .
As(@ P2 ==Y A; 2 fU (2).
j=0
i#s

Alors,

Plpalds = Plpgq] (ASf(s))

k .
— Z A].f(J)
Jj=0,j#s

S j:())ll’I}..a,)](cyj;gs{p[pW] (A])} ’

= Plpal

ce qui est une contradiction. Par conséquent, f doit étre polyndmiale avec deg f < s—1.
Maintenant, supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation

(7.3) telle que Ay, 4 (%) < H[p,q] (f)- Dela formule (7.3) , nous avons

|Asl < T |A|+i|A-| ﬂ (7.16)
VS| = IV I '
J#s

D’apres le Lemme 3.2, il existe un ensemble E; < (1, +00) avec m;(E;) < oo et une constante

B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1] UE;), nous avons

f(]') (2)
f (@

k+1

<B[T(2r )], j=1,2,---,k, j#s. (7.17)
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Du Lemme 7.3, il existe un ensemble E4 c (1, +00) de mesure logarithmique finie tel que
pour tout z vérifiant |z| =1 ¢ ([0,1]UEy), |g(2)| =M (r, g) et pour r suffisamment grand,

nous obtenons
J@ | o (7.18)
9 (z)
ol1 g est une fonction entiere satisfaisant iy, 41 (g) = Hyp,q] (f) = < P[p,q) (F) =P[p.q1 (8) <

+00. D’apres les hypothéses du Théoreme 7.4, il existe un ensemble H avec logdens{|z| :
z€H} >0 (ou my({lz| : z € H}) = +00) tel que pour tout z € H lorsque z — oo, nous avons

A} ()| < exp,, {plogq r}, i#s,j=0,1,,k (7.19)

1A (2)] > expy,1 {(p—€)log, 7} (7.20)

Posons H; = {|z| : z € H}\([0,1] UE; UEy), donc m;(H;) = +oo. Il s’ensuit de (7.16), (7.17),
(7.18), (7.19) et (7.20) pour tout z satisfaisant |z| =r € H; et |g(2)| = M(r, g), 'inégalité

exp 41 {(p—s)logq r} < kBr¥ [T (2r,f)]k+1 exp 41 {plogq r}. (7.21)

Du fait que 0 < p < p, nous avons pour tout €(0 < € < p — W) suffisamment petit

exp((1—o(1) exp, {(p ~e)log, r}) < kBr2 [T (2r, f)]F*. (7.22)

Du (7.22) et du Lemme 3.5, nous avons

log 1T(ry f)
Pp,q(As) =p < limsup _opti 77

r—+00 log,

=Pp+1,q1 (). (7.23)

D’autre part, d’apres les hypothéses du Théoréme 7.4, pour r suffisamment grand, nous
avons

1A} (2)| < expy,i {(p+elog, T}, j=0,1,-+,k, (7.24)

et par le Lemme 7.4, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E5 < (1, +o00) de mesure
linéaire finie (et donc de mesure logarithmique finie), tel que pour tout z satisfaisant |z| =
r ¢ E5, nous obtenons

Ak (2)| = exp {— exp, {(p(p,q) (Ax) +€)log, r}} > exp {— exp, {(p +ée)log, r}} . (7.25)
Il s’ensuit de (7.3) que

f(k) (2)
f(2)

+Ag (2)|]. (7.26)

1 U (z)
|Ak(z)|(ZI 1 )" @

D’apres le théoreme de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme

f(z) = % ou g et d sont des fonctions entieres vérifiant pp, 41 (&) = Hpq (f) = 1 <

Pip,al () = P[p.q1 (8) < +00 et Xp g (d) = pp,q) () = A g (%) < W. Par le Lemme 7.1, il
existe un ensemble E, c (1, +00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z avec
lzl=r¢[0,1]UE, et|g(2)|=M(r,g), nous avons

f(]') (2)
f(@

i
:(ng(r)) Q+o0(1), j=1,---, k. (7.27)
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4. PREUVE DU COROLLAIRE 7.2

En substituant (7.24), (7.25) et (7.27) dans (7.26), nous obtenons

k
A TN

Vg (r) |/

1 k-1 l
<
b eXp{—expp{(p+e)logq r}} {jzl |1+0(1)|+1}6XP;7+1{(P+8) ogqr}

=i

vg (r) |/

[1+o0(1)] +1}exp{Zexpp{(p+s)logqr}}.
Par conséquent,

|vg (r)| [1+o(]) < krkll +o0(1)|exp {Zexpp {(p+8)logq r}} (7.28)

pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ ([0,1] UE; UEs) et|g (2)| =M (r, g) , I — +oo. De la formule
(7.28) et du Lemme 3.5, nous obtenons

log,, Ve (1)

<p+e. 7.29
r—-+00 log, r P (7:29)

Moyennant l'inégalité (7.29) et le Lemme 7.2 et comme € > 0 est arbitraire, nous ob-
tenons pp,.1,41 (8) < p. Puisque py,, 41 (@) < U, 4 (f), alors du Lemme 7.6 nous avons

P[p+1,q] (8) = P[p+1,9] (f)- Ce dernier résultat et le fait que pp, 4 (As) = p < Pp+1,q] (f)

menent a p[,.1,4] (f) =P[p,q) (As) - Le Théoréme 7.4 est ainsi prouvé.

4 Preuve du Corollaire 7.2
Posons h = f — ¢ telle que ¢ est une fonction méromorphe transcendante avec

Plp+1a] (@) <P[p.q) (As)-

D’apres le Théoréeme 7.4, nous avons Plp+1,q] (f) =P[p.aq] (Ag) et par le Lemme 7.7, nous
avons Pp+1,4] (M =P[p+1,9] (f) = P[p.q] (As). En remplacant f = h + ¢ dans (7.3), nous ob-
tenons

A @ hP + A @h* V4 + AL (@I +A¢(2)

- (Ak @ P + A1 (D @FV 4+ A (2) @+ Ao (2) (p) . (7.30)
Posons K (z) = Ay (2) (p(k) +Ar_1(2) (p(k_” +--+ A (2) (p’ +Ap (2) . Comme

Plp+1.4] (p) < P[p,q] As),

alors par le Théoréme 7.4, nous déduisons que ¢ n’est pas une solution de I"’équation
(7.3), ce qui implique que K # 0 et dans ce cas nous avons p|,.1,4] (K) < p[p+1,4] (@) <

p[p,q] (As) = p[p+1'q] (f) . Ainsi,

max{p[pﬂ,q] K), Ppe1,q) (A7) (7=0,1,-- ’k)} <Pp+1q] () =Pp.qg) (A9)

et par le Lemme 7.5, nous obtenons

X[p+1,q] (f_ (P) = A[p+1,q] (f_ (P) =P[p+1,q] (f_(p) =P[p,q] (As).
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5 Preuve du Théoreme 7.5

Supposons que f est une solution rationnelle de I'équation (7.4). Si f est une fonction
rationnelle qui a un poéle a zy de degré m = 1, ou f est polyndémiale avec deg f > s, alors
f¥(z) £0. Par (7.4), nous avons

k .
As(2 f9@)=F(2)- Y Aj (@) fU) (2).
=0
s
Donc,

PlpglAs = Plpag] (Asf)

= Plpqgl |F- Z Ajf(l)
J=0, j#s
S j:o,llll:.l.%yj#s{p[pﬂ] (A]) Plp.q] (F)} ,

ce qui est une contradiction. Par conséquent, f doit étre polyndmiale avec deg f < s—1.

Maintenant, supposons que | est une solution méromorphe transcendante de 1’équa-
tion (7.4) telle que Ay, 4 (%) < H[p,q] (f). Par (7.4), nous avons

(k) )
f®(z) 1 f AIC| BTN ()D 730

f@ |Ak()|(zl 1T f 2

D’apreés le théoreme de factorisation de Hadamard, on peut réécrire f sous la forme f(z) =

gg ol1 g et d sont des fonctions entieres satisfaisant 1y, 41 (&) = H[p,q] (f) =M < P[p,q) (f) =

P[p,q] (&) < +oo et Ay g (d) = p[pq1 (@ = N[ g1 (7) < p. Du Lemme 7.1, il existe un en-
semble E, de mesure logarithmique finie telle que pour tout z satisfaisant |z| =1 ¢ [0, 1] U
E, avec |g (z)| = M(r, g) nous avons (7.27). D’apres les hypotheses du Théoréme 7.5 et Le
lemme 7.4, pour tout € > 0, il existe un ensemble E5 c (1, +00) de mesure linéaire finie tels
que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ E5, nous avons

Ac(2)| > exp {— exp,, {(P(p,m (Ax) +€)log, r} }

> exp{—expp{(p+e)logq r}} (7.32)
D’autre part, pour un r suffisamment grand, nous savons que pour j=0,1,---,k
IAj (2)| < exp,.q {(p +€) log,, r} ,IF(2)| < exp,,; {(p +€) log,, r} ) (7.33)

Donc, pour tout € (O <2< U, (&) —Pp.g (d)) et r suffisamment grand, nous avons

F@|_[E@d(=)|_[ER@Ild(2)
f(2) |g(2) M(r,g)
Alors,
F(2) exp 41 {(p +¢)log, r} exp 41 {(p(p,q) (d) +¢)log, r}
[ exp {(p(p,q)(g)—a)logqr}

< exXpyyg {(p+8) log,, r}. (7.34)
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En remplacant (7.27) , (7.32) , (7.33) et (7.34) dans (7.31), pour z satisfaisant |z| = r ¢
([0,11UE, UEs), r — +oco et |g (2) | =M (r, g), nous obtenons

k

Vg (1) I1+0(1)]

Vg (1)

1 k-1 J
<
exp{—expp{(p+e)logqr}}{j1 |1+0(1)|+2}

xexpp+1{(p+e)logqr}
k-1 J
= {]Z:l ng(r) |1+0(1)|+2}exp{2expp{(p+s)logqr}}.
Par conséquent,
|vg(r)||1+o(1)|<(k+ l)l‘k|1+0(1)|eXp{2€pr{(p+€)10gql‘}} (7.35)

pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1]UE, UEs) et |g(2)| = M(r,g), r — +oo. De cette
derniere formule et du Lemme 3.5, nous obtenons

logp+1 Vg (1)

limsup——— <p+e. (7.36)
r—+00 0g, T

Comme € (0 < 2€ < H(p,q)(8) —P(p,q (d)) est arbitraire, en utilisant (7.36) et le Lemme 7.2,
nous obtenons py,.1 4] (g) < p. Sachant que py,, ;1 (d) < W, 41 (f), doncparle Lemme7.6,

nous avons p|,.1,q] (&) = Pp+1,4] (f), alors pp,11 4 (f) < p. D'autre part, par (7.4) nous
avons

f ‘F(z) k f(j)
|As|<‘— ——|+1Aol+ )_ |Aj]||—] |- (7.37)
f(s) f(Z) 0 j:1| J| f
j#s

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E; < (1,+00) avec m;(E;) < +oco et une
constante B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ ([0,1]UE;)

()
‘f—(z) <BITr )], j21.20 ks 39

f ()

En utilisant le Lemme 7.3, il existe un ensemble E; < (1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ ([0,1]UE) et |g (2) | =M (r, g) et pour r suffisam-
ment grand, nous obtenons
f(2)
9@
D’apres les hypotheses du Théoreme 7.5, il existe un ensemble H avec logdens{|z| : z €

H} > 0 (ou m;({|z]: z€ H}) = +00) tel que pour tout z € H, les inégalités (7.19) et (7.20)
soient vérifiées. Posons 0 = P(p.ql (F). Alors, pour tout € (0 < 2e < p— 0), nous avons

<r%. (7.39)

IF(2)| < exp, {(6+€)log, 7. (7.40)
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6. PREUVE DU COROLLAIRE 7.4

Donc, pour tout € (0 < 2& < min (W (p,)(8) —P(p,q) (d)),p — 8) et r suffisamment grand, nous
obtenons

F@|_[E@d(=)| _[ER@|ld(2)
f(2) |g(2)] M(r,g)
Alors,
F(2) expp+1{(6+e)logqr}expp+1{(p(p,q)(d)+£)logqr}
f (@ exp {(p(p,q)(g)—e)logq r}

< expp+1{(6+e)logqr}. (7.41)

PosonsH; ={|z|: z€ H}\ ([0,1] UE; UE4), donc m; (H;) = +00. Enremplacant (7.19), (7.20),
(7.38),(7.39), (7.40) et (7.41) dans (7.37), pour z satisfaisant |z|=r € H}, r — +ooet|g(2)| =
M(r, g), nous obtenons

exp 4 {(p —¢)log, r} < Br¥(T(2r, f))k+1 (€xp4; {(6 +¢)log, r}
+kexpp+1{plogq r}). (7.42)
Linégalité (7.42) etle Lemme 3.5 ménentap < p(,.1,4] (f) - Cecietle fait que pp,.,1 41 (f) <
p donnent p(,.1, 4] (f) =P[p,q] (As) = p. Comme
max{p[p+1,q] (B), Prpe1q) (A7) (=01, k)} <P[p+1q] (F) =P[p.q) (A9,
alors par le Lemme 7.5, nous obtenons

X[PHJI] () =Ap+1,g1 (D =P[p+1,q] (f)= Plp.q] As)-

Le Théoreme 7.5 est donc prouvé.

6 Preuve du Corollaire 7.4

Posons h = f — ¢ telle que ¢ est une fonction méromorphe transcendante avec

Plp+1gl (@) <Ppq) As).

D’apres le Théoreme 7.5, nous avons py,, 4] (f) = P[p,q] (As) et par le Lemme 7.7, nous
avons p(,+1,4] (1) =P[p+1,4] () = P[p,q] (As). En remplagant f = h + ¢ dans (7.4), nous ob-
tenons

Ar (@D hP + A @ h* D4 v A (2B +Ag (2) B

~F(z) - (Ak 29" + A1 (2 @* V4 + A (2) ' +Ag (2) (p) . (7.43)
Posons

G(2)=F(2) - (Ak(2)0® + Ar 1 (D 9* V4 + AL (D)9 + Ao (2) ).

Si P[p+1,4] (¢) < P[p,q] (As), alors par le Théoréme 7.5, nous déduisons que ¢ n’est pas
une solution de I'équation (7.4), ce qui implique que G # 0. Dans ce cas nous avons

Plp+1.q] (G <P[pe1,q] (9) <P[pq) (A =P[p+1,4) (f), donc

max{p(p11,4) (G, P(pr1q) (A7) (F=0,1,-+ k) < Ppitq) (F) =P[pq) (A

Du Lemme 7.5, nous obtenons

X[p+1,q] (f_ (P) = A[p+1,q] (f_ (P) =P[p+1,q] (f_(p) =P[p,q] (As).
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7. CONCLUSION

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé quelques travaux de Long et Zhu [63] et de nos
résultats de [67] d'un ordre p— itératif a I'ordre [p, g] ou nous avons étudié la croissance
des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires homogeénes et non ho-
mogenes d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions entiéres d’ordre [p, gl

fini.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette these, nous avons constaté 'efficacité des outils puissants de la théorie
de Nevanlinna comme la fonction caractéristique, le premier théoreme fondamental de
Nevanlinna et méme le théoréme de factorisation de Hadamard. Ces techniques nous
ont permis d’améliorer quelques résultats obtenus par plusieurs chercheurs concernant
les équations différentielles linéaires dans le plan complexe.

Dans un premier temps, nous avons considéré les solutions méromorphes des équa-
tions différentielles linéaires d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions
méromorphes. Nous avons montré quelques nouvelles propriétés sur ’hyper ordre des
solutions méromorphes non nulles dont les poles sont de multiplicité uniformément bor-
née pour les équations différentielles linéaires homogenes. Pour les équations différen-
tielles linéaires non homogeénes, nous avons prouvé qu’il existe au plus une solution ex-
ceptionnelle d’ordre fini, et toutes les autres solutions sont d’hyper ordre fini. Ensuite,
nous nous sommes intéressé a I’ordre itératif de ces solutions en considérant un coeffi-
cient dominant arbitraire.

Dans un second temps, nous avons étudié la croissance des solutions des équations
différentielles linéaires d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions entieres.
Nous avons obtenu des estimations générales de I'ordre p-itératif et de 'exposant de
convergence itératif des zéros de ces solutions. Nous avons aussi donné quelques infor-
mations sur I'’exposant de convergence itératif des zéros des dérivées d’ordre arbitraire de
ces solutions.

Dans la derniéere partie de ce travail, nous avons pensé a généraliser quelques résultats
cités ci-dessus en considérant le concept de I'ordre [p, q].

Enfin, on propose quelques questions et problémes ouverts.
Probleme 1. Que peut on dire sur I'ordre des solutions de I'équation différentielle
P 1A (2@ FED 4L 4 A)(2)e" P f=ePIF (2) + eQ9F, (2),

out P (2) et Q (z) sont des polyndmes, Aj(#0) ( j=0,1,...,k—1) etF; (i = 1,2) sont des fonc-
tions méromorphes d’ordre fini?

Probléme 2. Peut-on obtenir des résultats analogues au chapitre 7 en considérant des
coefficients fonctions méromorphes ?
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Résumé

La croissance et I'oscillation des solutions des équations différentielles linéaires sur
le plan complexe est 'une des questions ouvertes en analyse complexes. Cette derniere
est notre motivation initiale de cette thése, par suite, ce travail est dévoué a I’étude des
propriétés des solutions de certaines équations différentielles a coefficients fonctions de
la variable complexe.

Dans la premiere partie de cette these, nous étudions la croissance des solutions mé-
romorphes des équations différentielles linéaires homogenes et non homogenes d’ordre
supérieur dans le plan complexe dont les coefficients sont des fonctions méromorphes.
Nous portons notre étude sur I’hyper ordre et 'ordre p-itératif en considérant un certain
coefficient dominant.

Dans la deuxieme partie, nous nous intéressons aux équations différentielles linéaires
homogenes et non homogenes a coefficients fonctions entieres. Sous certaines condi-
tions sur les coefficients fonctions entieres, nous obtenons des estimations sur I'ordre
p-itératif et 'exposant itératif de convergence des zéros des solutions. Ensuite, nous don-
nons quelques informations sur I'exposant itératif de convergence des zéros des dérivées
d’ordre arbitraire de ces solutions.

La derniere partie de ce travail est dédiée a une généralisation de certains résultats
cités précédemment en utilisant le concept d’ordre|p, q].

Mots-Clés. Fonctions entiéres, croissance de solution, équations différentielles linéaires,
fonction méromorphe, ordre itératif.



Abstract

The growth and oscillation of solutions of linear differential equations on the complex
plane is one of the open questions in complex analysis. The latter is our initial motivation
for this thesis, as a result, this work is devoted to the study of the properties of the solutions
of certain differential equations to the coefficients of the complex variable.

In the first part of this thesis, we study the growth of meromorphic solutions of homo-
geneous and non homogeneous linear differential equations of higher order in the com-
plex plane whose coefficients are meromorphic. We carry our study on the hyper order
and p -iterative order by considering a certain dominant coefficient.

In the second part, we are interested in homogeneous and non homogeneous linear
differential equations to the integer coefficients. Under certain conditions on the integer
coefficients, we obtain precise estimates on the p-iterative order and the iterative conver-
gence exponent of the solutions. We then give some information on the iterative exponent
of convergence of the derivatives of arbitrary order of these solutions.

The last part of this work is dedicated to a generalization of some results cited above
by using the concept of [p, q] order.

Key Words. Integer functions, solution growth, linear differential equations, meromor-
phic function, iterative order.
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