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Introduction

En 1925, le mathématicien finlandais R. Nevanlinna a développé sa fameuse théorie
de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes (également appelée théorie de
Nevanlinna) en prouvant son premier et deuxième théorème fondamental qui sont des
outils quantitatifs puissants utilisés dans l’étude des propriétés des solutions des équa-
tions différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Cette théorie a des applications dans plusieurs domaines des mathématiques tels que
les équations différentielles ([4],[58],[80],...etc), la théorie des nombres [64] et même la
logique mathématique [52].

En 1942, H.Wittich était le premier qui a fait une étude systématique de l’application
de la théorie de Nevanlinna en analyse complexe. Au fil du temps, grâce aux efforts de
S.Bank, I. Laine et d’autres, cette théorie s’est améliorée par besoins des problèmes po-
sés dans la théorie des fonctions, en conséquent, ces applications dans ce domaine ont
suscité un intérêt croissant.

Dans l’étude des solutions des équations différentielles complexes, la croissance d’une
solution est une propriété très importante. K. H. Kwon dans [57] a traité l’hyper ordre des
solutions de l’équation différentielle homogène

f ′′+A1(z) f ′+A2(z) f = 0,

où A1 et A2 sont des fonctions entières et pour le cas non homogène, Chen et Yang dans
[32] ont étudié la croissance des solutions des équations différentielles linéaires non ho-
mogènes du deuxième ordre.

D’autres résultats sur la croissance des solutions entières et méromorphes des équa-
tions d’ordre 2 et d’ordre supérieur de type

f (k) +Ak−1 f (k−1) + ...+A1 f ′+A0 f = 0 (1)

et
f (k) +Ak−1 f (k−1) + ...+A1 f ′+A0 f = F(z), (2)

ont été obtenus par plusieurs chercheurs (voir [4],[24], [32],[39], [46], [47], [51],[77]). Dans
le cas où les coefficients A j , ( j = 0,1, ...,k −1) sont des polynômes, la croissance des solu-
tions de (1) a été largement étudiée [40].

En 1992, Hellerstein (voir[51]) a prouvé que toutes les solutions transcendantes de (2)
sont d’ordre infini, s’il existe un certain d ∈ {0,1, ...k −1} tel que

max
j 6=d

{ρ(A j ),ρ( f )} < ρ(Ad )6
1

2
.
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Introduction

Dans [4], Belaïdi a étendu les résultats de ([32],[57]) consacrés à des équations homo-
gènes du deuxième ordre aux équations différentielles linéaires d’ordre supérieur (1) en
étudiant l’hyper-ordre des solutions de l’équation (1).

En 2014, Wang et Liu ont traité, dans [77], l’hyper- ordre des solutions de l’équation
non homogène (2) pourvu qu’il existe un coefficient dominant.

Pour autant que nous connaissons, Bernal [21] a introduit tout d’abord l’idée d’ordre
itératif pour exprimer la croissance rapide des solutions d’équations différentielles li-
néaires complexes. Par la suite, de nombreux auteurs ont obtenu de nouveaux résultats
sur l’ordre itératif des solutions de (1) et (2), voir par exemple [6],[10],[21],[23],[33],[56],[75].

En s’inspirant de ces travaux, dans ce travail, nous avons étudié quelques propriétés
des solutions de certaines équations différentielles à coefficients fonctions de la variable
complexe.

Le premier chapitre est essentiellement destiné à rappeler quelques définitions, no-
tions et résultats de la théorie de Nevanlinna nécessaires par la suite pour les autres cha-
pitres.

Le deuxième chapitre est consacré aux résultats obtenus dans l’article [65], où nous
avons étudié la croissance des solutions de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1 (z)eP(z) f (k−1) + ...+A0 (z)eP(z) f = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z) ,

où P (z) = an zn + ...+ a0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 sont des polynômes (n ≥ 1) avec aq ,bq ,(
q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes tels que anbn 6= 0 et bq = caq ,c > 1, q = 0, ...,n,

A j (6≡ 0) ,
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, Fi , (i = 1,2) sont des fonctions entières d’ordre fini. Nous avons
étudié, également, l’hyper ordre des solutions de l’équation différentielle linéaire non ho-
mogène

f (k) +Ak−1 (z)ePk−1(z) f (k−1) + ...+A1 (z)eP1(z) f ′+A0 (z)eP0(z) f = eQ(z)F(z) ,

où A j (6≡ 0),
(

j = 0,1, ...,k −1
)

et F 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre inférieur stricte-
ment à n, P j (z) = a j ,n zn+...+a j ,0 et Q (z) = bn zn+...+b0 sont des polynômes (n ≥ 1), avec
a j ,q ,b j ,q , j = 0,1, ...,k; q = 0,1, ...,n sont des nombres complexes

Nos résultats généralisent les résultats précédents dus à Habib et Belaïdi [17], [42].

Le troisième chapitre est un résultat de l’article [68], dans lequel nous avons étudié la
croissance des solutions méromorphes de l’équation différentielle

f (k) + (Ak−1,1(z)ePk−1(z) +Ak−1,2(z)eQk−1(z)) f (k−1) + ...+ (A0,1(z)eP0(z) +A0,2(z)eQ0(z)) f = F(z)

où Ai , j 6≡ 0, ( j = 0,1, ...k − 1) et F sont des fonctions méromorphes d’ordre fini et P j ,Q j

( j = 0,1, ...,k − 1; i = 1,2) sont des polynômes de degré n > 1. Sous certaines conditions,
nous avons prouvé que si F ≡ 0, alors toute solution méromorphe f 6≡ 0 dont les pôles sont
de multiplicité uniformément bornée est d’ordre infini et satisfait ρ2( f ) = n et si F 6≡ 0,
alors il existe au plus une solution exceptionnelle f0 d’ordre fini, et toute autre solution
méromorphe transcendante satisfait λ( f ) = λ( f ) = ρ

(
f
)

= +∞ et λ2( f ) = λ2( f ) = ρ2
(

f
)
6

max
{
n,ρ(F)

}
. Nos résultats étendent les résultats précédents de Zhan et Xiao [84].

Les résultats de l’article [66] sont les donnés du chapitre 4, où nous avons étudié
la croissance des solutions des équations différentielles linéaires (1) et (2) où A0 6≡ 0, A1

2



Introduction

,...,Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini. Nous avons amé-
lioré et étendu certains résultats de Belaïdi et Andasmas obtenus dans [2], [13] en utili-
sant le concept d’ordre itératif et en considérant un certain coefficient dominant As(s =
0,1, ...,k−1). Sous certaines conditions sur les coefficients, nous avons obtenu une estima-
tion de l’ordre p-itératif et de l’exposant de convergence p-itératif des zéros des solutions
des équations précédentes.

Le cinquième chapitre de cette thèse donne les résultats de l’article [67] où nous avons
travaillé sur l’ordre p-itératif des solutions des équations différentielles linéaires homo-
gènes et non homogènes d’ordre supérieur

Ak f (k) +Ak−1 f (k−1) + ...+A1 f ′+A0 f = 0 (3)

et
Ak f (k) +Ak−1 f (k−1) + ...+A1 f ′+A0 f = F(z) (4)

où A0 6≡ 0, A1, ..., Ak 6≡ 0 et F 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre p-itératif fini. Aussi, un
résultat plus général que ceux de Belaïdi [4], Long et Zhu [63] a été établi en utilisant le
concept de l’ordre itératif et nous avons obtenu des estimations générales de l’exposant
de convergence p-itératif des zéros et de l’ordre p-itératif des solutions des équations (3)
et (4).

Le sixième chapitre traite les résultats de l’article [70] ; où nous avons étudié l’ordre
itératif des solutions des équations différentielles linéaires non homogènes d’ordre supé-
rieur

Ak f (k) +Ak−1 f (k−1) + ...+A1 f ′+A0 f = F(z),

où A0 6≡ 0, A1, ...et Ak 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre p-itératif fini et F 6≡ 0 est une
fonction entière d’ordre p-itératif infini. Nous avons amélioré quelques résultats de Chen
[25] et El Farissi [34] en utilisant l’ordre itératif et nous avons obtenu des estimations gé-
nérales de l’exposant de convergence itératif des zéros, l’ordre p-itératif des solutions et
l’exposant de convergence itératif des zéros des dérivées d’ordre arbitraire des solutions
de l’équation (4).

Dans le dernier chapitre, nous présentons les résultats de l’article [69] où nous avons
traité les solutions méromorphes des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur
de type (3) et (4) dans lesquelles les coefficients sont des fonctions entières d’ordre [p, q]
fini. Nous avons obtenu des résultats sur l’ordre [p, q] et le [p, q]-exposant de la conver-
gence des zéros des solutions de ces équations. Cette partie est une amélioration des ré-
sultats trouvés dans le chapitre cinq (l’article [67]) de l’ordre p-itératif à un ordre [p, q].

Ce travail se termine avec une conclusion générale et quelques perspectives.
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Chapitre 1

La théorie de Nevanlinna

Le principal outil utilisé tout au long de cette thèse est la théorie de Nevanlinna. Ceci four-
nit un moyen d’analyser les fonctions méromorphes. Pour cette raison, dans ce chapitre,
nous allons donner les définitions de base de la théorie de Nevanlinna sur les fonctions
méromorphes et rappeler quelques propriétés sur la croissance de ces fonctions qui sont
nécessaires pour ce travail.

Pour ne pas alourdir ce manuscrit, nous laissons le soin aux personnes intéressées de
consulter les références ([16], [37], [48], [58], [82]), pour plus de détails.

1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Théorème 1.1 ([58]) (Formule de Jensen) Soient f une fonction méromorphe telle que
f (0) 6= 0,+∞ et a1, a2, ..., an (respectivement b1,b2, ...,bm ) ses zéros (respectivement ses pôles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors,

log
∣∣ f (0)

∣∣ =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣ f
(
r e iϕ

)∣∣∣dϕ+ ∑
|b j |<r

log
r∣∣b j

∣∣ − ∑
|a j |<r

log
r∣∣a j

∣∣ .

Définition 1.1 ([58]) Pour tout nombre réel α> 0, on définit log+α par

log+α = max(0, logα) =

{
logα, pour α> 1,

0, pour 0 < α6 1.

Le lemme suivant contient quelques propriétés du log+ .

Lemme 1.1 ([16]) Soientα,β,α1,α2, ...,αn des nombres réels strictement positifs. Alors, nous
avons

(a) logα6 log+α,
(b) log+α6 log+β pour α6 β,
(c) logα = log+α− log+ 1

α ,
(d) | logα| = log+α+ log+ 1

α ,

(e) log+
(

n∏
i =1
αi

)
6

n∑
i =1

log+αi ,

(
f
)

log+
(

n∑
i =1
αi

)
6 logn +

n∑
i =1

log+αi .

4



1. FONCTION CARACTÉRISTIQUE DE NEVANLINNA

Preuve Les propriétés (a), (b) sont des conséquences immédiates de la définition 1.1 et
la monotonie de la fonction logarithme.

Montrons (c), (d), (e) et
(

f
)
. Pour (c), Nous avons

logα+− log+
1

α
= max

(
logα,0

)−max

(
log

1

α
,0

)
= max

(
logα,0

)−max
(− logα,0

)
= logα.

(d) est obtenue comme suit

logα++ log+
1

α
= max

(
logα,0

)+max

(
log

1

α
,0

)
= max

(
logα,0

)+max
(− logα,0

)
=

∣∣logα
∣∣ .

Pour (e), si
n∏

j =1
α j 6 1, alors l’inégalité est évidente. Supposons que

n∏
j =1
α j > 1. Alors,

log+
(

n∏
j =1
α j

)
= log

(
n∏

j =1
α j

)

=
n∑

j =1
logα j

≤
n∑

j =1
log+α j , d’après (a) .

Enfin, nous avons
(

f
)

en utilisant (b) et (e). En effet

log+(
n∑

j =1
α j ) 6 log+(n max

1≤ j≤n
α j )

6 logn + log+( max
1≤ j≤n

α j )

6 logn +
n∑

j =1
log+α j .

Définition 1.2 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre
complexe a. On définit N

(
r, a, f

)
(respectivement N

(
r, a, f

)
) la fonction a-points (respecti-

vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque {z : |z|6 r } par

N
(
r, a, f

)
= N

(
r,

1

f −a

)
=

∫ r

0

n
(
t , a, f

)−n
(
0, a, f

)
t

d t +n
(
0, a, f

)
logr, si a 6= ∞,

N
(
r,∞, f

)
= N

(
r, f

)
=

∫ r

0

n
(
t ,∞, f

)−n
(
0,∞, f

)
t

d t +n
(
0,∞, f

)
logr, si a = ∞,

N
(
r, a, f

)
= N

(
r,

1

f −a

)
=

∫ r

0

n
(
t , a, f

)−n
(
0, a, f

)
t

d t +n
(
0, a, f

)
logr, si a 6= ∞,

et

N
(
r,∞, f

)
= N

(
r, f

)
=

∫ r

0

n
(
t ,∞, f

)−n
(
0,∞, f

)
t

d t +n
(
0,∞, f

)
logr, si a = ∞,
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1. FONCTION CARACTÉRISTIQUE DE NEVANLINNA

où n
(
t , a, f

)
désigne le nombre de zéros de l’équation f (z) = a situés dans le disque {z : |z|6 t },

chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
n

(
t ,∞, f

)
désigne le nombre de pôles de la fonction f dans le disque {z : |z|6 t }, chaque

pôle étant compté avec son ordre de multiplicité.
n

(
t , a, f

)
désigne le nombre de zéros distincts de l’équation f (z) = a dans le disque

{z : |z|6 t }
et n

(
t ,∞, f

)
désigne le nombre de pôles distincts de la fonction f dans le disque {z : |z|6 t }.

Lemme 1.2 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points α1,α2, ...,αn dans le
disque {z : |z|6 r } tels que : 0 < |α1| < |α2| < ... < |αn | 6 r et f (0) 6= 0, chaque racine est
comptée selon sa multiplicité. Alors,∫ r

0

n(t , a, f )

t
d t =

∫ r

0

n(t , a, f )−n(0, a, f )

t
d t =

∑
0<|α j |6r

log
r∣∣α j

∣∣ .

Proposition 1.1 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de
Laurent à l’origine

f (z) =
+∞∑
j =m

c j z j , cm 6= 0, m ∈Z.

Alors,

log |cm | =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣ f (r e iθ)
∣∣∣dθ+N

(
r, f

)−N

(
r,

1

f

)
.

Définition 1.3 ([48], [58]) Soient f une fonction méromorphe non constante et a un nombre
complexe, on définit

m
(
r, a, f

)
= m

(
r,

1

f −a

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

1∣∣ f
(
r e iθ

)−a
∣∣dθ, si a 6= ∞,

et

m
(
r,∞, f

)
= m

(
r, f

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ f
(
r e iθ

)∣∣∣dθ.

m
(
r, a, f

)
est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.4 [58] Soit f une fonction méromorphe non constante. La fonction caracté-
ristique de Nevanlinna T

(
r, f

)
de la fonction méromorphe f est définie par

T
(
r, f

)
= m

(
r, f

)+N
(
r, f

)
.

Remarque 1.1 La fonction caractéristique de Nevanlinna permet de mesurer la croissance
d’une fonction méromorphe.

Exemple 1.1 Soit f (z) = eαz , α ∈ R∗. Nous avons n
(
t , f

)
= 0 car eαz n’admet pas de pôles

dans le disque {z : |z|6 r } et N
(
r, f

)
= 0.

De plus,

m
(
r, f

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ f
(
r e iθ

)∣∣∣dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣eαr cosθ+αr i sinθ
∣∣∣dθ

=
1

2π

∫ π
2

−π
2

αr cosθdθ

=
αr

π
.
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2. PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN
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Par suite
T

(
r, f

)
=
αr

π
.

Exemple 1.2 Pour f (z) = eαz

z2 , α ∈ R∗. nous avons n
(
t ,∞, f

)
= 2 et n

(
0,∞, f

)
= 2. Donc

N
(
r, f

)
= 2logr et

m(r, f ) =
1

2π

∫ 2π

0
log+ | f (r e iθ|dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣eαr cosθ+iαr sinθ

r 2e2iθ

∣∣∣∣dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
log+

|eαr cosθ+iαr sinθ|
r 2

dθ

=
1

2π

∫ π
2

−π
2

(αr cosθ−2logr )dθ

=
αr

π
− logr.

2 Premier théorème fondamental de Nevanlinna dans le
plan complexe

Théorème 1.2 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe et soit

f (z)−a =
+∞∑
j =m

c j z j , cm 6= 0, m ∈Z, z ∈C

la série de Laurent de f − a (a ∈ C) à l’origine. Alors, pour tout nombre complexe a, nous
avons

T

(
r,

1

f −a

)
= T(r, f )− log |cm |+ϕ(r, a),

où
∣∣ϕ(r, a)

∣∣6 log2+ log+ |a| .
Preuve Premièrement, montrons le théorème pour a = 0. D’après la Proposition 1.1 et la
propriété (c) du Lemme 1.1, nous avons

log |cm | =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣ f (r e iθ)
∣∣∣dθ+N(r, f )−N

(
r,

1

f

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ f (r e iθ)
∣∣∣dθ− 1

2π

∫ 2π

0
log+

1∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ+N(r, f )−N

(
r,

1

f

)
= m(r, f )−m(r,0, f )+N(r, f )−N

(
r,

1

f

)
= m(r, f )−m(r,

1

f
)+N(r, f )−N

(
r,

1

f

)
.

Ainsi,

m

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

f

)
= m(r, f )+N(r, f )− log |cm | .

D’où

T

(
r,

1

f

)
= T(r, f )− log |cm | (1.1)
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2. PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN
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où ϕ(r,0) = 0.
Montrons le théorème dans le cas général a 6= 0. Posons h = f − a. Dans ce cas, nous

avons

N

(
r,

1

h

)
= N

(
r,

1

f −a

)
,

m

(
r,

1

h

)
= m

(
r,

1

f −a

)
,

N(r,h) = N(r, f −a) = N(r, f ).

Nous avons aussi

log+ |h| = log+
∣∣ f −a

∣∣≤ log+
∣∣ f

∣∣+ log+ |a|+ log2.

log+
∣∣ f

∣∣ = log+ |h +a|6 log+ |h|+ log+ |a|+ log2.

En intégrant ces deux inégalités, nous obtenons

m(r,h)6m(r, f )+ log+ |a|+ log2,

m(r, f )6m(r,h)+ log+ |a|+ log2.

En posant ϕ(r, a) = m(r,h)−m(r, f ), nous avons

−(log+ |a|+ ln2)6ϕ(r, a)6 log+ |a|+ log2.

D’où
∣∣ϕ(r, a)

∣∣6 log+ |a|+ log2. Alors,

T(r,
1

f −a
) = T(r,

1

h
) = m(r,

1

h
)+N(r,

1

h
)

= m(r,h)+N(r,h)− log |cm |
= m(r, f )+N(r, f )+ϕ(r, a)− log |cm |
= T(r, f )+ϕ(r, a)− log |cm | .

Remarque 1.2 Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit :

T(r,
1

f −a
) = T(r, f )+O(1), r →+∞.

Le lemme suivant résume les propriétés principales de la fonction caractéristique de Ne-
vanlinna.

Lemme 1.3 ([48]) Soient f , f1, f2, ..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d des constantes

complexes telles que ab − cd 6= 0. Alors,
1.

T

(
r,

n∑
j =1

f j

)
6

n∑
j =1

T
(
r, f j

)+ logn, pour n ≥ 1.
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2. PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA DANS LE PLAN
COMPLEXE

2.

T

(
r

n

,
∏
j =1

f j

)
6

n∑
j =1

T(r, f j ), pour n ≥ 1.

3.
T(r, f n) = nT(r, f ), n ∈N∗.

4.

T

(
r,

a f +b

c f +d

)
= T(r, f )+O(1), f 6≡ −d

c
.

Preuve
1. Nous avons

T

(
r,

n∑
j =1

f j

)
= m

(
r,

n∑
j =1

f j

)
+N

(
r,

n∑
j =1

f j

)
et

m

(
r,

n∑
j =1

f j

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣∣ n∑
j =1

f j (r e iθ)

∣∣∣∣∣dθ

6
1

2π

∫ 2π

0

(
n∑

j =1
log+

∣∣∣ f j (r e iθ)
∣∣∣+ logn

)
dθ

=
n∑

j =1
m(r, f j )+ logn.

D’autre part, comme la multiplicité du pôle de
n∑

j =1
f j en z0 ne dépasse pas la somme des

multiplicités des pôles de f j ( j = 1, ...,n) en z0, alors

N

(
r,

n∑
j =1

f j

)
6

n∑
j =1

N(r, f j ).

D’où

T

(
r

n

,
∑

j =1
f j

)
= m

(
r,

n∑
j =1

f j

)
+N

(
r,

n∑
j =1

f j

)

6
n∑

j =1
T(r, f j )+ logn .

2. Nous avons

T

(
r,

n∏
j =1

f j

)
= m

(
r,

n∏
j =1

f j

)
+N

(
r,

n∏
j =1

f j

)
.

Comme

m

(
r,

n∏
j =1

f j

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣∣ n∏
j =1

f j (r e iθ)

∣∣∣∣∣dθ

6
1

2π

∫ 2π

0

n∑
j =1

log+
∣∣∣ f j (r e iθ)

∣∣∣dθ

=
n∑

j =1
m(r, f j ),
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de plus, la multiplicité du pôle de
n∏

j =1
f j en z0 ne dépasse pas la somme des multiplici-

tés des pôles de f j ( j = 1, ...,n) en z0, ce qui donne

N(r,
n∑

j =1
f j )6

n∑
j =1

N(r, f j ).

Par conséquent

T(r,
n∏

j =1
f j )6

n∑
j =1

T(r, f j ).

3. Nous avons
∣∣ f

∣∣6 1 équivaut à
∣∣ f

∣∣n 6 1.
a) Si

∣∣ f
∣∣6 1, alors

m(r, f n) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ f n(r e iθ)
∣∣∣dθ = 0

et
N(r, f n) = nN(r, f ).

D’où
T(r, f n) = nT(r, f ).

b) Si
∣∣ f

∣∣> 1, alors

m(r, f n) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ f n(r e iθ)
∣∣∣dθ

= nm(r, f ),

et
N(r, f n) = nN(r, f ).

Ainsi,
T(r, f n) = nT(r, f ).

4. Posons g = a f +b
c f +d , avec ad − cb 6= 0 alors nous avons

g c f + g d = a f +b ⇔ f =
b − g d

g c −a
.

Il suffit, donc, de montrer que T(r, g )6T(r, f )+O(1) . Nous distinguons deux cas.
Cas 1. Si c = 0, alors

T(r, g ) = T

(
r,

a f +b

d

)
6 T

(
r,

a

d

)
+T(r, f )+T(r,

b

d
)+ log2

= T(r, f )+O(1).
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3. LA CROISSANCE ET LA DISTRIBUTION DES VALEURS D’UNE FONCTION ENTIÈRE
OU MÉROMORPHE

Cas 2. Si c 6= 0, alors

T(r, g ) = T

(
r,

a f +b

c f +d

)
= T

(
r,

a
c (c f +d)− ad

c +b

c f +d

)

= T

(
r,

a

c
+ cb −ad

c2
.

1

f + d
c

)

6 T

(
r,

cb −ad

c2
.

1

f + d
c

)
+O(1)

6 T

(
r,

1

f + d
c

)
+O(1)

6 T

(
r, f + d

c

)
+O(1)

6 T(r, f )+O(1).

Exemple 1.3 Soit f (z) = 4ez−9
ez+1 . Alors,

T(r, f ) = T(r,
4ez −9

ez +1
)

= T(r,ez)+O(1).

=
r

π
+O(1).

Théorème 1.3 ([37]) Soient f une fonction méromorphe et p un entier naturel. Posons
f1(z) = f (zp ). Alors,

m(r, f1) = m(r p , f ),N(r, f1) = N(r p , f ),T(r, f1) = T(r p , f ).

Corollaire 1.1 ([37]) Soient f une fonction méromorphe et p un entier naturel non nul.

Posons f1(z) = f (z
1
p ). Alors,

m(r, f1) = m(r
1
p , f ),N(r, f1) = N(r

1
p , f ),T(r, f1) = T(r

1
p , f ).

Théorème 1.4 ([37]) Soient f une fonction méromorphe et A 6= 0. Posons f1(z) = f (Az).
Alors,

m(r, f1) = m(|A|r, f ),N(r, f1) = N(|A|r, f )−n(0, f ) log |A|,T(r, f1) = T(|A|r, f )−n(0, f ) log |A|.
Preuve. Pour la preuve des Théorèmes 1.3, 1.4 et le Corollaire 1.1 voir le livre [16].

3 La croissance et la distribution des valeurs d’une fonc-
tion entière ou méromorphe

3.1 L’ordre de croissance et l’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.5 ([48], [58], [59]) Soit f une fonction entière. L’ordre de croissance et l’hyper-
ordre de f sont définis respectivement par

ρ
(

f
)

= lim
r→+∞

loglogM
(
r, f

)
logr

,

11
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ρ2
(

f
)

= lim
r→+∞

logloglogM
(
r, f

)
logr

,

où M
(
r, f

)
= max

{∣∣ f (z)
∣∣ , |z| = r

}
. Si f est une fonction méromorphe, alors l’ordre de crois-

sance et l’hyper-ordre de f sont définis par

ρ
(

f
)

= lim
r→+∞

logT
(
r, f

)
logr

,

ρ2
(

f
)

= lim
r→+∞

loglogT
(
r, f

)
logr

.

Exemple 1.4 La fonction f (z) = e
3
4 zn

est d’ordre ρ
(

f
)

= n.

Exemple 1.5 La fonction f (z) = exp
{
exp(αz)

}
est d’ordre ρ

(
f
)

= +∞ et d’hyper ordre
ρ2

(
f
)

= 1.

Remarque 1.3 Si f est entière, alors la définition de l’ordre de f en utilisant M
(
r, f

)
coin-

cide avec la définition de l’ordre de f en utilisant T
(
r, f

)
.

Proposition 1.2 ([48], [58]) Soient f et g deux fonctions méromorphes. Nous avons
1. ρ

(
f + g

)
6max

(
ρ
(

f
)

,ρ
(
g
))

,
2. ρ

(
f g

)
6max

(
ρ
(

f
)

,ρ
(
g
))

.
Plus particulier, si ρ

(
f
)< ρ(

g
)
, alors ρ

(
f + g

)
= ρ

(
f g

)
= ρ

(
g
)

.

Exemple 1.6 Soit f (z) = z +3+ ez2

z+1 . Nous avons ρ

(
z +3+ ez2

z+1

)
= ρ

(
ez2

z+1

)
= ρ

(
ez2

)
= 2.

3.2 L’ordre inférieur et l’hyper-ordre inférieur d’une fonction

Définition 1.6 ([48]) Soit f une fonction entière. L’ordre inférieur et l’hyper-ordre inférieur
de f sont définis respectivement par

µ
(

f
)

= liminf
r→+∞

loglogM
(
r, f

)
logr

,

µ2
(

f
)

= liminf
r→+∞

logloglogM
(
r, f

)
logr

.

Si f est méromorphe, l’ordre inférieur µ
(

f
)

est défini par

µ
(

f
)

= liminf
r→+∞

logT
(
r, f

)
logr

,

et l’hyper-ordre inférieur de f est donné par

µ2
(

f
)

= liminf
r→+∞

loglogT
(
r, f

)
logr

.

Exemple 1.7 Soit f (z) = cosh(sin z). Alors, µ
(

f
)

= +∞ et µ2
(

f
)

= 1.
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4. L’ORDRE P-ITÉRATIF, L’ORDRE P-ITÉRATIF INFÉRIEUR, L’EXPOSANT DE
CONVERGENCE P-ITÉRATIF D’UNE FONCTION

3.3 L’exposant de convergence d’une fonction

L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros d’une fonction

Définition 1.7 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant et l’hyper exposant
de convergence des zéros de la fonction f sont définis respectivement par

λ
(

f
)

= lim
r→+∞

logN
(
r, 1

f

)
logr

,

λ2
(

f
)

= lim
r→+∞

loglogN
(
r, 1

f

)
logr

.

Exemple 1.8 L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f (z) =
eez −ez sont égaux respectivement à +∞ et 1.

Remarque 1.4 L’exposant de convergence des zéros de la fonction 1
f est aussi dit exposant

de convergence des pôles de la fonction f .

L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros distincts d’une fonction

Définition 1.8 ([58]) L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros distincts d’une
fonction méromorphe f sont définis respectivement par

λ
(

f
)

= lim
r→+∞

logN
(
r, 1

f

)
logr

,

λ2
(

f
)

= lim
r→+∞

loglogN
(
r, 1

f

)
logr

.

3.4 L’exposant de convergence des pôles d’une fonction

Définition 1.9 [58] Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence de la suite
des pôles de f est défini par

λ

(
1

f

)
= limsup

r→+∞
logN

(
r, f

)
logr

.

Exemple 1.9 L’exposant de convergence de la suite des pôles de la fonction f (z) = eez

z est
nul.

4 L’ordre p-itératif, l’ordre p-itératif inférieur, l’exposant de
convergence p-itératif d’une fonction

4.1 L’ordre p-itératif d’une fonction

Afin de généraliser quelques résultats sur les propriétés des solutions de certaines
équations différentielles, nous avons besoin de définir l’ordre p-itératif d’une fonction
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méromorphe, mais pour le faire il faut d’abord définir les expressions suivantes sur l’ex-
ponentielle et sa fonction réciproque : pour tout r ∈ R, on pose exp1 r := er et expp+1 r :=

exp
(
expp r

)
, p ∈N. De la même façon, nous définissons

log1 r := logr

et
logp+1 r := log

(
logp r

)
,

p ∈N et ceci pour r suffisamment grand.

Définition 1.10 ([58]) Soit f une fonction méromorphe. Nous définissons l’ordre p-itératif
de croissance de la fonction f par

ρp
(

f
)

= lim
r→+∞

logp T(r, f )

logr

(
p > 1 un entier

)
,

où T(r, f ) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est entière, alors l’ordre p-
itératif de la fonction f est défini par

ρp
(

f
)

= lim
r→+∞

logp+1 M(r, f )

logr

(
p > 1 un entier

)
,

où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

Remarque 1.5 ρ1
(

f
)

coïncide avec l’ordre usuel.

Exemple 1.10 Pour la fonction f (z) = expk (αz) , α ∈C∗, k > 1 nous avons

ρp
(

f
)

=


+∞ si p < k,

1 si p = k,
0 si p > k.

4.2 L’ordre p-itératif inférieur d’une fonction

Définition 1.11 ([48], [58]) Soit f une fonction entière. L’ordre p−itératif inférieur de f est
défini par

µp
(

f
)

= liminf
r→+∞

logp+1 M
(
r, f

)
logr

.

Si f est méromorphe, alors l’ordre p−itératif inférieur µp
(

f
)

est

µp
(

f
)

= liminf
r→+∞

logp T
(
r, f

)
logr

.

Exemple 1.11 Soit f (z) = eez

z . Alors, µ2
(

f
)

= 1.
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4.3 L’exposant de convergence p-itératif d’une fonction

Définition 1.12 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence p-
itératif des zéros de la fonction f est donné par

λp
(

f
)

= lim
r→+∞

logp N
(
r, 1

f

)
logr

et l’exposant de convergence p-itératif des zéros distincts de la fonction f est défini par

λp
(

f
)

= lim
r→+∞

logp N
(
r, 1

f

)
logr

.

Définition 1.13 ([48], [58]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence p-
itératif de la suite des pôles de f est défini par l’expression

λp

(
1

f

)
= limsup

r→+∞

logp N
(
r, f

)
logr

.

De plus, on définit l’indice de croissance comme suit.

Définition 1.14 ([58]) L’indice de croissance de l’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe
f est défini par

i ( f ) =


0 si f est rationnelle,
min{ j ∈N : ρ j ( f ) <+∞} si f est transcendante, avec ρ j ( f ) <+∞ existent,
+∞ si ρ j ( f ) = +∞ pour tout j ∈N.

Exemple 1.12 L’indice de croissance de l’ordre p-itératif de la fonction f (z) = exp
(
exp zn

)
est égal à 2.

Définition 1.15 ([56]) Le degré de finitude de l’exposant de convergence itératif des zéros
d’une fonction méromorphe f est donné par

iλ( f , a) =


0 si n(r, a) = O(logr ),
min{ j ∈N,λ j ( f , a) <+∞} si pour j ∈N λ j ( f , a) <+∞,
+∞, si λ j ( f , a) = +∞ pour tout j ∈N.

5 L’ordre [p, q], l’ordre [p, q] inférieur, l’exposant de conver-
gence [p, q] d’une fonction

5.1 L’ordre [p, q] d’une fonction

Définition 1.16 ([55], [61]) Soient p, q deux entiers tels que p > q > 1 et f une fonction
méromorphe. L’ordre [p, q] de croissance de la fonction f est défini par

ρ[p,q]
(

f
)

= lim
r→+∞

logp T(r, f )

logq r
.
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5. L’ORDRE [P,Q], L’ORDRE [P,Q] INFÉRIEUR, L’EXPOSANT DE CONVERGENCE [P,Q]
D’UNE FONCTION

Pour une fonction entière f , l’ordre [p, q] de f est donné par

ρ[p,q]
(

f
)

= lim
r→+∞

logp+1 M(r, f )

logq r
,

où M(r, f ) = max
|z|=r

∣∣ f (z)
∣∣ .

Remarque 1.6 D’après la Définition 1.16, nous notons

ρ[1,1]
(

f
)

= ρ
(

f
)

,

ρ[2,1]
(

f
)

= ρ2
(

f
)

,

ρ[p,1]
(

f
)

= ρp
(

f
)

.

Exemple 1.13 Pour la fonction f (z) = ee2z2

, nous avons ρ[2,1]
(

f
)

= 2.

5.2 L’ordre [p, q] inférieur d’une fonction

Définition 1.17 ([85]) Soient f une fonction entière et p, q des entiers tels que p > q > 1.
L’ordre [p, q] inférieur de f est défini par

µ[p,q]
(

f
)

= liminf
r→+∞

logp+1 M
(
r, f

)
logq r

.

Si f est méromorphe, alors son ordre [p, q] inférieur est défini par

µ[p,q]
(

f
)

= liminf
r→+∞

logp T
(
r, f

)
logq r

.

5.3 Le [p, q] exposant de convergence d’une fonction

Définition 1.18 ([61], [62]) Soient p, q deux entiers tels que p > q > 1 et f une fonction
méromorphe. Le [p, q] exposant de convergence de la suite de a-points de la fonction f est
donné par

λ[p,q]
(

f −a
)

= lim
r→+∞

logp N(r, 1
f −a )

logq r
.

Le [p, q] exposant de convergence de la suite de a-points distincts de la fonction f est défini
par

λ[p,q]
(

f −a
)

= lim
r→+∞

logp N(r, 1
f −a )

logq r
.

Afin de développer nos résultats, nous aurons besoin de différents types de mesures et de
densités pour des ensembles de points sur l’axe réel positif.
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6. LA MESURE ET LA DENSITÉ DES ENSEMBLES

6 La mesure et la densité des ensembles

6.1 La mesure linéaire, la mesure logarithmique

Définition 1.19 ([56], [57]) La mesure linéaire d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie par

m (E) =
∫

E
d t .

La mesure logarithmique d’un ensemble F ⊂ [1,+∞) est définie par

ml (F) =
∫

F

d t

t
.

Exemple 1.14 La mesure linéaire de l’ensemble E = [2,6]∪ [7,8] ⊂ [0,+∞) est

m (E) =
∫ 6

2
d t +

∫ 8

7
d t = 5.

6.2 La densité des ensembles

Définition 1.20 ([49], [56], [57]) La densité supérieure de l’ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie
par

dens (E) = limsup
r→+∞

m (E∩ [0,r ])

r
.

Définition 1.21 ([56], [57]) La densité inférieure de l’ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie par

dens (E) = liminf
r→+∞

m (E∩ [0,r ])

r
.

Exemple 1.15 La densité inférieure et la densité supérieure de l’ensemble H = [1,2] ⊂ [0,+∞)
sont

densH = densH = 0.

Définition 1.22 ([56], [57]) La densité logarithmique inférieure d’un ensemble F⊂ [1,+∞)
est définie par

logdens (F) = liminf
r→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
.

La densité logarithmique supérieure d’un ensemble F ⊂ [1,+∞) est définie par

logdens (F) = limsup
r−→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
.

Exemple 1.16 Posons F = [5,+∞[, nous avons

logdens (F) = limsup
r−→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr

= limsup
r−→+∞

ml ([5,r ])

logr
= 1 > 0.

Proposition 1.3 ([13]) Pour tout ensemble H ⊂ (1,+∞), les assertions suivantes sont véri-
fiées :

i) si ml (H) = +∞, alors m (H) = +∞,
ii) si dens (H) > 0, alors m (H) = +∞,
iii) si logdens (H) > 0, alors ml (H) = +∞.
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6. LA MESURE ET LA DENSITÉ DES ENSEMBLES

6.3 Éléments de la théorie de Wimam-Valiron

Indice central et le terme maximal

Définition 1.23 ([58], [79]) Soit f (z) =
∑

n≥0 an zn une fonction entière. On définit le terme
maximal de f par µ

(
r, f

)
= max

n≥0
|an |r n et on définit l’indice central de la fonction f par

νr
(

f
)

= max
{
m :µ

(
r, f

)
= |am |r m}

.

Exemple 1.17 Pour f (z) = an zn + ...+a0, an 6= 0 , alors quand |z| = r →+∞, nous avons le
terme maximal est |an |r n et par conséquent νr

(
f
)

= n.

6.4 Théorème de factorisation de Hadamard

Définition 1.24 (Produit canonique) ([79]) Soit f une fonction méromorphe transcendante
et soient z1, z2,... ses zéros avec 0 < |z1|6 |z2|6 .... Soit p l’entier minimal tel que la série
+∞∑

n=1
1

|zn |p+1 converge. On appelle

E(u,0) = (1−u),

E(u, p) = (1−u)exp(u + u2

2
+ ...+ up

p
) p = 1,2, ...

des facteurs principaux. Le produit infini

P(z) =
+∞∏
n=1

E(
z

zn
, p)

converge uniformément dans chaque domaine borné dans C et P(z) s’appelle le produit
canonique de f formé à partir des zéros de f . L’entier p est appelé le genre du produit
canonique.

Théorème 1.5 ([37]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini ρ
(

f
)

et soient
{

a1,a2, ...
}

et
{
b1,b2, ...

}
les zéros et les pôles de f dans C\{0} , respectivement. Supposons que f a une

représentation
f (z) = ck zk + ck+1zk+1 + ..., (ck 6= 0)

au voisinage de z = 0 avec ck 6= 0. Alors,

f (z) = zk eQ(z) P1 (z)

P2 (z)

avec Q (z) est un polynôme de degré inférieur ou égal à ρ
(

f
)

et P1 (z) et P2 (z) sont des
produits canoniques de f formés des zéros et des pôles non nuls de f .
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Chapitre 2

Sur l’hyper-ordre des solutions de
certaines équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur à coefficients
fonctions entières

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1 (z)eP(z) f (k−1) + ...+A0 (z)eP(z) f = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z)

où P (z) = an zn + ...+ a0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 sont des polynômes (n ≥ 1), aq ,bq avec(
q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes tels que anbn 6= 0 et bq = caq , (0 < c < 1), q =

0, ...,n, A j ( 6≡ 0) ,
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, Fi , (i = 1,2) sont des fonctions entières d’ordre fini.
Nous étudions également l’ordre des solutions de l’équation différentielle linéaire non
homogène

f (k) +Ak−1 (z)ePk−1(z) f (k−1) + ...+A1 (z)eP1(z) f ′+A0 (z)eP0(z) f = eQ(z)F(z)

où A j (6≡ 0),
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, F 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre inférieur stricte-
ment à n, P j (z) = a j ,n zn + ...+a j ,0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 sont des polynômes (n ≥ 1), où
a j ,q ,bq

(
j = 0,1, ...,k; q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes. Nos résultats étendent les

résultats précédents dus à Habib et Belaïdi [17], [42]. Plusieurs travaux [30], [39], [57] ont
étudié la croissance des solutions de l’équation différentielle linéaire du second ordre

f ′′+A1 (z)eP(z) f ′+A2 (z)eQ(z) f = 0 (2.1)

où P, Q sont des polynômes non constants, A1, A2 (6≡ 0) sont des fonctions entières telles
que ρ (A1) < degP, ρ (A2) < degQ. Gundersen a montré dans [39] que si degP 6= degQ, alors
chaque solution non constante de (2.1) est d’ordre infini. Si degP = degQ, alors (2.1) peut
avoir des solutions non constantes d’ordre fini. Par exemple f (z) = e i z + i satisfait

f ′′+e i z f ′− i e i z f = 0.

Dans [7] , Belaïdi a étudié l’ordre et l’hyper-ordre des solutions de certaines équations
différentielles linéaires d’ordre supérieur comme suit.

19



1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS

Théorème 2.1 [7] Soient k ≥ 2 un entier et P j (z) =
∑n

i =0 ai , j zi
(

j = 0,1, ...,k −1
)

des po-
lynômes non constants où a0, j , ..., an, j ( j = 0, ...,k − 1) sont des nombres complexes tels
que an, j 6= 0( j = 0, ...,k − 1). Soient A j (6≡ 0), B j ( 6≡ 0) ( j = 0,1, ...,k − 1) des fonctions en-
tières. Supposons que arg an, j 6= arg an,0 ou an, j = c j an,0

(
0 < c j < 1

)
( j = 1, ...,k−1) et ρ

(
A j

)<
n,ρ

(
B j

)< n ( j = 0,1, ...,k −1). Alors, toute solution f ( 6≡ 0) de l’équation différentielle

f (k) + (
Ak−1 (z)ePk−1(z) +Bk−1 (z)

)
f (k−1) + ...+ (

A0 (z)eP0(z) +B0 (z)
)

f = 0 (2.2)

est d’ordre infini et satisfait ρ2( f ) = n.

Plus tard, Hamani dans [43], a déterminé l’hyper-ordre de la solution de l’équation (2.2),
sous certaines conditions et a obtenu le résultat suivant.

Théorème 2.2 [43] Soient k ≥ 2 un entier et P j (z) =
∑n

i =0 ai , j zi
(

j = 0,1, ...,k −1
)

des poly-
nômes non constants où a0, j , ..., an, j ( j = 0, ...,k − 1) sont des nombres complexes tels que
an, j 6= 0( j = 0, ...,k −1). Soient A j ( 6≡ 0), B j (6≡ 0) ( j = 0,1, ...,k −1) des fonctions entières avec
ρ(A j ) < n et ρ(B j ) < n. Supposons qu’il existe s ∈ {1, ...,k −1} tel que an, j = c j an,s

(
0 < c j < 1

)
avec j 6= s. Alors, toute solution transcendante f de (2.2) est d’ordre infini et satisfait ρ2( f ) =
n.

Dans [84], Zhan et Xiao ont étudié les équations différentielles homogènes et non homo-
gènes d’ordre supérieur et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théorème 2.3 [84] Soient A j i ( 6≡ 0), ( j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2) des fonctions entières telles
que ρ

(
A j i

)< n avec n ≥ 1 est un entier. Soient P j (z) = a j ,n zn + ...+a j ,0 et Q j (z) = b j ,n zn +
...+b j ,0 des polynômes où a j ,q ,b j ,q

(
j = 0,1, ...,k −1; q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres com-

plexes tels que a j ,nb j ,n 6= 0, a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k −1 sont
des nombres distincts. Alors, toute solution f ( 6≡ 0) de l’équation

f (k) + (
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1)

+ ...+ (
A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = 0 (2.3)

est d’ordre fini.

Théorème 2.4 [84] Soient A j i ( 6≡ 0)( j = 0,1, ...,k−1; i = 1,2) des fonctions entières telles que
ρ
(
A j i

) < n où n ≥ 1 est un entier. Soient P j (z) = a j ,n zn + ...+ a j ,0 et Q j (z) = b j ,n zn + ...+
b j ,0 des polynômes où a j ,q ,b j ,q

(
j = 0,1, ...,k −1; q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes

tels que a j ,nb j ,n 6= 0, a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k − 1 sont des
nombres distincts. Soit F( 6≡ 0) une fonction entière d’ordre fini. Alors, l’équation

f (k)+(
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1)+...+(

A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = F(z)
(2.4)

satisfait les assertions suivantes :
(i ) Il existe au plus une solution exceptionnelle f0 d’ordre fini, et toute autre solution

satisfait λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= ρ
(

f
)

= +∞ et λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)≤ max

{
n,ρ (F)

}
.

(i i ) S’il existe une solution f0 d’ordre fini, alors ρ
(

f0
)≤ max

{
n,λ

(
f0

)
,ρ (F)

}
.

(i i i ) Si F est une fonction entière d’ordre inférieur à n et arg a0,n 6= argb0,n , alors toute
solution de (2.4) est d’ordre infini.
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1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS

Récemment, Habib et Belaïdi [42] ont étudié la croissance des solutions de certaines équa-
tions différentielles linéaires non homogènes de la forme

f (k) +Ak−1 (z)eaz f (k−1) + ...+A0 (z)eaz f = F1(z)eaz +F2(z)ebz (2.5)

et ils ont abouti aux résultats suivants.

Théorème 2.5 [42] Soient A j (6≡ 0),
(

j = 0,1, ...,k −1
)

et Fi ( (i = 1,2) des fonctions entières
avec ρ

(
A j

)< 1,
(

j = 0,1, ...,k −1
)

et ρ (Fi ) < 1,(i = 1,2) où a et b sont des nombres complexes
non nuls tels que b = ca ( 0 < c < 1). Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) il existe un unique s (0 ≤ s ≤ k −1) tel que

max
{
ρ
(
A j

)
,
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, j 6= s
}< ρ (As) = ρ,

(2) pour tout τ satisfaisant 0 < τ < ρ, il existe un sous-ensemble H ⊂ [1,+∞) de mesure
logarithmique infinie, telle que pour |z| = r ∈ H, nous avons

log |As (z) | > r τ.

Alors, toute solution f de l’équation (2.5) est d’ordre infini.

Dans [17], ils ont obtenu les résultats suivants. On définit les ensembles suivants

I = j = 0,1, ...,k −1,

I1 = {i ∈ I,ci > 1} 6= ;,

I2 = {i ∈ I,0 < ci < 1} 6= ;,

I3 = {i ∈ I,ci < 0} 6= ;,

I4 = {i ∈ I,ci = 1} 6= ;,

où I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 = I et ci (i ∈ I) sont des nombres réels,

Théorème 2.6 [17] Soient A j ( 6≡ 0),
(

j ∈ I
)

et F 6≡ 0 des fonctions entières avec

max
{
ρ
(
A j

)
,
(

j ∈ I
)

,ρ (F)
}< 1,

où a 6= 0 et bi 6= 0 (i ∈ I) sont des nombres complexes tels que bi = ci a (i ∈ I). Supposons
qu’il existe un s ∈ I1 tel que cs > c j pour tout j ∈ I1\{s}, supposons qu’il existe un l ∈ I3 tel
que cl < c j pour tout j ∈ I3\{l }et supposons que c0 6= 1 et c0 6= c j pour tout j ∈ I\{0} . Alors,
chaque solution f de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1 (z)ebk−1z f (k−1) + ...+A1 (z)eb1z f +A0 (z)eb0z f = F1(z)eaz (2.6)

est d’ordre infini et son hyper-ordre satisfait ρ2( f ) ≤ 1.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un problème plus général et obtenons les résul-
tats suivants qui étendent les Théorèmes 2.5 et 2.6. En effet, nous prouverons les résultats
suivants.

Théorème 2.7 [65] Soient P (z) = an zn + ...+ a0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 des polynômes
(n ≥ 1), où aq ,bq ,

(
q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes tels que anbn 6= 0 et bq = caq ,

(0 < c < 1) , q = 0, ...,n. Soient A j ( 6≡ 0),
(

j = 0,1, ...,k −1
)

et Fi (i = 1,2) des fonctions entières
d’ordre fini avec

max
{
ρ
(
A j

)(
j = 0,1, ...,k −1

)
,ρ (Fi ) (i = 1,2)

}< n.
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2. LEMMES AUXILIAIRES

Supposons qu’il existe un unique s , 0 ≤ s ≤ k −1 satisfaisant

max
{
ρ
(
A j

)
,
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, j 6= s
}< ρ (As) <+∞,

tel que pour tout 0 < τ< ρ (As) , il existe un ensemble H ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique
infinie, tel que pour |z| = r ∈ H, nous avons

log |As (z) | > r τ.

Alors, toute solution f de l’équation

f (k) +Ak−1 (z)eP(z) f (k−1) + ...+A1 (z)eP(z) f ′+A0 (z)eP(z) f = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z) (2.7)

vérifie ρ( f ) = +∞ et son hyper-ordre satisfait ρ2( f ) ≤ n.

Théorème 2.8 [65] Sous les mêmes hypothèses du Théorème 2.7, supposons de plus que
ϕ 6≡ 0 est une fonction entière d’ordre fini. Alors, toute solution f de (2.7) satisfait

λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= λ
(

f −ϕ)
= λ

(
f −ϕ)

= ρ
(

f
)

= +∞
et

λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= λ2
(

f −ϕ)
= λ2

(
f −ϕ)

= ρ2
(

f
)≤ n.

Théorème 2.9 [65] Soient A j ( 6≡ 0) ,
(

j = 0,1, ...,k −1
)

et F 6≡ 0 des fonctions entières d’ordre
fini avec

max
{
ρ
(
A j

)
( j ∈ I),ρ (F)

}< n.

Soient P j (z) = a j ,n zn + ...+a j ,0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 des polynôme où a j ,q ,bq sont des
nombres complexes tels que a j ,nbn 6= 0

(
j ∈ I

)
et a j ,q = c j bq

(
j ∈ I, q = 0,1, ...,n

)
. Supposons

qu’il existe un unique s ∈ I1 tel que cs > c j pour tout j ∈ I1\{s}, supposons qu’il existe un
unique l ∈ I3 tel que cl < c j pour tout j ∈ I3\{l } et supposons que c0 6= 1 et c0 6= c j pour tout
j ∈ I\{0}. Alors, toute solution de l’équation

f (k) +Ak−1 (z)ePk−1(z) f (k−1) + ...+A1 (z)eP1(z) f ′+A0 (z)eP0(z) f = eQ(z)F(z) (2.8)

est d’ordre infini et son hyper-ordre satisfait ρ2( f ) ≤ n.

Théorème 2.10 [65] Sous les mêmes hypothèses du Théorème 2.9, supposons de plus que
ϕ 6≡ 0 est une fonction entière d’ordre fini. Alors, toute solution f de (2.8) satisfait

λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= λ
(

f −ϕ)
= λ

(
f −ϕ)

= ρ
(

f
)

= +∞
et

λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= λ2
(

f −ϕ)
= λ2

(
f −ϕ)

= ρ2
(

f
)≤ n.

2 Lemmes auxiliaires

Pour prouver nos théorèmes, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.1 [75] Soient P1 (z) ,P2 (z) , ...,Pn (z) (n ≥ 1) des polynômes non constants de de-
gré d1,d2, ...,dn , respectivement, tels que deg

(
Pi (z)−P j (z)

)
= max

{
di ,d j

}
pour i 6= j . Soit

A(z) =
n∑

j =0
B j (z)eP j (z) où B j (6≡ 0) sont des fonctions entières avec ρ

(
B j

)< d j .

Alors, ρ (A) = max
0≤ j≤n

{
d j

}
.
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2. LEMMES AUXILIAIRES

Lemme 2.2 [30] Soient P (z) = an zn + ...+a0, (an = α+ iβ 6= 0) un polynôme de degré n ≥ 1,
et A(6≡ 0) une fonction entière avec ρ (A) < n. Posons

f (z) = A(z)eP(z), z = r e iθ,δ (P,θ) = αcosnθ−βsinnθ.

Alors, pour tout ε > 0, il existe un ensemble E1 ⊂ [0,2π) de mesure linéaire nulle, tel que
pour tout θ ∈ [0,2π)\(E1 ∪E2), il existe R > 0, tel que pour tout |z| = r > R, nous avons

(i ) si δ (P,θ) > 0, alors

exp
{
(1−ε)δ (P,θ)r n}

6 | f
(
r e iθ

)
|6 exp

{
(1+ε)δ (P,θ)r n}

,

(i i ) si δ (P,θ) < 0, alors

exp
{
(1+ε)δ (P,θ)r n}

6 | f
(
r e iθ

)
|6 exp

{
(1−ε)δ (P,θ)r n}

où E2 = {θ ∈ [0,2π) : δ (P,θ) = 0} est un ensemble fini.

Lemme 2.3 [38] Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini ρ. Soient ε> 0
une constante, k et j des entiers vérifiant k > j ≥ 0. Alors, les deux propriétés suivantes sont
vérifiées : (i ) il existe un ensemble E3 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique finie, tel que pour
tout z satisfaisant |z| ∉ E3 ∪ [0,1], nous avons∣∣∣∣ f (k) (z)

f ( j) (z)

∣∣∣∣≤ |z|(k− j)(ρ−1+ε) . (2.9)

(i i ) Il existe un ensemble E4 ⊂ [0,2π) de mesure linéaire nulle, tel que si θ ∈ [0,2π)\E4,
alors il existe une constante R = R(θ) > 0 telle que (2.9) soit vérifiée pour tout z satisfaisant
arg z = θ et |z| ≥ R.

Lemme 2.4 [76] Soit f une fonction entière et supposons que

G(z) =
log+

∣∣ f (k) (z)
∣∣

|z|ρ

est non bornée sur une certaine demi-droite arg z = θ où ρ > 0 est une constante. Alors, il
existe une suite infinie de points zn = rne iθ (n = 1,2, ...), où rn →+∞ telle que G(zn) →+∞
et ∣∣∣∣∣ f ( j) (zn)

f (k) (zn)

∣∣∣∣∣≤ 1(
k − j

)
!

(1+o (1))r k− j
n , j < k

lorsque n →+∞.

Lemme 2.5 [76] Soit f une fonction entière avec ρ( f ) = ρ<+∞. Supposons qu’il existe un
ensemble E5 ⊂ [0,2π) de mesure linéaire nulle, tel que log+

∣∣ f
(
r e iθ

)∣∣ ≤ Mr ρ1 pour toute
demi-droite arg z = θ ∈ [0,2π)\E5, où M est une constante positive dépendante de θ, tandis
que ρ1 est une constante positive indépendante de θ. Alors, ρ( f ) ≤ ρ1.

Lemme 2.6 [9],[26] Soient A j ( 6≡ 0) ( j = 0,1, ...,k −1)et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes
d’ordre fini.

(i ) Si f est une solution méromorphe de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1 (z) f (k−1) + ...+A0 (z) f = F, (2.10)
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3. PREUVE DU THÉORÈME 2.7

avec ρ
(

f
)

= +∞, alors f satisfait

λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= ρ
(

f
)

= +∞.

(i i ) Si f est une solution méromorphe de l’équation (2.10) avec ρ
(

f
)

= +∞ et ρ2
(

f
)

= ρ,
alors f satisfait

λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= ρ
(

f
)

= +∞, λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)

= ρ.

Lemme 2.7 ([81], [83]) Soient f1, f2, ..., fn des fonctions méromorphes et g1, g2, ..., gn (n ≥ 2)
des fonctions entières satisfaisant les conditions suivantes :

(i )
n∑

j =1
egi (z) f j (z) ≡ fn+1,

(i i ) Si 1 ≤ j ≤ n + 1 et 1 ≤ k ≤ n, alors l’ordre de f j est inférieur ou égal à l’ordre de
egk (z).

(i i i ) Si n ≥ 2, 1 ≤ j ≤ n+1 et 1 ≤ h < k ≤ n, alors l’ordre de f j est inférieur à l’ordre
de egh−gk .

Alors, f j (z) ≡ 0, j = 1,2, ...,n +1.

Lemme 2.8 [17] Soient B1,B2, ...,Bk−1 des fonctions entières d’ordre fini. Si f est une solu-
tion de l’équation

f (k) +Bk−1 (z) f (k−1) + ...+B1 (z) f ′+B0 (z) f = H(z) ,

alors ρ2
(

f
)≤ max

{
ρ
(
B j

)
( j = 0,1, ...,k −1),ρ (H)

}
.

3 Preuve du Théorème 2.7

Tout d’abord, nous prouvons que toute solution f de l’équation (2.7) est transcen-
dante d’ordre ρ

(
f
)≥ n. Supposons que f est une solution de l’équation (2.7) avec ρ

(
f
)<

n. Réécrivons (2.7) comme suit

eQ(z)−P(z)F2 (z)−e−P(z) f (k) =
k−1∑
j =0

A j (z) f ( j)−F1 (z) . (2.11)

Comme
max

{
ρ
(
A j

)(
j = 0,1, ...,k −1

)}< n,

et ρ
(

f
) < n, alors ρ

(
A j f ( j)

)
< n

(
j = 0,1, ...,k −1

)
et ρ

(
f (k)

) < n. D’autre part, puisque

bq = caq , (0 < c < 1) , q = 0, ...,n, alors

deg(Q(z)−P(z)) = deg((c −1)P(z)) = n.

Donc, du Lemme 2.1 et (2.11), nous avons

n = ρ
(
eQ(z)−P(z)F2 (z)−e−P(z) f (k)

)
= ρ

(
k−1∑
j =0

A j (z) f ( j)−F1 (z)

)
≤ max

{
ρ
(
A j f ( j )

) (
j = 0,1, ...,k −1

)
,ρ (F1)

}
< n.
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3. PREUVE DU THÉORÈME 2.7

Cette dernière expression représente une contradiction. Par conséquent, toute solution
f (6≡ 0) de l’équation (2.7) est transcendante d’ordre ρ

(
f
)≥ n . Maintenant, nous prouvons

que ρ
(

f
)

= +∞. Supposons que ρ
(

f
)

= ρ<+∞. Posons

α = ρ (As) ,

β = max
{
ρ
(
A j

)
,

(
j = 0,1, ...,k −1

)
, j 6= s

}
,

γ = max
{
ρ (Fi ) (i = 1,2)

}
.

Il est clair que, 0 ≤ β< α< n et 0 ≤ γ< n. Alors, d’après la définition de l’ordre, pour tout ε
avec 0 < ε< min

{
n −α,n −β,n −γ}

et pour tout r suffisamment grand, nous avons

|A j (z) | ≤ exp
{

r β+ε
}

,
(

j = 0,1, ...,k −1, j 6= s
)

, (2.12)

|As (z) | ≤ exp
{
r α+ε

}
, |Fi (z) | ≤ exp

{
r γ+ε

}
, (i = 1,2) . (2.13)

D’après les hypothèses du Théorème 2.7, il existe un ensemble H ⊂ [1,+∞) de mesure
logarithmique infinie et τ> 0 tel que 0 ≤ β< τ< n. Nous avons donc,

log |As (z) | > r τ. (2.14)

pour tout |z| = r ∈ H. Du Lemme 2.2, il existe un ensemble E ⊂ [0,2π) de mesure linéaire
nulle, tel que pour tout θ ∈ [0,2π)\E, nous avons δ (P,θ) 6= 0. D’après le Lemme 2.3, il existe
un ensemble E4 ⊂ [0,2π) de mesure linéaire nulle, tel que si θ ∈ [0,2π)\E4, alors il existe
une constante R = R(θ) > 0 telle que pour tout z satisfaisant arg z = θ et |z| ≥ R, nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (i ) (z)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|( j−i)(ρ−1+ε)

≤ |z|kρ , 0 ≤ i < j ≤ k. (2.15)

Comme P (z) = an zn + ...+ a0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 avec aq ,bq ,
(
q = 0,1, ...,n

)
sont des

nombres complexes tels que anbn 6= 0 et bq = caq ,0 < c < 1, q = 0, ...,n, alors

Q (z)−P (z) = (c −1)P (z) .

Pour tout θ ∈ [0,2π)\(E∪E4) , posons

δ1 = δ (−P,θ) , δ2 = δ (Q−P,θ) . (2.16)

Nous obtenons

δ2 = (1− c)δ (−P,θ)

= (1− c)δ1.

Alors δ1 6= 0, δ2 6= 0. Nous discutons maintenant deux cas séparément.
Cas 1. Supposons que δ1 > 0, alors δ2 > 0, ainsi 0 < δ2 < δ1. Du Lemme 2.2, pour tout

ε vérifiant 0 < 2ε < min
{(

δ1−δ2
δ1

)
,n −α,n −β,n −γ

}
, nous avons pour tout θ ∈ [0,2π)\E et

|z| = r > R suffisamment grand∣∣eQ(z)−P(z)
∣∣≤ exp

{
(1+ε)δ2r n}

, (2.17)∣∣e−P(z)
∣∣≥ exp

{
((1−ε))δ1r n}

. (2.18)
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3. PREUVE DU THÉORÈME 2.7

Nous prouvons maintenant que log+ | f (k)(z)|
|z|γ+ε est borné sur la demi-droite arg z = θ. Suppo-

sons log+ | f (k)(z)|
|z|γ+ε est non borné sur la demi-droite arg z = θ. Donc du Lemme 2.4, Il existe

une suite de points zm = rme iθ (m = 1,2, ...), où rm →+∞ telle que

log+ | f (k) (zm) |
|zm |γ+ε →+∞. (2.19)

Ainsi, pour tout nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons

| f (k) (zm) | > exp
(
A|zm |γ+ε) (2.20)

et ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (k) (zm)

∣∣∣∣∣ ≤ 1(
k − j

)
!

(1+o (1))r k− j
m

≤ 2r k− j
m ,

(
j = 0,1, ...,k −1

)
(2.21)

lorsque m →+∞. En combinant (2.13) et (2.20), pour m suffisamment grand, nous obte-
nons

|Fi (zm) |∣∣ f (k) (zm)
∣∣ ≤ exp

{
r γ+εm

}
exp

(
Ar γ+εm

) , (i = 1,2) .

Comme A > 1, alors nous avons

|Fi (zm) |∣∣ f (k) (zm)
∣∣ → 0 quand m →+∞, (i = 1,2) . (2.22)

De la formule (2.7) , nous obtenons

∣∣e−P(z)
∣∣≤


∣∣eQ(z)−P(z)

∣∣ ∣∣∣∣F2 (z)

f (k)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣F1 (z)

f (k)

∣∣∣∣+|As (z)|
∣∣∣∣ f (s)

f (k)

∣∣∣∣+ k−1∑
j =0
j 6=s

∣∣A j (z)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f (k)

∣∣∣∣∣
 . (2.23)

En remplaçant (2.12), (2.13), (2.17), (2.18), (2.21), (2.22) dans (2.23), nous avons

exp
{
(1−ε)δ1r n

m

} ≤ ∣∣e−P(z)
∣∣

≤ exp
{
(1+ε)δ2r n

m

}
o (1)+o (1)

+ 2r k−s
m exp

{
r α+εm

}+2(k −1)r k
m exp

{
r β+εm

}
≤ 2(k +2)r k

m exp
{
r α+εm

}
exp

{
(1+ε)δ2r n

m

}
. (2.24)

Ainsi,
exp

{
(1−ε)δ1r n

m − (1+ε)δ2r n
m

}≤ 2(k +2)r k
m exp

{
r α+εm

}
. (2.25)

Par 0 < ε< δ1−δ2
2δ1

, nous avons

exp
{
(1−ε)δ1r n

m − (1+ε)δ2r n
m

}
= exp

{
((δ1 −δ2)−ε (δ1 +δ2))r n

m

}
= exp

{
(δ1 −δ2)

(
1−ε (δ1 +δ2)

δ1 −δ2

)
r n

m

}
≥ exp

{
(δ1 −δ2)2

2δ1
r n

m

}
. (2.26)
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Par (2.25) et (2.26), nous obtenons

exp

{
(δ1 −δ2)2

2δ1
r n

m

}
≤ 2(k +2)r k

m exp
{
r α+εm

}
,

ce qui est une contradiction car α+ ε < n. Donc, log+ | f (k)(z)|
|z|γ+ε est borné sur la demi-droite

arg z = θ. D’où il existe une constante M > 0, telle que

| f (k) (z) | ≤ exp
(
M|z|γ+ε) . (2.27)

En utilisant le Lemme 2.4 pour j = 0 < k, nous obtenons

∣∣ f (z)
∣∣≤ (1+o (1))

k !

∣∣∣ f (k) (z)
∣∣∣r k . (2.28)

Et en moyennant (2.27) et (2.28), nous avons

∣∣ f (z)
∣∣ ≤ (1+o (1))

k !
r k exp

(
M|z|γ+ε)

≤ C exp
(
M|z|γ+2ε) ,

avec C > 0, sur la demi-droite arg z = θ.

Cas 2. Supposons que δ1 < 0, alors δ2 < 0. Du Lemme 2.2, pour tout ε vérifiant 0 < 2ε<
min

{
τ−β,n −α,n −β,n −γ}

, nous avons pour tout θ ∈ [0,2π)\ E et |z| = r > R suffisam-
ment grand ∣∣eQ(z)−P(z)

∣∣≤ exp
{
(1−ε)δ2r n}< 1, (2.29)∣∣e−P(z)

∣∣≤ exp
{
((1−ε))δ1r n}< 1. (2.30)

Nous prouvons maintenant que log+ | f (s)(z)|
|z|γ+ε est borné sur la demi-droite arg z = θ. Sup-

posons le contraire. Donc, par le Lemme 2.4, il existe une suite de points zm = rme iθ,
m = 1,2, ... où rm →+∞ telle que

log+ | f (s) (zm) |
|zm |γ+ε →+∞. (2.31)

Ainsi, pour tout nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons

| f (s) (zm) | > exp
(
A|zm |γ+ε) (2.32)

et ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣ ≤ 1(
s − j

)
!

(1+o (1))r s− j
m

≤ 2r s− j
m ,

(
j = 0,1, ..., s −1

)
(2.33)

lorsque m →+∞. De (2.13) et (2.32), pour m suffisamment grand, nous obtenons

|Fi (zm) |∣∣ f (s) (zm)
∣∣ ≤ exp

{
r γ+εm

}
exp

(
Ar γ+εm

) , (i = 1,2) .
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Comme A > 1, alors nous avons

|Fi (zm) |∣∣ f (s) (zm)
∣∣ → 0 lorsque m →+∞, (i = 1,2) . (2.34)

De (2.7), nous obtenons

1 ≤ ∣∣eQ(z)−P(z)
∣∣ 1

|As (z)|
∣∣∣∣F2 (z)

f (s)

∣∣∣∣+ 1

|As (z)|
∣∣∣∣F1 (z)

f (s)

∣∣∣∣
+

∣∣e−P(z)
∣∣

|As (z)|
∣∣∣∣ f (k)

f (s)

∣∣∣∣+ s−1∑
j =0

∣∣A j (z)
∣∣

|As (z)|

∣∣∣∣∣ f ( j)

f (s)

∣∣∣∣∣+ k−1∑
j =s+1

∣∣A j (z)
∣∣

|As (z)|

∣∣∣∣∣ f ( j)

f (s)

∣∣∣∣∣ . (2.35)

De (2.12) et (2.14), nous avons

1

|As (zm)| < exp
(−r τm

)
, (2.36)

∣∣A j (zm)
∣∣

|As (zm)| < exp
{

r β+εm − r τm
} (

j = 0,1, ...,k −1, j 6= s
)

(2.37)

pour m assez grand. En remplaçant (2.15), (2.29), (2.30) ,(2.33), (2.34), (2.36), (2.37) dans
(2.35), nous avons

1 ≤ o (1)exp
(−r τm

)
exp

{
(1−ε)δ2r n

m

}+o (1)exp
(−r τm

)+ r kρ
m exp

(−r τm
)

exp
{
(1−ε)δ1r n

m

}
+

s−1∑
j =0

2r s− j
m exp

{
r β+εm − r τm

}
+

k−1∑
j =s+1

exp
{

r β+εm − r τm
}

r kρ
m

≤ o (1)exp
(−r τm

)
exp

{
(1−ε)δ2r n

m

}+o (1)exp
(−r τm

)+ r kρ
m exp

(−r τm
)

exp
{
(1−ε)δ1r n

m

}
+2sr s

m exp
{

r β+εm − r τm
}
+ (k −1− s)r kρ

m exp
{

r β+εm − r τm
}

. (2.38)

Puisque chaque terme dans le membre droit de (2.38) tend vers zéro lorsque rm →+∞ car
β+ε< τ, alors de (2.38) nous obtenons 1 ≤ 0, quand rm →+∞. Ce qui est une contradic-

tion. Ainsi, log+ | f (s)(z)|
|z|γ+ε est borné sur la demi-droite arg z = θ. Donc, il existe une constante

M > 0, telle que
| f (s) (z) | ≤ exp

(
M|z|γ+ε) . (2.39)

Cela implique, d’une façon similaire au Cas 1, que∣∣ f (z)
∣∣≤ C exp

(
M|z|γ+2ε) , (2.40)

avec C > 0, sur la demi droite arg z = θ. Alors, du Lemme 2.5, nous avons ρ
(

f
)≤ γ+2ε< n,

ce qui est une contradiction. Par conséquent toute solution transcendante f de (2.7) doit
être d’ordre infini. Comme

deg(Q(z)−P(z)) = deg((c −1)P(z)) = n,

donc par le Lemme 2.1, nous avons

max
{
ρ(eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z))

}
= n.

En utilisant le Lemme 2.8, nous obtenons ρ2( f ) ≤ n.
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4 Preuve du Théorème 2.8

Supposons que f est une solution de l’équation (2.7). Alors, du Théorème 2.7, nous
avons ρ

(
f
)

= +∞ et ρ2
(

f
) ≤ n. Posons g = f −ϕ. Alors g est une fonction entière avec

ρ
(

f
)

= ρ
(
g
)

= +∞ et ρ2
(
g
)

= ρ2
(

f
)≤ n. En substituant f = g +ϕ dans (2.7), nous avons

g (k) (z)+Ak−1 (z)eP(z)g (k−1) (z)+ ...+A1 (z)eP(z)g ′ (z)

+A0 (z)eP(z)g (z) = D(z) (2.41)

où
D(z) = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z)

−
[
ϕ(k) (z)+Ak−1 (z)eP(z)ϕ(k−1) (z)+ ...+A1 (z)eP(z)ϕ′ (z)+A0 (z)eP(z)ϕ (z)

]
.

Montrons que D 6≡ 0. En effet, si D ≡ 0, alors

ϕ(k) +Ak−1 (z)eP(z)ϕ(k−1) + ...+A1 (z)eP(z)ϕ′+A0 (z)eP(z)ϕ = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z) .

Donc ϕ est une solution de l’équation (2.7), alors ρ
(
ϕ

)
= +∞, ce qui est une contradic-

tion. Par suite D 6≡ 0. Nous savons que les fonctions A j (z)eP(z)
(

j = 0,1, ...,k −1
)

,D sont
d’ordre fini. Du Lemme 2.6 et (2.41) nous avons

λ
(
g
)

= λ
(
g
)

= ρ
(
g
)

= ρ
(

f
)

= +∞, λ2
(
g
)

= λ2
(
g
)

= ρ2
(
g
)

= ρ2
(

f
)≤ n.

Alors, en utilisant le fait que f est une solution d’ordre infini de l’équation (2.7) et le
Lemme 2.6, nous obtenons

λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= λ
(

f −ϕ)
= λ

(
f −ϕ)

= ρ
(

f
)

= +∞,

λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= λ2
(

f −ϕ)
= λ2

(
f −ϕ)

= ρ2
(

f
)≤ n

ainsi, la preuve est achevée.

5 Preuve du Théorème 2.9

Nous pouvons réécrire (2.8) comme suit

e−Q(z) f (k) +Ak−1 (z)e(Pk−1(z)−Q(z)) f (k−1) + ...+A1 (z)e(P1(z)−Q(z)) f ′

+A0 (z)e(P0(z)−Q(z)) f = F(z) . (2.42)

Comme a j ,q = c j bq
(

j ∈ I, q = 0,1, ...,n
)

, alors P j (z)−Q (z) =
(
c j −1

)
Q (z) , et de (2.42) nous

obtenons

e−Q(z) f (k) + ∑
j∈I1

A j (z)e((c j−1)Q(z)) f ( j)+ ∑
j∈I2

A j (z)e((c j−1)Q(z)) f ( j)

+ ∑
j∈I3

A j (z)e((c j−1)Q(z)) f ( j)+ ∑
j∈I4

A j (z) f ( j) = F(z) . (2.43)

Tout d’abord, nous démontrons que toute solution f de (2.43) est transcendante d’ordre
ρ
(

f
)≥ n. Supposons que f est une solution de l’équation (2.43) avec ρ

(
f
)< n. Il est clair

que f 6≡ 0. Nous pouvons réécrire (2.43) sous la forme

e−Q(z) f (k) + ∑
j∈Γ

B j (z)e((c j−1)Q(z))+A0 (z)e((c0−1)Q(z)) f = F(z)−
∑
j∈I4

A j (z) f ( j), (2.44)
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où Γ = I\(I4 ∪ {0}) et B j (z) = A j (z) f ( j). Évidemment, ρ
(

f (k)
) < n et ρ

(
A j (z) f ( j)

)
< n(

j ∈ I
)

. Nous remarquons que (c0 −1)bq ,
(
c j −1

)
bq et −bq , q = 0, ...,n, j ∈ Γ, sont des

nombres distincts. Donc, par (2.44) et le Lemme 2.7, nous avons A0 f ≡ 0, ce qui mène
à une contradiction. Par conséquent, toute solution f de l’équation (2.8) est transcen-
dante d’ordre ρ

(
f
) ≥ n. Maintenant, nous démontrons que ρ

(
f
)

= +∞. Supposons que

ρ
(

f
)

= ρ<+∞. Posons

α = max
{
ρ
(
A j

)(
j = 0,1, ...,k −1

)
,ρ (F)

}
.

Il est clair queα< n. Alors, d’après de la définition de l’ordre, pour tout ε avec 0 < 2ε< n−α
et pour r suffisamment grand, nous avons

|A j (z) | ≤ exp
{
r α+ε

}
, j ∈ I4, (2.45)

|F(z) | ≤ exp
{
r α+ε

}
. (2.46)

Du Lemme 2.2, il existe un ensemble E ⊂ [0,2π) de mesure linéaire nulle, tel que lorsque
θ ∈ [0,2π)\E, alors δ (P,θ) 6= 0. En utilisant le Lemme 2.3, il existe un ensemble E4 ⊂ [0,2π)
de mesure linéaire nulle, tel que si θ ∈ [0,2π)\E4, alors, il existe une constante R = R(θ) > 1
telle que pour tout z satisfaisant arg z = θ et |z| ≥ R, nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (i ) (z)

∣∣∣∣∣ ≤ |z|( j−i)(ρ−1+ε)

≤ |z|kρ ,0 ≤ i < j ≤ k. (2.47)

Pour tout θ ∈ [0,2π)\(E4 ∪E) fixé, posons

δs = δ ((cs −1)Q (z) ,θ) ,δl = δ ((cl −1)Q (z) ,θ) ,

δ1 = max
{
δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
, j ∈ I1\{s}

}
,

δ3 = max
{
δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
, j ∈ I3\{l }

}
.

Nous obtenons

δ
((

c j −1
)

Q (z) ,θ
)

=
(
c j −1

)
δ (Q (z) ,θ)

=
(
1− c j

)
δ (−Q (z) ,θ) . (2.48)

Alors δs 6= 0, δl 6= 0,δ1 6= 0 et δ3 6= 0. Nous discutons, maintenant, deux cas séparément.
Cas1. δ (−Q (z) ,θ) > 0. Nous savons que

si j ∈ I1, alors δ
((

c j −1
)

Q (z) ,θ
)< 0,

si j ∈ I2, alors 0 < δ((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)< δ (−Q (z) ,θ) ,

si j ∈ I3\{l } , alors 0 < δ (−Q (z) ,θ) < δ((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)≤ δ3 < δl .

Du Lemme 2.2, pour tout ε vérifiant 0 < 2ε< min
{
δl−δ3
δl

,n −α
}

, nous obtenons∣∣∣Al (z)e((cl−1)Q(z))
∣∣∣≥ exp

{
(1−ε)δl r n}

, (2.49)

∣∣e−Q(z)
∣∣≤ exp

{
(1+ε)δ (−Q (z) ,θ)r n}

, (2.50)
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∣∣∣A j (z)e((c j−1)Q(z))
∣∣∣ ≤ exp

{
(1−ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n}

, i ∈ I1, (2.51)

∣∣∣A j (z)e((c j−1)Q(z))
∣∣∣ ≤ exp

{
(1+ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n}

≤ exp
{
(1+ε)δ (−Q (z) ,θ)r n}

, i ∈ I2, (2.52)

∣∣∣A j (z)e((c j−1)Q(z))
∣∣∣ ≤ exp

{
(1+ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n}

≤ exp
{
(1+ε)δ3r n}

, i ∈ I3\{l } , (2.53)

pour r suffisamment grand. Nous prouvons maintenant que log+ | f (l )(z)|
|z|α+ε est borné sur la

demi droite arg z = θ. Supposons le contraire. Du Lemme 2.4, il existe une suite de points
zm = rme iθ (m = 1,2, ...), où rm →+∞ telle que

log+ | f (l ) (zm) |
|zm |α+ε →+∞. (2.54)

Ainsi, pour tout nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons

| f (l ) (zm) | > exp
(
A|zm |α+ε) (2.55)

et ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣≤ 1(
l − j

)
!

(1+o (1))r l− j
m ,

(
j = 0,1, ..., l −1

)
(2.56)

lorsque m →+∞. De (2.46) et (2.55), nous obtenons∣∣∣∣ F(z)

| f (l ) (zm) |

∣∣∣∣≤ exp
(|zm |α+ε)

exp(A|zm |α+ε)
. (2.57)

Comme A > 1, alors nous avons ∣∣∣∣ F(z)

| f (l ) (zm) |

∣∣∣∣→ 0, (2.58)

pour m assez grand. De (2.43), nous obtenons

∣∣∣Al (z)e((cl−1)Q(zm ))
∣∣∣ ≤ ∣∣e−Q(zm )

∣∣ ∣∣∣∣ f (k) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣+ ∑
j∈I1

∣∣∣A j (zm)e(c j−1)Q(zm )
∣∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣
+ ∑

j∈I2

∣∣∣A j (zm)e(c j−1)Q(zm )
∣∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣
+ ∑

j∈I3\{l }

∣∣∣A j (zm)e(c j−1)Q(zm )
∣∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣
+ ∑

j∈I4

∣∣A j (zm)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ F(zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣ . (2.59)
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Substitution (2.45), (2.47), (2.49)− (2.53), (2.56), (2.57) dans (2.59)

exp
{
(1−ε)δl r n

m

} ≤ exp
{
(1+ε)δ (−Q (z) ,θ)r n

m

}
r kρ

+ ∑
j∈I1

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
(1−ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n

m

}
+ ∑

j∈I2

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
(1+ε)δ (−Q (z) ,θ)r n

m

}
+ ∑

j∈I3\{l }

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
(1+ε)δ3r n

m

}
+ ∑

j∈I4

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (l ) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
r α+εm

}+o (1)

≤ M0r M1 exp
{
r α+εm

}
exp

{
(1+ε)δ3r n

m

}
, (2.60)

où M0 > 0, M1 > 0 sont des constantes. D’autre part, par 0 < ε< δl−δ3
2δl

nous avons

(1−ε)δl − (1+ε)δ3 = (δl −δ3)

(
1− ε (δl +δ3)

(δl −δ3)

)
> (δl −δ3)

(
1− δl −δ3

2δl

(δl +δ3)

(δl −δ3)

)
=

(δl −δ3)2

2δl
. (2.61)

De (2.60) et (2.61), on peut avoir

exp

{
(δl −δ3)2

2δl
r n

m

}
≤ M0r M1 exp

{
r α+εm

}
ce qui est une contradiction car α+ ε < n. Donc, log+ | f (l )(z)|

|z|α+ε est borné sur la demi droite
arg z = θ. Alors, il existe M > 0, tel que

| f (l ) (z) | ≤ exp
(
M|z|α+ε) . (2.62)

En utilisant le même raisonnement que dans la preuve du Lemme 3.1 de [60], nous obte-
nons ∣∣ f (z)

∣∣≤ (1+o (1))

l !

∣∣∣ f (l ) (z)
∣∣∣r l . (2.63)

De (2.62) et (2.63), nous avons∣∣ f (z)
∣∣ ≤ (1+o (1))

l !
r l exp

(
M|z|α+ε)

≤ C exp
(
M|z|α+2ε) ,

avec C > 0, sur la demi droite arg z = θ.
Cas 2. δ (−Q (z) ,θ) < 0. Nous savons que

δ
((

c j −1
)

Q (z) ,θ
)

=
(
c j −1

)
δ (Q (z) ,θ)

=
(
1− c j

)
δ (−Q (z) ,θ) . (2.64)

Donc

si j ∈ I1\{s} , alors 0 < δ((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
≤ max

{
δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
, j ∈ I1\{s}

}
= δ1 < δs ,

si j ∈ I2 ∪ I3, alors δ
((

c j −1
)

Q (z) ,θ
)< 0 .
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Du Lemme 2.2, pour tout ε donné vérifiant 0 < 2ε< min
{
δs−δ1
δs

,n −α
}

, nous obtenons

∣∣As (z)e(cs−1)Q(z)
∣∣≥ exp

{
(1−ε)δsr n}

, (2.65)∣∣e−Q(z)
∣∣≤ exp

{
(1−ε)δ (−Q (z) ,θ)r n}< 1, (2.66)

∣∣∣A j (z)e(c j−1)Q(z)
∣∣∣ ≤ exp

{
(1+ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n}

(2.67)

≤ exp
{
(1+ε)δ1r n}

, i ∈ I1\{s} ,

et ∣∣∣A j (z)e(c j−1)Q(z)
∣∣∣ ≤ exp

{
(1−ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n}< 1, i ∈ I2 ∪ I3, (2.68)

pour r suffisamment grand. Nous prouvons maintenant que log+ | f (s)(z)|
|z|α+ε est borné sur la

demi droite arg z = θ. Supposons le contraire. Alors par le Lemme 2.4, il existe une suite de
points zm = rme iθ (m = 1,2, ...), où rm →+∞ telle que

log+ | f (s) (zm) |
|zm |α+ε →+∞. (2.69)

Ainsi, pour un nombre A > 1 suffisamment grand, nous avons

| f (s) (zm) | > exp
(
A|zm |α+ε) (2.70)

et ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣≤ 1(
s − j

)
!

(1+o (1))r s− j
m ,

(
j = 0,1, ..., s −1

)
(2.71)

quand m →+∞. De (2.46) et (2.70), nous obtenons∣∣∣∣ F(z)

f (s) (zm)

∣∣∣∣≤ exp
(
r α+εm

)
exp

(
Ar α+εm

) .

Puisque A > 1, alors nous avons ∣∣∣∣ F(z)

f (s) (zm)

∣∣∣∣→ 0, (2.72)

pour m assez grand. De (2.43), nous aurons

∣∣As (z)e(cs−1)Q(zm )
∣∣ ≤ ∣∣e−Q(zm )

∣∣ ∣∣∣∣ f (k) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣+ ∑
j∈I1\{s}

∣∣∣A j (zm)e(c j−1)Q(zm )
∣∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣
+ ∑

j∈I2

∣∣∣A j (zm)e(c j−1)Q(zm )
∣∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣
+ ∑

j∈I3

∣∣∣A j (zm)e(c j−1)Q(zm )
∣∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣
+ ∑

j∈I4

∣∣A j (zm)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ F(zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣ . (2.73)
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En remplaçant (2.45), (2.47), (2.65)− (2.68), (2.71), (2.72) dans (2.73), nous aurons

exp
{
(1−ε)δsr n

m

} ≤ exp
{
(1−ε)δ (−Q (z) ,θ)r n

m

}
r kρ

+ ∑
j∈I1\{s}

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
r α+εm

}
exp

{
(1+ε)δ1r n

m

}
+ ∑

j∈I2

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
r α+εm

}
exp

{
(1−ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n

m

}
+ ∑

j∈I3

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
r α+εm

}
exp

{
(1−ε)δ

((
c j −1

)
Q (z) ,θ

)
r n

m

}
+ ∑

j∈I4

∣∣∣∣∣ f ( j) (zm)

f (s) (zm)

∣∣∣∣∣exp
{
r α+εm

}+o (1)

≤ M2r M3 exp
{
r α+εm

}
exp

{
(1+ε)δ1r n

m

}
, (2.74)

où M2 > 0, M3 > 0 sont des constantes. D’autre part, de 0 < ε< δs−δ1
2δs

et ( 2.74), nous obte-
nons

exp

{
(δs −δ1)2

2δs
r n

m

}
≤ M2r M3 exp

{
r α+εm

}
ce qui est une contradiction car α+ ε < n. Donc, log+ | f (s)(z)|

|z|α+ε est borné sur la demi-droite
arg z = θ. Par suite, il existe une constante M > 0, telle que

| f (s) (z) | ≤ exp
(
M|z|α+ε) . (2.75)

D’une méthode similaire au Cas 1, nous obtenons∣∣ f (z)
∣∣ ≤ (1+o (1))

s!
r s exp

(
M|z|α+ε)

≤ C exp
(
M|z|α+2ε) ,

avec C > 0 sur la demi-droite arg z = θ, pour tout θ ∈ [0,2π)\(E4 ∪E). Alors, par le Lemme
2.5, nous avons ρ

(
f
)≤ α+2ε< n, ce qui est une contradiction. D’où, toute solution trans-

cendante f de (2.8) doit être d’ordre infini. Comme

max
{
ρ
(
A j eP j (z)) ( j ∈ I),ρ

(
eQ(z)F

)}
= n,

alors par le Lemme 2.8, nous avons ρ2
(

f
)≤ n.

6 Preuve du Théorème 2.10

Supposons que f est une solution de l’équation (2.8). Alors, du Théorème 2.9, nous
avons ρ

(
f
)

= +∞ et ρ2
(

f
)≤ n. Posons g (z) = f (z)−ϕ (z) . Cette dernière est une fonction

entière vérifiant ρ
(

f
)

= ρ
(
g
)

= +∞ et ρ2
(
g
)

= ρ2
(

f
)≤ n. En substituant f = g+ϕ dans (2.8),

nous obtenons
g (k) +Ak−1 (z)ePk−1(z)g (k−1) + ...+A1 (z)eP1(z)g ′+

A0 (z)eP0(z)g = D(z) , (2.76)

où

D(z) = eQ(z)F(z)−
[
ϕ(k) +Ak−1 (z)ePk−1(z)ϕ(k−1) + ...+A1 (z)eP1(z)ϕ′+A0 (z)eP0(z)ϕ

]
.

(2.77)
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Nous montrons que D 6≡ 0. Supposons D ≡ 0, alors

ϕ(k) +Ak−1 (z)ePk−1(z)ϕ(k−1) + ...+A1 (z)eP1(z)ϕ′+A0 (z)eP0(z)ϕ = eQ(z)F(z) .

Doncϕ est une solution de l’équation (2.8), alors ρ
(
ϕ

)
= +∞, ce qui est une contradiction.

Par suite D 6≡ 0. En outre, nous savons que les fonctions A j (z)eP j (z)
(

j = 0,1, ...,k −1
)

,D
sont d’ordre fini. Du Lemme 2.6 et (2.76), nous avons

λ
(
g
)

= λ
(
g
)

= ρ
(
g
)

= ρ
(

f
)

= +∞, λ2
(
g
)

= λ2
(
g
)

= ρ2
(
g
)

= ρ2
(

f
)≤ n.

Alors, en utilisant le fait que f est une solution d’ordre infini de l’équation (2.8) et le
Lemme 2.6, nous obtenons

λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= λ
(

f −ϕ)
= λ

(
f −ϕ)

= ρ
(

f
)

= +∞,

λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= λ2
(

f −ϕ)
= λ2

(
f −ϕ)

= ρ2
(

f
)≤ n.

Ainsi, la preuve est achevée.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les travaux de Habib et Belaïdi ([17], [42]) où
nous avons traité la croissance des solutions de l’équation différentielle non homogène

f (k) +Ak−1 (z)eP(z) f (k−1) + ...+A0 (z)eP(z) f = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z)

où P (z) = an zn + ...+a0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 sont des polynômes (n ≥ 1), avec aq et bq ,(
q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes tels que anbn 6= 0 et bq = caq ,c > 1, q = 0, ...,n,

A j (6≡ 0),
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, Fi , (i = 1,2) sont des fonctions entières d’ordre fini. Nous avons
étudié également la croissance des solutions de l’équation différentielle linéaire non ho-
mogène

f (k) +Ak−1 (z)ePk−1(z) f (k−1) + ...+A1 (z)eP1(z) f ′+A0 (z)eP0(z) f = eQ(z)F(z)

avec A j (6≡ 0),
(

j = 0,1, ...,k −1
)

, F 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre inférieur à n,
P j (z) = a j ,n zn + ...+a j ,0 et Q (z) = bn zn + ...+b0 sont des polynômes (n ≥ 1), où a j ,q ,b j ,q ,(

j = 0,1, ...,k; q = 0,1, ...,n
)

sont des nombres complexes.
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Chapitre 3

Sur la croissance des solutions de
certaines équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur à coefficients
fonctions méromorphes

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions méromorphes de l’équa-
tion différentielle

f (k)+(
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1)+...+(

A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = F(z),

où A j ,i ( 6≡ 0)
(

j = 0, ...,k −1
)

,F sont des fonctions méromorphes d’ordre fini et P j , Q j ( j =
0,1, ...,k −1; i = 1,2) sont des polynômes de degré n > 1. Sous certaines conditions, nous
prouvons que si F ≡ 0, alors toute solution méromorphe f 6≡ 0 dont les pôles sont de multi-
plicité uniformément bornée est d’ordre infini et satisfait ρ2( f ) = n et si F 6≡ 0, alors il existe
au plus une solution exceptionnelle f0 d’ordre fini, et toute autre solution méromorphe
transcendante satisfait λ( f ) = λ( f ) = ρ

(
f
)

= +∞ et λ2( f ) = λ2( f ) = ρ2
(

f
)
6 max

{
n,ρ(F)

}
.

Nos résultats étendent les résultats précédents de Zhan et Xiao [84].
Plusieurs chercheurs (voir [29], [39], [57]) ont étudié la croissance de la solution de

l’équation différentielle linéaire du second ordre.
Dans [41], Habib et Belaïdi ont étudié l’ordre et l’hyper-ordre des solutions de cer-

taines équations différentielles linéaires d’ordre supérieur et ils ont prouvé le résultat sui-
vant.

Théorème 3.1 [41] Soient A j (6≡ 0) ( j = 1,2), Bl ( 6≡ 0) (l = 1, ...,k −1), Dm , (m = 0, ...,k −1)
des fonctions entières avec

max
{
ρ
(
A j

)
,ρ (Bl ) ,ρ (Dm)

}< 1,

et bl (l = 1, ...,k −1) sont des constantes complexes telles que les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i ) argbl = arg a1 et bl = cl a1 (0 < cl < 1)(l ∈ I1),
(i i ) bl est une constante réelle telle que bl ≤ 0 (l ∈ I2) où I1 6= ;, I2 6= ;, I1 ∩I2 = ;, I1

∪I2 = {1, ...,k −1} et a1, a2 sont des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2 (avec
|a1|6 |a2| ).
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Si arg a1 6=π ou a1 est un nombre réel vérifiant a1 < b
1−c où c = max{cl , l ∈ I1} et b = min

{bl , l ∈ I2}, alors toute solution f 6≡ 0 de l’équation

f (k) +
(
Dk−1 +Bk−1ebk−1z

)
f (k−1) + ...+

(
D1 +B1eb1z

)
f ′+ (

D0 +A1ea1z +A2ea2z) f = 0 (3.1)

satisfait ρ( f ) = +∞ et ρ2( f ) = 1.

Dans [18], ils ont étudié l’ordre et l’hyper-ordre des solutions de certaines équations dif-
férentielles linéaires d’ordre supérieur à coefficients fonctions méromorphes et ils ont
prouvé le théorème suivant.

Théorème 3.2 [18] Soient A j ( 6≡ 0) ( j = 1,2) et Bl ( 6≡ 0) (l = 1, ...,k −1) des fonctions méro-
morphes avec

max
{
ρ
(
A j

)
( j = 1,2),ρ (Bl ) (l = 1, ...,k −1)

}< 1.

Soient bl (l = 1, ...,k −1) des constantes complexes telles que :
(i ) bl = cl a1 (0 < cl < 1)(l ∈ I1) ,
(i i ) bl est une constante réelle telle que bl < 0 (l ∈ I2) où I1 6= ;, I2 6= ;, I1 ∩I2 = ;, I1

∪I2 = {1, ...,k −1}, et a1 , a2 sont des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2 (avec
|a1|6 |a2|).

Si arg a1 6= π ou a1 est un nombre réel tel que a1 < b
1−c où c = max{cl , l ∈ I1} et b =

min {bl , l ∈ I2} , alors toute solution méromorphe f ( 6≡ 0) dont les pôles sont de multiplicité
uniformément bornée de l’équation

f (k) +Bk−1ebk−1z f (k−1) + ...+B1eb1z f ′+ (
A1ea1z +A2ea2z) f = 0 (3.2)

satisfait ρ( f ) = +∞ et ρ2( f ) = 1.

Dans [84], Zhan et Xiao ont étudié les équations différentielles homogènes et non homo-
gènes d’ordre supérieur et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théorème 3.3 [84] Soient A j i ( j = 0,1, ...,k − 1; i = 1,2) des fonctions entières non nulles
avec ρ

(
A j i

)< n où n > 1 est un entier. Soient P j (z) = a j ,n zn + ...+a j ,0 et Q j (z) = b j ,n zn +
...+b j ,0( j = 0,1, ...,k −1) des polynômes où a j ,q ,b j ,q

(
j = 0,1, ...,k −1; q = 0,1, ...,n

)
sont des

nombres complexes tels que a j ,nb j ,n 6= 0, a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j =
1, ...,k −1 sont des nombres distincts. Alors, toute solution f (6≡ 0) de l’équation

f (k) + (
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1) + ...+ (

A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = 0
(3.3)

est d’ordre infini.

Théorème 3.4 [84] Soient A j i ( j = 0,1, ...,k − 1; i = 1,2) des fonctions entières non nulles
avec ρ

(
A j i

)< n où n > 1 est un entier. Soient P j (z) = a j ,n zn + ...+a j ,0 et Q j (z) = b j ,n zn +
...+b j ,0( j = 0,1, ...,k −1) des polynômes où a j ,q ,b j ,q

(
j = 0,1, ...,k −1; q = 0,1, ...,n

)
sont des

nombres complexes tels que a j ,nb j ,n 6= 0, a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j =
1, ...,k − 1 sont des nombres distincts. Soit F( 6≡ 0) une fonction entière d’ordre fini. Alors,
l’équation

f (k)+(
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1)+...+(

A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = F(z)
(3.4)

vérifie les propriétés suivantes :
(i ) Il existe au plus une solution exceptionnelle f0 d’ordre fini, et toutes les autres solu-

tions satisfont λ
(

f
)

= λ
(

f
)

= ρ
(

f
)

= +∞ et λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)
6max

{
n,ρ (F)

}
.

(i i ) S’il existe une solution f0 d’ordre fini, alors ρ
(

f0
)
6max

{
n,λ

(
f0

)
,ρ (F)

}
.

(i i i ) Si F est une fonction entière d’ordre inférieur à n et arg a0,n 6= ar g b0,n , alors toute
solution de (3.4) est d’ordre infini.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un problème plus général et nous améliorons
le Théorème 3.3 et le Théorème 3.4. En effet, nous allons prouver les résultats suivants.

Théorème 3.5 [68] Soient A j i ( j = 0,1, ...,k − 1; i = 1,2) des fonctions méromorphes non
nulles et d’ordre fini avec

max
{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

}< n

où l’entier n est supérieur ou égal à 1. Soient P j (z) = a j ,n zn+...+a j ,0 et Q j (z) = b j ,n zn+...+
b j ,0 des polynômes, où a j ,q ,b j ,q

(
j = 0,1, ...,k −1; q = 0,1, ...,n

)
sont des nombres complexes

distincts vérifiant a j ,nb j ,n 6= 0, a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k −1.
Alors, toute solution méromorphe f ( 6≡ 0) de l’équation (3.3) , dont les pôles sont de multi-
plicité uniformément bornée, est d’ordre infini et ρ2

(
f
)

= n.

Théorème 3.6 [68] Soient A j i ( 6≡ 0), F( 6≡ 0) ( j = 0,1, ...,k − 1; i = 1,2) des fonctions méro-
morphes d’ordre fini avec max

{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

} < n où n ≥ 1 est un entier.
Soient P j (z) = a j ,n zn + ...+ a j ,0 et Q j (z) = b j ,n zn + ...+b j ,0 des polynômes où a j ,q ,b j ,q ,(

j = 0,1, ...,k −1; q = 0,1, ...,n
)

sont des nombres complexes distincts tels que a j ,nb j ,n 6= 0,
a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n , b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k−1 . Alors, l’équation (3.4) satisfait

(i ) Il existe au plus une solution méromorphe exceptionnelle f0 d’ordre fini, et toute
autre solution méromorphe transcendante f , dont les pôles sont de multiplicité uniformé-
ment bornée, satisfait λ

(
f
)

= λ
(

f
)

= ρ
(

f
)

= +∞ et λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)
6max

{
n,ρ (F)

}
.

(i i ) S’il existe une solution f0 d’ordre fini, alors ρ
(

f0
)
6max

{
n,λ

(
f0

)
,ρ (F)

}
.

(i i i ) Si F est une fonction méromorphe d’ordre inférieur à n et arg a0,n 6= argb0,n , alors
toute solution méromorphe de (3.4) dont les pôles sont de multiplicité uniformément bor-
née est d’ordre infini et satisfait ρ2

(
f
)

= n.

Exemple 3.1 Considérons l’équation différentielle suivante

f ′′′′+
(

sin z

z
e4i z2+2 +

(
z2 −5

)
z

e8i z2+ 1
2

)
f ′′′+

(
cos z

z +1
e(9i z2+z+3i)−

(1
2 z2 − z +8

)
z

e18i z2+ 1
2

)
f ′′

+
(
3ze2i z2 − 1

z
e2+4i z2

)
f ′+

(p
2ze

i z2

2 +z+i + (1−5z)e i z2+2i z+6
)

f = 0. (3.5)

Dans cette équation, nous avons
• P3 (z) = 4i z2 +2,Q3 (z) = 8i z2 + 1

2 , a3,n = 4i ,b3,n = 8i ,
• P2 (z) = 9i z2 + z +3i ,Q2 (z) = 18i z2 + 1

2 , a2,n = 9i ,b2,n = 18i ,
• P1 (z) = 2i z2,Q1 (z) = 2+4i z2, a1,n = 2i ,b1,n = 4i ,

• P0 (z) = i z2

2 + z + i ,Q0 (z) = i z2 +2i z +6, a0,n = i
2 ,b0,n = i avec a j ,nb j ,n 6= 0, a0,n 6= b0,n ,

j = 1, ...,3, de plus
• a3,n = 4i = 8a0,n ,b3,n = 8i = 8b0,n et c3 = 8 > 1,
• a2,n = 9i = 18a0,n ,b2,n = 18i = 18b0,n et c2 = 18 > 1,
• a1,n = 2i = 4a0,n ,b1,n = 4i = 4b0,n et c1 = 4 > 1.

D’autre part,

A3,1 (z) =
sin z

z
, A3,2 (z) =

(
z2 −5

)
z

,

A2,1 (z) =
cos z

z +1
, A2,2 (z) = −

(1
2 z2 − z +8

)
z

,

A1,1 (z) = 3z, A1,2 (z) = −1

z
,

A0,1 (z) =
p

2z, A0,2 (z) = (1−5z) ,
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et max
{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

}
= 1. Nous remarquons que toutes les conditions du

Théorème 3.5 sont vérifiées. Donc, toute solution méromorphe f ( 6≡ 0) de l’équation (3.5),
dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, est d’ordre infini et satisfait ρ2

(
f
)

=
n = 2.

Exemple 3.2 Considérons l’équation différentielle suivante

f ′′′+
(

1

z
e3z +

(
1

z +1

)
e2z

)
f ′′+

(
ze4z −

(
3z2

z +3

)
e

8
3 z

)
f ′+

((
z2 +1

z

)
e2z + 1

z
e

4
3 z

)
f

= e−2z +
(−6z2

z +1

)
e

5
3 z + 1

z

(
e

4
3 z +e

1
3 z

)
+

(
1

z +1
+ z2 +1

z

)
ez +

(
z2 +2

z

)
e2z − ze3z −1. (3.6)

Dans cette équation, nous avons
• P2 (z) = 3z,Q2 (z) = 2z, a2,n = 3,b2,n = 2,
• P1 (z) = 4z,Q1 (z) = 8

3 z, a1,n = 4,b1,n = 8
3 ,

• P0 (z) = 2z,Q0 (z) = 4
3 z, a0,n = 2,b0,n = 4

3 ,
• a2,n = 3 = 3

2 a0,n ,b2,n = 2 = 3
2 b0,n et c2 = 3

2 > 1,
• a1,n = 4 = 2a0,n ,b1,n = 8

3 = 2b0,n et c1 = 2 > 1.
D’autre part,

A2,1 (z) =
1

z
, A2,2 (z) =

1

z +1
,

A1,1 (z) = z, A1,2 (z) = − 3z2

z +3
,

A0,1 (z) =
z2 +1

z
, A0,2 (z) =

1

z.

F(z) = 2e−2z +
(−6z2

z +1

)
e

5
3 z + 1

z

(
e

4
3 z +e

1
3 z

)
+

(
1

z +1
+ z2 +1

z

)
ez +

(
z2 +2

z

)
e2z − ze3z −2

et
max

{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

}
= 0.

Toutes les conditions du Théorème 3.6 sont vérifiées. Donc, Il existe au plus une solution
méromorphe exceptionnelle f0 d’ordre fini, et toute autre solution méromorphe transcen-
dante f , dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, satisfait λ

(
f
)

= λ
(

f
)

=

ρ
(

f
)

= +∞ et λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
) ≤ max

{
n,ρ (F)

}
. De plus, s’il existe une solution f0

d’ordre fini alors ρ
(

f0
)≤ max

{
n,λ

(
f0

)
,ρ (F)

}
. En effet, l’équation (3.6) admet une solution

f0 (z) = e−z +1, ρ
(

f0
)

= 1, ρ (F) = 1,n = 1. De plus, les zéros de la fonction f0 (z) = e−z +1, sont
zk = −iπk et

λ
(

f0
)

= inf

{
α :

∑
k≥1

1

|zk |α
<∞

}
= inf(]1,+∞[)

= 1.

Comme tous les zéros de la fonction f0 sont simples, alors

λ
(

f0
)

= λ
(

f0
)

= 1,

ce qui assure que ρ
(

f0
)≤ max

{
n,λ

(
f0

)
,ρ (F)

}
= 1.
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2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.1 [1] Soient P j
(

j = 0,1, ...,k
)

des polynômes avec degP0 = n (n > 1) et degP j 6 n(
j = 1, ...,k

)
. Soient A j ( j = 0,1, ...,k) des fonctions méromorphes d’ordre fini et

max
{
ρ
(
A j

)
, j = 0,1, ...,k

}< n

telles que A0 (z) 6≡ 0. Notons

F(z) = Ak ePk (z) +Ak−1ePk−1(z) + ...+A1eP1(z) +A0eP0(z).

Si deg
(
P0 (z)−P j (z)

)
= n pour tout j = 1, ...,k, alors F est une fonction méromorphe non

triviale d’ordre fini satisfaisant ρ (F) = n.

Lemme 3.2 [38] Soient f une fonction méromorphe transcendante et α> 1 une constante
réelle. Alors, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie et une constante
B > 0dépendante uniquement de α et de H tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉
([0,1]∪E1) et pour tout (n,m) (n,m sont des nombres entiers avec n > m > 0), nous avons∣∣∣∣ f (n) (z)

f (m) (z)

∣∣∣∣6B

(
T

(
αr, f

)
r

(
logα r

)
logT

(
αr, f

))n−m

.

Lemme 3.3 [27] Soit f une fonction méromorphe d’ordre ρ
(

f
)

= ρ < +∞. Alors, pour
tout ε > 0, il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie et de mesure loga-
rithmique finie tels que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ ([0,1]∪E3), r → +∞, nous avons∣∣ f (z)

∣∣6 exp
(
r ρ+ε

)
.

Il est bien connu qu’en raison de la théorie de Wiman-Valiron [54], [58], il est impor-
tant d’étudier les propriétés de solutions entières des équations différentielles. Dans [28],
Chen a étendu la théorie de Wiman-Valiron des fonctions entières aux fonctions méro-
morphes. Nous donnons, ici, une forme spéciale du résultat donné par Wang et Yi dans
[78] lorsque on a une fonction méromorphe d’ordre infini.

Lemme 3.4 [78] Soit f = g
d une fonction méromorphe d’ordre infini et d’hyper ordre fini

tel que ρ2( f ) = σ, g et d sont des fonctions entières où ρ(d) < +∞. Alors, il existe une
suite de points

{
zm = rme iθm

}
m∈N vérifiant rm → +∞, θm ∈ [0,2π);m ∈ N, lim

m→+∞ θm = θ0

∈ [0,2π),
∣∣g (zm)

∣∣ = M
(
rm , g

)
et pour m suffisamment grand, nous avons

f (n)(zm)

f (zm)
=

(
νg (rm)

zm

)n

(1+o (1)) (n ∈N) ,

limsup
rm→+∞

loglogνg (rm)

logrm
= ρ2(g ) =σ.

Lemme 3.5 [39] Soient ϕ : [0,+∞) → R et ψ : [0,+∞) → R des fonctions monotones crois-
santes telles que ϕ(r ) 6 ψ(r ) pour tout r ∉ (E4 ∪ [0,1]) où E4 est un ensemble de mesure
logarithmique finie. Soit α> 1 une constante donnée. Alors, il existe r1 = r1(α) > 0 satisfai-
sant ϕ(r )6ψ(αr ) pour tout r > r1.

Lemme 3.6 Soient k > 2 et F, A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions méromorphes telles que ρ =
max

{
ρ
(
A j

)
( j = 0,1, ...k −1),ρ (F)

} < ∞. Soit f une solution méromorphe transcendante,
dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de l’équation

f (k) +Ak−1 f (k−1) + ...+A1 f ′+A0 f = F. (3.7)

Alors, ρ2
(

f
)
6 ρ.
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Preuve. Soit f une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.7). Si ρ
(

f
)<+∞,

alors ρ2
(

f
)

= 06 ρ. Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre infini, dont les
pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de l’équation (3.7). Par la formule (3.7),
nous avons ∣∣∣∣ f (k)

f

∣∣∣∣6 |Ak−1|
∣∣∣∣ f (k−1)

f

∣∣∣∣+ ...+|A1|
∣∣∣∣∣ f

′

f

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ F

f

∣∣∣∣+|A0| . (3.8)

et il s’ensuit que les pôles de f ne peuvent pas être différent de ceux de A j ( j = 0,1, ...k −1)
et de F sachant que ces pôles sont de multiplicité uniformément bornée. Par conséquent,

λ
(

1
f

)
6 ρ. Du théorème de factorisation de Hadamard, nous savons que f peut être écrite

comme f (z) = g (z)
d(z) , où g et d sont des fonctions entières avec

λ (d) = ρ (d) = λ

(
1

f

)
6 ρ< ρ(

f
)

= ρ
(
g
)

= +∞ et ρ2
(

f
)

= ρ2
(
g
)

.

Par le Lemme 3.4, il existe une suite de points
{

zm = rme iθm
}

m∈N satisfaisant rm → +∞,
θm ∈ [0,2π),m ∈ N, lim

m→+∞ θm = θ0 ∈ [0,2π),
∣∣g (zm)

∣∣ = M
(
rm , g

)
de sorte que pour tout m

suffisamment grand, nous avons

f (n)(zm)

f (zm)
=

(
νg (rm)

zm

)n

(1+o (1))(n ∈N) (3.9)

et

limsup
rm→+∞

loglogνg (rm)

logrm
= ρ2(g ). (3.10)

D’après le Lemme 3.3, pour tout ε> 0, il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure loga-
rithmique finie tels que les inégalités suivantes

|F(z) |6 exp
{
r ρ+ε

}
, |d (z) |6 exp

{
r ρ+ε

}
(3.11)

et
|A j (z) |6 exp

{
r ρ+ε

}(
j = 0,1, ...k −1

)
(3.12)

sont vérifiées pour tout z avec |z| = r ∉ ([0,1]∪ E3), r → +∞. Comme M(r, g ) ≥ 1 pour r
suffisamment grand, il découle de (3.11) que∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =
|F(z)| |d (z)|∣∣g (z)

∣∣ =
|F(z)| |d (z)|

M(r, g )
6 exp

{
2r ρ+ε

}
. (3.13)

En remplaçant (3.9), (3.12) et (3.13) dans (3.8), nous obtenons(
νg (rm)

rm

)k

|1+o (1)|6
k−1∑
j =1

er
ρ+ε
m

(
νg (rm)

rm

) j

|1+o (1)|+er
ρ+ε
m +e2r

ρ+ε
m .

Il s’ensuit que (
νg (rm)

)k |1+o (1)|6 (k +1)e2r
ρ+ε
m r k

m

(
νg (rm)

)k−1 |1+o (1)| .
Par conséquent,

νg (rm)6 (k +1) Ar k
me2r

ρ+ε
m (3.14)

où la suite
{

zm = rme iθm
}

m∈N satisfaisant rm ∉ [0,1]∪E3, rm →+∞,θm ∈ [0,2π),limm→+∞θm =
θ0 ∈ [0,2π),

∣∣g (zm)
∣∣ = M

(
rm , g

)
et A > 0 est une constante. Alors, en utilisant (3.14) et le

Lemme 3.5, nous déduisons, pour tout ε> 0, que ρ2(g ) = ρ2( f )6 ρ.
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Remarque 3.1 Dans le cas homogène (F ≡ 0), le Lemme 3.6 est traité par Chen et Xu dans
[31].

Lemme 3.7 [74] Soient g une fonction entière transcendante et νg (r ) l’indice central de g .
Pour tout z avec |z| = r suffisamment grand, considérons zr = r e iθr satisfaisant

∣∣g (zr )
∣∣

= M(r, g ). Alors, il existe une constante δr (> 0) et un ensemble E5 de mesure logarithmique
finie tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E5 et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] , nous avons

g (n)(z)

g (z)
=

(
νg (r )

z

)n

(1+o (1))(n > 1 est un nombre entier) .

Lemme 3.8 ([38]) Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini ρ. Soit Γ ={
(k1, j1), (k2, j2), ..., (km , jm)

}
un ensemble des couples distincts d’entiers satisfaisant ki >

ji > 0 (i = 1,2, ...,m) et soit ε > 0 une constante donnée. Alors, il existe un ensemble E6 ⊂
(1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z avec |z| = r ∉ ([0,1]∪E6) et (k, j ) ∈
Γ, nous avons ∣∣∣∣ f (k) (z)

f ( j) (z)

∣∣∣∣6 |z|(k− j)(ρ−1+ε) .

Lemme 3.9 Soit f = g
d une fonction méromorphe avec ρ( f ) = ρ6 +∞, où g et d sont des

fonctions entières vérifiant l’une des conditions suivantes : (i ) g est transcendante et d est
polynomiale, (i i ) g , d sont transcendantes et λ (d) = ρ (d) = β < ρ

(
g
)

= ρ. Pour tout |z| = r
suffisamment grand, soit zr = r e iθr vérifiant

∣∣g (zr )
∣∣ = M(r, g )) et soit νg (r ) l’indice central

de g . Alors, il existe une constante δr (> 0) , une suite {rm}m∈N , rm →+∞ et un ensemble
E7 de mesure logarithmique finie tels que l’estimation

f (n)(z)

f (z)
=

(
νg (rm)

z

)n

(1+o (1)) (n > 1 est un entier)

soit vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = rm ∉ E7, rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] .

Preuve. Par récurrence, nous obtenons

f (n) =
g (n)

d
+

n−1∑
j =0

g ( j)

d

∑
(

j1 ... jn

)C j j1 ... jn

(
d ′

d

) j1

...

(
d (n)

d

) jn

(3.15)

où C j j1 ... jn sont des constantes et j + j1 +2 j2...+n jn = n. Ainsi,

f (n)

f
=

g (n)

g
+

n−1∑
j =0

g ( j)

g

∑
(

j1 ... jn

)C j j1 ... jn

(
d ′

d

) j1

...

(
d (n)

d

) jn

. (3.16)

Pour tout z vérifiant |z| = r suffisamment grand, soit zr = r e iθr un point avec
∣∣g (zr )

∣∣ =
M(r, g ). Du Lemme 3.7, il existe une constante δr (> 0) et un ensemble E5 de mesure loga-
rithmique finie tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E5 et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] ,
nous avons

g ( j)(z)

g (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o (1))
(

j = 1,2, ...,n
)

(3.17)

où νg (r ) est l’indice central de g . En remplaçant (3.17) dans (3.16), nous obtenons

f (n)(z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

)n

[(1+o (1))
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+
n−1∑
j =0

(
νg (r )

z

) j−n

(1+o (1))
∑

(
j1 ... jn

)C j j1 ... jn

(
d ′

d

) j1

...

(
d (n)

d

) jn
 . (3.18)

Nous pouvons choisir une constante σ telle que β < σ < ρ. Du Lemme 3.8, pour tout
ε
(
0 < 2ε<σ−β) , nous avons∣∣∣∣d (s) (z)

d (z)

∣∣∣∣6 r s(β−1+ε) (s = 1,2, ...,n) (3.19)

où |z| = r ∉ ([0,1]∪E6), E6 ⊂ (1,+∞) avec ml (E6) <+∞. En utilisant j1+2 j2...+n jn = n− j ,
nous avons

|z|n− j

∣∣∣∣∣
(

d ′

d

) j1

...

(
d (n)

d

) jn
∣∣∣∣∣6 |z|(n− j)(β+ε) (3.20)

pour |z| = r ∉ ([0,1]∪E6). Puisque ρ
(
g
)

= ρ, il existe une suite
{
r ′

m

}(
r ′

m →+∞)
vérifiant

lim
r ′

m→+∞
logνg

(
r ′

m

)
logr ′

m
= ρ. (3.21)

Nous pouvons définir la mesure logarithmique de E7 = [0,1]∪E5 ∪E6,ml (E7) = δ < +∞.
Donc, il existe rm ∈ [r ′

m , (δ+1)r ′
m]\E7 vérifiant

logνg (rm)

logrm
>

logνg
(
r ′

m

)
log[(δ+1)r ′

m]
=

logνg
(
r ′

m

)
log

(
r ′

m
)[

1+ log(δ+1)
log(r ′

m)

] . (3.22)

Par suite, nous obtenons

lim
rm→+∞

logνg (rm)

logrm
= ρ. (3.23)

Par conséquent, pour un m suffisamment grand, nous avons

νg (rm)> r ρ−εm > rσ−εm , (3.24)

où ρ−ε peut être remplacer par un nombre suffisamment grand M si ρ = +∞. Ce dernier
résultat combiné à (3.20), mène à∣∣∣∣∣

(
νg (r )

z

) j−n (
d ′

d

) j1

...

(
d (n)

d

) jn
∣∣∣∣∣6 r (n− j)(β−σ+2ε)

m → 0,rm →+∞, (3.25)

où |z| = rm ∉ E7 et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] . De (3.18) et (3.25), nous obtenons notre
résultat.

Lemme 3.10 Soit f = g
d une fonction méromorphe avec ρ( f ) = ρ 6 +∞, où g et d sont

des fonctions entières vérifiant l’une des conditions suivantes : (i ) g est transcendante et d
est polynomiale, (i i ) g , d sont transcendantes et λ (d) = ρ (d) = β < ρ

(
g
)

= ρ. Pour tout z
vérifiant |z| = r suffisamment grand, soit zr = r e iθr un point satisfaisant

∣∣g (zr )
∣∣ = M(r, g ).

Alors, il existe une constante δr (> 0) , une suite {rm}m∈N , rm →+∞ et un ensemble E8 d’une
mesure logarithmique finie tels que l’estimation∣∣∣∣ f (z)

f (n)(z)

∣∣∣∣6 r 2n
m (n > 1 est un entier)

soit vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = rm ∉ E8, rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ].
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Preuve Soit zr = r e iθr avec
∣∣g (zr )

∣∣ = M(r, g ). Par le Lemme 3.9, il existe une constante
δr > 0, une suite {rm}m∈N , rm → +∞ et un ensemble E8 de mesure logarithmique finie
tels que l’estimation

f (n)(z)

f (z)
=

(
νg (rm)

z

)n

(1+o (1)) (n > 1 est un entier) (3.26)

est vérifiée pour tout z vérifiant |z| = rm ∉ E8, rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ].
D’autre part, nous avons pour tout ε> 0 et m suffisamment grand

νg (rm)> r ρ−εm , (3.27)

où ρ− ε peut être remplacé par un nombre suffisamment grand M si ρ = +∞. Par consé-
quent, nous avons ∣∣∣∣ f (z)

f (n)(z)

∣∣∣∣6 r 2n
m . (3.28)

Ceci complète la preuve.

Lemme 3.11 [48] Soient f une fonction méromorphe et k ∈N. Alors,

m

(
r,

f (k)

f

)
= S

(
r, f

)
,

où S
(
r, f

)
= O

(
logT

(
r, f

)+ logr
)
, éventuellement à l’extérieur d’un ensemble E9 ⊂ (0,+∞)

de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre de croissance fini, alors

m

(
r,

f (k)

f

)
= O

(
logr

)
.

Lemme 3.12 [45] Soient P (z) =
(
α+ iβ

)
zn + ...

(
α,β sont des nombres réels, |α|+ |β| 6= 0

)
un

polynôme de degré n ≥ 1 et A(z) une fonction méromorphe avec ρ (A) < n. Soient f (z) =
A(z)eP(z),

(
z = r e iθ

)
, δ (P,θ) = αcosnθ−βsinnθ. Alors, pour tout ε> 0, il existe un ensemble

E10 ⊂ [1,+∞) ayant une mesure logarithmique finie telle que pour θ ∈ [0,2π)\H avec H =
{θ ∈ [0;2π) : δ (P,θ) = 0} pour |z| = r ∉ [0,1]∪E10,r →+∞, nous avons

(i ) Si δ (P,θ) > 0, alors

exp
{
(1−ε)δ (P,θ)r n}≤ | f

(
r e iθ

)
| ≤ exp

{
(1+ε)δ (P,θ)r n}

,

(i i ) si δ (P,θ) < 0, alors

exp
{
(1+ε)δ (P,θ)r n}≤ | f

(
r e iθ

)
| ≤ exp

{
(1−ε)δ (P,θ)r n}

.

3 Preuve du Théorème 3.5

Tout d’abord, nous prouvons que toute solution méromorphe f (6≡ 0) de l’équation
(3.3) est transcendante d’ordre ρ

(
f
)
> n . Supposons que f (6≡ 0) est une solution méro-

morphe de l’équation (3.3) avec ρ
(

f
)< n. Nous pouvons réécrire l’équation ( 3.3) sous la

forme(
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1) + ...+ (

A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = − f (k).
(3.29)
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Puisque
max

{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

}< n

et ρ
(

f
)< n, alors A j i f ( j), j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2 et f (k) sont des fonctions méromorphes

d’ordre fini avec ρ
(
A j i f ( j)

)
< n et ρ

(
f (k)

) < n. Nous avons aussi a0,n 6= b0,n et a j ,n =

c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k −1, alors a j ,n 6= b j ,n et donc

deg
(
P j −P0

)
= deg

(
Q j −Q0

)
= n.

Comme A0,1 f (z) 6= 0 et A0,2 (z) f 6= 0, par le Lemme 3.1, nous avons l’ordre de croissance
du membre gauche de l’équation (3.29) est n, cela contredit le fait que ρ

(
f (k)

) < n. Par
conséquent, toute solution méromorphe f (6≡ 0) de l’équation (3.3) est transcendante avec
l’ordre ρ

(
f
)
> n. Posons z = r e iθ, a0,n =

∣∣a0,n
∣∣e iθ1 , b0,n =

∣∣b0,n
∣∣e iθ2 , θ1,θ2 ∈ [0,2π). Alors,

δ (P0,θ) =
∣∣a0,n

∣∣cos(nθ+θ1) ,δ (Q0,θ) =
∣∣b0,n

∣∣cos(nθ+θ2) . (3.30)

Puisque a j ,n = c j a0,n , b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, avec c j sont des nombres distincts ( j = 1, ...,k −
1), nous avons

δ
(
P j ,θ

)
= c jδ (P0,θ) , δ

(
Q j ,θ

)
= c jδ (Q0,θ) . (3.31)

D’autre part, il existe exactement cs tel que cs = max
{
c j , j = 0,1, ...,k −1

}
, et en prenant

c0 = 1, nous divisons notre preuve en deux parties : le cas où θ1 = θ2 et le cas où θ1 6= θ2.

Cas 1 Quand θ1 = θ2, en raison de a0,n 6= b0,n , prenons que
∣∣a0,n

∣∣< ∣∣b0,n
∣∣ sans perte de

généralité. Supposons que f est une solution méromorphe dont les pôles sont de multi-
plicité uniformément bornée de l’équation (3.3). De cette dernière, nous avons∣∣As,1 (z)ePs (z) +As,2 (z)eQs (z)

∣∣
6

∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
(∣∣∣∣ f (k)

f

∣∣∣∣+ k−1∑
j =0, j 6=s

{∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
})

. (3.32)

Comme f est transcendante, alors du Lemme 3.2, pour α = 2, il existe un ensemble E1 ⊂
[1,+∞) avec ml (E1) <+∞ et une constante B > 0 tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉
([0,1]∪E1), nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣6B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, ...,k, j 6= s. (3.33)

Par ( 3.3), il s’ensuit que les pôles de f ne peuvent pas être autres que ceux de A j i , j =
0,1, ...,k −1; i = 1,2 et sont de multiplicité uniformément bornée. Donc

λ

(
1

f

)
6max

{
ρ(A j i ), j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

}< n.

D’après le théorème de factorisation de Hadamard, nous savons que f peut s’écrire sous

la forme f (z) = g (z)
d(z) où g et d sont des fonctions entières telles que λ (d) = ρ (d) = λ

(
1
f

)
<

n 6 ρ
(

f
)

= ρ
(
g
)

. Pour tout z vérifiant |z| = r suffisamment grand, considérons zr = r e iθr

un point vérifiant
∣∣g (zr )

∣∣ = M(r, g ). Par le Lemme 3.10, il existe une constante δr (> 0) ,
une suite {rm}m∈N , rm →+∞ et un ensemble E8 de mesure logarithmique finie tels que
l’estimation ∣∣∣∣ f (z)

f (s)(z)

∣∣∣∣6 r 2s
m (3.34)
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est vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = rm ∉ E8, rm →∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] .
Nous distinguons

(i ) Si δ (P0,θ) > 0, par (3.31), alors

δ
(
Q j ,θ

)> δ (Q0,θ) > 0,δ
(
Q j ,θ

)> δ(
P j ,θ

)> δ (P0,θ) > 0.

Par le Lemme 3.12, pour tout ε
(
0 < ε< min

{
1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

})
, il existe un ensemble E2 ⊂

[1,+∞) de mesure logarithme finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2),r →
+∞, et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H, où H = {θ ∈ [0;2π) : δ (P0,θ) = 0,δ (Q0,θ) = 0} est un
ensemble fini, nous avons∣∣As,1 (z)ePs (z) +As,2 (z)eQs (z)

∣∣ >
∣∣As,2 (z)eQs (z)

∣∣− ∣∣As,1 (z)ePs (z)
∣∣

> exp
{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n}−exp

{
(1+ε)csδ (P0,θ)r n}

>
1

2
exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n}

, (3.35)

∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n}+exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n}

6 2exp
{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1, j 6= s.

(3.36)

Substituant (3.33), (3.34), (3.35) et (3.36) dans (3.32), nous obtenons pour tout z vérifiant
|z| = rm ∉ ([0,1]∪E1 ∪E2 ∪E8),rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H

1

2
exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n

m

}
6 r 2s

m (B
[
T

(
2rm , f

)]k+1

+B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
2exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n

m

}
)

6 4r 2s
m B

[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n

m

}
ce qui implique

exp
{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n

m

}
6 8r 2s

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n

m

}
. (3.37)

Comme 0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, donc par le Lemme 3.5 et (3.37), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞,

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

log2 T
(
rm , f

)
logrm

> n.

En outre, par le Lemme 3.6 et de l’équation (3.3), nous avons ρ2
(

f
)
6 n et par suite ρ2

(
f
)

=
n.

(i i ) Si δ (P0,θ) < 0, alors en combinant (3.30) et (3.31), nous avons

δ
(
Q j ,θ

)< δ (Q0,θ) < δ (P0,θ) < 0,δ
(
P j ,θ

)< δ (P0,θ) < 0.
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Par le Lemme 3.12 , pour tout 0 < ε < 1, il existe un ensemble E2 ⊂ [1,+∞) de mesure
logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2),r →+∞ et arg z =
θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H, où

H = {θ ∈ [0;2π) : δ (P0,θ) = 0,δ (Q0,θ) = 0}

est un ensemble fini, nous obtenons∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1−ε)δ

(
P j ,θ

)
r n}+exp

{
(1−ε)δ

(
Q j ,θ

)
r n}

6 2exp
{
(1−ε)δ (P0,θ)r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1. (3.38)

De (3.3), nous avons

16
∣∣∣∣ f

f (k)

∣∣∣∣k−1∑
j =0

{∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
}

. (3.39)

En remplaçant (3.33), (3.34) et (3.38) dans (3.39), nous obtenons pour tout z vérifiant |z| =
rm ∉ ([0,1]∪E1 ∪E2 ∪E8),rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H

1 6 r 2k
m B

[
T

(
2rm , f

)]k+1

(
k−1∑
j =0

2exp
{
(1−ε)δ (P0,θ)r n

m

})
6 2kr 2k

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1 exp
{
(1−ε)δ (P0,θ)r n

m

}
. (3.40)

D’où,
exp

{
(ε−1)δ (P0,θ)r n

m

}
6 2kr 2k

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1 . (3.41)

Par le Lemme 3.5 et (3.41), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

En outre, du Lemme 3.6 et de l’équation (3.3), nous déduisons que ρ2
(

f
)
6 n, donc ρ2

(
f
)

=
n.

Cas 2 Quand θ1 6= θ2.
(i ) Si δ (P0,θ) > 0, δ (Q0,θ) < 0, alors par (3.31), nous avons

δ
(
P j ,θ

)> δ (P0,θ) > 0,δ
(
Q j ,θ

)< δ (Q0,θ) < 0.

D’après le Lemme 3.12, pour tout 0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, il existe un ensemble E2 ⊂

[1,+∞) ayant une mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉
[0,1]∪E2,r →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1, où

H1 = {θ ∈ [0,2π) : δ (P0,θ) = 0,δ (Q0,θ) = 0,δ (P0,θ) = δ (Q0,θ)}

est un ensemble fini, nous avons∣∣As,1 (z)ePs (z) +As,2 (z)eQs (z)
∣∣ >

∣∣As,1 (z)ePs (z)
∣∣− ∣∣As,2 (z)eQs (z)

∣∣
> exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n}−exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n}

>
1

2
exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n}

, (3.42)
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∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n}+exp

{
(1−ε)c jδ (Q0,θ)r n}

6 2exp
{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1, j 6= s

(3.43)

De (3.32), (3.33), (3.34), (3.42) et (3.43), nous avons pour tout z vérifiant |z| = rm ∉ ([0,1]∪
E1 ∪E2 ∪E8),rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1

1

2
exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n

m

}
6 r 2s

m (B
[
T

(
2rm , f

)]k+1

+B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
2exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n

m

}
)

6 4r 2s
m B

[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n

m

}
.

D’où

exp
{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n

m

}
6 8r 2s

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n

m

}
.

(3.44)

Puisque 0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, alors par le Lemme 3.5 et (3.44), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞,

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

En outre, par le Lemme 3.6 et de l’équation (3.3), nous avons ρ2
(

f
)≤ n. Par suite ρ2

(
f
)

=
n.

(i i ) Si δ (P0,θ) < 0, δ (Q0,θ) > 0, alors par (3.31), nous avons

δ
(
P j ,θ

)< δ (P0,θ) < 0,δ
(
Q j ,θ

)> δ (Q0,θ) > 0.

D’après le Lemme 3.12 , pour tout 0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, il existe un ensemble E2 ⊂

[1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪
E2),r →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1, où

H1 = {θ ∈ [0,2π) : δ (P0,θ) = 0,δ (Q0,θ) = 0,δ (P0,θ) = δ (Q0,θ)}

est un ensemble fini, nous avons∣∣As,1 (z)ePs (z) +As,2 (z)eQs (z)
∣∣ >

∣∣As,2 (z)eQs (z)
∣∣− ∣∣As,1 (z)ePs (z)

∣∣
> exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n}−exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n}

>
1

2
exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n}

, (3.45)
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∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n}+exp

{
(1−ε)c jδ (P0,θ)r n}

6 2exp
{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1, j 6= s.

(3.46)

En utilisant une preuve similaire à celle de (i), nous pouvons obtenir, pour tout z satisfai-
sant |z| = rm ∉ ([0,1]∪E1 ∪E2 ∪E8),rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1

1

2
exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n

m

}
6 r 2s

m (B
[
T

(
2rm , f

)]k+1

+B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
2exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n

m

}
)

6 4r 2s
m B

[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n

m

}
.

D’où

exp
{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n

m

}
6 8r 2s

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n

m

}
. (3.47)

Comme 0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, alors du Lemme 3.5 et (3.47), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

En outre, du Lemme 3.6 et de l’équation (3.3), nous avons ρ2
(

f
)
6 n. Par suite ρ2

(
f
)

= n.
(i i i ) Si δ (P0,θ) > 0, δ (Q0,θ) > 0, alors par (3.31) nous avons

δ
(
P j ,θ

)> δ (P0,θ) > 0,δ
(
Q j ,θ

)> δ (Q0,θ) > 0.

Supposons que δ (P0,θ) > δ (Q0,θ) sans perte de généralité. Par le Lemme 3.12, pour tout

0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, il existe un ensemble E2 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique

finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2),r →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ]
\H1, où

H1 = {θ ∈ [0,2π) : δ (P0,θ) = 0,δ (Q0,θ) = 0,δ (P0,θ) = δ (Q0,θ)}

est un ensemble fini, nous avons∣∣As,1 (z)ePs (z) +As,2 (z)eQs (z)
∣∣ >

∣∣As,1 (z)ePs (z)
∣∣− ∣∣As,2 (z)eQs (z)

∣∣
> exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n}−exp

{
(1−ε)csδ (Q0,θ)r n}

>
1

2
exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n}

, (3.48)

∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n}+exp

{
(1+ε)c jδ (Q0,θ)r n}

6 2exp
{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1, j 6= s.

(3.49)
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De (3.32), ( 3.33), ( 3.34), ( 3.48) et ( 3.49), nous obtenons pour tout z avec |z| = rm ∉ ([0,1]∪
E1 ∪E2 ∪E8),rm →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1

1

2
exp

{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n

m

}
6 4r 2s

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n

m

}
.

D’où

exp
{
(1−ε)csδ (P0,θ)r n

m

}
6 8r 2s

m B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ (P0,θ)r n

m

}
. (3.50)

De la condition 0 < ε< min
{

1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
, le Lemme 3.5 et (3.50), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

De plus, par le Lemme 3.6 et de l’équation (3.3), nous avons ρ2
(

f
)
6 n. Il résulte que

ρ2
(

f
)

= n.
(i v) Si δ (P0,θ) < 0, δ (Q0,θ) < 0 par (3.31), nous avons

δ
(
P j ,θ

)< δ (P0,θ) < 0,δ
(
Q j ,θ

)< δ (Q0,θ) < 0.

Posons δ = max{δ (P0,θ) ,δ (Q0,θ)} . Du Lemme 3.12, pour tout 0 < ε < 1, il existe un en-
semble E2 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| =
r ∉ ([0,1]∪E2),r →+∞, et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1, où

H1 = {θ ∈ [0,2π) : δ (P0,θ) = 0,δ (Q0,θ) = 0,δ (P0,θ) = δ (Q0,θ)}

est un ensemble fini, nous avons∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1−ε)c jδ (P0,θ)r n}+exp

{
(1−ε)c jδ (Q0,θ)r n}

6 2exp
{
(1−ε)c jδr n}

, j = 0,1,2, ...,k −1. (3.51)

Par (3.33), (3.34) , (3.39) et (3.51) nous avons pour tout z satisfaisant |z| = rm ∉ ([0,1]∪E1∪
E2 ∪E8),rm →+∞, et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H1

1 6 r 2k
m B

[
T

(
2rm , f

)]k+1

{
k−1∑
j =0

2exp
{
(1−ε)c jδr n

m

}}

6 2r 2k
m B

[
T

(
2rm , f

)]k+1

{
k−1∑
j =0

exp
{
(1−ε)c jδr n

m

}}
. (3.52)

Puisque c j > 1, j = 1, ...,k −1 et δ< 0, nous obtenons

exp
{
(1−ε)c jδr n

m

}
6 exp

{
(1−ε)δr n

m

}
, j = 1, ...,k −1.

Ainsi, (3.52) devient

16 2r 2k
m kB

[
T

(
2rm , f

)]k+1 exp
{
(1−ε)δr n

m

}
.
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D’où
exp

{
(ε−1)δr n

m

}
6 2r 2k

m Bk
[
T

(
2rm , f

)]k+1 . (3.53)

Par le Lemme 3.5 et (3.53), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

En outre, du Lemme 3.6 et de l’équation (3.3), nous avons ρ2
(

f
)
6 n, donc ρ2

(
f
)

= n. Ceci
complète la preuve du Théorème 3.5.

4 Preuve du Théorème 3.6

(i ) Supposons que f0 est une solution méromorphe d’ordre fini, dont les pôles sont de
multiplicité uniformément bornée, de l’équation (3.4). Si f1(6≡ f0) est une autre solution
méromorphe d’ordre fini, dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de
l’équation (3.4), alors f1 − f0 est une solution méromorphe non nulle de l’équation (3.3)
avec ρ( f1 − f0) < +∞. Cela contredit le Théorème 3.5. Par conséquent, l’équation (3.4) a
au plus une solution méromorphe d’ordre fini.

Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre infini, dont les pôles sont de
multiplicité uniformément bornée, de (3.4). Par l’équation (3.4), il est facile de voir que si
f a des zéros en z0 d’ordre α (α> k) , et B0, B1, ..., Bk−1 sont tous analytiques en z0, alors F
doit avoir un zéro en z0 d’ordre au moins α−k. Par conséquent,

n

(
r,

1

f

)
6 kn

(
r,

1

f

)
+n

(
r,

1

F

)
+

k−1∑
j =0

n
(
r,B j

)
,

et

N

(
r,

1

f

)
6 kN

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

F

)
+

k−1∑
j =0

N
(
r,B j

)
, (3.54)

où B j (z) = A j 1 (z)eP j (z) + A j 2 (z)eQ j (z), j = 0,1,2, ...,k − 1. Maintenant (3.4) peut s’écrire
comme suit

1

f
=

1

F

(
f (k)

f
+Bk−1 (z)

f (k−1)

f
+ ...+B1 (z)

f
′

f
+B0 (z)

)
. (3.55)

Par le Lemme 3.11 et (3.55), pour tout z avec |z| = r à l’extérieur d’un ensemble E9 de
mesure linéaire finie, nous avons

m

(
r,

1

f

)
6 m

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =1

m

(
r,

f ( j)

f

)
+

k−1∑
j =0

m
(
r,B j

)+O(1)

6 m

(
r,

1

F

)
+

k−1∑
j =0

m
(
r,B j

)+O
(
logr T

(
r, f

))
. (3.56)

Par conséquent, par (3.54), (3.56) et le premier théorème fondamental, l’inégalité

T(r, f ) = T(r,
1

f
)+O(1)

6 T (r,F)+
k−1∑
j =0

T
(
r,B j

)+kN

(
r,

1

f

)
+O

(
logr T

(
r, f

))
(3.57)
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est vérifiée pour tout r ∉ E9 suffisamment grand, donc

O
(
logr T

(
r, f

))
6

1

2
T(r, f ). (3.58)

Posons ρ1 = max
{
n,ρ (F)

}
. Par le Lemme 3.3, pour tout ε > 0, il existe un ensemble E3 ⊂

(1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que

T (r,F)6 r ρ1+ε,T
(
r,B j

)
6 r ρ1+ε, j = 0,1,2, ...,k −1, (3.59)

où |z| = r ∉ [0,1]∪E3, r →+∞. Par (3.57), (3.58) et (3.59), pour r ∉ ([0,1]∪E3 ∪E9) suffi-
samment grand, nous obtenons

T(r, f )6 r ρ1+ε+kr ρ1+ε+kN

(
r,

1

f

)
+ 1

2
T(r, f ).

Par suite

T(r, f )6 2(k +1)r ρ1+ε+2kN

(
r,

1

f

)
(3.60)

donc,
ρ2

(
f
)
6 λ2

(
f
)

.

Alors,
ρ2

(
f
)
6 λ2

(
f
)
6 λ2

(
f
)

.

Par définition, nous avons λ2
(

f
)
6 λ2

(
f
)
6 ρ2

(
f
)

. Donc

λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)

.

D’autre part, si max
{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2

}< n, alors ρ
(
B j

)<+∞, ( j = 0,1, ...,k −
1) et f est une solution de (3.4) d’ordre infini. Alors, par le Lemme 2.6(i) nous obtenons
λ

(
f
)

= λ
(

f
)

= ρ
(

f
)

= +∞. Et comme ρ
(
B j

)
6 n, du Lemme 3.6 nous avons

ρ2
(

f
)
6max

{
n,ρ (F)

}
.

(i i ) Supposons que f0 est une solution méromorphe de l’équation (3.4) d’ordre fini. Par le

Lemme 3.11, nous avons m

(
r,

f ( j )
0
f0

)
= O

(
logr

)
, j = 1, ...,k −1. En utilisant (3.55), pour tout

z vérifiant |z| = r à l’extérieur d’un ensemble E9 de mesure linéaire finie, nous avons

m

(
r,

1

f0

)
6 m

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =1

m

r,
f ( j)

0

f0

+
k−1∑
j =0

m
(
r,B j

)+O(1)

6 m

(
r,

1

F

)
+

k−1∑
j =0

m
(
r,B j

)+O
(
logr

)
(3.61)

et

N

(
r,

1

f0

)
6 kN

(
r,

1

f0

)
+N

(
r,

1

F

)
+

k−1∑
j =0

N
(
r,B j

)
. (3.62)

Par (3.61) et (3.62), nous obtenons

T(r, f0) = T(r,
1

f0
)+O(1)

6 T

(
r,

1

F

)
+

k−1∑
j =0

T
(
r,B j

)+kN

(
r,

1

f0

)
+O

(
logr

)
. (3.63)
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Et en utilisant (3.59) et (3.63), nous avons

T(r, f0)6 (k +1)r ρ1+ε+kN

(
r,

1

f0

)
+O

(
logr

)
.

Par conséquent,

ρ
(

f0
)
6max

{
λ

(
f0

)
,ρ1

}
= max

{
n,λ

(
f0

)
,ρ (F)

}
.

(i i i ) Tout d’abord, nous prouvons que toute solution méromorphe f de l’équation (3.4)
est transcendante d’ordre ρ

(
f
)
> n. Supposons que f est une solution méromorphe de

l’équation (3.4) avec ρ
(

f
)< n. Nous pouvons réécrire l’équation (3.4) sous la forme(

Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1)

+ ...+ (
A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = B(z) , (3.64)

où
B(z) = F(z)− f (k).

Puisque max
{
ρ
(
A j i

)
, j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2,ρ (F)

}< n et ρ
(

f
)< n, alors A j i f ( j), j = 0,1, ...,

k − 1 ; i = 1,2 et B sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec ρ
(
A j i f ( j)

)
< n et

ρ (B) < n. Nous avons aussi a0,n 6= b0,n et a j ,n = c j a0,n ,b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k − 1,
donc a j ,n 6= b j ,n , par suite deg

(
P j −P0

)
= deg

(
Q j −Q0

)
= n. Puisque A0,1 f 6≡ 0, A0,2 f 6≡ 0,

du Lemme 3.1, nous obtenons l’ordre de croissance du coté gauche de l’équation (3.64)
est n, cela contredit le fait que ρ (B) < n. Par conséquent, toute solution méromorphe f
de l’équation (3.4) est transcendante d’ordre ρ

(
f
)
> n. Posons z = r e iθ, a0,n =

∣∣a0,n
∣∣e iθ1 ,

b0,n =
∣∣b0,n

∣∣e iθ2 , θ1,θ2 ∈ [0,2π). Alors,

δ (P0,θ) =
∣∣a0,n

∣∣cos(nθ+θ1) ,δ (Q0,θ) =
∣∣b0,n

∣∣cos(nθ+θ2) . (3.65)

Comme a j ,n = c j a0,n , b j ,n = c j b0,n ,c j > 1, j = 1, ...,k −1, et c j sont des nombres distincts,
donc

δ
(
P j ,θ

)
= c jδ (P0,θ) , δ

(
Q j ,θ

)
= c jδ (Q0,θ) (3.66)

et il existe exactement une constante cs telle que cs = max
{
c j , j = 0,1, ...,k −1

}
. Posons

c0 = 1, δ1 = max{δ (P0,θ) ,δ (Q0,θ)} . Nous divisons notre preuve en deux cas :

Cas 1. Supposons queδ1 > 0. Par le Lemme 3.12, pour tout ε (0 < ε< min{n−ρ1, 1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
,

j 6= s}), il existe un ensemble E2 ⊂ [1,+∞) ayant une mesure logarithmique finie tel que
pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ [0,1]∪E2,r →+∞ et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H3, où

H3 = {θ ∈ [0,2π) : δ (P0,θ) = δ (Q0,θ)}

est un ensemble fini, nous avons∣∣As,1 (z)ePs (z) +As,2 (z)eQs (z)
∣∣ >

1

2
exp

{
(1−ε)csδ1r n}

, (3.67)

∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1+ε)c jδ1r n}+exp

{
(1+ε)c jδ1r n}

6 2exp
{
(1+ε)c jδ1r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1, j 6= s.

(3.68)
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Par (3.4), nous avons∣∣As,1(z)ePs (z) +As,2(z)eQs (z)
∣∣

6
∣∣∣∣ f (z)

f (s)(z)

∣∣∣∣
{∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+ k−1∑
j =0, j 6=s

{∣∣A j ,1(z)eP j (z) +A j ,2(z)eQ j (z)
∣∣ ∣∣∣∣ f j (z)

f (z)

∣∣∣∣}
}

.
(3.69)

Comme f est transcendante, du Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) avec
ml (E1) < +∞ et une constante B > 0, tels que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E1, nous ob-
tenons (3.33) et par le Lemme 3.10, il existe un ensemble E8 d’une mesure logarithmique
fini tel que pour tout z avec |z| = r ∉ E8, |g (z) | = M

(
r, g

)
et pour r suffisamment grand,

nous obtenons (3.34). Nous savons que f est transcendante avec ρ
(

f
)
> n , et par hypo-

thèses, nous avons les pôles de f sont de multiplicité uniformément bornée. D’après le
théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f comme suit f (z) = g (z)

d(z) ,
où g et d sont des fonctions entières avec

λ (d) = ρ (d) = λ

(
1

f

)
< n,ρ

(
g
)

= ρ
(

f
)
> n.

Posons ρ1 = max
{
ρ (F) ,ρ (d)

}< n. Comme |g (z)| = M(r, g ) > 1, alors en utilisant le Lemme
3.3, nous obtenons ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d (z)F(z)

g (z)

∣∣∣∣ =
|d (z)F(z)|

M(r, g )

6 exp
(
r ρ1+ε)exp

(
r ρ1+ε) = exp

(
2r ρ1+ε) (3.70)

où |z| = r ∉ [0,1]∪E3, r →+∞. En combinant les formules (3.33), (3.34), (3.67), (3.68), (3.69)
et (3.70), pour tout z satisfaisant |z| = rm ∉ [0,1]∪E1 ∪E3 ∪E8,rm →+∞, auquel |g (z)| =
M(rm , g ) et arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H3, nous avons

1

2
exp

{
(1−ε)csδ1r n

m

}
6 r 2s

m { exp
(
2r ρ1+ε

m

)
+B

[
T

(
2rm , f

)]k+1

+B
[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
2exp

{
(1+ε)c jδ1r n

m

}
}

6 4r 2s
m exp

(
2r ρ1+ε

m

)
B

[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ1r n

m

}
.

Ainsi,

exp
{
(1−ε)csδ1r n

m

}
6 8r 2s

m exp
(
r ρ1+ε

m

)
B

[
T

(
2rm , f

)]k+1
k−1∑

j =0, j 6=s
exp

{
(1+ε)c jδ1r n

m

}
. (3.71)

Comme ε< min
{

n −ρ1, 1
2

(
cs−c j

cs+c j

)
, j 6= s

}
est arbitraire, alors du Lemme 3.5 et de la formule

(3.71), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞
et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

De plus, par le Lemme 3.6 et d’après l’équation (3.4), nous avons ρ2
(

f
)
6 n. Donc ρ2

(
f
)

=
n. Par suite, toute solution méromorphe de (3.4) dont les pôles sont de multiplicité uni-
formément bornée est d’ordre infini et satisfait ρ2

(
f
)

= n.
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Cas 2. Supposons que δ1 < 0. Par le Lemme 3.12, pour tout ε> 0, nous avons∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ 6

∣∣A j ,1 (z)eP j (z)
∣∣+ ∣∣A j ,2 (z)eQ j (z)

∣∣
6 exp

{
(1−ε)c jδ (P0,θ)r n}+exp

{
(1−ε)c jδ (Q0,θ)r n}

6 2exp
{
(1−ε)c jδ1r n}

, j = 0,1,2, ...,k −1. (3.72)

De (3.4), nous obtenons

16
∣∣∣∣ f (z)

f (k)(z)

∣∣∣∣
(∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣+ k−1∑
j =0

{∣∣A j ,1 (z)eP j (z) +A j ,2 (z)eQ j (z)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)(z)

f (z)

∣∣∣∣∣
})

. (3.73)

Par les mêmes procédures que dans Cas 1, par (3.33), (3.34), (3.70), (3.72) et (3.73), pour
tout z satisfaisant |z| = rm ∉ ([0,1]∪E1 ∪E3 ∪E8),rm → +∞, auquel |g (z)| = M(rm , g ) et
arg z = θ ∈ [θr −δr , θr +δr ] \H3, nous avons

16 r 2k
m

(
exp

(
2r ρ1+ε

m

)
+

k−1∑
j =0

B
[
T

(
2rm , f

)]k+1 2exp
{
(1−ε)c jδ1r n

m

})
. (3.74)

Comme c j > 1, j = 0, ...,k −1, rm > R1 > 1 et δ1 < 0, nous déduisons que

exp
{
(1−ε)c jδ1r n

m

}
6 exp

{
(1−ε)δ1r n

m

}
, j = 0, ...,k −1.

Ainsi, (3.74) devient

16 2r 2k
m (k +1)exp

(
r ρ1+ε

m

)
B

[
T

(
2rm , f

)]k+1 exp
{
(1−ε)δ1r n

m

}
,

ce qui donne

exp
{

(ε−1)δ1r n
m − r ρ1+ε

m

}
6 2r 2k

m (k +1)B
[
T

(
2rm , f

)]k+1 . (3.75)

Par le Lemme 3.5 et (3.75), nous obtenons

ρ
(

f
)

= limsup
rm→+∞

logT
(
rm , f

)
logrm

= +∞

et

ρ2
(

f
)

= limsup
rm→+∞

loglogT
(
rm , f

)
logrm

> n.

En outre, du Lemme 3.6 et de l’équation (3.4) nous trouvons ρ2
(

f
)
6 n, ainsi ρ2

(
f
)

= n.
Alors, toute solution méromorphe de (3.4) dont les pôles sont de multiplicité uniformé-
ment bornée est d’ordre infini et satisfait ρ2

(
f
)

= n.

5 Conclusion

Nous avons amélioré quelques résultats précédents de Zhan et Xiao [84] en étudiant
la croissance des solutions méromorphes de l’équation différentielle

f (k) + (
Ak−1,1 (z)ePk−1(z) +Ak−1,2 (z)eQk−1(z)) f (k−1)

+...+ (
A0,1 (z)eP0(z) +A0,2 (z)eQ0(z)) f = F(z) ,

où A j ,i ( 6≡ 0)
(

j = 0, ...,k −1
)

et F sont des fonctions méromorphes d’ordre fini et P j (z) ,Q j (z)
( j = 0,1, ...,k −1; i = 1,2) sont des polynômes de degré n > 1.
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Chapitre 4

Sur la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires
homogènes et non homogènes à
coefficients fonctions méromorphes

1 Introduction et résultats

Dans le présent chapitre, nous étudions la croissance des solutions des équations dif-
férentielles linéaires d’ordre supérieur

f (k) (z)+Ak−1 (z) f (k−1) (z)+·· ·+A1 (z) f ′ (z)+A0 (z) f (z) = 0 (4.1)

et
f (k) (z)+Ak−1 (z) f (k−1) (z)+·· ·+A1 (z) f ′ (z)+A0 (z) f (z) = F(z) , (4.2)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini et
k ≥ 2. Nous améliorons et étendons quelques résultats de Belaïdi et Andasmas [2], [13]
en utilisant le concept de l’ordre itératif et nous considérons la croissance de quelques
coefficients arbitraires dominants As (s = 0,1, · · · ,k −1) au lieu de A0.

Plusieurs chercheurs dans [4], [5], [24], [32], [57], [71] ont étudié la croissance des so-
lutions des équations différentielles linéaires homogènes et non homogènes du seconde
ordre et d’ordre supérieur à coefficients fonctions entières ou méromorphes. Dans [2],
Andasmas et Belaidi ont étudié les zéros et la croissance des solutions méromorphes des
équations (4.1) et (4.2) et ils ont obtenu les résultats suivants

Théorème 4.1 [2] Soient H ⊂ [0,+∞) un ensemble de mesure linéaire infinie et A j ( j =
0,1, · · · ,k −1) des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des constantes réelles σ >
0,α > 0 telles que ρ = max{ρ(A j ) : j = 1,2, · · · ,k − 1} < σ et |A0 (z)| ≥ exp

{
α |z|σ}

lorsque
|z| = r ∈ H, r → +∞, alors toute solution méromorphe f 6≡ 0 de l’équation (4.1) satisfait
µ( f ) = ρ( f ) = +∞ et ρ2( f ) ≥σ. De plus, si λ(1/ f ) <∞, alors σ≤ ρ2( f ) ≤ ρ (A0) .

Théorème 4.2 [2] Soient H ⊂ [0,+∞) un ensemble de densité supérieure positive, A j ( j =
0,1, · · · ,k − 1) et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. S’il existe des constantes
réelles σ> 0,α> 0 telles que ρ = max{ρ(A j ) : j = 1,2, · · · ,k−1,ρ(F)} <σ et |A0 (z)| ≥ exp

{
α |z|σ}

lorsque |z| = r ∈ H,r →+∞, alors toute solution méromorphe f avec λ(1/ f ) <σ de l’équa-
tion (4.2) est d’ordre infini et

λ( f ) = λ( f ) = ρ( f ) = +∞, λ2( f ) = λ2( f ) = ρ2( f ).
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De plus, si λ(1/ f ) < min{µ( f ),σ}, alors σ≤ ρ2( f ) ≤ ρ (A0) .

Récemment, Belaïdi dans [13] a considéré la croissance des solutions méromorphes des
équations (4.1) et (4.2) avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre itératif fini
et il a obtenu des résultats qui améliorent et généralisent certains résultats précédents.

Théorème 4.3 [13] Soient H ⊂ [0,+∞) un ensemble de densité supérieure positive et A j ( j =
0,1,· · · ,k − 1) des fonctions méromorphes d’ordre p−itératif fini. S’il existe des constantes
σ> 0,α> 0 telles que |A0 (z) | ≥ expp (αrσ) avec |z| = r ∈ H,r →+∞ et

ρ = max
{
ρp

(
A j

)
: j = 1, · · · ,k −1

}<σ,

alors toute solution méromorphe f 6≡ 0 de l’équation (4.1) satisfait

µp
(

f
)

= ρp ( f ) = +∞, ρp+1( f ) ≥σ.

De plus, si λp

(
1
f

)
<∞, alors i

(
f
)

= p +1 et σ≤ ρp+1
(

f
)≤ ρp (A0) .

Théorème 4.4 [13] Soient H ⊂ [0,+∞) un ensemble de densité supérieure positive, A j ( j =
0,1 · · · ,k−1) et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes d’ordre p−itératif fini. S’il existe des constantes
réelles σ> 0,α> 0 telles que |A0 (z) | ≥ expp (αrσ) avec |z| = r ∈ H,r →+∞ et

ρ = max
{
ρp

(
A j

)
( j = 1 · · · ,k −1),ρp (F)

}<σ, (4.3)

alors toute solution méromorphe (4.2) avec λp

(
1
f

)
<σ satisfait

λp
(

f
)

= λp ( f ) = ρp ( f ) = +∞, λp+1
(

f
)

= λp+1( f ) = ρp+1( f ).

De plus, si λp

(
1
f

)
< min

{
µp

(
f
)

,σ
}

, alors i
(

f
)

= p +1 et

λp+1
(

f
)

= λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)≤ ρp (A0) .

Une question naturelle se pose : qu’en est-il de la croissance des solutions méromorphes
des équations (4.1) et (4.2) avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini si on remplace le coefficient fixe dominant A0 par un coefficient arbitraire As ? L’ob-
jectif principal de cette partie est d’examiner la question ci-dessus en prouvant nos prin-
cipaux résultats. Pour l’équation différentielle linéaire homogène (4.1), nous obtenons le
résultat suivant.

Théorème 4.5 [66] Soient H ⊂ (1,+∞) un ensemble d’une densité logarithmique supé-
rieure positive (ou ml (H) = +∞) et A j

(
j = 0,1, · · · ,k −1

)
des fonctions méromorphes d’ordre

p−itératif fini. S’il existe des constantes réelles σ > 0,α > 0 et un entier s, 0 ≤ s ≤ k −1, tels
que |As (z) | ≥ expp (αrσ) avec |z| = r ∈ H, r → +∞ et ρ = max

{
ρp

(
A j

)
( j 6= s)

} < σ, alors
toute solution non transcendante f 6≡ 0 de (4.1) est polynômiale avec deg f ≤ s −1 et toute

solution méromorphe transcendante f de (4.1) avec λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

satisfait

i
(

f
)

= p +1, µp
(

f
)

= ρp ( f ) = +∞

et
σ≤ ρp+1

(
f
)≤ ρp (As) .
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Corollaire 4.1 [66] Sous les hypothèses du Théorème 4.5, supposons queϕ 6≡ 0 est une fonc-
tion méromorphe transcendante satisfaisant i

(
ϕ

)< p +1 ou ρp+1
(
ϕ

)< σ. Alors, toute so-

lution méromorphe transcendante f de l’équation (4.1) avec λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

satisfait

σ≤ λp+1
(

f −ϕ)
= λp+1

(
f −ϕ)

= ρp+1
(

f −ϕ)
= ρp+1

(
f
)≤ ρp (As) .

Pour l’équation linéaire différentielle non-homogène (4.2), Nous obtenons les résultats
suivants.

Théorème 4.6 [66] Soient H ⊂ (1,+∞) un ensemble de densité logarithmique supérieure
positive (ou bien ml (H) = ∞), A j ( j = 0,1 · · · ,k − 1) et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes
d’ordre p−itératif fini. S’il existe des constantes réelles σ> 0,α> 0 et un entier s, 0 ≤ s ≤ k −
1, tels que |As (z) | ≥ expp (αrσ) lorsque |z| = r ∈ H, r →+∞ et max

{
ρp

(
A j

)
( j 6= s), ρp (F)

}<
σ, alors toute solution non transcendante f de (4.2) est polynômiale avec deg f ≤ s −1 et

toute solution méromorphe transcendante f de (4.2) avec λp

(
1
f

)
< min

{
σ,µp ( f )

}
satisfait

i
(

f
)

= p +1, λp
(

f
)

= λp ( f ) = ρp ( f ) =µp
(

f
)

= +∞

et
σ≤ λp+1

(
f
)

= λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)≤ ρp (As) .

Corollaire 4.2 [66] Soient les fonctions A j
(

j = 0,1, · · · ,k −1
)

, F et l’ensemble H satisfai-
sant toutes les hypothèses du Théorème 4.6 et soit ϕ une fonction méromorphe transcen-
dante telle que i

(
ϕ

) < p + 1 ou ρp+1
(
ϕ

) < σ. Alors, toute solution méromorphe trans-

cendante f avec λp

(
1
f

)
< min{σ,µp

(
f
)
} de l’équation (4.2) satisfait σ ≤ λp+1

(
f −ϕ)

=

λp+1
(

f −ϕ)
= ρp+1

(
f −ϕ)≤ ρp (As) .

Remarque 4.1 De toute évidence, le Théorème 4.5 et le Théorème 4.6 représentent une gé-
néralisation des Théorèmes 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4.

Exemple 4.1 Considérons l’équation suivante

f (4) + 4−3z

z +1
f (3) −9e

z3

f ′′+ f ′+ 1+2ze2z +3ze3z + ze4z

z
f = 0 (1)

Dans cette équation, nous avons A0 (z) = 1+2ze2z+3ze3z+ze4z

z , A1 (z) = 1, A2 (z) = −9e
z3

, A3 (z) =
4−3z
z+1 et

ρ1 (A0) = 1, ρ1 (A1) = 0,ρ1 (A2) = 3, ρ1 (A3) = 0

alors
max

{
ρ1

(
A j

)
, j 6= 2

}
= 1 < 2.

D’autre part, nous avons pour tout z = r e iθ (r →+∞) , r ∈ [1,+∞[, π18 ≤ θ≤ π
9

|A2 (z)| =

∣∣∣∣−9e
z3

∣∣∣∣ = exp
(
r 3 cos3θ

)≥ exp
(
r 3 cos

π

3

)
≥ exp

(
1

2
r 2

)
.

Il est clair que les conditions du Théorème 4.5 sont vérifiées avec σ = 2, α = 1
2 sur l’ensemble

H =
{

z ∈C : z = r e iθ, r ∈ [1,+∞[,
π

18
≤ θ≤ π

9

}
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tel que

logdens(H) = lim sup
r→+∞

logr − log1

logr
= 1.

D’après le Théorème 4.5, toute solution méromorphe transcendante f 6≡ 0 de l’équation (1) ,
satisfait

µ
(

f
)

= ρ( f ) = ∞, ρ2( f ) ≥ 2.

De plus, si λ
(

1
f

)
<∞, alors i

(
f
)

= 2 et

2 ≤ ρ2
(

f
)≤ ρ1 (A2) = 3

et toute solution non transcendante est polynomiale d’ordre inférieur ou égale à 1.

Exemple 4.2 Considérons l’équation suivante

f ′′′+ 3

z
f ′′− f ′− 1

z

(
1+3e2z +e3z) f = 0. (2)

Nous avons A0 (z) = − 1
z

(
1+3e2z +e3z

)
, A1 (z) = −1, A2 (z) = 3

z , A3 (z) = 1 et

ρ (A0) = 1,ρ (A1) = 0,ρ (A2) = 0,ρ (A3) = 0

alors

max
{
ρ
(
A j

)
, j 6= 0

}
= 0 < 1

2
.

D’autre part, pour tout z = r e iθ (r →+∞) , r ∈ [6,+∞[, π8 ≤ θ≤ π
6 , nous avons

∣∣1+3e2z
∣∣≤ 1+3e2r cosθ ≤ 1+3e

p
2+p2r

et ∣∣1+3e2z +e3z
∣∣≥ ∣∣∣∣e3z

∣∣− ∣∣1+3e2z
∣∣∣∣≥ e3r cosθ−1−3e2r cosθ

≥ e
3
p

3
2 r −1−3e

p
2+p2r

donc

|A0 (z)| =

∣∣1+3e2z +e3z
∣∣

|z| ≥ e
3
p

3
2 r −1−3e

p
2+p2r

r
≥ er

1
2 .

Il est clair que les conditions du Théorème 4.5 sont vérifiées avec α = 1, σ = 1
2 sur l’ensemble

H =
{

z ∈C : z = r e iθ,
π

8
≤ θ≤ π

6
,r ∈ [6,+∞[

}
.

avec

logdens(H) = lim sup
r→+∞

logr − log6

logr
= 1.

Donc, toute solution méromorphe f 6≡ 0 de l’équation (2) avec λ
(

1
f

)
< ∞ satisfait i

(
f
)

=

2 et σ = 1
2 ≤ ρ2

(
f
) ≤ ρ (A0) = 1. À titre d’exemple, la fonction f (z) = eez

z est une solution

méromorphe transcendante de l’équation (2). Comme la fonction f (z) = eez

z a un seul pôle,

alors n
(
r,∞, f

)
= 1 et N

(
r, f

)
= logr et par suite λ

(
1
f

)
= 0 <∞. On voit que σ = 1

2 ≤ ρ2
(

f
)

=
ρ1 (A0) = 1.
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2. LEMMES AUXILIAIRES

2 Lemmes auxiliaires

Pour prouver nos théorèmes, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.1 [44] Soient p ≥ 1 un entier et f = g
d une fonction méromorphe, où g et d sont

des fonctions entières satisfaisant µp
(
g
)

= µp
(

f
)

= µ ≤ ρp
(

f
)

= ρp
(
g
) ≤ +∞,0 < p < +∞

i (d) < p ou i (d) = p et ρp (d) = λp ( 1
f ) = β < µ. Alors, il existe un ensemble E2 de mesure

logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E2, |g (z) | = M
(
r, g

)
, nous avons∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣≤ r 2s (s ≥ 1 est un entier) .

Lemme 4.2 [72] Soit p ≥ 1 un entier. Supposons que f est une fonction méromorphe telle
que i

(
f
)

= p, ρp
(

f
)

= ρ<+∞. Alors, il existe des fonctions entières π1, π2 et D telles que

f (z) =
π1 (z)eD(z)

π2 (z)
et ρp ( f ) = max

{
ρp (π1),ρp (π2), ρp (eD(z))

}
.

De plus, pour tout ε> 0, nous avons

exp
{
−expp−1

(
r ρ+ε

)}≤ | f (z) | ≤ expp

(
r ρ+ε

)
, r ∉ E3,

où E3 ⊂ (1,+∞) est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 4.3 [3] Soient g : [0,+∞) → R et h : [0,+∞) → R des fonctions croissantes mono-
tones telles que g (r ) ≤ h(r ) à l’extérieur d’un ensemble exceptionnel E4 d’une mesure li-
néaire finie. Alors, pour tout λ> 1 il existe r0 > 0 tels que g (r ) ≤ h(λr ) pour tout r > r0.

Lemme 4.4 [13] Soient k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−1et F des fonctions méromorphes. Soient

ρ = max
{
ρp

(
A j

)
, ( j = 0,1 · · · ,k −1),ρp (F)

}<∞

et f une solution méromorphe d’ordre p-itératif infini de l’équation (4.2) avec λp

(
1
f

)
<

µp
(

f
)

. Alors, ρp+1( f ) ≤ ρ.

Lemme 4.5 Sous les hypothèses du Théorème 4.5 ou Théorème 4.6, nous avons ρp (As) =
β≥σ.

Preuve Supposons que ρp (As) = β < σ. Alors, en utilisant le Lemme 4.2, il existe un
ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie (et donc de mesure logarithmique finie)
tel que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E3 et pour tout ε avec 0 < ε<σ−β, nous avons

|As (z) | ≤ expp

(
r β+ε

)
. (4.4)

D’autre part, d’après le Théorème 4.5 ou le Théorème 4.6, il existe des constantes réelles
σ> 0,α> 0 telles que

|As (z) | ≥ expp

(
αrσ

)
, (4.5)

où |z| = r ∈ H, r →+∞, avec H ⊂ (1,+∞) est un ensemble de densité logarithmique su-
périeure positive (ainsi nous avons ml (H) = +∞). De (4.4) et (4.5) et pour |z| = r ∈ H\E3,
r →+∞, nous obtenons

expp

(
αrσ

)≤ |As (z) | ≤ expp

(
r β+ε

)
.

Comme 0 < ε < σ− β, nous avons une contradiction quand r → +∞. Par conséquent,
ρp (As) = β≥σ.
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Lemme 4.6 Soient H ⊂ (1,+∞) un ensemble d’une densité logarithmique supérieure posi-
tive (ou mesure logarithmique infinie), A j

(
j = 0,1, · · · ,k −1

)
et F des fonctions méromorphes

d’ordre p−itératif fini. S’il existe des constantes réelles σ > 0,α > 0 et un entier s, 0 ≤ s ≤
k −1, tels que |As (z) | ≥ expp (αrσ) lorsque |z| = r ∈ H, r →+∞, et

ρ = max
{
ρp

(
A j

) (
j 6= s

)
, ρp (F)

}<σ,

alors toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (4.2) satisfait ρp ( f ) ≥σ.

Preuve Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l’équation
(4.2). De (4.2), nous avons

As =
F

f (s)
− f (k)

f (s)
−

k−1∑
j =0
j 6=s

A j
f ( j)

f (s)
. (4.6)

Combinons la formule (4.6) et le premier théorème fondamental de Nevanlinna, nous
obtenons

T (r, As) ≤
k∑

j =0
j 6=s

T
(
r, f ( j)

)
+

k−1∑
j =0
j 6=s

T
(
r, A j

)+ (k +1)T
(
r, f (s))+T (r,F)+O(1). (4.7)

Pour tout entier j ∈ [1,k] , nous avons l’estimation

T
(
r, f ( j )

)
≤ ( j +1)T

(
r, f

)+S
(
r, f

)
, (4.8)

voir ([48], p. 56), où S
(
r, f

)
= O

(
logT

(
r, f

)+ logr
)

à l’extérieure d’un ensemble E ⊂ [0,+∞)
de mesure linéaire finie. Des deux inégalités (4.7) et (4.8), nous obtenons

T (r, As) ≤
k−1∑
j =0
j 6=s

T
(
r, A j

)+ cT
(
r, f

)+T (r,F)+S
(
r, f

)+O(1), (4.9)

avec c > 0. En combinant la propriété max
{
ρp

(
A j

) (
j 6= s

)
, ρp (F)

}<σ≤ ρp (As), le Lemme
4.3, le Lemme 4.5 et (4.9) nous obtenons

ρp
(

f
)≥ ρp (As) ≥σ.

Lemme 4.7 [8] Soient A0, A1, · · · , Ak−1etF 6≡ 0 des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini. Si f est une solution méromorphe de l’équation (4.2) avec ρp

(
f
)

= +∞ et ρp+1
(

f
)

= ρ<
+∞, alors λp

(
f
)

= λp ( f ) = ρp ( f ) = +∞ et λp+1
(

f
)

= λp+1( f ) = ρp+1( f ) = ρ.

Lemme 4.8 [50] Soient A j
(

j = 0,1, · · · ,k −1
)

et F( 6≡ 0) des fonctions méromorphes et soit
f une solution méromorphe de l’équation (4.2) satisfaisant l’une des conditions suivantes :

(i) max
{
i (F) = p, i

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k −1

)}< i
(

f
)

= p +1
(
0 < p <+∞)

,
(ii) b = max

{
ρp+1 (F) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k −1

)}< ρp+1
(

f
)

.

Alors, λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)

.
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3 Preuve du Théorème 4.5

Supposons que f 6≡ 0 est une solution rationnelle de (4.1). Si f est une fonction ration-
nelle, qui a un pôle à z0 de degré m ≥ 1, ou f est polynômiale avec deg f ≥ s, alors f (s) 6≡ 0.
De (4.1), nous avons

As (z) f (s) (z) = −

 f (k) (z)+
k−1∑
j =0
j 6=s

A j (z) f ( j) (z)

 .

Alors, d’après le Lemme 4.5

σ≤ ρp (As) = ρp (As f (s)) = ρp

(
−

(
f (k) +

k−1∑
j =0, j 6=s

A j f ( j)
))

≤ max
j =0,1,··· ,k−1, j 6=s

{
ρp

(
A j

)}
.

Ce qui est une contradiction. Donc, f doit être polynômiale avec deg f ≤ s−1. Maintenant,
supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l’équation (4.1) telle

que λp

(
1
f

)
< µp ( f ). De la formule (4.1), nous avons

|As | ≤
∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ f (k)

f

∣∣∣∣+|A0|+
k−1∑
j =1
j 6=s

∣∣A j
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
 . (4.10)

D’après les hypothèses du Théorème 4.5, il existe un ensemble H ⊂ (1,+∞) avec ml (H) =
+∞ tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H, r →+∞, nous avons

|As (z) | ≥ expp

(
αrσ

)
. (4.11)

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) avec ml (E1) < ∞ et une
constante B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ [0,1]∪E1 nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣≤ B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, · · · ,k, j 6= s. (4.12)

D’après le Lemme 4.1, il existe un ensemble E2 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique fini tel
que |z| = r ∉ E2, |g (z) | = M

(
r, g

)
et pour r suffisamment grand, nous avons∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣≤ r 2s (s ≥ 1 est un entier) . (4.13)

Le Lemme 4.2 assure l’existence d’un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie (et
donc de mesure logarithmique finie) pour tout ε (0 < ε<σ−ρ) tels que l’inégalité

|A j (z) | ≤ expp

(
r ρ+ε

)
, j = 0,1, · · · ,k −1, j 6= s (4.14)

est vérifiée pour tout z avec |z| = r ∉ E3. D’où, il découle de (4.10), (4.11), (4.12), (4.13) et
(4.14) pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H\([0,1]∪E1 ∪E2 ∪E3), r →+∞,

expp

(
αrσ

)≤ Bkr 2s expp

(
r ρ+ε

)[
T

(
2r, f

)]k+1 . (4.15)
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Du fait que 0 < ε<σ−ρ, le Lemme 3.5 et l’inégalité (4.15) nous donnent

µp
(

f
)

= ρp
(

f
)

= +∞ et ρp+1
(

f
)≥σ. (4.16)

En utilisant le Lemme 4.5, nous avons

max
{
ρp

(
A j

)
: j = 0,1, · · · ,k −1

}
= ρp (As) = β<+∞.

Sachant que f est une solution méromorphe transcendante de l’équation (4.1 ) avec ρp ( f ) =

+∞ et λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

= +∞, les hypothèses du Lemme 4.4 mènent à

ρp+1
(

f
)≤ ρp (As) . (4.17)

De (4.16) et de (4.17), nous concluons que i ( f ) = p + 1,µp
(

f
)

= ρp
(

f
)

= +∞ et σ ≤
ρp+1

(
f
)≤ ρp (As) .

4 Preuve du Corollaire 4.1

Posons h = f −ϕ oùϕ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant i
(
ϕ

)<
p+1 ou ρp+1

(
ϕ

)<σ. En utilisant les propriétés de l’ordre itératif, nous obtenons ρp+1 (h) =
ρp+1

(
f
)
. Ainsi, σ≤ ρp+1 (h) ≤ ρp (As) . En substituant f = h +ϕ dans (4.1), nous obtenons

h(k) +Ak−1 (z)h(k−1) +·· ·+A1 (z)h′+A0 (z)h

= −
(
ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
. (4.18)

Posons K (z) =ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ. Si i
(
ϕ

)< p +1 ou ρp+1
(
ϕ

)<
σ, alors par le Théorème 4.5, on déduit que ϕ n’est pas une solution de l’équation (4.1),
impliquant que K 6≡ 0, et dans ce cas, nous avons

ρp+1 (K) ≤ max
{
ρp+1

(
ϕ

)
, ρp+1

(
A j

)
, j = 0,1, · · · ,k −1

}<σ.

Ainsi, max
{
ρp+1 (K) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k −1

)}<σ≤ ρp+1
(

f
)

et par le Lemme 4.8, nous

obtenons σ≤ λp+1
(

f −ϕ)
= λp+1

(
f −ϕ)

= ρp+1
(

f −ϕ)
= ρp+1

(
f
)≤ ρp (As) .

5 Preuve du Théorème 4.6

Supposons que f est une solution rationnelle de (4.2). Si f est une fonction ration-
nelle, qui a un pôle à z0 de degré m ≥ 1, ou f est polynômiale avec deg f ≥ s, alors f (s) 6≡ 0.
De (4.2), nous avons

As (z) f (s) (z) = F(z)−

 f (k) (z)+
k−1∑
j =0
j 6=s

A j (z) f ( j) (z)

 .

Alors, d’après le Lemme 4.5

σ≤ ρp (As) = ρp (As f (s)) = ρp

(
F−

(
f (k) +

k−1∑
j =0, j 6=s

A j f ( j)
))
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≤ max
j =0,1,··· ,k−1, j 6=s

{
ρp

(
A j

)
, ρp (F)

}
,

ce qui représente une contradiction. Par conséquent, f doit être polynômiale avec deg f ≤
s−1. Maintenant, supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l’équa-

tion (4.2) telle que λp

(
1
f

)
< min

{
µp ( f ),σ

}
. Par (4.2), nous avons

|As | ≤
∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
|A0|+

∣∣∣∣ f (k)

f

∣∣∣∣+ k−1∑
j =1
j 6=s

∣∣A j
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ F

f

∣∣∣∣
 . (4.19)

Du Lemme 4.6, nous savons que f satisfait ρp
(

f
)≥σ. Par l’hypothèseλp

(
1
f

)
< min{µp ( f ),σ}

et le théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme f (z) =
g (z)
d(z) , où g et d sont des fonctions entières satisfaisant

µp (g ) =µp ( f ) =µ≤ ρp (g ) = ρp ( f ), ρp (d) = λp

(
1

f

)
= β< min{µp ( f ),σ}.

Par la définition de l’ordre p−itératif inférieur, nous avons

M(r, g ) ≥ expp {rµp (g )−ε}. (4.20)

Posons
ρ1 = max

{
ρp

(
A j

)
, j 6= s,ρp (F)

}<σ.

Ensuite, en utilisant le Lemme 4.2 et (4.20), pour tout ε (0 < ε< min{σ−ρ1,
µp (g)−ρp (d)

2 }), il
existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satis-
faisant |z| = r 6∈ E3 avec |g (z) | = M(r, g ),∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F(z)d (z)

g (z)

∣∣∣∣
≤

expp

(
r ρ1+ε)expp

(
r ρp (d)+ε)

expp

(
rµp (g)−ε

)
≤ expp

(
r ρ1+ε) . (4.21)

D’une façon similaire à la preuve du Théorème 4.5, pour tout ε vérifiant 0 < ε < min{σ−
ρ1,

µp (g)−ρp (d)
2 } et pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H\(E1 ∪E2 ∪E3) , r →+∞ avec |g (z) | =

M(r, g ), nous avons ∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣≤ B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, ...,k, j 6= s, (4.22)

∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣≤ r 2s (s ≥ 1 est un entier) , (4.23)

|A j (z) | ≤ expp

(
r ρ1+ε) , j = 0,1, ...,k −1, j 6= s, (4.24)

et
|As (z) | ≥ expp

(
αrσ

)
. (4.25)
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Par conséquent, pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H\(E1 ∪E2 ∪E3), r →+∞, avec |g (z) | =

M
(
r, g

)
et pour tout ε (0 < ε < min{σ−ρ1,

µp (g)−ρp (d)
2 }), il découle de (4.19), (4.21), (4.22),

(4.23), (4.24) et (4.25) l’expression

expp

(
αrσ

) ≤ r 2s(expp

(
r ρ1+ε)+B

[
T

(
2r, f

)]k+1

+
k−1∑
j =1
j 6=s

expp

(
r ρ1+ε)B

[
T

(
2r, f

)]k+1 +expp

(
r ρ1+ε))

≤ r 2sB(k +1)
[
T

(
2r, f

)]k+1 expp

(
r ρ1+ε) . (4.26)

Quand 0 < ε<σ−ρ1, il résulte du Lemme 3.5 et de (4.26)

µp
(

f
)

= ρp ( f ) = +∞ et ρp+1( f ) ≥σ. (4.27)

Comme F 6≡ 0, du Lemme 4.7, nous obtenons

λp
(

f
)

= λp ( f ) =µp
(

f
)

= ρp ( f ) = +∞,σ≤ λp+1
(

f
)

= λp+1( f ) = ρp+1( f ). (4.28)

En utilisant le Lemme 4.5, nous avons

max
{
ρp

(
A j

)
: j = 0,1, · · · ,k −1,ρ(F)

}
= ρp (As) = β<+∞.

Et comme f est une solution méromorphe de l’équation (4.2 ) avec ρp ( f ) = +∞ etλp

(
1
f

)
<

σ<µp
(

f
)

= +∞, alors le Lemme 4.4 permet d’écrire

ρp+1
(

f
)≤ ρp (As) . (4.29)

Par (4.28) et (4.29), nous obtenons

i ( f ) = p +1, λp
(

f
)

= λp ( f ) = ρp ( f ) = +∞,

σ≤ λp+1
(

f
)

= λp+1( f ) = ρp+1( f ) ≤ ρp (As) .

6 Preuve du Corollaire 4.2

Posons h = f −ϕ telle que ϕ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant
i
(
ϕ

) < p +1 ou ρp+1
(
ϕ

) < σ. D’après le Théorème 4.6, nous avons σ< ρp+1
(

f
) ≤ ρp (As) .

En utilisant les propriétés de l’ordre itératif, nous obtenonsσ< ρp+1 (h) = ρp+1
(

f
)≤ ρp (As) .

En substituant f = h +ϕ dans (4.2), nous aurons

h(k) +Ak−1 (z)h(k−1) +·· ·+A1 (z)h′+A0 (z)h

= F(z)− (ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ). (4.30)

Posons G(z) = F(z)− (ϕ(k) + Ak−1 (z)ϕ(k−1) + ·· · + A1 (z)ϕ′ + A0 (z)ϕ). Si i (ϕ) < p + 1 ou
ρp+1

(
ϕ

)<σ, alors par le Théorème 4.6, on déduit que ϕ n’est pas une solution de l’équa-
tion (4.2) impliquant que G 6≡ 0. Dans ce cas, nous avons

ρp+1 (G) ≤ max
{
ρp+1

(
ϕ

)
,ρp+1 (F) ,ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k −1

)}<σ.

Ainsi,
max

{
ρp+1 (G), ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k −1

)}<σ≤ ρp+1
(

f
)

et par le Lemme 4.8, nous obtenons

σ≤ λp+1
(

f −ϕ)
= λp+1

(
f −ϕ)

= ρp+1
(

f −ϕ)≤ ρp (As) .

65



7. CONCLUSION

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons amélioré quelques résultats de Belaïdi [13] et Andasmas
[2]. En utilisant le concept de l’ordre itératif, nous avons étudié la croissance des solutions
méromorphes des équations

f (k) +Ak−1 (z) f (k−1) +·· ·+A1 (z) f ′+A0 (z) f = 0

et
f (k) +Ak−1 (z) f (k−1) +·· ·+A1 (z) f ′+A0 (z) f = F(z) ,

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini en
considérant un coefficient As (s = 0,1, · · · ,k −1) au lieu du coefficient dominant A0.
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Chapitre 5

Sur la croissance rapide des solutions des
équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur à coefficients fonctions
entières

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions l’ordre itératif des solutions des équations différen-
tielles linéaires homogènes et non homogènes d’ordre supérieur

Ak (z) f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f
′
(z)+A0(z) f (z) = 0 (5.1)

et
Ak (z) f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f

′
(z)+A0(z) f (z) = F(z), (5.2)

où A0 6≡ 0, A1, ..., Ak 6≡ 0 et F 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre p-itératif fini. Nous
étendons quelques résultats de Belaïdi [4], Long et Zhu [63] en utilisant le concept de
l’ordre itératif et nous obtenons des estimations générales de l’ordre p-itératif et de l’ex-
posant de convergence itératif des zéros des solutions des équations (5.1) et (5.2). Dans
[4], Belaïdi a généralisé les résultats de Kwon [57], Chen et Yang [32] de la classe des équa-
tions différentielles linéaires d’ordre deux à la classe des équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur en considérant des conditions plus générales sur les coefficients fonc-
tions entières comme suit.

Théorème 5.1 [4] Soient H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0, A0, A1, ...et Ak−1 des fonctions entières telles que pour certaines constantes réellesα,β,µ où
06 β< α et µ> 0, nous avons

|A0(z)|> eα|z|
µ

et
|A j (z)|6 eβ|z|

µ

, j = 1, ...,k −1,

quand z →∞ avec z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation

f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f
′
(z)+A0(z) f (z) = 0 (5.3)

est d’ordre infini et ρ2( f )>µ.
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Théorème 5.2 [4] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} > 0,
et soient A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions entières avec max{ρ(A j ), j = 1, ...,k−1}6 ρ(A0) = ρ<
+∞ de sorte que pour certaines constantes réelles α,β (0 6 β < α), nous avons pour tout
ε> 0

|A0(z)|> eα|z|
ρ−ε

et
|A j (z)|6 eβ|z|

ρ−ε
, j = 1, ...,k −1

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (5.3) est d’ordre infini et
ρ2( f ) = ρ(A0).

Récemment, dans [63], Long et Zhu ont amélioré les résultats précédents de ([4], [32], [57],
[77]) en étudiant la croissance des solutions méromorphes des équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur (5.3) et

f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f
′
(z)+A0(z) f (z) = F(z), (5.4)

où A0 6≡ 0, A1, ..., Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes. Une estimation de l’hyper-
ordre des solutions méromorphes des équations ci-dessus a été donnée à condition qu’il
existe un coefficient dominant.

Théorème 5.3 [63] Soit E un ensemble de nombres complexes vérifiant ml ({|z| : z ∈ E}) =
+∞ et soient A j ( j = 0,1, ...,k − 1) des fonctions méromorphes. Supposons qu’il existe un
nombre entier s(06 s 6 k −1) satisfaisant

max

{
ρ(A j ), j 6= s, λ

(
1

As

)}
<µ(As)6 ρ(As) = ρ<∞

et pour certaines constantes 06 β< α, et pour tout ε> 0 assez petit, nous avons

|A j (z)|6 exp(β|z|ρ−ε), j 6= s,

|As(z)|> exp(α|z|ρ−ε),

quand z → ∞ pour z ∈ E. Alors, toute solution méromorphe non triviale f de l’équation
(5.3), dont les pôles sont d’une multiplicité uniformément bornée, satisfait ρ2( f ) = ρ(As).

Pour le cas d’une équation non homogène, ils obtiennent le résultat suivant.

Théorème 5.4 [63] Soit E un ensemble de nombres complexes vérifiant ml ({|z| : z ∈ E}) =
+∞ et soient A j ( j = 0,1, ...,k−1) et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes. Supposons qu’il existe
un nombre entier s(06 s 6 k −1) vérifiant

max

{
ρ(A j ), j 6= s, λ(

1

As
), ρ(F)

}
<µ(As)6 ρ(As) = ρ<∞

et pour certaines constantes 06 β< α, nous avons pour tout ε> 0 assez petit,

|A j (z)|6 exp(β|z|ρ−ε), j 6= s,

|As(z)|> exp(α|z|ρ−ε),

quand z →∞ pour z ∈ E. Alors, toute solution méromorphe f de l’équation (5.4), dont les
pôles sont d’une multiplicité uniformément bornée, satisfait ρ2( f ) = ρ(As).
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Dans ce chapitre, nous considérons pour k > 2 les équations différentielles linéaires ho-
mogènes et non homogènes (5.1) et (5.2) où A0 6≡ 0, A1, ..., Ak 6≡ 0 et F 6≡ 0 sont des fonctions
entières d’ordre p- itératif fini. Il est bien connu que si Ak ≡ 1 alors toutes les solutions des
équations différentielles linéaires (5.1) et (5.2) sont des fonctions entières, mais lorsque Ak

est une fonction entière non constante, l’équation différentielle linéaire (5.1) ou (5.2) peut
posséder des solutions méromorphes. Par exemple l’équation

z f
′′′

(z)+3 f
′′ −2e−2z f ′(z)+ ((z −2)e−3z + (3z −2)e−2z + ze−z) f (z) = 0

a une solution méromorphe

f (z) =
ee−z

z
.

Nous savons aussi que si certains des coefficients A0, A1, ..., Ak−1 sont des fonctions trans-
cendantes et Ak ≡ 1, l’équation (5.1) a au moins une solution d’ordre infini. Récemment,
plusieurs chercheurs ont étudié les propriétés des solutions des équations (5.1) et (5.2) et
ils ont obtenu de nombreux résultats sur leurs croissance (voir [35], [44], [50], [80]). Des
questions intéressantes se posent :

– Question 1. Quelles sont les conditions sur A0, A1, ..., Ak garantissant que chaque
solution f 6≡ 0 des équations (5.1) et (5.2) est d’ordre itératif infini ?

– Question 2. Peut-on remplacer les coefficients fonctions méromorphes des équa-
tions (5.3) et (5.4) dans les Théorèmes 5.3 et 5.4 par des fonctions entières pour les
équations (5.1) et (5.2) ?

Le but principal de ce chapitre est de répondre à ces questions en améliorant les résultats
des travaux mentionnés précédemment. Pour l’équation (5.1), notre premier résultat est
une extension du Théorème 5.2 et du Théorème 5.3.

Théorème 5.5 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens({|z| : z ∈
H}) > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et soient A j ( j = 0,1, ...,k) des fonctions entières telles que
Ak 6≡ 0. Supposons qu’il existe un nombre entier s(0 6 s 6 k) satisfaisant i (As) = p, (0 <
p <+∞ est un entier),

max
{
ρp (A j ), j 6= s, j = 0,1, ...,k

}<µp (As)6 ρp (As) <+∞

et pour certaines constantes réelles α et β telles que 0 6 β < α, pour tout ε > 0 assez petit,
nous avons

|A j (z)|6 expp (β|z|ρp (As )−ε), j 6= s, j = 0,1, ...,k,

|As(z)|> expp (α|z|ρp (As )−ε)

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l’équation
(5.1) avec λp ( 1

f ) <µp ( f ) satisfait i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) = ρp (As).

Quand Ak ≡ 1, nous obtenons le corollaire suivant pour les solutions entières.

Corollaire 5.1 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens({|z| : z ∈
H}) > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et soient A j ( j = 0,1, ...,k −1) des fonctions entières. Sup-
posons qu’il existe un nombre entier s(0 6 s 6 k −1) vérifiant i (As) = p (0 < p < +∞ est
un entier),

max
{
ρp (A j ), j 6= s, j = 0,1, ...,k −1

}<µp (As)6 ρp (As) <+∞
et pour certaines constantes réelles α et β telles que 0 6 β < α, pour tout ε > 0 assez petit,
nous avons

|A j (z)|6 expp (β|z|ρp (As )−ε), j 6= s, j = 0,1, ...,k −1,
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|As(z)|> expp (α|z|ρp (As )−ε),

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution transcendante f de l’équation (5.3) satisfait
i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) = ρp (As).

Corollaire 5.2 [67] Soient les fonctions A j ( j = 0,1, ...,k) et l’ensemble H satisfaisant toutes
les hypothèses du Théorème 5.5 et soitϕ une fonction méromorphe transcendante vérifiant
i (ϕ) < p +1 ou ρp+1ϕ< ρp (As). Alors, toute solution méromorphe transcendante f (6≡ 0) de
l’équation (5.1) avec λp ( 1

f ) <µp ( f ) satisfait

i
λ

( f −ϕ) = iλ( f −ϕ) = p +1,

et
λp+1( f −ϕ) = λp+1( f −ϕ = ρp+1( f −ϕ) = ρp (As).

Concernant l’équation différentielle linéaire non homogène (5.2), nous obtenons une ex-
tension du Théorème 5.4.

Théorème 5.6 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens({|z| : z ∈
H}) > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et soient A j ( j = 0,1, ...,k),F 6≡ 0 des fonctions entières
telles que Ak 6≡ 0. Supposons qu’il existe un nombre entier s(0 6 s 6 k) satisfaisant i (As) =
p, (0 < p <+∞ est un entier),

max
{
ρp (A j ), j 6= s, j = 0,1, ...,k, ρp (F)

}<µp (As)6 ρp (As) <+∞,

et pour certaines constantes réelles α et β telles que 0 6 β< α et pour tout ε> 0 assez petit,
nous avons

|A j (z)|6 expp (β|z|ρp (As )−ε), j 6= s, j = 0,1, ...,k,

|As(z)|> expp (α|z|ρp (As )−ε),

quand z →∞pour tout z ∈ H. Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l’équa-
tion (5.2) avec λp ( 1

f ) <µp ( f ) satisfait

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ) = ρp (As).

Lorsque Ak ≡ 1, nous obtenons le corollaire suivant pour les solutions entières.

Corollaire 5.3 [67] Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens({|z| : z ∈
H}) > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et soient A j ( j = 0,1, ...,k −1),F 6≡ 0 des fonctions entières.
Supposons qu’il existe un nombre entier s (06 s 6 k −1) vérifiant i (As) = p (0 < p <+∞
est un entier),

max
{
ρp (A j ), j 6= s, j = 0,1, ...,k −1, ρp (F)

}<µp (As)6 ρp (As) <+∞,

et pour certaines constantes réelles α et β telles que 0 6 β< α et pour tout ε> 0 assez petit,
nous avons

|A j (z)|6 expp (β|z|ρp (As )−ε), j 6= s, j = 0,1, ...,k −1,

|As(z)|> expp (α|z|ρp (As )−ε),

quand z → ∞ pour tout z ∈ H. Alors, toute solution transcendante f de l’équation (5.4)
satisfait

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ) = ρp (As).
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Corollaire 5.4 [67] Soient les fonctions A j ( j = 0,1, ...,k),F et l’ensemble H satisfaisant toutes
les hypothèses du Théorème 5.6 et soitϕ une fonction méromorphe transcendante vérifiant
i (ϕ) < p + 1 ou ρp+1(ϕ) < ρp (As). Alors, toute solution méromorphe transcendante f de
l’équation (5.2) avec λp ( 1

f ) <µp ( f ) satisfait

i
λ

( f −ϕ) = iλ( f −ϕ) = p +1

et
λp+1( f −ϕ) = λp+1( f −ϕ) = ρp+1( f −ϕ) = ρp (As).

Exemple 5.1 Soit l’équation différentielle suivante

e
z
6 f (3)(z)+ez2

f (2)(z)− 1

3
z f

′
(z)−e

z
5 f (z) = 0. (5.5)

Dans cette équation, nous avons A0 = −e
z
5 , A1 = −1

3 z, A2 = ez2
, A3 = e

z
6 et

ρ(A0) = 1,ρ(A1) = 0,ρ(A2) = 2,ρ(A3) = 1

et pour tout z = r e iθ(r →+∞) et π
12 6 θ6 π

6 , pour tout 0 < ε< 1.

|A2| = |ez2 | = er 2 cos2θ> e
1
2 (r 2−ε)

|A0| = |−e
z
5 |6 exp{

1

3
(r 2−ε)},

|A1| = |− 1

3
z|6 exp{

1

3
(r 2−ε)},

|A3| = |e z
6 |6 exp{

1

3
(r 2−ε)}.

Il est clair que les conditions du Théorème 5.5 sont vérifiées avec α = 1
2 ,β = 1

3 sur

H = {z ∈C/z = r e iθ,
π

12
6 θ6

π

6
,r ∈ [5,+∞[}

Alors, d’après le Théorème 5.5, toute solution méromorphe f de l’équation (5.5) avecλp ( 1
f ) <

µp ( f ), (p=1) satisfait i ( f ) = p +1 = 2 et ρ2( f ) = ρ1(A2).

Exemple 5.2 Soit l’équation différentielle suivante

1

2
z f (2)(z)+ f

′
(z)−ez2

(2z3 + z2 + z) f (z) = 0. (5.6)

Dans cette équation, nous avons A0 = −ez2
(2z3 + z2 + z), A1 = 1, A2 = 1

2 z

ρ(A0) = 2,ρ(A1) = 0,ρ(A2) = 0

et pour tout z = r e iθ(r →+∞) et π
16 6 θ6 π

8 , pour tout 0 < ε< 1,

|A0| = |−ez2
(2z3 + z2 + z)|

> e
p

2
2 (r 2−ε),

|A1| = 1

6 e
1
2 (r 2−ε),

|A2| 6 e
1
2 (r 2−ε).
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Il est facile de voir que les conditions du Théorème 5.5 sont vérifiées avec α =
p

2
2 ,β = 1

2 sur

H = {z ∈C/z = r e iθ,
π

16
6 θ6

π

8
,r ∈ [5,+∞[}.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (5.6) avec λp ( 1
f ) < µp ( f ),

(p=1) satisfait i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) = ρp (As). Nous avons, par exemple, la fonction f (z) =
exp(expz2)

z est une solution de l’équation différentielle (5.6) avec ρ2( f ) = 2 = ρ1(A0).

Exemple 5.3 Considérons l’équation différentielle

e−2z f ′′′(z)+ f ′′(z)+4 f ′(z)+4 f (z) = 4. (5.7)

Dans cette équation, nous avons A0 = 4, A1 = 4, A2 = 1et A3 = e−2z ,

ρ(A0) = ρ(A1) = ρ(A2) = 0,ρ(A3) = 1.

Pour tout z = r e iθ(r →+∞) et 3π
4 6 θ6 5π

6 , pour tout 0 < ε< 1
2 , nous avons

|A3| = |e−2z |
= e−2r cosθ,

> exp(αr ρp (A3)−ε)

avec α =
p

2 et pour tout r ∈ [16,+∞[

|A2| = 1

6 r 1−ε

6 exp(βr ρp (A3)−ε)

avec β = 1. De même

|A0| = |A1|
= 4

6 exp(βr ρp (A3)−ε)

On remarque que les conditions du Théorème 5.6 sont vérifiées avec α =
p

2,β = 1, sur l’en-
semble

H = {z ∈C/z = r e iθ,
3π

4
6 θ6

5π

6
,r ∈ [16,+∞[}.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (5.7) avec λp ( 1
f ) < µp ( f )

(p = 1) satisfait i ( f ) = 2 et ρ2( f ) = ρ1(A3). Par exemple, la fonction f (z) = e(− 1
2 e2z ) +1 repré-

sente une solution de l’équation différentielle (5.7) avec ρ2( f ) = 1 = ρ1(A3). De plus, daprès
le premier théorŁème fondamental, on a

T
(
r, f

)
= T

(
r,e− 1

2 e2z +1
)

= T
(
r,e− 1

2 e2z
)
+O(1)

= T
(
r,e

1
2 e2z

)
+O(1).

Posons g (z) = e
1
2 e2z

. Alors g 2 (z) = ee2z
, d’où en utilisant le Lemme 1.3, on obtient

T
(
r, g 2) = 2T

(
r, g

)
= T

(
r,ee2z

)
⇒ T

(
r, g

)
= T

(
r,e

1
2 e2z

)
=

1

2
T

(
r,ee2z

)
.

72



2. LEMMES PRÉLIMINAIRES

Donc, en utilisant le Théorème 1.4, nous aurons

T
(
r, f

)
= T

(
r,e

1
2 e2z

)
+O(1)

=
1

2
T

(
r,ee2z

)
+O(1) =

1

2
T

(
2r,eez

)
+O(1)

∼ 1

2

e2r(
2π3 (2r )

) 1
2

=
1

2

e2r(
4π3r

) 1
2

, r →+∞.

D’où

µ
(

f
)

= liminf
r→+∞

logT
(
r, f

)
logr

= liminf
r→+∞

2r − log2
(
4π3r

) 1
2

logr
= +∞

et on a λ
(

1
f

)
= 0. D’autre part, la fonction 1

e(− 1
2 e2z )

+1 vérifie l’équation différentielle

f ′′′+e2z f ′′+4e2z f ′+e2z f = 4e2z

et d’après le Lemme 2.6, nous obtenons ρ1( f ) = +∞ et ρ2( f ) = 2 < +∞ donc λ( f ) = λ( f ) =
ρ( f ) = +∞ et λ2( f ) = λ2( f ) = ρ2( f ) = 1 = ρ1(A3).

2 Lemmes préliminaires

Nos preuves dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 5.1 [35] Soit f = g
d une fonction méromorphe où g et d sont des fonctions entières

d’ordre itératif fini vérifiant µp (g ) = µp ( f ) = µ6 ρp ( f ) = ρp (g ) 6+∞,0 < p <+∞, i (d) < p
ou ρp (d) < µ. Soit z un point avec |z| = r pour lequel |g (z)| = M(r, g ) et νg (r ) représente
l’indice central de g . Alors, l’estimation

f (n)(z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

)n

(1+o(1))n > 1,

est vérifiée pour tout z où |z| = r à l’extérieur d’un ensemble E2 de mesure logarithmique
finie.

Lemme 5.2 [22] Soit g une fonction entière d’ordre itératif fini vérifiant i (g ) = p+1,ρp+1(g ) =
ρ, iµ(g ) = q +1,µq+1(g ) =µ,0 < p, q <∞ et soit νg (r ) l’indice central de g . Nous avons

limsup
r→+∞

logp+1νg (r )

logr
= ρ, liminf

r→+∞
logp+1νg (r )

logr
=µ.

Lemme 5.3 [35] Soient p > 1 un entier et f une fonction entière tels que i ( f ) = p et ρp ( f ) =
ρ <∞. Alors, il existe un ensemble E5 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie tel que pour tout
ε> 0, nous avons

exp
{
−expp−1

{
r ρ+ε

}}
6

∣∣ f (z)
∣∣6 expp

{
r ρ+ε

}
(r ∉ E5) .
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Lemme 5.4 ([50],[67],[70]) Soient A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

, F(6≡ 0) des fonctions méromorphes et
f une solution méromorphe de l’équation (5.1) d’ordre p-itératif infini tel que i

(
f
)

= p +
1
(
0 < p <+∞)

. Si

b = max
{
ρp+1 (F) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρp+1
(

f
)

ou bien
max

{
i (F) , i

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< p +1,

alors

i
λ

( f ) = iλ( f ) = i
(

f
)

= p +1,

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)

.

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe de (5.1) d’ordre p-itératif infini.
Par (5.1), Il est facile de voir que si f a un zéro en z0 d’ordre α > k, et A0, A1, ..., Ak sont
toutes analytiques en z0, alors F doit avoir un zéro en z0 d’ordre au moins α−k. Par consé-
quent,

n

(
r,

1

f

)
6 kn

(
r,

1

f

)
+n

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =0

n
(
r, A j

)
,

et

N

(
r,

1

f

)
6 kN

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =0

N
(
r, A j

)
. (5.8)

Maintenant l’équation (5.1) peut être réécrite sous la forme

1

f
=

1

F

(
Ak (z)

f (k)

f
+Ak−1 (z)

f (k−1)

f
+ ...+A1 (z)

f ′

f
+A0 (z)

)
. (5.9)

Du Lemme 3.11 et de (5.9), pour tout z vérifiant |z| = r à l’extérieur d’un ensemble E5 de
mesure linéaire finie, nous obtenons

m

(
r,

1

f

)
6 m

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =1

m

(
r,

f ( j)

f

)
+

k∑
j =0

m
(
r, A j

)
6 m

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =0

m
(
r, A j

)+O
(
logr T

(
r, f

))
. (5.10)

Ainsi, par (5.8) et (5.10), nous avons

T(r, f ) = T(r,
1

f
)+O(1)

6 T (r,F)+
k∑

j =0
T

(
r, A j

)+kN

(
r,

1

f

)
+O

(
log(r T

(
r, f

)
)
)

(5.11)

pour tout r ∉ E5 suffisamment grand. D’où,

O
(
log(r T

(
r, f

)
)
)
6

1

2
T(r, f ). (5.12)

Supposons que

b = max
{
ρp+1 (F) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρp+1
(

f
)

.
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En utilisant la définition de l’ordre itératif, pour tout ε
(
0 < 2ε< ρp+1

(
f
)−b

)
et pour r suf-

fisamment grand, nous avons

T (r,F) 6 expp

{
r b+ε

}
= o (1)expp

{
r ρp+1( f )−ε

}
, (5.13)

T
(
r, A j

)
6 expp

{
r b+ε

}
= o (1)expp

{
r ρp+1( f )−ε

}
, j = 0,1, , ...,k. (5.14)

Par (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14), pour r ∉ E5 suffisamment grand, nous obtenons

T(r, f )6 2kN

(
r,

1

f

)
+o (1)expp

{
r ρp+1( f )−ε

}
. (5.15)

Cette dernière inégalité mène à

ρp+1
(

f
)
6 λp+1

(
f
)

ainsi,
ρp+1

(
f
)
6 λp+1

(
f
)
6 λp+1

(
f
)

.

Par définition, nous avons λp+1
(

f
)
6 λp+1

(
f
)
6 ρp+1

(
f
)

. Donc,

ρp+1
(

f
)

= λp+1
(

f
)

= λp+1
(

f
)

.

Supposons maintenant que max
{
i (F) , i

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< p +1. Alors,

d = max
{
ρp (F) , ρp

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}<+∞.

En utilisant la définition de l’ordre itératif, pour tout ε
(
0 < 2ε< ρp+1

(
f
)−d

)
et pour r suf-

fisamment grand, nous avons

T (r,F) 6 expp−1

{
r d+ε

}
= o (1)expp−1

{
r ρp+1( f )−ε

}
(5.16)

et

T
(
r, A j

)
6 expp−1

{
r d+ε

}
= o (1)expp−1

{
r ρp+1( f )−ε

}
, j = 0,1, , ...,k. (5.17)

Par (5.11) ,(5.12) ,(5.16) et (5.17) , pour r ∉ E5 suffisamment grand, nous obtenons

T(r, f )6 2kN

(
r,

1

f

)
+o (1)expp−1

{
r ρp+1( f )−ε

}
. (5.18)

De l’inégalité (5.18), nous avons

ρp+1
(

f
)
6 λp+1

(
f
)

.

Ainsi,
ρp+1

(
f
)
6 λp+1

(
f
)
6 λp+1

(
f
)

.

Sachant que λp+1
(

f
)
6 λp+1

(
f
)
6 ρp+1

(
f
)

, donc

λp+1
(

f
)

= λp+1
(

f
)

= ρp+1
(

f
)

.

Cela implique que i
λ

( f ) = iλ( f ) = i
(

f
)

= p +1. Le Lemme 5.4 est ainsi prouvé.
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2. LEMMES PRÉLIMINAIRES

Lemme 5.5 Soit f = g
d une fonction méromorphe où g et d sont des fonctions entières. Si

06 ρp (d) <µp ( f ), alors µp (g ) =µp ( f ) et ρp (g ) = ρp ( f ).
De plus, si ρp ( f ) = +∞, alors ρp+1(g ) = ρp+1( f ).

Preuve Considérons les trois cas suivants.
Cas 1. ρp ( f ) <+∞. D’après la définition de l’ordre itératif, il existe une suite croissante

{rn} (rn →+∞) et un nombre entier positif n0 tels que pour tout n > n0 et pour tout ε ∈(
0,

ρp ( f )−ρp (d
2

)
(avec 06 ρp (d) <µp ( f )6 ρp ( f )) nous avons

T(rn , f )> expp−1

{
r
ρp ( f )−ε
n

}
(5.19)

et
T(rn ,d)6 expp−1

{
r
ρp (d)+ε
n

}
. (5.20)

Comme T(r, f )6T(r, g )+T(r,d)+O(1), alors pour tout n suffisamment grand, nous avons

expp−1

{
r
ρp ( f )−ε
n

}
6T(rn , g )+expp−1

{
r
ρp (d)+ε
n

}
+O(1). (5.21)

Du fait que ε ∈
(
0,

ρp ( f )−ρp (d
2

)
, la formule (5.21) devient

(1−o(1))expp−1

{
r
ρp ( f )−ε
n

}
6T(rn , g )+O(1)

pour tout n suffisamment grand . Par conséquent, ρp ( f ) 6 ρp (g ). D’autre part, comme
T(r, g )6T(r, f )+T(r,d) et ρp (d) < ρp ( f ), alors

ρp (g )6 ρp ( f ).

D’où
ρp (g ) = ρp ( f ).

En utilisant un raisonnement similaire et la définition de l’ordre p-itératif inférieur µp (g )
et µp ( f ), nous pouvons montrer que

µp (g ) =µp ( f ).

Cas 2. ρp ( f ) = +∞. Supposons le contraire de l’affirmation µp (g ) = µp ( f ) c’est à dire
µp (g ) < µp ( f ). Nous visons une contradiction. D’après la définition de l’ordre p-itératif
inférieur, il existe une suite croissante {rn} (rn →+∞) et un nombre entier positif n0 tels
que pour tout n > n0 et pour tout ε> 0 donné, nous avons

T(rn , g )6 expp−1

{
r
µp (g )+ε
n

}
,

T(rn ,d)6 expp−1

{
r
µp (d)+ε
n

}
.

De l’inégalité T(rn , f ) 6 T(rn , g )+T(rn ,d)+O(1), pour tout n suffisamment grand, nous
obtenons,

T(rn , f )6 expp−1

{
r
µp (g )+ε
n

}
+expp−1

{
r
µp (d)+ε
n

}
+O(1).

Ainsi, µp ( f ) 6 max{µp (g ),µp (d)}. Ce dernier résultat représente une contradiction avec
notre hypothèse.

Cas 3. µp ( f ) < +∞ et ρp ( f ) = +∞. En utilisant un raisonnement similaire que celui
des Cas 1 et 2, nous pouvons prouver le Cas 3.
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3. PREUVE DU THÉORÈME 5.5

Enfin, nous allons montrer que ρp+1
(
g
)

= ρp+1
(

f
)
. Supposons que ρp

(
f
)

= +∞. Alors,
il existe une suite croissante {rn}, (rn →+∞) telle que

ρp+1
(

f
)

= lim
n→+∞

log+p+1 T
(
rn , f

)
logrn

.

En utilisant les définitions de l’ordre p-itératif, de l’ordre p-itératif inférieur et l’inégalité
ρp (d) <µp

(
f
)
, nous obtenons

lim
n→+∞

T (rn ,d)

T
(
rn , f

) = 0.

Donc, il existe un entier positif N tel que pour n > N, nous avons

T(rn , f )6 2T(rn , g )+O(1).

Ainsi, ρp+1
(

f
)
6 ρp+1

(
g
)

. Comme T(r, g )6T(r, f )+T(r,d), alors il existe un entier positif
N, tel que pour n > N

T(rn , g )6 2T(rn , f ).

D’où, ρp+1
(
g
)
6 ρp+1

(
f
)

. Donc ρp+1
(

f
)

= ρp+1
(
g
)

.

Remarque 5.1 Lemme 5.5 a été obtenu pour p = 1 par Long et Zhu dans [63].

3 Preuve du Théorème 5.5

Par (5.1) nous avons

|As |6
∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
|A0|+

k∑
j =1
j 6=s

∣∣A j
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
 . (5.22)

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (0,+∞) avec ml (E1) < ∞ et une
constante B > 0, tels que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E1, nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣6B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, · · · ,k, j 6= s. (5.23)

Du Lemme 4.1, il existe un ensemble E4 de mesure logarithmique finie tel que pour tout
z ∈C satisfaisant |z| = r ∉ E4 suffisamment grand et |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous obtenons∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣6 r 2s , (5.24)

où g est une fonction entière satisfaisant µp
(
g
)

= µp
(

f
)

= µ 6 ρp
(

f
)

= ρp
(
g
)
6 +∞,

0 < p < +∞. D’après les hypothèses du Théorème 5.5, il existe un ensemble H avec
logdens{|z| : z ∈ H} > 0(ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) tel que pour tout z ∈ H quand z → ∞,
nous avons

|A j (z) |6 expp

(
β|z|ρp (As )−ε) , j 6= s, j = 0,1, · · · ,k (5.25)

|As (z) |> expp

(
α|z|ρp (As )−ε) . (5.26)

Posons H1 = {|z| : z ∈ H}�(E1 ∪E4), alors ml (H1) = +∞. Il résulte de (5.22) , (5.23), (5.24) ,
(5.25) et (5.26) pour tout z vérifiant |z| = r ∈ H1 et |g (z)| = M(r, g ) l’inégalité suivante

expp

(
α|z|ρp (As )−ε)6 kBr 2s (

T
(
2r, f

))k+1 expp

(
β|z|ρp (As )−ε) .
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Du fait que 0 ≤ β< α, nous obtenons

exp
(
(1−o (1))expp−1

(
α|z|ρp (As )−ε))6 kBr 2s (

T
(
2r, f

))k+1 . (5.27)

En combinant l’inégalité (5.27) et le Lemme 3.5, nous avons

ρp (As)6 ρp+1
(

f
)

.

D’autre part, d’après les hypothèses du Théorème 5.5, pour r suffisamment grand, nous
avons

|A j (z) |6 expp

(
r ρp (As )+ε) , j 6= s, j = 0,1, · · · ,k (5.28)

et par le Lemme 5.3, pour tout ε> 0, il existe un ensemble E5 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire
finie, de sorte que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E5 nous obtenons

|Ak (z) |> exp
{
−expp−1

(
r ρp (Ak )+ε)}> exp

{
−expp−1

(
r ρp (As )+ε)} . (5.29)

Il s’ensuit de (5.1) que∣∣∣∣ f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣6 1

|Ak (z) |

(
k−1∑
j =1

|A j (z) |
∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0 (z) |
)

. (5.30)

Moyennant le théorème de factorisation de Hadamard, on peut écrire f sous la forme
f (z) = g (z)

d(z) , où g et d sont des fonctions entières d’ordre itératif fini vérifiant µp
(
g
)

=

µp
(

f
)
6 ρp

(
f
)

= ρp
(
g
)
6 +∞, 0 < p < +∞, i (d) < p ou ρp (d) = λp (d) = λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

.

Par le Lemme 5.1, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique finie tel que pour
tout z satisfaisant |z| = r ∉ E2 et |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous avons

f ( j) (z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o (1)) , j = 1, · · · ,k. (5.31)

En remplaçant (5.28), (5.29) et (5.31) dans (5.30), nous obtenons∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣k

|1+o (1)|

6
1

exp
{
−expp−1

(
r ρp (As )+ε)}

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+1

}
expp

(
r ρp (As )+ε)

=

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+1

}
exp

{
2expp−1

(
r ρp (As )+ε)} .

D’où, l’inégalité ∣∣νg (r )
∣∣ |1+o (1)|6 kr k |1+o (1)|exp

{
2expp−1

(
r ρp (As )+ε)} (5.32)

est vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2 ∪E5) et |g (z) | = M
(
r, g

)
, r →+∞.

De ce dernier résultat et du Lemme 3.5, nous obtenons

limsup
r→+∞

logp+1νg (r )

logr
6 ρp (As)+ε. (5.33)

Puisque ε> 0 est arbitraire, par ( 5.33) et le Lemme 5.2, nous avons

ρp (As) ≥ ρp+1
(
g
)

.

Comme ρp (d) < µp
(

f
)

, par le Lemme 5.5, nous avons ρp+1
(
g
)

= ρp+1
(

f
)

. En utilisant
l’inégalité ρp (As)6 ρp+1

(
f
)

nous obtenons ρp+1
(

f
)

= ρp (As) et i
(

f
)

= p+1. Le Théorème
5.5 est ainsi démontré.
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4 Preuve du Corollaire 5.2

Posons h = f −ϕ telle que ϕ est une fonction méromorphe transcendante satisfai-
sant i

(
ϕ

) < p +1 ou ρp+1
(
ϕ

) < ρp (As) . D’après le Théorème 5.5, nous avons i
(

f
)

= p +1
et ρp+1

(
f
)

= ρp (As) . En utilisant les propriétés de l’ordre itératif, nous avons ρp+1 (h) =
ρp+1

(
f
)

= ρp (As) . En remplaçant f = h +ϕ dans (5.1), nous obtenons

Ak (z)h(k) +Ak−1 (z)h(k−1) +·· ·+A1 (z)h′+A0 (z)h

= −
(
Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
. (5.34)

Posons K (z) = Ak (z)ϕ(k)+Ak−1 (z)ϕ(k−1)+·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ. Si i
(
ϕ

)< p+1 ou ρp+1
(
ϕ

)<
ρp (As) , alors par le Théorème 5.5, on déduit que ϕ n’est pas une solution de l’équation
(5.1). Ce qui implique que K 6≡ 0. Dans ce cas, nous avons ρp+1 (K) 6 ρp+1

(
ϕ

) < ρp (As) =
ρp+1

(
f
)

. Alors,

max
{
ρp+1 (K) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρp+1
(

f
)

= ρp (As) .

En appliquant le Lemme 5.4, nous obtenons i
λ

(
f −ϕ)

= iλ
(

f −ϕ)
= p +1 et λp+1

(
f −ϕ)

=
λp+1

(
f −ϕ)

= ρp+1
(

f −ϕ)
= ρp (As) .

5 Preuve du Théorème 5.6

Par (5.2) , nous avons∣∣∣∣ f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣6 1

|Ak (z) |

(
k−1∑
j =1

|A j (z) |
∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0 (z) |+
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣
)

. (5.35)

D’après le théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme
f (z) = g (z)

d(z) où g et d sont des fonctions entières d’ordre itératif fini vérifiant µp
(
g
)

=

µp
(

f
)
6 ρp

(
f
)

= ρp
(
g
)
6+∞, 0 < p <+∞, i (d) < p ou ρp (d) = λp (d) = λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

. Le

Lemme 5.1 assure qu’il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique finie tel que pour
tout z satisfaisant |z| = r ∉ E2 avec |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous avons (5.31). Par les hypothèses

du Théorème 5.6 et du Lemme 5.3, pour tout ε> 0, il existe un ensemble E5 ⊂ (1,+∞) de
mesure linéaire finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E5, nous avons

|Ak (z) |> exp
{
−expp−1

(
r ρp (Ak )+ε)}> exp

{
−expp−1

(
r ρp (As )+ε)} . (5.36)

D’autre part, pour r suffisamment grand, nous avons

|F(z) |6 expp

(
r ρp (As )+ε) , |A j (z) |6 expp

(
r ρp (As )+ε) , j 6= s, j = 0,1, · · · ,k. (5.37)

Ainsi, pour tout ε
(
0 < 2ε<µp (g )−ρp (d)

)
et r assez grand, nous obtenons∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =
|F(z)d (z) |∣∣g (z)

∣∣ =
|F(z)| |d (z)|

M(r, g )
.

Alors, ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣6 expp

(
r ρp (As )+ε)expp

(
r ρp (d)+ε)

expp

(
rµp (g )−ε) 6 expp

(
r ρp (As )+ε) . (5.38)
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En remplaçant (5.31), (5.36), (5.37) et (5.38) dans (5.35), pour z vérifiant |z| = r ∉ [0,1]∪
E2 ∪E5, r →+∞ et |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous avons∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣k

|1+o (1)|

6
1

exp
{
−expp−1

(
r ρp (As )+ε)}

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+2

}
expp

(
r ρp (As )+ε)

=

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+2

}
exp

{
2expp−1

(
r ρp (As )+ε)} .

Par conséquent∣∣νg (r )
∣∣ |1+o (1)|6 (k +1)r k |1+o (1)|exp

{
2expp−1

(
r ρp (As )+ε)} (5.39)

pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2 ∪E5) et |g (z) | = M
(
r, g

)
, r →+∞. Par la formule

(5.39) et du Lemme 3.5, nous avons

limsup
r→+∞

logp+1νg (r )

logr
6 ρp (As)+ε. (5.40)

Du fait que ε
(
0 < 2ε<µp (g )−ρp (d)

)
est arbitraire, par (5.40) et le Lemme 5.2, nous obte-

nons
ρp (As)> ρp+1

(
g
)

.

En moyennant l’inégalité ρp (d) <µp
(

f
)

et le Lemme 5.5, nous aurons ρp+1
(
g
)

= ρp+1
(

f
)
,

d’où ρp+1
(

f
)
6 ρp (As) . D’autre part, d’après (5.2), nous avons

|As |6
∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣+|A0|+
k∑

j =1
j 6=s

∣∣A j
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
 . (5.41)

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (0,+∞) avec ml (E1) < +∞ et une
constante B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E1, nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣6B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, · · · ,k, j 6= s. (5.42)

Le Lemme 4.1 permet de dire qu’il existe un ensemble E4 de mesure logarithmique finie
tel que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E4 et |g (z) | = M

(
r, g

)
et pour r suffisamment grand,

l’inégalité ∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣6 r 2s (5.43)

est vérifiée. D’après les hypothèses du Théorème 5.6, il existe un ensemble H avec

logdens{|z| : z ∈ H} > 0ouml ({|z| : z ∈ H}) = ∞

de sorte que pour tout z ∈ H, les inégalités (5.25) et (5.26) soient vérifiées. Posons H1 =
{|z| : z ∈ H}� (E1 ∪E4) , alors ml (H1) = ∞. En remplaçant (5.25), (5.26), (5.38), (5.42) et
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(5.43) dans (5.41), pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H1, r →+∞ et |g (z) | = M
(
r, g

)
, nous

avons
expp

(
α|z|ρp (As )−ε)6 (k +1)Br 2s (

T
(
2r, f

))k+1 expp

(
β|z|ρp (As )−ε) .

En utilisant 06 β< α, nous obtenons

exp
(
(1−o (1))expp−1

(
α|z|ρp (As )−ε))6 (k +1)Br 2s (

T
(
2r, f

))k+1 . (5.44)

Il résulte de (5.44) et du Lemme 3.5 que

ρp (As)6 ρp+1
(

f
)

.

Ceci et le fait que ρp (As) > ρp+1
(

f
)

mènent à ρp (As) = ρp+1
(

f
)

et i
(

f
)

= p + 1. Comme
max

{
ρp+1 (F) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρp+1
(

f
)

= ρp (As) , alors

max
{
i (F) , i

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< i
(

f
)

= p +1
(
0 < p <+∞)

,

Du Lemme 5.4, nous obtenons

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)

= ρp (As) .

Le Théorème 5.6 est ainsi prouvé.

6 Preuve du Corollaire 5.4

Posons h = f −ϕ telle que ϕ est une fonction méromorphe transcendante satisfaisant
i
(
ϕ

) < p + 1 ou ρp+1
(
ϕ

) < ρp (As) . D’après le Théorème 5.6, nous avons i
(

f
)

= p + 1 et
ρp+1

(
f
)

= ρp (As) et en utilisant les propriétés de l’ordre itératif, nous obtenons ρp+1 (h) =
ρp+1

(
f
)

= ρp (As) . En remplaçant f = h +ϕ dans (5.2), nous obtenons

Ak (z)h(k) +Ak−1 (z)h(k−1) +·· ·+A1 (z)h′+A0 (z)h

= F(z)−
(
Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
. (5.45)

Maintenant, posons G(z) = F(z)−(
Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
. Si

i
(
ϕ

) < p + 1 ou ρp+1
(
ϕ

) < ρp (As) , alors, du Théorème 5.6, on déduit que ϕ n’est pas
une solution de l’équation (5.2), ce qui implique que G 6≡ 0, et dans ce cas nous avons
ρp+1 (G)6 ρp+1

(
ϕ

)< ρp (As) = ρp+1
(

f
)

. Alors,

max
{
ρp+1 (G), ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρp+1
(

f
)

= ρp (As)

et par le Lemme 5.4, nous obtenons

i
λ

(
f −ϕ)

= iλ
(

f −ϕ)
= p +1etλp+1

(
f −ϕ)

= λp+1
(

f −ϕ)
= ρp+1

(
f −ϕ)

= ρp (As) .

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé quelques résultats de Belaïdi [4], Long et Zhu
[63] et nous avons obtenu quelques résultats sur l’ordre itératif et l’exposant de conver-
gence itératif des zéros des solutions des équations (5.1) et (5.2).
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Chapitre 6

Oscillation complexe des solutions et
leurs dérivées d’ordre arbitraire des
équations différentielles linéaires non
homogènes d’ordre supérieur à
coefficients fonctions entières

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions l’ordre itératif des solutions des équations différen-
tielles linéaires non homogènes d’ordre supérieur

Ak (z) f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = F(z)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre p-itératif fini et F 6≡ 0 est une
fonction entière d’ordre p-itératif infini. Nous étendons quelques résultats de Chen [25] et
nous obtenons des estimations générales de l’exposant itératif de convergence des zéros,
l’ordre p-itératif des solutions et l’exposant de convergence itératif des zéros des dérivées
d’ordre arbitraire des solutions de l’équation ci-dessus.

Pour k > 2, nous considérons les équations différentielles linéaires homogènes et non
homogènes

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j)+A0 f = 0 (6.1)

et

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j)+A0 f = F, (6.2)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions entières. Il est bien connu que si cer-
tains des coefficients de l’équation différentielle linéaire (6.1) sont des fonctions trans-
cendantes alors l’équation (6.1) possède au moins une solution d’ordre infini. Ainsi, la
question qui se pose est : quelle condition sur A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 garantit que toute solu-
tion f 6≡ 0 de (6.1) est d’ordre de croissance infini ?

Pour cette question, il existe de nombreux résultats pour les équations différentielles
linéaires du deuxième ordre et d’ordre supérieur (voir par exemple [19],[20],[32], [39]).
Quand A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes, une estimation de
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l’hyper-ordre des solutions méromorphes des équations (6.1) et (6.2) a été donnée par
Long et Zhu dans [63] où ils ont prouvé qu’il existe un coefficient dominant.

Récemment, dans [67], nous avons amélioré ces résultats en étudiant la croissance
des solutions méromorphes de

Ak (z) f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = 0, (6.3)

Ak (z) f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = F(z) (6.4)

et nous avons obtenu les résultats cités dans les Théorèmes 5.5 et 5.6 du chapitre 5 .

Remarque 6.1 Suivant le Lemme 6.1, si le coefficient dominant dans l’équation (6.3) est

A0, alors toute solution f 6≡ 0 de l’équation (6.3) avec λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

satisfait ρp
(

f
)

= +∞
et λp+1

(
f
)

= λp+1
(

f
)

= ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) .

Maintenant, une autre question se pose : que peut-on dire sur la croissance des solutions
de l’équation (6.4) si ρ (F) = +∞? Afin de répondre à cette question, très récemment, Chen
[25] a étudié la croissance, les points fixes des solutions ainsi que les dérivées des solutions
de l’équation

f ′′(z)+A(z) f ′(z)+B(z) f (z) = F(z), (6.5)

où A,B(6≡ 0) et F 6≡ 0 sont des fonctions entières telles que ρ (F) = +∞ et il a obtenu quelques
estimations de l’hyper-ordre, l’hyper-exposant de convergence des zéros distincts des so-
lutions et l’hyper-exposant de convergence des points fixes des solutions de l’équation
(6.5) et leurs premières et deuxièmes dérivées.

Théorème 6.1 [25] Soient H un ensemble de nombres complexes satisfaisant logdens{|z| :
z ∈ H} > 0, A et B des fonctions entières tels que pour certaines constantes réelles α> 0,µ>
0, nous avons

|A(z)|6 exp
{
α|z|µ}< |B(z)|

quand z →∞ pour z ∈ H . Soient ρ (A)6 ρ (B) =µ et F une fonction entière avec ρ (F) = +∞.
Alors, toute solution f de l’équation (6.5) satisfait ρ

(
f
)

= +∞. De plus,
(i ) Si ρ2 (F)>µ, alors toute solution f de l’équation (6.5) vérifie ρ2

(
f
)

= ρ2 (F) .

(i i ) Si ρ2 (F) <µ, alors toute solution f de l’équation (6.5) vérifieλ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)

=
µ avec au plus une solution exceptionnelle f0 vérifiant ρ2

(
f0

)<µ.

Théorème 6.2 [25] Soient les fonctions A,B, F et l’ensemble H satisfaisant toutes les hypo-
thèses du Théorème 6.1 et (i i ) . Alors, toute solution f de l’équation (6.5) satisfaitλ2

(
f − z

)
=

λ2
(

f ′− z
)

= λ2
(

f ′′− z
)

= ρ2
(

f
)

= µ avec au plus une solution exceptionnelle f0 vérifiant
ρ2

(
f0

)<µ.

Récemment, El Farissi dans [34] a étudié la relation entre les solutions de l’équation dif-
férentielle homogène (6.1) et leurs dérivées pour k > 2 où A j ( j = 0,1, ...,k − 1) sont des
fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini et il a obtenu le résultat suivant.

Théorème 6.3 [34] Soient A j
(

j = 0,1, · · · ,k −1
)

des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini. Supposons que toutes les solutions de l’équation (6.1) sont d’ordre p-itératif infini et
ρp+1

(
f
)

= ρ. Siϕ ( 6≡ 0) est une fonction méromorphes satisfaisant i
(
ϕ

)< p+1 ou ρp+1
(
ϕ

)<
ρ, alors toute solution méromorphe f de l’équation (6.1) satisfait i

λ

(
f (i ) −ϕ)

= iλ
(

f (i ) −ϕ)
=

i
(

f
)

= p +1 et λp+1
(

f (i ) −ϕ)
= λp+1

(
f (i ) −ϕ)

= ρp+1
(

f
)

= ρ, (i = 0,1, ...) .
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Dans cette partie, nous continuons à étudier le problème d’oscillation des solutions et
de leurs dérivées, nous généralisons le Théorème 6.1, le Théorème 6.2 et le Théorème
6.3 pour les équations de la forme (6.4) en utilisant le concept de l’ordre p-itératif. Nous
obtenons les résultats suivants :

Théorème 6.4 [70] Soient H un ensemble de nombres complexes satisfaisant logdens{|z| :
z ∈ H} > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et A j

(
j = 0,1, · · · ,k

)
(Ak 6≡ 0) et F des fonctions entières

telles que ρp (F) = +∞. Supposons que i (A0) = p, 0 < p <+∞,

max
{
ρp

(
A j

)
: j = 1, · · · ,k

}<µp (A0)6 ρp (A0) <+∞, (6.6)(
p > 1 est un entier

)
et pour certaines constantes réelles 0 ≤ β< α, nous avons

|A j (z) |6 expp

(
β|z|ρp (A0)) , j = 1, · · · ,k, (6.7)

|A0 (z) |> expp

(
α|z|ρp (A0)) , (6.8)

lorsque z →∞ pour tout z ∈ H. Alors, toute solution méromorphe f de l’équation (6.4) avec

λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

satisfait ρp
(

f
)

= +∞. De plus,

(i ) si ρp+1 (F) > ρp (A0) , alors toute solution méromorphe f de l’équation (6.4) avec

λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

satisfait ρp+1
(

f
)

= ρp+1 (F) ,

(i i ) si ρp+1 (F) < ρp (A0) , alors toute solution méromorphe f de l’équation (6.4) avec

λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

satisfait λp+1
(

f
)

= λp+1
(

f
)

= ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) avec au plus une solution

exceptionnelle f0 vérifiant ρp+1
(

f0
)< ρp (A0) .

Exemple 6.1 Considérons l’équation différentielle

z f ′′′(z)+3 f ′′(z)+ ze−2i z f (z) =

(
cos2z −

(
3

2
+ i

)
sin2z

)
cosh(sin z)

−(
sin2 z cos z

)
sinh(sin z) . (6.9)

Dans cette équation, nous avons A0(z) = ze−2i z , A1(z) = 0, A2(z) = 3 , A3(z) = z,

F(z) =

(
cos2z −

(
3

2
+ i

)
sin2z

)
cosh(sin z)− (

sin2 z cos z
)

sinh(sin z) ,

et

µ (A0) = ρ (A0) = 1,ρ (A1) = 0,ρ (A2) = 0,ρ (A3) = 0,

ρ (F) = +∞ et ρ2 (F) = 1.

Posons
H =

{
z ∈C : z = r e iθ,r ∈ [6,+∞[,

π

4
≤ θ≤ π

3

}
.

Alors,
|A0| =

∣∣∣ze−2i z
∣∣∣ = r e2r sinθ ≥ er

p
2, |A1| = 0 < exp{r } ,

|A2| = 3 ≤ exp{r } , |A3| = r ≤ exp{r }

lorsque z →∞ pour tout z ∈ H. Il est facile de voir que les conditions (6.6), (6.7) et (6.8) du
Théorème 6.4 sont vérifiées avec α =

p
2 et β = 1. Puisque ρ2 (F) = ρ (A0) = 1, alors d’après le

Théorème 6.4 (i ), toute solution méromorphe f de l’équation (6.9) avec λ
(

1
f

)
<µ(

f
)

satis-

fait ρ2
(

f
)

= ρ2 (F) . Nous avons à titre d’exemple la fonction f (z) = cosh(sin z)
z avec λ

(
1
f

)
=

0 <µ(
f
)

= ρ
(

f
)

= +∞ satisfait (6.9) et ρ2 (F) = ρ2
(

f
)

= 1.
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Exemple 6.2 Considérons l’équation différentielle

z2 f
′′′

(z)−6 f
′
(z)+ z2e−2i z2

f (z) = (3− z sin2z)sin z sinh(sin z)+(
ze−2i z2 −3cos z(z sin z +cos z)

)
cosh(sin z).(6.10)

Dans cette équation, nous avons A0(z) = z2e−2i z2
, A1(z) = −6, A2 = 0, A3(z) = z2,

F(z) = (3− z sin2z)sin z sinh(sin z)+
(
ze−2i z2 −3cos z (z sin z +cos z)

)
cosh(sin z) ,

et

µ (A0) = ρ (A0) = 2,ρ (A1) = 0,ρ (A2) = 0,ρ (A3) = 0,

ρ (F) = +∞ et ρ2 (F) = 1.

Soit
H =

{
z ∈C : z = r e iθ,r ∈ [6,+∞[,

π

8
≤ θ≤ π

6

}
.

Alors,
|A0| =

∣∣∣z2e−2i z2
∣∣∣ = r 2e2r 2 sin2θ ≥ er 2

p
2, |A1| = 6 < exp

{
r 2} ,

A2 = 0 < exp
{
r 2} , |A3| = r 2 ≤ exp

{
r 2} .

lorsque z →∞ pour z ∈ H. Les conditions (6.6), (6.7) et (6.8) du Théorème 6.4 sont vérifiées

avec α =
p

2 et β = 1. Comme ρ2 (F) = 1 < 2 = ρ (A0) , alors d’après les hypothèses et (ii) du

Théorème 6.4 , toute solution méromorphe f de l’équation (6.10) avec λ
(

1
f

)
<µ(

f
)

satisfait

λ2
(

f
)

= λ2
(

f
)

= ρ2
(

f
)

= ρ (A0) avec au plus une solution exceptionnelle. Nous avons à titre

d’exemple la fonction f0(z) = cosh(sin z)
z est une solution exceptionnelle de l’équation (6.10)

avec λ
(

1
f0

)
= 0 <µ(

f0
)

= ρ
(

f0
)

= +∞ et nous avons ρ2
(

f0
)

= 1 < ρ (A0) = 2.

Maintenant, soient A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak 6≡ 0 et F 6≡ 0 des fonctions entières. Nous définissons
la suite des fonctions suivante :

A0
j (z) = A j (z) , j = 0,1, ...,k,

Ai
j (z) =

(
Ai−1

j+1 (z)
)′+Ai−1

j (z)−Ai−1
j+1 (z)

(
Ai−1

0 (z)
)′

Ai−1
0 (z)

,

i = 1,2, ..., j = 0,1, ...,k −1,
Ai

k (z) = Ai−1
k (z) = ... = A0

k (z) = Ak (z) , pour tout i ∈N,

F0 (z) = F(z) ,Fi (z) =
(
Fi−1 (z)

)′−Fi−1 (z)
(
Ai−1

0 (z)
)′

Ai−1
0 (z)

, i = 1,2, ...

(6.11)

Corollaire 6.1 [70]Soient les fonctions A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

, F 6≡ 0 et l’ensemble H satisfaisant
toutes les hypothèses du Théorème 6.4. Supposons que f est une solution de (6.4) avec

λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

et soient Ai
j , Fi ,

(
j = 0,1, ...,k

)
, i ∈N définies par (6.11). Alors, toute solution

méromorphe g de l’équation

Ai
k (z) g (k) +Ai

k−1 (z) g (k−1) +·· ·+Ai
1 (z) g ′+Ai

0 (z) g = Fi (z) , (6.12)

satisfait i
(
g
)

= p +1,ρp
(
g
)

= +∞ et ρp+1
(
g
)

= ρp (A0) avec au plus une solution exception-
nelle g0 satisfaisant ρp+1

(
g0

)< ρp (A0) .
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Dans le Théorème suivant, nous étudions la stabilité de l’exposant de convergence de la
suite des zéros (respectivement zéros distincts) des solutions de l’équation différentielle
d’ordre supérieur (6.4) avec leurs dérivées.

Théorème 6.5 [70] Soient les fonctions A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

, F et l’ensemble H satisfaisant
toutes les hypothèses du Théorème 6.4 et (i i ) et soit ϕ ( 6≡ 0) une fonction méromorphe sa-

tisfaisant i
(
ϕ

)< p ou ρp+1
(
ϕ

)< ρp (A0) . Alors, toute solution méromorphe f avec λp

(
1
f

)
<

µp
(

f
)

de l’équation (6.4) satisfait i
λ

(
f (i ) −ϕ)

= iλ
(

f (i ) −ϕ)
= p + 1 et λp+1

(
f (i ) −ϕ)

=

λp+1
(

f (i ) −ϕ)
= ρp+1

(
f
)

= ρp (A0) , (i = 0,1, ...) avec au plus une solution exceptionnelle f0

satisfaisant ρp+1
(

f0
)< ρp (A0) .

Exemple 6.3 Considérons l’équation différentielle

z2 f ′′′(z)+2z f ′′(z)−2 f ′(z)+ ze−4i z3
f (z) = eez

[
(z −1)ez + (3z −1)e2z + ze3z +e−4i z3

]
.

(6.13)
Dans cette équation, nous avons A0(z) = ze−4i z3

, A1(z) = −2, A2(z) = 2z , A3(z) = z2,

F(z) = eez
[

(z −1)ez + (3z −1)e2z + ze3z +e−4i z3
]

et

µ (A0) = ρ (A0) = 3,ρ (A1) = 0,ρ (A2) = 0,ρ (A3) = 0,

ρ (F) = ρ
(
eez

)
= +∞ , ρ2 (F) = 1.

Soit
H =

{
z ∈C : z = r e iθ,r ∈ [2,+∞[,

π

12
≤ θ≤ π

9

}
.

Alors
|A0(z)| =

∣∣∣ze−4i z3
∣∣∣ = r e4r 3 sin3θ ≥ e2

p
2r 3

,

|A1(z)| = 2 ≤ exp
{
r 3} ,

|A2(z)| = 2r ≤ exp
{
r 3} , |A3| = r 2 ≤ exp

{
r 3}

quand z →∞ pour z ∈ H. Il est clair que toutes les conditions (6.6), (6.7) et (6.8) du Théo-
rème 6.4 sont vérifiées avec α = 2

p
2 et β = 1. Comme ρ2 (F) = 1 < 3 = ρ (A0) , alors par le

Théorème 6.5, toute solution méromorphe f avec λ
(

1
f

)
<µ(

f
)

de l’équation (6.13) satisfait

i
λ

(
f (i ) −ϕ)

= iλ
(

f (i ) −ϕ)
= 2 et λ2

(
f (i ) −ϕ)

= λ2
(

f (i ) −ϕ)
= ρ2

(
f
)

= ρ (A0) = 3,(i = 0,1, ...)
avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant ρ2

(
f0

) < ρ (A0) où ϕ ( 6≡ 0) est une
fonction méromorphe satisfaisant ρ(ϕ) < +∞ ou ρ2

(
ϕ

) < ρ (A0). A titre d’exemple la fonc-

tion f0(z) = eez

z avec λ
(

1
f0

)
= 0 < µ

(
f0

)
= ρ

(
f0

)
= +∞ est une solution exceptionnelle qui

satisfait l’équation (6.13) telle que ρ2
(

f0
)

= 1 < ρ (A0) = 3.

Lorsqueϕ(z) = z dans le Théorème 6.5, nous obtenons le corollaire suivant qui généralise
le Théorème 6.2.

Corollaire 6.2 [70] Soient les fonctions A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

, F et l’ensemble H vérifiant toutes

les hypothèses et (i i ) du Théorème 6.4. Alors, toute solution méromorphe f avec λp

(
1
f

)
<

µp
(

f
)

de l’équation (6.4) satisfait i
λ

(
f (i )

)
= iλ

(
f (i )

)
= p +1 et

λp+1

(
f (i ) − z

)
= λp+1

(
f (i ) − z

)
= ρp+1

(
f
)

= ρp (A0) , (i = 0,1, ...)

avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant ρp+1
(

f0
)< ρp (A0) .
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2 Lemmes préliminaires

Pour prouver nos résultats, nous ferons appel aux lemmes cités précédemment ainsi
que les lemmes suivants.

Lemme 6.1 Soit H un ensemble de nombres complexes satisfaisant logdens{|z| : z ∈ H} >
0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et A j

(
j = 0,1, · · · ,k

)
des fonctions entières telles que Ak 6≡ 0.

Supposons que i (A0) = p, 0 < p <+∞ et

max
{
ρp

(
A j

)
, j = 1, · · · ,k

}<µp (A0)6 ρp (A0) <+∞,(
p > 1 est un entier

)
et pour certaines constantes 06 β< α, nous avons

|A j (z) |6 expp

(
β|z|ρp (A0)) , j = 1, · · · ,k,

|A0 (z) |> expp

(
α|z|ρp (A0)) ,

lorsque z →∞ pour tout z ∈ H. Alors, toute solution méromorphe f de l’équation (6.3) avec

λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

satisfait µp
(

f
)

= ρp
(

f
)

= +∞ et ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) .

preuve Soit f 6≡ 0 une solution méromorphe de l’ équation (6.3) avec λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

.

D’après (6.3), nous avons

|A0(z)|6
k∑

j =1

∣∣A j (z)
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)(z)

f (z)

∣∣∣∣∣ . (6.14)

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) avec ml (E1) < +∞ et une
constante B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ (E1 ∪ [0,1])∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣6B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, · · · ,k. (6.15)

Par les hypothèses du Lemme 6.1, il existe un ensemble H avec logdens{|z| : z ∈ H} > 0
(ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) tel que pour tout z ∈ H lorsque z →∞ , nous avons

|A j (z) |6 expp

(
β|z|ρp (A0)) , j = 1, · · · ,k, (6.16)

|A0 (z) |> expp

(
α|z|ρp (A0)) . (6.17)

Posons H1 = {|z| : z ∈ H}�(E1 ∪ [0,1]), alors ml (H1) = +∞. En remplaçant (6.15) , (6.16) et
(6.17) dans (6.14) pour tout z satisfait |z| = r ∈ H1, nous obtenons

expp

(
α|z|ρp (A0))6 kB

(
T

(
2r, f

))k+1 expp

(
β|z|ρp (A0)) .

Comme 06 β< α, alors nous avons

exp
(
(1−o (1))expp−1

(
α|z|ρp (A0)))6 kB

(
T

(
2r, f

))k+1 . (6.18)

Il découle de (6.18) que
µp

(
f
)

= ρp
(

f
)

= +∞
et

ρp (A0)6 ρp+1
(

f
)

.
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D’autre part, par les hypothèses du Lemme 6.1, pour r suffisamment grand, nous avons

|A j (z) |6 expp

(
r ρp (A0)+ε) , j = 0,1, · · · ,k . (6.19)

Par le lemme 5.3, pour tout ε > 0, il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire
finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E4, nous obtenons

|Ak (z) |> exp
{
−expp−1

(
r ρp (Ak )+ε)}> exp

{
−expp−1

(
r ρp (A0)+ε)} . (6.20)

Il s’ensuit de (6.3) que∣∣∣∣ f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣6 1

|Ak (z) |

(
k−1∑
j =1

|A j (z) |
∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0 (z) |
)

. (6.21)

Comme λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

, alors d’après le théorème de factorisation de Hadamard, nous

pouvons écrire f comme f (z) = g (z)
d(z) , où g et d sont des fonctions entières d’ordre ité-

ratif fini satisfaisant µp
(
g
)

= µp
(

f
)
6 ρp

(
f
)

= ρp
(
g
)
6 +∞, 0 < p < +∞, i (d) < p ou

ρp (d) = λp (d) = λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

. D’après le Lemme 5.1, il existe un ensemble E2 ⊂ (1,+∞)

de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ (E2 ∪ [0,1]) avec
|g (z) | = M

(
r, g

)
, nous avons

f ( j) (z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o (1)) , j = 1, · · · ,k. (6.22)

En substituant (6.19), (6.20) et (6.22) dans (6.21), nous obtenons∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣k

|1+o (1)|

6
1

exp
{
−expp−1

(
r ρp (A0)+ε)}

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+1

}
expp

(
r ρp (A0)+ε)

=

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+1

}
exp

{
2expp−1

(
r ρp (A0)+ε)} .

Par conséquent,∣∣νg (r )
∣∣ |1+o (1)|6 kr k |1+o (1)|exp

{
2expp−1

(
r ρp (A0)+ε)} , (6.23)

pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2 ∪E4) et |g (z) | = M
(
r, g

)
, r →+∞. D’après (6.23)

et Lemme 3.5, nous obtenons

limsup
r→+∞

logp+1νg (r )

logr
6 ρp (A0)+ε. (6.24)

Comme ε> 0 est arbitraire, par ( 6.24) et le Lemme 5.2, nous obtenons

ρp+1
(
g
)
6 ρp (A0) .

Grâce à l’inégalité ρp (d) <µp
(

f
)

, donc par le Lemme 5.5, nous avons ρp+1
(
g
)

= ρp+1
(

f
)

.
Ceci et le fait que ρp (A0)6 ρp+1

(
f
)

donnent i
(

f
)

= p +1 et ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) . Par suite, le
lemme 6.1 est prouvé.
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Lemme 6.2 [70]Soient f et g deux fonctions méromorphes avec i
(

f
)

= i
(
g
)

= p +1. Alors,

ρp+1
(

f + g
)

6 max
(
ρp+1

(
f
)

,ρp+1
(
g
))

,

ρp+1
(

f g
)

6 max
(
ρp+1

(
f
)

,ρp+1
(
g
))

.

Lemme 6.3 [70] Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes dans le plan
complexe. Si ρp

(
f
)

= +∞ et ρp
(
g
)<+∞, alors ρp

(
f g

)
= +∞.

Preuve Supposons que ρp
(

f g
)<+∞. Alors,

ρp
(

f
)

= ρp

(
f g

1

g

)
6 max

(
ρp

(
f g

)
,ρp

(
1

g

))
= max

(
ρp

(
f g

)
,ρp

(
g
))<+∞.

Ce qui représente une contradiction. Par suite, ρp
(

f g
)

= +∞.

Lemme 6.4 [14] Soit f une fonction méromorphe d’ordre [p, q]. Si p > q > 1, alors

ρ[p,q]
(

f ′) = ρ[p,q]
(

f
)

.

Lemme 6.5 Soient A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

et F 6≡ 0 des fonctions entières telles que Ak 6≡ 0 et A0 6≡
0. Supposons que f est une solution de l’équation (6.4) . Alors, gi = f (i ) est une solution de
l’équation

Ai
k (z) g (k)

i +Ai
k−1 (z) g (k−1)

i +·· ·+Ai
1 (z) g ′

i +Ai
0 (z) gi = Fi (z) , (6.25)

où les fonctions Ai
j ,Fi ,

(
j = 0,1, ...,k

)
, i ∈N sont définies par (6.11).

preuve Supposons que f est une solution de l’équation (6.4) et gi = f (i ) . Nous prouvons
par récurrence que gi est une solution de l’équation (6.25). Pour i = 1, en dérivant les deux
membres de l’équation (6.4), nous obtenons

Ak (z) f (k+1) + (
A′

k (z)+Ak−1 (z)
)

f (k) +·· ·+ (
A′

1 (z)+A0 (z)
)

f ′+A′
0 (z) f = F′ (z) . (6.26)

Par (6.4), nous avons

f =
F− (

Ak (z) f (k) +Ak−1 (z) f (k−1) +·· ·+A1 (z) f ′)
A0 (z)

. (6.27)

En remplaçant (6.27) dans (6.26), nous obtenons

Ak (z) f (k+1) +
(

A′
k (z)+Ak−1 (z)− A′

0 (z)

A0 (z)
Ak (z)

)
f (k)

+
(

A′
k−1 (z)+Ak−2 (z)− A′

0 (z)

A0 (z)
Ak−1 (z)

)
f (k−1)

+·· ·+
(

A′
1 (z)+A0 (z)− A′

0 (z)

A0 (z)
A1 (z)

)
f ′ = F′ (z)− A′

0 (z)

A0 (z)
F. (6.28)

D’où
A0

k (z) g (k)
1 +A1

k−1 (z) g (k−1)
1 +A1

k−2 (z) g (k−2)
1 + ...+A1

0 (z) g1 = F1. (6.29)
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En utilisant (6.11), comme A0
k (z) = A1

k (z) , (6.29) devient

A1
k (z) g (k)

1 +A1
k−1 (z) g (k−1)

1 +A1
k−2 (z) g (k−2)

1 + ...+A1
0 (z) g1 = F1.

Supposons que l’assertion est vraie pour toutes les valeurs qui sont inférieures à un cer-
tain i . Supposons que gi−1 est une solution de l’équation

Ai−1
k (z) g (k)

i−1 +Ai−1
k−1 (z) g (k−1)

i−1 +Ai−1
k−2 (z) g (k−2)

i−1 + ...+Ai−1
0 (z) gi−1 = Fi−1. (6.30)

En dérivant les deux membres de l’équation (6.30), nous obtenons

Ai−1
k (z) g (k+1)

i−1 +
((

Ai−1
k (z)

)′+Ai−1
k−1 (z)

)
g (k)

i−1 +
((

Ai−1
k−1 (z)

)′+Ai−1
k−2 (z)

)
g (k−1)

i−1

+ ...+
(
Ai−1

0 (z)
)′

gi−1 =
(
Fi−1

)′
. (6.31)

De (6.30), nous avons

gi−1 =
Fi−1

Ai−1
0 (z)

−
Ai−1

k (z) g (k)
i−1 +Ai−1

k−1 (z) g (k−1)
i−1 +Ai−1

k−2 (z) g (k−2)
i−1 + ...+Ai−1

1 (z) g ′
i−1

Ai−1
0 (z)

. (6.32)

En remplaçant (6.32) dans(6.31), nous obtenons

Ai−1
k (z) g (k+1)

i−1 +
((

Ai−1
k (z)

)′+Ai−1
k−1 (z)−Ai−1

k (z)

(
Ai−1

0 (z)
)′

Ai−1
0 (z)

)
g (k)

i−1

+
((

Ai−1
k−1 (z)

)′+Ai−1
k−2 (z)−Ai−1

k−1 (z)

(
Ai−1

0 (z)
)′

Ai−1
0 (z)

)
g (k−1)

i−1

+ ...+
((

Ai−1
1 (z)

)′+Ai−1
0 (z)−Ai−1

1 (z)

(
Ai−1

0 (z)
)′

Ai−1
0 (z)

)
g ′

i−1 =
(
Fi−1

)′− (
Ai−1

0 (z)
)′

Ai−1
0 (z)

Fi−1. (6.33)

Par (6.33) et (6.11), nous avons

Ai
k (z) g (k)

i +Ai
k−1 (z) g (k−1)

i +Ai
k−2 (z) g (k−2)

i + ...+Ai
0 (z) gi = Fi .

Donc, le Lemme 6.5 est prouvé.

Lemme 6.6 Soient A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

des fonctions entières telles que Ak 6≡ 0 et A0 6≡ .0 Sup-
posons que f est une solution de l’équation

Ak (z) f (k) +Ak−1 (z) f (k−1) +·· ·+A1 (z) f ′+A0 (z) f = 0. (6.34)

Alors, gi = f (i ) est une solution de l’équation

Ai
k (z) g (k)

i +Ai
k−1 (z) g (k−1)

i +·· ·+Ai
1 (z) g ′

i +Ai
0 (z) gi = 0, (6.35)

où les fonctions Ai
j

(
j = 0,1, ...,k

)
, i ∈N sont définies par (6.11).

preuve Par un raisonnement similaire à celui du Lemme 6.5, nous obtenons le Lemme
6.6.
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3 Preuve du Théorème 6.4

Soit f une solution méromorphe de (6.4) avec λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)
. Supposons que ρp

(
f
)<

+∞. En combinant (6.4) et le premier théorème fondamental de Nevanlinna, nous obte-
nons

T (r,F)6
k∑

j =0
T

(
r, f ( j)

)
+

k∑
j =0

T
(
r, A j

)+O(1). (6.36)

En utilisant un raisonnement similaire à la preuve de la formule T
(
r, f ′) 6 2T

(
r, f

)+
m

(
r, f ′

f

)
, (voir [82], p 97), pour tout entier j ∈ [1,k] , nous obtenons

T
(
r, f ( j)

)
6m

(
r,

f ( j)

f ( j−1)

)
+2m

(
r,

f ( j−1)

f ( j−2)

)
+ ...+2 j−1m

(
r,

f ′

f

)
+2 j T

(
r, f

)
. (6.37)

En combinant (6.36) et (6.37), nous aurons

T (r,F)6
k∑

j =0
T

(
r, A j

)+ c1T
(
r, f

)+ c2

k∑
j =0

m

(
r,

f ( j)

f ( j−1)

)
+O(1), (6.38)

avec c1 > 0, c2 > 0 sont des constantes. Du fait que max
{
ρp

(
A j

)
: j = 1, , ...,k

} < ρp (A0) <
+∞ et du Lemme 3.11, nous avons

ρp (F)6max
{
ρp (A0) ,ρp

(
f
)}<+∞.

Ce qui contredit le fait que
ρp (F) = +∞.

Par conséquent ρp
(

f
)

= +∞.
Maintenant, supposons que f1, f2, ..., fk sont des solutions méromorphes non triviales

de l’équation homogène correspondante (6.3) de (6.4) avec λp

(
1
f j

)
< µp

(
f j

)(
j = 1, ...,k

)
.

Du Lemme 6.1, nous obtenons ρp+1
(

f j
)

= ρp (A0) ,
(

j = 1, ...,k
)

et d’après la théorie élémen-
taire des équations différentielles, toutes les solutions de (6.4) peuvent être représentées
sous la forme

f (z) = f0 (z)+B1 f1 (z)+B2 f2 (z)+ ...+Bk fk (z) , (6.39)

où B1,...,Bk ∈C et la fonction f0 a la forme

f0 (z) = C1 (z) f1 (z)+C2 (z) f2 (z)+ ...+Ck (z) fk (z) , (6.40)

où C1(z), ...,Ck (z) sont des fonctions méromorphes satisfaisant

C′
j = F.G j

(
f1, f2, ..., fk

)[
W

(
f1, f2, ..., fk

)]−1 , j = 1, ...,k, (6.41)

avec G j
(

f1, f2, ..., fk
)

sont des polynômes différentiels en f1, f2, ..., fk et leurs dérivées aux
coefficients constants et W

(
f1, f2, ..., fk

)
désigne le Wronskian de f1, f2, ..., fk . Comme le

Wronskian W
(

f1, f2, ..., fk
)

est un polynôme différentiel en f1, f2, ..., fk , alors l’utilisation
du Lemme 6.2 et du Lemme 6.4 mène à

ρp+1
(
W

(
f1, f2, ..., fk

))
6max

(
ρp+1

(
f j

)
, j = 1, , ...,k

)
= ρp (A0) . (6.42)

En outre, comme G j
(

f1, f2, ..., fk
)

sont des polynômes différentiels en f1, f2, ..., fk et leurs
dérivées aux coefficients constants, ainsi

ρp+1
(
G j

(
f1, f2, ..., fk

))
6max

(
ρp+1

(
f j

)
, j = 1, , ...,k

)
= ρp (A0) . (6.43)
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Du Lemme 6.4 et des formules (6.41), (6.42) et (6.43), pour j = 1, , ...,k, nous déduisons que

ρp+1
(
C j

)
= ρp+1

(
C′

j

)
6max

(
ρp+1 (F) ,ρp (A0)

)
. (6.44)

De (6.39), (6.40) et (6.44), nous obtenons

ρp+1
(

f
)

6 max
(
ρp+1

(
f j

)
,ρp+1

(
C j

)
, j = 1, , ...,k

)
6 max

(
ρp+1 (F) ,ρp (A0)

)
. (6.45)

(i ) Si ρp+1 (F) > ρp (A0) , alors d’après (6.45) toute solution méromorphe f de l’équation

(6.4) avec λp

(
1
f

)
<µp

(
f
)

satisfait ρp+1
(

f
)
6 ρp+1 (F) . D’autre part, comme

max
{
ρp

(
A j

)
: j = 1, ...,k

}< ρp (A0) <+∞,

alors ρp+1
(
A j

)
= 0, j = 0,1, ...,k et en utilisant l’inégalité (6.38) nous obtenons

ρp+1 (F)6 ρp+1
(

f
)

.

Par conséquent, toute solution méromorphe f de l’équation (6.4) avec λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

satisfait ρp+1
(

f
)

= ρp+1 (F) .
(i i ) Si ρp+1 (F) < ρp (A0) , alors l’inégalité (6.45) assure que toute solution méromorphe f

de l’équation(6.4) avec λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

satisfait ρp+1
(

f
)
6 ρp (A0) . D’autre part, nous af-

firmons que l’équation (6.4) ne peut posséder au plus qu’une solution exceptionnelle
f0 satisfaisant ρp+1

(
f0

) < ρp (A0) . En effet, s’il existe une seconde solution f∗ de l’équa-
tion (6.4) satisfaisant ρp+1

(
f∗

) < ρp (A0) , alors en utilisant le Lemme 6.2, nous obtenons
ρp+1

(
f0 − f∗

)
6 max

(
ρp+1

(
f0

)
,ρp+1

(
f∗

)) < ρp (A0) , mais f0 − f∗ est une solution de (6.3),
cela contredit le Lemme 6.1. Donc, l’égalité ρp+1

(
f
)

= ρp (A0) est vérifiée pour toute so-
lution de (6.4) avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant ρp+1

(
f0

)< ρp (A0).
Comme ρp+1 (F) < ρp (A0) , alors

max
{
ρp+1 (F) , ρp+1

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρp (A0) = ρp+1
(

f
)

.

Donc, du Lemme 5.4, nous obtenons les égalités suivantes

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) , (6.46)

qui sont vérifiées pour toute solution de l’équation (6.4) vérifiant λp

(
1
f

)
< µp

(
f
)

avec

au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant ρp+1
(

f0
) < ρp (A0). Ceci complète la

démonstration du Théorème 6.4.

4 Preuve du Corollaire 6.1

Soit
{

f1, f2, ..., fk
}

un système fondamental de solutions méromorphes de l’équation

homogène correspondante (6.3) de l’équation (6.4) satisfaisantλp

(
1
f j

)
<µp

(
f j

)(
j = 1, , ...,k

)
.

Montrons que
{

f (i )
1 , f (i )

2 , ..., f (i )
k

}
est un système fondamental de solutions méromorphes

de l’équation homogène correspondante

Ai
k (z) g (k) +Ai

k−1 (z) g (k−1) +·· ·+Ai
1 (z) g ′+Ai

0 (z) g = 0 (6.47)
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de (6.12). Du Lemme 6.6, il s’ensuit que f (i )
1 , f (i )

2 , ..., f (i )
k sont des solutions de (6.47). Soient

α1,α2, ...,αk des constantes telles que

α1 f (i )
1 +α2 f (i )

2 + ...+αk f (i )
k = 0.

Alors,
α1 f1 +α2 f2 + ...+αk fk = P (z) ,

où P est un polynôme de degré inférieur à i . Commeα1 f1+α2 f2+...+αk fk est une solution
de l’équation homogène correspondante (6.3) de l’équation (6.4), alors P est une solution
de (6.3) et par le Lemme 6.1, nous déduisons que P est une solution d’ordre p−itératif
infini de (6.3), cela mène à une contradiction. Par conséquent, P est une solution triviale.
Par suite α1 f1 +α2 f2 + ...+αk fk = 0. En utilisant le fait que

{
f1, f2, ..., fk

}
est un système

fondamental de solutions méromorphes de l’équation (6.3), nous obtenons α1 = α2 = ... =
αk = 0. Maintenant, soit f0 est une solution particulière de l’équation de (6.4), d’après le
Lemme 6.5, nous obtenons f (i )

0 est une solution particulière de l’équation (6.12) et soit

g une solution non triviale de (6.12). Alors, du fait que
{

f (i )
1 , f (i )

2 , ..., f (i )
k

}
est un système

fondamental de solutions méromorphes de (6.47), nous affirmons qu’il existe, donc, des
constantes α1,α2, ...,αk non nulles telles que

g = f (i )
0 +α1 f (i )

1 +α2 f (i )
2 + ...+αk f (i )

k . (6.48)

Soit
h = f0 +α1 f1 +α2 f2 + ...+αk fk ,

une solution de (6.4). D’après les conditions du Corollaire 6.1 ( ou bien le Théorème
6.4(ii)), nous obtenons ρp (h) = +∞, ρp+1 (h) = ρp (A0) avec au plus une solution excep-
tionnelle h0 satisfaisant ρp+1 (h0) < ρp (A0) .

Comme h(i ) = g , alors d’après le Lemme 6.4, nous avons ρp
(
g
)

= ρp (h) = +∞ et ρp+1
(
g
)

=
ρp+1 (h) = ρp (A0) avec au plus une solution exceptionnelle g0 satisfaisant

ρp+1
(
g0

)
= ρp+1 (h0) < ρp (A0) .

5 Preuve du Théorème 6.5

Supposons que f une solution méromorphe de (6.4) avecλp

(
1
f

)
<µp

(
f
)
. Alors, d’après

le Théorème 6.4 (ii), nous obtenons i
(

f
)

= p + 1, ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) avec au plus une so-
lution exceptionnelle f0 satisfaisant ρp+1

(
f0

) < ρp (A0). Prenons gi = f (i ), alors en utili-
sant le Lemme 6.5, nous avons gi est une solution de (6.25) et par le Corollaire 6.1, nous
obtenons i

(
gi

)
= p + 1, ρp

(
gi

)
= +∞, ρp+1

(
gi

)
= ρp (A0) avec au plus une solution ex-

ceptionnelle g0 satisfaisant ρp+1
(
g0

) < ρp (A0) . Soit gi une solution de (6.25) telle que
i
(
gi

)
= p + 1, ρp

(
gi

)
= +∞, ρp+1

(
gi

)
= ρp (A0) et soit ϕ ( 6≡ 0) une fonction méromorphe

satisfaisant i
(
ϕ

)< p ou ρp+1
(
ϕ

)< ρp (A0) . Posons, maintenant, w(z) = gi (z)−ϕ (z), alors

i (w) = i
(
gi

)
= p +1, ρp+1 (w) = ρp+1

(
gi

)
= ρp+1

(
f
)

= ρp (A0) . (6.49)

D’autre part, du fait que gi = w +ϕ et du Lemme 6.5, nous obtenons

Ai
k (z) w (k) +Ai

k−1 (z) w (k−1) +·· ·+Ai
0 (z) w = Di (z) (6.50)

où
Di (z) = Fi (z)−

(
Ai

k (z)ϕ(k) (z)+Ai
k−1 (z)ϕ(k−1) (z)+·· ·+Ai

0 (z)ϕ (z)
)

. (6.51)
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Maintenant, nous prouvons que ρp (Di ) = +∞. De ρp

(
1

Ai−1
0

)
= ρp

(
Ai−1

0

) < +∞, ρp
(
Fi−1

)
=

+∞ et du Lemme 6.3, nous avons ρp

(
Fi−1

Ai−1
0

)
= +∞. En utilisant le Lemme 6.4, nous aurons

ρp

(
Ai−1

0

(
Fi−1

Ai−1
0

)′)
= ρp

((
Fi−1

Ai−1
0

)′)
= +∞. (6.52)

Comme

Ai−1
0 (z)

(
Fi−1 (z)

Ai−1
0 (z)

)′
=

(
Fi−1 (z)

)′− Ai−1′
0 (z)

Ai−1
0 (z)

Fi−1 (z) ,

alors,

ρp

((
Fi−1

)′− Ai−1′
0

Ai−1
0

Fi−1

)
= +∞. (6.53)

Supposons que ρp (Di ) <+∞. Alors, par l’inégalité (6.51), nous avons

ρp

(
Fi

)
= ρp

((
Fi−1

)′− (Ai−1
0 )′

Ai−1
0

Fi−1

)
= ρp

{
Di +

(
Ai

kϕ
(k) +Ai

k−1ϕ
(k−1) +·· ·+Ai

0ϕ
)}

6 max
(
ρp (Di ) ,ρp

{(
Ai

kϕ
(k) +Ai

k−1 ϕ
(k−1) +·· ·+Ai

0ϕ
)})

6 max
{
ρp (Di ) ,ρp

(
ϕ

)
,ρp

(
A j

) (
j = 0,1, · · · ,k

)}<+∞. (6.54)

La formule (6.54) contredit (6.53), par suite

ρp (Di ) = +∞.

De l’égalité ρp+1

(
1

Ai−1
0

)
= ρp+1

(
Ai−1

0

)
et du Lemme 6.2, nous avons

ρp+1 (Di ) = ρp+1

(
Fi −

(
Ai

kϕ
(k) +Ai

k−1ϕ
(k−1) +·· ·+Ai

0ϕ
))

6 max
(
ρp+1

(
Fi

)
,ρp+1

(
Ai

kϕ
(k) +Ai

k−1ϕ
(k−1) +·· ·+Ai

0ϕ
))

6 max
(
ρp+1 (F) ,ρp+1

(
ϕ

)
,ρp+1

(
A j

)
, j = 0,1, · · · ,k

)
= ρp+1 (F) < ρp (A0) . (6.55)

Ainsi, en utilisant (6.6), ( 6.49) et ( 6.55), nous obtenons

max
(
ρp+1 (Di ) ,ρp+1

(
Ai

j

) (
j = 0,1, · · · ,k

))< ρp (A0) = ρp+1 (w) . (6.56)

Et du Lemme 5.4, toute solution de (6.50) avec ρp+1 (w) = ρp (A0) satisfait

i
λ

(w) = iλ(w) = i (w) = p +1, λp+1 (w) = λp+1 (w) = ρp+1
(

f
)

= ρp (A0) . (6.57)

De ce dernier résultat, nous obtenons

i
λ

(
f (i ) −ϕ

)
= iλ

(
f (i ) −ϕ

)
= p +1,λp+1

(
f (i ) −ϕ

)
= λp+1

(
f (i ) −ϕ

)
= ρp+1

(
f
)

= ρp (A0) ,

avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfait ρp+1
(

f0
)< ρp (A0) .
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6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait le choix de nous concentrer sur deux aspects de
l’étude des équations différentielles linéaires non homogènes d’ordre supérieur. Le pre-
mier aspect concerne une généralisation de quelques résultats de Chen et d’ El Farissi
en traitant l’ordre itératif des solutions de ce type d’équations. Le deuxième aspect étude
la stabilité de l’exposant de convergence de la suite des zéros (respectivement zéros dis-
tincts) des dérivées d’ordre arbitraire des solutions de l’équation ci-dessus.
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Chapitre 7

Solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires à coefficients
fonctions entières d’ordre [p,q]

1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance des solutions méromorphes des équa-
tions différentielles linéaires homogènes et non homogènes d’ordre supérieur dont les
coefficients sont des fonctions entières d’ordre [p, q] fini. Nous obtenons des résultats sur
l’ordre [p, q] et le [p, q]-exposant de convergence des zéros des solutions pour de telles
équations.

La théorie des équations différentielles linéaires complexes a été développée depuis
les années 1960. De nombreux chercheurs ont étudié les équations différentielles linéaires
complexes

f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = 0 (7.1)

et
f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = F(z) , (7.2)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions entières d’ordre fini et k > 2 est un entier.
Lorsque les coefficients A j ( j = 0,1, ...,k − 1) et F sont des fonctions entières, il est bien
connu que toutes les solutions de (7.1) et (7.2) sont des fonctions entières et si certains
coefficients de (7.1) sont des fonctions transcendantes, alors (7.1) a au moins une solution
d’ordre infini. Nous nous référons à [58] pour plus de détail sur la croissance des solutions
entières de (7.1) et (7.2). Il existe également de nombreux travaux en considérant l’hyper
ordre et l’ordre itératif des solutions des équations différentielles linéaires complexes (voir
[13],[23],[44],[53], [56],[67],[72], [73], [80] ).

Au cours des dernières années, certains chercheurs ont étudié les propriétés des solu-
tions des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur à coefficients fonctions en-
tières et méromorphes d’ordre [p, q] dans le plan complexe (voir [11],[12], [36], [61],[62],
[85]). Pour autant que nous sachions, Liu, Tu et Shi, dans [62], introduisaient d’abord le
concept de l’ordre [p, q] pour le cas p > q > 1, pour étudier l’ensemble des solutions de
(7.1) et (7.2) et ils ont obtenu certains résultats en utilisant l’ordre [p, q] de A0 pour domi-
ner l’ordre [p, q] des autres coefficients et ils ont obtenu un résultat sur ρ[p+1,q]( f ) comme
suit.
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Théorème 7.1 [62] Soient A j
(

j = 0,1, ...k −1
)

des fonctions entières vérifiant

max
{
ρ[p,q]

(
A j

)
, j 6= s

}
< ρ[p,q] (As) <+∞.

Alors, toute solution f de l’équation (7.1) vérifie

ρ[p+1,q]( f )6 ρ[p,q] (As) .

En outre, au moins une solution de (7.1) satisfait ρ[p+1,q]( f ) = ρ[p,q] (As) .

Théorème 7.2 [62] Soient A j
(

j = 0,1, ...k −1
)

des fonctions entières vérifiant

max
{
ρ[p,q]

(
A j

)
, j = 1, ...k −1

}
< ρ[p,q] (A0) <+∞.

Alors, toute solution non triviale f de l’équation (7.1) vérifie ρ[p+1,q]( f ) = ρ[p,q] (A0) .

Théorème 7.3 [62] Soient A j
(

j = 0,1, ...k −1
)

et F 6≡ 0 des fonctions entières vérifiant

max
{
ρ[p,q]

(
A j

)
, ρ[p+1,q](F), j = 1, ...,k −1

}
< ρ[p,q] (A0) <+∞.

Alors, toute solution f de l’équation (7.2) vérifie λ[p+1,q]( f ) = λ[p+1,q]( f ) = ρ[p+1,q]( f ) =
ρ[p,q] (A0) avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant ρ[p+1,q]( f0) < ρ[p,q] (A0) .

Dans ce chapitre, nous considérons pour k ≥ 2, les équations différentielles linéaires ho-

mogènes et non homogènes

Ak (z) f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = 0 (7.3)

et
Ak (z) f (k)(z)+Ak−1 (z) f (k−1)(z)+·· ·+A1 (z) f ′(z)+A0 (z) f (z) = F(z) , (7.4)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak 6≡ 0 et F 6≡ 0 sont des fonctions entières. Il est bien connu que si Ak est
une fonction entière non constante, alors l’équation (7.3) ou l’équation (7.4) peut avoir
des solutions méromorphes. En effet, l’équation

(z −1)2 f
′′
(z)+ (z −1)2(2ez −1) f

′
(z)+ (

(z −1)2e2z + z2 −3z
)

f (z)

= [4(z −1)e2z −4ez + z −1]eez + (z −1)2e2z + z2 −3z

admet une solution méromorphe

f (z) =
eez + z −1

z −1
.

Le but principal de cette partie est d’améliorer les résultats ci-dessus en considérant l’ordre

[p, q]. Le présent chapitre peut être compris comme une extension des travaux de Long
et Zhu [63] et de nos résultats de [67] d’un ordre p− itératif à l’ordre [p, q]. En fait, nous
allons prouver les résultats suivants.
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Théorème 7.4 [69] Soient H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens{|z| : z ∈
H} > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞), p, q des entiers tels que p > q > 1 et A j

(
j = 0,1, · · · ,k

)
des fonctions entières telles que Ak 6≡ 0. Supposons qu’il existe un entier s(06 s 6 k) tel que

max
j =0,1,··· ,k, j 6=s

{
ρ[p,q]

(
A j

)}<µ[p,q] (As)6 ρ[p,q] (As) = ρ<+∞,

pour certaines constantes réelles µ satisfaisant 06µ< ρ et pour tout ε
(
0 < ε< ρ−µ)

suffi-
samment petit, nous avons

|A j (z) |6 expp+1

{
µ logq r

}
, j 6= s, j = 0,1, · · · ,k,

|As (z) |> expp+1

{(
ρ−ε) logq r

}
lorsque z → ∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution non-transcendante f 6≡ 0 de (7.3) est po-
lynômiale avec deg f 6 s −1 et toute solution méromorphe transcendante f de (7.3) avec

λ[p,q]

(
1
f

)
<µ[p,q]

(
f
)

satisfait ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) .

Quand Ak ≡ 1, nous obtenons le corollaire suivant pour des solutions entières.

Corollaire 7.1 [69] Soient H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens{|z| : z ∈
H} > 0 ( ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞), p, q des entiers tels que p > q > 1 et A j

(
j = 0,1, · · · ,k −1

)
des fonctions entières. Supposons qu’il existe un entier s(06 s 6 k −1) tel que

max
j =0,1,··· ,k−1, j 6=s

{
ρ[p,q]

(
A j

)}<µ[p,q] (As)6 ρ[p,q] (As) = ρ<+∞,

pour certaines constantes réelles µ satisfaisant 06µ< ρ et pour tout ε
(
0 < ε< ρ−µ)

suffi-
samment petit, nous avons

|A j (z) |6 expp+1

{
µ logq r

}
, j 6= s, j = 0,1, · · · ,k −1,

|As (z) |> expp+1

{(
ρ−ε) logq r

}
,

lorsque z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution non-transcendante f 6≡ 0 de (7.1) est poly-
nômiale avec deg f 6 s −1 et toute solution transcendante f de (7.1) satisfait ρ[p+1,q]

(
f
)

=
ρ[p,q] (As) .

Corollaire 7.2 [69] Soient les fonctions A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

et l’ensemble H satisfaisant toutes
les hypothèses du Théorème 7.4 et soit ϕ (6≡ 0) une fonction méromorphe transcendante sa-
tisfaisant ρ[p+1,q]

(
ϕ

)< ρ[p,q] (As) . Alors, toute solution méromorphe transcendante f avec

λ[p,q]

(
1
f

)
<µ[p,q]

(
f
)

de l’équation (7.3) satisfait

λ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= λ[p+1,q]

(
f −ϕ)

= ρ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= ρ[p,q] (As) .

En considérant l’équation différentielle linéaire non homogène (7.4), nous obtenons les
résultats suivants.

Théorème 7.5 [69] Soient H un ensemble de nombres complexes vérifiant logdens{|z| :
z ∈ H} > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et A j

(
j = 0,1, · · · ,k

)
, F 6≡ 0 sont des fonctions entières

telles que Ak 6≡ 0. Supposons qu’il existe un entier s(06 s 6 k) tel que

max
j =0,1,··· ,k, j 6=s

{
ρ[p,q]

(
A j

)
, ρ[p,q] (F)

}
<µ[p,q] (As)6 ρ[p,q] (As) = ρ<+∞,
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pour certaines constantes réelles µ satisfaisant 06µ< ρ et pour tout ε
(
0 < ε< ρ−µ)

suffi-
samment petit, nous avons

|A j (z) |6 expp+1

{
µ logq r

}
, j 6= s, j = 0,1, · · · ,k,

|As (z) |> expp+1

{(
ρ−ε) logq r

}
,

lorsque z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution non-transcendante f de l’équation (7.4) est
polynômiale avec deg f 6 s−1 et toute solution méromorphe transcendante f de (7.4) avec

λ[p,q]

(
1
f

)
<µ[p,q]

(
f
)

satisfait λ[p+1,q]
(

f
)

= λ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) .

Lorsque Ak ≡ 1, nous obtenons le corollaire suivant pour des solutions entières.

Corollaire 7.3 [69] Soient H un ensemble de nombres complexes satisfait logdens{|z| : z ∈
H} > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) et A j

(
j = 0,1, · · · ,k −1

)
,F 6≡ 0 sont des fonctions entières.

Supposons qu’il existe un entier s,06 s 6 k −1 tel que

max
j =0,1,··· ,k−1, j 6=s

{
ρ(p,q)

(
A j

)
, ρ(p,q) (F)

}
<µ(p,q) (As)6 ρ(p,q) (As) = ρ<+∞,

et pour certaines réelles constantesµ satisfaisant 06µ< ρ , nous avons pour tout ε,
(
0 < ε< ρ−µ)

suffisamment petit,

|A j (z) |6 expp+1

{
µ logq r

}
, j 6= s, j = 0,1, · · · ,k −1,

|As (z) |> expp+1

{(
ρ−ε) logq r

}
,

lorsque z →+∞ pour z ∈ H. Alors toute solution non transcendante f de (7.2) est un po-
lynôme avec deg f 6 s −1 et toute solution transcendante f de (7.2) satisfait ρ(p+1,q)

(
f
)

=
ρ(p,q) (As) .

Corollaire 7.4 [69] Soient les fonctions A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

,F et l’ensemble H satisfaisant toutes
les hypothèses du Théorème 7.5 et soit ϕ ( 6≡ 0) une fonction méromorphe transcendante vé-
rifiant ρ[p+1,q]

(
ϕ

) < ρ[p,q] (As) . Alors, toute solution méromorphe transcendante f avec

λ[p,q]

(
1
f

)
<µ[p,q]

(
f
)

de l’équation (7.4) satisfait

λ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= λ[p+1,q]

(
f −ϕ)

= ρ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= ρ[p,q] (As) .

2 Lemmes préliminaires

Nos preuves dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 7.1 [35] Soient f = g
d une fonction méromorphe où g et d sont des fonctions en-

tières vérifiantµ[p,q]
(
g
)

=µ[p,q]
(

f
)

=µ6 ρ[p,q]
(

f
)

= ρ[p,q]
(
g
)
6+∞ etλ[p,q] (d) = ρ[p,q] (d) =

λ[p,q]

(
1
f

)
< µ. Alors, il existe un ensemble E2 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie tel

que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2) et |g (z) | = M
(
r, g

)
, nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

)n

(1+o (1)) ,n ∈N,

où νg (r ) représente l’indice central de g .
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Lemme 7.2 [62] Soient f une fonction entière d’ordre
[
p, q

]
et ν f (r ) l’indice central de f .

Alors,

ρ[p,q]
(

f
)

= limsup
r→+∞

logp ν f (r )

logq r
.

Lemme 7.3 [36] Soient f = g
d une fonction méromorphe où g et d sont des fonctions en-

tières vérifiant

µ[p,q]
(
g
)

=µ[p,q]
(

f
)

=µ6 ρ[p,q]
(

f
)

= ρ[p,q]
(
g
)
6+∞

et

λ[p,q] (d) = ρ[p,q] (d) = λ[p,q]

(
1

f

)
<µ.

Alors, il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
vérifiant |z| = r ∉ ([0,1]∪E4) et |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous avons∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣6 r 2s , (s ∈N) .

Lemme 7.4 [36]Soit f une fonction entière telle que ρ(p,q)
(

f
) < +∞. Alors, il existe un

ensemble E5 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie tel que pour tout ε> 0, nous avons

exp
{
−expp

{
(ρ(p,q)

(
f
)+ε) logq r

}}
6

∣∣ f (z)
∣∣6 expp+1

{
(ρ(p,q)

(
f
)+ε) logq r

}
(r ∉ E5) .

Lemme 7.5 Soient A j
(

j = 0,1, · · · ,k
)

, Ak ( 6≡ 0) et F(6≡ 0) des fonctions méromorphes et f
une solution méromorphe d’ordre [p, q] infini de l’équation (7.4) satisfaisant la condition
suivante

b = max
{
ρ[p+1,q] (F) , ρ[p+1,q]

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρ[p+1,q]
(

f
)

.

Alors,
λ[p+1,q]( f ) = λ[p+1,q]( f ) = ρ[p+1,q]

(
f
)

.

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe de (7.4) d’ordre
[
p, q

]
infini. Par

l’équation (7.4), il est clair que si f a un zéro à z0 d’ordre α (α> k), et A0, A1, ..., Ak ( 6≡ 0)
sont tous analytiques en z0, alors F doit avoir un zéro en z0 d’ordre au moins α−k. Par
conséquent,

n

(
r,

1

f

)
6 kn

(
r,

1

f

)
+n

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =0

n
(
r, A j

)
,

et

N

(
r,

1

f

)
6 kN

(
r,

1

f

)
+N

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =0

N
(
r, A j

)
. (7.5)

Maintenant (7.4) peut être réécrite comme suit

1

f (z)
=

1

F(z)

(
Ak (z)

f (k)(z)

f (z)
+Ak−1 (z)

f (k−1)(z)

f (z)
+ ...+A1 (z)

f ′(z)

f (z)
+A0(z)

)
. (7.6)

Par le Lemme 3.11 et la formule (7.6), nous obtenons pour tout z vérifiant |z| = r à l’exté-
rieur d’un ensemble E6 ⊂ (0,+∞) de mesure linéaire finie, nous avons

m

(
r,

1

f

)
6 m

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =1

m

(
r,

f ( j)

f

)
+

k∑
j =0

m
(
r, A j

)
6 m

(
r,

1

F

)
+

k∑
j =0

m
(
r, A j

)+O
(
logr T

(
r, f

))
. (7.7)
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Par conséquent, les formules (7.5) et (7.7) mènent à

T(r, f ) = T(r,
1

f
)+O(1)

6 T (r,F)+
k∑

j =0
T

(
r, A j

)+kN

(
r,

1

f

)
+O

(
logr T

(
r, f

))
(7.8)

pour tout r ∉ E6 suffisamment grand . Dans ce cas, nous avons

O
(
logr T

(
r, f

))
6

1

2
T(r, f ). (7.9)

En utilisant la définition d’ordre
[
p, q

]
, pour tout ε

(
0 < 2ε< ρ[p+1,q]

(
f
)−b

)
et pour r suf-

fisamment grand, nous obtenons

T (r,F) 6 expp+1

{
(b +ε) logq r

}
= o (1)expp+1

{(
ρ[p+1,q]

(
f
)−ε) logq r

}
, (7.10)

T
(
r, A j

)
6 expp+1

{
(b +ε) logq r

}
= o (1)expp+1

{(
ρ[p+1,q]

(
f
)−ε) logq r

}
, j = 0,1, , ...,k.

(7.11)

D’après (7.8), ( 7.9), ( 7.10) et ( 7.11) et pour r ∉ E6 suffisamment grand , nous avons

T(r, f )6 2kN

(
r,

1

f

)
+o (1)expp+1

{(
ρ[p+1,q]

(
f
)−ε) logq r

}
. (7.12)

Donc, pour toute f , du Lemme 4.3 et de l’inégalité (7.12), nous avons

ρ[p+1,q]
(

f
)
6 λ[p+1,q]

(
f
)

.

D’où,
ρ[p+1,q]

(
f
)
6 λ[p+1,q]

(
f
)
6 λ[p+1,q]

(
f
)

.

Sachant que λ[p+1,q]
(

f
)
6 λ[p+1,q]

(
f
)
6 ρ[p+1,q]

(
f
)

, alors

λ[p+1,q]
(

f
)

= λ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p+1,q]
(

f
)

.

Lemme 7.6 Soit f = g
d une fonction méromorphe où g et d sont des fonctions entières. Si

0 6 ρ[p,q] (d) < µ[p,q]
(

f
)

, alors µ[p,q]
(
g
)

= µ[p,q]
(

f
)

et ρ[p,q]
(
g
)

= ρ[p,q]
(

f
)

. De
plus, si ρ[p,q]

(
f
)

= +∞, alors ρ[p+1,q]
(
g
)

= ρ[p+1,q]
(

f
)

.

Preuve. Considérons les trois cas suivants.
Cas 1. ρ[p,q]

(
f
)<+∞.

D’après la définition de l’ordre [p, q], Il existe une suite croissante {rn}, (rn →+∞) et

un entier positif n0 tels que pour tout n > n0 et pour tout ε ∈
(
0,

ρ[p,q]( f )−ρ[p,q](d)

2

)
et comme

06 ρ[p,q] (d) <µ[p,q]
(

f
)
6 ρ[p,q]

(
f
)

, nous avons

T
(
rn , f

)
> expp

{(
ρ[p,q]

(
f
)−ε) logq (rn)

}
, (7.13)

et
T (rn ,d)6 expp

{(
ρ[p,q] (d)+ε

)
logq (rn)

}
. (7.14)
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Puisque T(r, f )6T(r, g )+T(r,d)+O(1), alors pour tout n assez grand, nous avons

expp

{(
ρ[p,q]

(
f
)−ε) logq (rn)

}
6T(rn , g )+expp

{(
ρ[p,q] (d)+ε

)
logq (rn)

}
+O(1). (7.15)

Du fait que ε ∈
(
0,

ρ[p,q]( f )−ρ[p,q](d)

2

)
, la formule ( 7.15) devient

exp
{

(1−o (1))expp−1

{(
ρ[p,q]

(
f
)−ε) logq (rn)

}}
6T(rn , g )+O(1),

pour tout n suffisamment grand. Par conséquent,

ρ[p,q]
(

f
)
6 ρ[p,q]

(
g
)

.

D’autre part, puisque T(r, g )6T(r, f )+T(r,d) et ρ[p,q] (d) < ρ[p,q]
(

f
)
, alors

ρ[p,q]
(
g
)
6 ρ[p,q]

(
f
)

.

D’où ρ[p,q]
(
g
)

= ρ[p,q]
(

f
)
. En utilisant un raisonnement similaire et la définition de l’ordre

[p, q] inférieur µ[p,q]
(

f
)

et µ[p,q]
(
g
)

, nous pouvons montrer que µ[p,q]
(
g
)

=µ[p,q]
(

f
)

.
Cas 2. ρ[p,q]

(
f
)

= +∞.
Supposons le contraire de l’affirmation µ[p,q]

(
g
)

= µ[p,q]
(

f
)

c’est à dire µ[p,q]
(
g
) <

µ[p,q]
(

f
)

. Nous visons une contradiction. D’après la définition du l’ordre [p, q]− itératif
inférieur, il existe une suite croissante {rn}, (rn →+∞) et un entier positif n0 tels que pour
tout n > n0 et pour tout ε> 0, nous avons

T(rn , g ) 6 expp

{(
µ[p,q]

(
g
)+ε) logq rn

}
,

T(rn ,d) 6 expp

{(
µ[p,q] (d)+ε

)
logq rn

}
.

De l’inégalité T(rn , f )6T(rn , g )+T(rn ,d)+O(1), pour tout n assez grand, nous obtenons

T(rn , f )6 expp

{(
µ[p,q]

(
g
)+ε) logq rn

}
+expp

{(
µ[p,q] (d)+ε

)
logq rn

}
+O(1).

Ainsi,
µ[p,q]

(
f
)
6max

{
µ[p,q]

(
g
)

,µ[p,q] (d)
}

.

Ce dernier résultat représente une contradiction avec notre hypothèse.
Cas 3. µ[p,q]( f ) <+∞ et ρ[p,q]( f ) = +∞. En utilisant un raisonnement similaire à celui

des cas 1 et 2, nous pouvons montrer le cas 3.
Enfin, nous allons prouver que ρ[p+1,q]

(
g
)

= ρ[p+1,q]
(

f
)
. Supposons que ρ[p,q]

(
f
)

= +∞.
Il existe alors une suite croissante {rn}, (rn →+∞) telle que

ρ[p+1,q]
(

f
)

= lim
n→+∞

logp+1 T
(
rn , f

)
logq rn

.

En combinant l’inégalité ρ[p,q] (d) < µ[p,q]
(

f
)

et les définitions de l’ordre
[
p, q

]
et l’ordre

[p, q] inférieur et nous obtenons

lim
n→+∞

T (rn ,d)

T
(
rn , f

) = 0.

Par suite, il existe un entier positif N tel que pour n > N

T(rn , f )6 2T(rn , g )+O(1).
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Ainsi, ρ[p+1,q]
(

f
)
6 ρ[p+1,q]

(
g
)

. Comme T(r, g ) 6 T(r, f )+T(r,d), il existe donc un entier
positif N tel que pour n > N

T(rn , g )6 2T(rn , f ).

D’où, ρ[p+1,q]
(
g
)
6 ρ[p+1,q]

(
f
)

. Alors, ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p+1,q]
(
g
)

. Le Lemme 7.6 est ainsi
prouvé.

Remarque 7.1 Le Lemme 7.6 a été prouvé pour p = q = 1 par Long et Zhu dans [63].

Lemme 7.7 [15] Soient p > q > 1 des entiers, f et g des fonctions méromorphes non-
constantes d’ordre [p, q] . Alors,

ρ[p,q]
(

f + g
)
6max

{
ρ[p,q]

(
f
)

,ρ[p,q]
(
g
)}

et
ρ[p,q]

(
f g

)
6max

{
ρ[p,q]

(
f
)

,ρ[p,q]
(
g
)}

.

De plus, si ρ[p,q]
(

f
)> ρ[p,q]

(
g
)
, alors

ρ[p,q]
(

f + g
)

= ρ[p,q]
(

f g
)

= ρ[p,q]
(

f
)

.

3 Preuve du Théorème 7.4

Supposons que f 6≡ 0 est une solution rationnelle de (7.3). Si f est une fonction ra-
tionnelle, qui a un pôle à z0 de degré m > 1 ou f est polynômiale avec deg f > s, alors f (s)

6≡ 0. Par (7.3), nous avons

As (z) f (s)(z) = −
k∑

j =0
j 6=s

A j (z) f ( j) (z) .

Alors,

ρ[p,q]As = ρ[p,q]
(
As f (s))

= ρ[p,q]

(
−

k∑
j =0, j 6=s

A j f ( j)
)

6 max
j =0,1,··· ,k, j 6=s

{
ρ[p,q]

(
A j

)}
,

ce qui est une contradiction. Par conséquent, f doit être polynômiale avec deg f 6 s −1.
Maintenant, supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l’équation

(7.3) telle que λ[p,q]

(
1
f

)
<µ[p,q]

(
f
)
. De la formule (7.3) , nous avons

|As |6
∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
|A0|+

k∑
j =1
j 6=s

∣∣A j
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
 . (7.16)

D’après le Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) avec ml (E1) <∞ et une constante
B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E1), nous avons∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣6B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, · · · ,k, j 6= s. (7.17)
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Du Lemme 7.3, il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que
pour tout z vérifiant |z| = r ∉ ([0,1]∪E4), |g (z) | = M

(
r, g

)
et pour r suffisamment grand,

nous obtenons ∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣6 r 2s , (7.18)

où g est une fonction entière satisfaisantµ[p,q]
(
g
)

=µ[p,q]
(

f
)

=µ6 ρ[p,q]
(

f
)

= ρ[p,q]
(
g
)
6

+∞. D’après les hypothèses du Théorème 7.4, il existe un ensemble H avec logdens{|z| :
z ∈ H} > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) tel que pour tout z ∈ H lorsque z →∞, nous avons

|A j (z) |6 expp+1

{
µ logq r

}
, j 6= s, j = 0,1, · · · ,k, (7.19)

|As (z) |> expp+1

{
(ρ−ε) logq r

}
. (7.20)

Posons H1 = {|z| : z ∈ H}\([0,1]∪E1 ∪E4), donc ml (H1) = +∞. Il s’ensuit de (7.16), (7.17),
(7.18), (7.19) et (7.20) pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H1 et |g (z)| = M(r, g ), l’inégalité

expp+1

{
(ρ−ε) logq r

}
6 kBr 2s [

T
(
2r, f

)]k+1 expp+1

{
µ logq r

}
. (7.21)

Du fait que 06µ< ρ, nous avons pour tout ε(0 < ε< ρ−µ) suffisamment petit

exp((1−o(1))expp

{
(ρ−ε) logq r

}
)6 kBr 2s [

T
(
2r, f

)]k+1 . (7.22)

Du (7.22) et du Lemme 3.5, nous avons

ρ[p,q](As) = ρ6 limsup
r→+∞

logp+1 T(r, f )

logq r
= ρ[p+1,q]( f ). (7.23)

D’autre part, d’après les hypothèses du Théorème 7.4, pour r suffisamment grand, nous
avons

|A j (z) |6 expp+1

{
(ρ+ε) logq r

}
, j = 0,1, · · · ,k, (7.24)

et par le Lemme 7.4, pour tout ε> 0 donné, il existe un ensemble E5 ⊂ (1,+∞) de mesure
linéaire finie (et donc de mesure logarithmique finie), tel que pour tout z satisfaisant |z| =
r ∉ E5, nous obtenons

|Ak (z) | ≥ exp
{
−expp

{
(ρ(p,q) (Ak )+ε) logq r

}}
≥ exp

{
−expp

{
(ρ+ε) logq r

}}
. (7.25)

Il s’ensuit de (7.3) que∣∣∣∣ f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣6 1

|Ak (z) |

(
k−1∑
j =1

|A j (z) |
∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0 (z) |
)

. (7.26)

D’après le théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f sous la forme
f (z) = g (z)

d(z) où g et d sont des fonctions entières vérifiant µ[p,q]
(
g
)

= µ[p,q]
(

f
)

= µ 6

ρ[p,q]
(

f
)

= ρ[p,q]
(
g
)
6 +∞ et λ[p,q] (d) = ρ[p,q] (d) = λ[p,q]

(
1
f

)
< µ. Par le Lemme 7.1, il

existe un ensemble E2 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z avec
|z| = r ∉ [0,1]∪E2 et |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous avons

f ( j) (z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o (1)) , j = 1, · · · ,k. (7.27)
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En substituant (7.24), (7.25) et (7.27) dans (7.26), nous obtenons∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣k

|1+o (1)|

6
1

exp
{
−expp

{
(ρ+ε) logq r

}} {
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+1

}
expp+1

{
(ρ+ε) logq r

}

=

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+1

}
exp

{
2expp

{
(ρ+ε) logq r

}}
.

Par conséquent,∣∣νg (r )
∣∣ |1+o (1)|6 kr k |1+o (1)|exp

{
2expp

{
(ρ+ε) logq r

}}
(7.28)

pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2 ∪E5) et |g (z) | = M
(
r, g

)
, r →+∞. De la formule

(7.28) et du Lemme 3.5, nous obtenons

limsup
r→+∞

logp+1νg (r )

logq r
6 ρ+ε. (7.29)

Moyennant l’inégalité (7.29) et le Lemme 7.2 et comme ε > 0 est arbitraire, nous ob-
tenons ρ[p+1,q]

(
g
)
6 ρ. Puisque ρ[p,q] (d) < µ[p,q]

(
f
)
, alors du Lemme 7.6 nous avons

ρ[p+1,q]
(
g
)

= ρ[p+1,q]
(

f
)

. Ce dernier résultat et le fait que ρ[p,q] (As) = ρ 6 ρ[p+1,q]
(

f
)

mènent à ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) . Le Théorème 7.4 est ainsi prouvé.

4 Preuve du Corollaire 7.2

Posons h = f −ϕ telle que ϕ est une fonction méromorphe transcendante avec

ρ[p+1,q]
(
ϕ

)< ρ[p,q] (As) .

D’après le Théorème 7.4, nous avons ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) et par le Lemme 7.7, nous
avons ρ[p+1,q] (h) = ρ[p+1,q]

(
f
)

= ρ[p,q] (As) . En remplaçant f = h +ϕ dans (7.3), nous ob-
tenons

Ak (z)h(k) +Ak−1 (z)h(k−1) +·· ·+A1 (z)h′+A0 (z)h

= −
(
Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
. (7.30)

Posons K (z) = Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ. Comme

ρ[p+1,q]
(
ϕ

)< ρ[p,q] (As) ,

alors par le Théorème 7.4, nous déduisons que ϕ n’est pas une solution de l’équation
(7.3), ce qui implique que K 6≡ 0 et dans ce cas nous avons ρ[p+1,q] (K) 6 ρ[p+1,q]

(
ϕ

) <
ρ[p,q] (As) = ρ[p+1,q]

(
f
)

. Ainsi,

max
{
ρ[p+1,q] (K) , ρ[p+1,q]

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As)

et par le Lemme 7.5, nous obtenons

λ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= λ[p+1,q]

(
f −ϕ)

= ρ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= ρ[p,q] (As) .
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5 Preuve du Théorème 7.5

Supposons que f est une solution rationnelle de l’équation (7.4). Si f est une fonction
rationnelle qui a un pôle à z0 de degré m ≥ 1, ou f est polynômiale avec deg f > s, alors
f (s)(z) 6≡ 0. Par (7.4), nous avons

As (z) f (s)(z) = F(z)−
k∑

j =0
j 6=s

A j (z) f ( j) (z) .

Donc,

ρ[p,q]As = ρ[p,q]
(
As f (s))

= ρ[p,q]

(
F−

k∑
j =0, j 6=s

A j f ( j)
)

6 max
j =0,1,··· ,k, j 6=s

{
ρ[p,q]

(
A j

)
,ρ[p,q] (F)

}
,

ce qui est une contradiction. Par conséquent, f doit être polynômiale avec deg f 6 s −1.

Maintenant, supposons que f est une solution méromorphe transcendante de l’équa-

tion (7.4) telle que λ[p,q]

(
1
f

)
<µ[p,q]

(
f
)

. Par (7.4), nous avons∣∣∣∣ f (k) (z)

f (z)

∣∣∣∣6 1

|Ak (z) |

(
k−1∑
j =1

|A j (z) |
∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0 (z) |+
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣
)

. (7.31)

D’après le théorème de factorisation de Hadamard, on peut réécrire f sous la forme f (z) =
g (z)
d(z) où g et d sont des fonctions entières satisfaisantµ[p,q]

(
g
)

=µ[p,q]
(

f
)

=µ6 ρ[p,q]
(

f
)

=

ρ[p,q]
(
g
)
6 +∞ et λ[p,q] (d) = ρ[p,q] (d) = λ[p,q]

(
1
f

)
< µ. Du Lemme 7.1, il existe un en-

semble E2 de mesure logarithmique finie telle que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ [0,1]∪
E2 avec |g (z) | = M

(
r, g

)
nous avons (7.27). D’après les hypothèses du Théorème 7.5 et Le

lemme 7.4, pour tout ε> 0, il existe un ensemble E5 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie tels
que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E5, nous avons

|Ak (z) | > exp
{
−expp

{
(ρ(p,q) (Ak )+ε) logq r

}}
> exp

{
−expp

{
(ρ+ε) logq r

}}
. (7.32)

D’autre part, pour un r suffisamment grand, nous savons que pour j = 0,1, · · · ,k

|A j (z) |6 expp+1

{(
ρ+ε) logq r

}
, |F(z) |6 expp+1

{(
ρ+ε) logq r

}
. (7.33)

Donc, pour tout ε
(
0 < 2ε<µ(p,q)(g )−ρ(p,q)(d)

)
et r suffisamment grand, nous avons∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =
|F(z)d (z) |∣∣g (z)

∣∣ =
|F(z)| |d (z)|

M(r, g )
.

Alors, ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ 6
expp+1

{(
ρ+ε) logq r

}
expp+1

{(
ρ(p,q)(d)+ε) logq r

}
expp+1

{(
µ(p,q)(g )−ε) logq r

}
6 expp+1

{(
ρ+ε) logq r

}
. (7.34)
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5. PREUVE DU THÉORÈME 7.5

En remplaçant (7.27) , (7.32) , (7.33) et (7.34) dans (7.31), pour z satisfaisant |z| = r ∉
([0,1]∪E2 ∪E5) , r →+∞ et |g (z) | = M

(
r, g

)
, nous obtenons∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣k

|1+o (1)|

6
1

exp
{
−expp

{
(ρ+ε) logq r

}} {
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+2

}

×expp+1

{
(ρ+ε) logq r

}
=

{
k−1∑
j =1

∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o (1)|+2

}
exp

{
2expp

{
(ρ+ε) logq r

}}
.

Par conséquent,∣∣νg (r )
∣∣ |1+o (1)|6 (k +1)r k |1+o (1)|exp

{
2expp

{
(ρ+ε) logq r

}}
(7.35)

pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E2 ∪E5) et |g (z) | = M
(
r, g

)
, r → +∞. De cette

dernière formule et du Lemme 3.5, nous obtenons

limsup
r→+∞

logp+1νg (r )

logq r
6 ρ+ε. (7.36)

Comme ε
(
0 < 2ε<µ(p,q)(g )−ρ(p,q)(d)

)
est arbitraire, en utilisant (7.36) et le Lemme 7.2,

nous obtenons ρ[p+1,q]
(
g
)
6 ρ. Sachant que ρ[p,q] (d) <µ[p,q]

(
f
)

, donc par le Lemme 7.6,
nous avons ρ[p+1,q]

(
g
)

= ρ[p+1,q]
(

f
)

, alors ρ[p+1,q]
(

f
)
6 ρ. D’autre part, par (7.4) nous

avons

|As |6
∣∣∣∣ f

f (s)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣+|A0|+
k∑

j =1
j 6=s

∣∣A j
∣∣ ∣∣∣∣∣ f ( j)

f

∣∣∣∣∣
 . (7.37)

En utilisant le Lemme 3.2, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) avec ml (E1) < +∞ et une
constante B > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ ([0,1]∪E1)∣∣∣∣∣ f ( j) (z)

f (z)

∣∣∣∣∣6B
[
T

(
2r, f

)]k+1 , j = 1,2, · · · ,k, j 6= s. (7.38)

En utilisant le Lemme 7.3, il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ ([0,1]∪E4) et |g (z) | = M

(
r, g

)
et pour r suffisam-

ment grand, nous obtenons ∣∣∣∣ f (z)

f (s) (z)

∣∣∣∣6 r 2s . (7.39)

D’après les hypothèses du Théorème 7.5, il existe un ensemble H avec logdens{|z| : z ∈
H} > 0 (ou ml ({|z| : z ∈ H}) = +∞) tel que pour tout z ∈ H, les inégalités (7.19) et (7.20)
soient vérifiées. Posons δ = ρ[p,q] (F). Alors, pour tout ε (0 < 2ε< ρ−δ), nous avons

|F(z) |6 expp+1

{
(δ+ε) logq r

}
. (7.40)
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6. PREUVE DU COROLLAIRE 7.4

Donc, pour tout ε
(
0 < 2ε< min

(
µ(p,q)(g )−ρ(p,q)(d)

)
,ρ−δ) et r suffisamment grand, nous

obtenons ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =
|F(z)d (z) |∣∣g (z)

∣∣ =
|F(z)| |d (z)|

M(r, g )
.

Alors, ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ 6
expp+1

{
(δ+ε) logq r

}
expp+1

{(
ρ(p,q)(d)+ε) logq r

}
expp+1

{(
µ(p,q)(g )−ε) logq r

}
6 expp+1

{
(δ+ε) logq r

}
. (7.41)

Posons H1 = {|z| : z ∈ H}\([0,1]∪E1 ∪E4) , donc ml (H1) = +∞. En remplaçant (7.19), (7.20),
(7.38),(7.39), (7.40) et (7.41) dans (7.37), pour z satisfaisant |z| = r ∈ H1, r →+∞ et |g (z) | =
M

(
r, g

)
, nous obtenons

expp+1

{(
ρ−ε) logq r

}
6 Br 2s (

T
(
2r, f

))k+1 (expp+1

{
(δ+ε) logq r

}
+k expp+1

{
µ logq r

}
). (7.42)

L’inégalité (7.42) et le Lemme 3.5 mènent à ρ≤ ρ[p+1,q]
(

f
)

. Ceci et le fait que ρ[p+1,q]
(

f
)
6

ρ donnent ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) = ρ. Comme

max
{
ρ[p+1,q] (F) , ρ[p+1,q]

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) ,

alors par le Lemme 7.5, nous obtenons

λ[p+1,q]( f ) = λ[p+1,q]( f ) = ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) .

Le Théorème 7.5 est donc prouvé.

6 Preuve du Corollaire 7.4

Posons h = f −ϕ telle que ϕ est une fonction méromorphe transcendante avec

ρ[p+1,q]
(
ϕ

)< ρ[p,q] (As) .

D’après le Théorème 7.5, nous avons ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As) et par le Lemme 7.7, nous
avons ρ[p+1,q] (h) = ρ[p+1,q]

(
f
)

= ρ[p,q] (As). En remplaçant f = h +ϕ dans (7.4), nous ob-
tenons

Ak (z)h(k) +Ak−1 (z)h(k−1) +·· ·+A1 (z)h′+A0 (z)h

= F(z)−
(
Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
. (7.43)

Posons

G(z) = F(z)−
(
Ak (z)ϕ(k) +Ak−1 (z)ϕ(k−1) +·· ·+A1 (z)ϕ′+A0 (z)ϕ

)
.

Si ρ[p+1,q]
(
ϕ

) < ρ[p,q] (As), alors par le Théorème 7.5, nous déduisons que ϕ n’est pas
une solution de l’équation (7.4), ce qui implique que G 6≡ 0. Dans ce cas nous avons
ρ[p+1,q] (G)6 ρ[p+1,q]

(
ϕ

)< ρ[p,q] (As) = ρ[p+1,q]
(

f
)
, donc

max
{
ρ[p+1,q] (G) , ρ[p+1,q]

(
A j

)(
j = 0,1, · · · ,k

)}< ρ[p+1,q]
(

f
)

= ρ[p,q] (As)

Du Lemme 7.5, nous obtenons

λ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= λ[p+1,q]

(
f −ϕ)

= ρ[p+1,q]
(

f −ϕ)
= ρ[p,q] (As) .
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7. CONCLUSION

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé quelques travaux de Long et Zhu [63] et de nos
résultats de [67] d’un ordre p− itératif à l’ordre [p, q] où nous avons étudié la croissance
des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires homogènes et non ho-
mogènes d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions entières d’ordre [p, q]
fini.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons constaté l’efficacité des outils puissants de la théorie
de Nevanlinna comme la fonction caractéristique, le premier théorème fondamental de
Nevanlinna et même le théorème de factorisation de Hadamard. Ces techniques nous
ont permis d’améliorer quelques résultats obtenus par plusieurs chercheurs concernant
les équations différentielles linéaires dans le plan complexe.

Dans un premier temps, nous avons considéré les solutions méromorphes des équa-
tions différentielles linéaires d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions
méromorphes. Nous avons montré quelques nouvelles propriétés sur l’hyper ordre des
solutions méromorphes non nulles dont les pôles sont de multiplicité uniformément bor-
née pour les équations différentielles linéaires homogènes. Pour les équations différen-
tielles linéaires non homogènes, nous avons prouvé qu’il existe au plus une solution ex-
ceptionnelle d’ordre fini, et toutes les autres solutions sont d’hyper ordre fini. Ensuite,
nous nous sommes intéressé à l’ordre itératif de ces solutions en considérant un coeffi-
cient dominant arbitraire.

Dans un second temps, nous avons étudié la croissance des solutions des équations
différentielles linéaires d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions entières.
Nous avons obtenu des estimations générales de l’ordre p-itératif et de l’exposant de
convergence itératif des zéros de ces solutions. Nous avons aussi donné quelques infor-
mations sur l’exposant de convergence itératif des zéros des dérivées d’ordre arbitraire de
ces solutions.

Dans la dernière partie de ce travail, nous avons pensé à généraliser quelques résultats
cités ci-dessus en considérant le concept de l’ordre [p, q].

Enfin, on propose quelques questions et problèmes ouverts.

Problème 1. Que peut on dire sur l’ordre des solutions de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1 (z)eP(z) f (k−1) + ...+A0 (z)eP(z) f = eP(z)F1 (z)+eQ(z)F2 (z) ,

où P (z) et Q (z) sont des polynômes, A j ( 6≡ 0)
(

j = 0,1, ...,k −1
)

et Fi (i = 1,2) sont des fonc-
tions méromorphes d’ordre fini ?

Problème 2. Peut-on obtenir des résultats analogues au chapitre 7 en considérant des
coefficients fonctions méromorphes ?
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Résumé

La croissance et l’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires sur
le plan complexe est l’une des questions ouvertes en analyse complexes. Cette dernière
est notre motivation initiale de cette thèse, par suite, ce travail est dévoué à l’étude des
propriétés des solutions de certaines équations différentielles à coefficients fonctions de
la variable complexe.

Dans la première partie de cette thèse, nous étudions la croissance des solutions mé-
romorphes des équations différentielles linéaires homogènes et non homogènes d’ordre
supérieur dans le plan complexe dont les coefficients sont des fonctions méromorphes.
Nous portons notre étude sur l’hyper ordre et l’ordre p-itératif en considérant un certain
coefficient dominant.

Dans la deuxième partie, nous nous intéressons aux équations différentielles linéaires
homogènes et non homogènes à coefficients fonctions entières. Sous certaines condi-
tions sur les coefficients fonctions entières, nous obtenons des estimations sur l’ordre
p-itératif et l’exposant itératif de convergence des zéros des solutions. Ensuite, nous don-
nons quelques informations sur l’exposant itératif de convergence des zéros des dérivées
d’ordre arbitraire de ces solutions.

La dernière partie de ce travail est dédiée à une généralisation de certains résultats
cités précédemment en utilisant le concept d’ordre[p, q].

Mots-Clés. Fonctions entières, croissance de solution, équations différentielles linéaires,
fonction méromorphe, ordre itératif.



Abstract

The growth and oscillation of solutions of linear differential equations on the complex
plane is one of the open questions in complex analysis. The latter is our initial motivation
for this thesis, as a result, this work is devoted to the study of the properties of the solutions
of certain differential equations to the coefficients of the complex variable.

In the first part of this thesis, we study the growth of meromorphic solutions of homo-
geneous and non homogeneous linear differential equations of higher order in the com-
plex plane whose coefficients are meromorphic. We carry our study on the hyper order
and p -iterative order by considering a certain dominant coefficient.

In the second part, we are interested in homogeneous and non homogeneous linear
differential equations to the integer coefficients. Under certain conditions on the integer
coefficients, we obtain precise estimates on the p-iterative order and the iterative conver-
gence exponent of the solutions. We then give some information on the iterative exponent
of convergence of the derivatives of arbitrary order of these solutions.

The last part of this work is dedicated to a generalization of some results cited above
by using the concept of [p, q] order.

Key Words. Integer functions, solution growth, linear differential equations, meromor-
phic function, iterative order.



 

 

 الملخّص

 

 احدة منو هي المركّب المستوى في الخطّية التّفاضلية المعادلات حلول تدبدب و إنّ تزايد

 ونتيجة ، الأطروحة لهذهالأوّل  دافعنا هذا  ويعتبر المركّب التّحليل في المفتوحة الأسئلة

 ذاتالتّفاضلية  المعادلات بعض حلول خصائص لدراسة مخصّص العمل هذا ، لذلك

.ركّبم لمتغير المركب المتغير ذات دوال معاملات  

 ليةتفاض لمعادلات  الميرومرفية الحلولتزايد  ندرس ، الرّسالة هذه من  الأوّل الجزء في

 عاملاتهام  التّي و المركّب المستوى في الأعلى الرّتبة من متجانسة و غير متجانسة خطّية

 باعتماد اريةالتّكر الرّتبة الثانية و الرتبة تحديد على دراستنا نركّز نحن .ميرومرفية دوال

.معين مهيمن معامل   

 ات معاملاتذ المتجانسة والغير الخطّية المتجانسة المعادلات بدراسة نهتم الثّاني، الجزء في

تبة للرّ   تقريبات دقيقة على نحصل ، المعاملات على معينة شروط تحت .دوال شاملة 

الأس  ثم نعطي بعض المعلومات عن،  الحلول لهذه للتقارب التّكراري الأس التّكرارية و

.الحلول لهذه كيفية درجات ذات لمشتقات للتّقارب التّكراري     

  تخدامسابقا باس المذكورة النّتائج بعض لتعميم مخصص العمل هذا من الأخير الجزء في

[P,q]    النّظام مفهوم 

الرئيسية الكلمات  

ة، الرّتبة ، المعادلات التّفاضلية الخطّية، الحلول الميرومرفيالحلول تزايد ،الشاملة الدوال 

 التّكرارية.
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