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Introduction

0.1 Objectif principal de la thése

On considére, dans un espace de Banach complexe X, les équations différentielles opéra-
tionnelles ou abstraites (en abrégé EDA) d’ordre deux de type elliptique avec des conditions
aux limites de type Robin, dans un cadre non commutatif entre A et H. On entend ici par
EDA, des équations différentielles & coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés)
sur 'espace X.

Les problémes aux limites que 1’on se propose d’étudier ici, consistent en 1’équation
différentielle

u’(x) + Au(r) — wu (z) = f(2), z € (0,1), (1)
dans deux situations trés différentes dont chacune comporte des difficultés :

1. Premiére situation : Les conditions aux limites sont de type Robin généralisé (c-a-d il
y a un opérateur non borné H rendant délicat 1’étude de I’équation) :

(dopm-

2. Deuxiéme situation : Les conditions aux limites sont non locales & coefficient opéra-

teur :
{ w(0) = up, )

u (1) + Hu' (0) = uyp.

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines respectifs D(A)
et D(H), ug, ur, u1p et do sont des éléments donnés dans X et w est un parametre spectral
positif. Notre étude se fera dans deux espaces de Banach de géométrie différente, lorsque le
second membre f appartient & I'une des deux classes suivantes :

LP(0,1; X) avec 1 < p < o0,
et
C?([0,1]; X) avec 0 < 6 < 1.

On s’intéressera a l'existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution classique
pour les Problémes (1)-(2) et (1)-(3) sous des conditions nécessaires et suffisantes de com-
patibilité des données wug, u1, uo1, do et f. Pour des raisons de commodité, on va traiter
I'équation (1) avec la notation

Ao, =A—-wl, w=N0.

La principale difficulté et originalité de ce travail réside dans le fait que :

1. les opérateurs A et H ne commutent pas,

2. les conditions aux limites contiennent des opérateurs non bornés.



0.2 Apercu historique

0.2.1 Cadre commutatif

Dans une série d’articles a partir de 2004, les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot,

H. Tanabe et A. Yagi (voir [17], [18] et [19]) se sont intéressés a I’équation différentielle
opérationnelle

u”’(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) = f(z), z € (0,1), (4)

sous des conditions aux limites de type Dirichlet
U(O) = Uy, u<]') = Ur, (5>

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés, dans un espace de Banach complexe X,
vérifiant Pellipticité de Krein (voir [30]) pour 'opérateur A — B? et certaines hypothéses de
commutativité. Deux cadres ont été développés :

fel?P0,1;X), 1<p<oo,

et
fec(0,1];X), 6€0,1[.
Par la suite, a partir de 2008, les auteurs M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot

et A. Medeghri (voir [4], [5], [6] et [7]), ont étudié I’équation (4) mais cette fois-ci avec des
conditions aux limites de type Robin généralisé

(- ®

ol H est un opérateur linéaire fermé sur X. Ici aussi, I’étude a été réalisée dans les
espaces LP (0,1; X), 1 < p < oo et C?([0,1]; X) avec 6 €]0,1[. Les auteurs ont considéré

1
les cas ot B génére un groupe fortement continu sur X et celui ou L := B — (B? — A)? et

M :=-B—(B* - A)% génerent des semi-groupes analytiques sur X, commutent entre eux.

De méme en 2013 et 2015, les auteurs H. Hammou, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri
(voir [25] et [26]) ont traité le Probléme (1)-(3) dans les deux espaces cités auparavant. Ils
considérent dans leur étude, en plus d’autres hypothéses, la condition de commutativité
suivante :

V¢ e D(H): A VHC = HA™'C.

0.2.2 Cadre non commutatif

Dans les deux articles [15] et [16] apparus en 2012 et 2013, les auteurs A. Favini, R.
Labbas, S. Maingot et M. Meisner ont étudié les deux problémes

u'(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) = f(2), r € R,

{ u'(z) + 2Bu/ () + Ayu(x) = f(z), z € (0,1),
w(0) =ug,  u(l) =u.



Pour cela, ils les ont réécrit sous forme
1
u' (@) + (L = M) ' () + 7 (Lo = My)* = (L + My)?) u(z) = f(x), z€R
et

{ u'(r) + (L, — M) u'(z) + i ((Lw - Mw)2 — (Lo + Mw)z) u(z) = f(x), z €(0,1),
w(0) =wug,  u(l) = uy,

L, — M, C 2B,
1
_5 (MwLw + Lwa) C Awy
et L,M, # M,L,.

En particulier, et sous 'hypothése qui permet de définir (B? — A,,)
et M, sont définis comme suit

=

, les opérateurs L,

N[

L,=B— (B*-A+wl)?, M,=-B— (B*—A+wl)*.

En 2017, les auteurs M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et K. Ould Melha (voir
[9]), ont étudié le Probléme (4)-(6) dans un cadre non commutatif, c’est-a-dire lorsque les
opérateurs A et B ne commutent pas au sens des résolvantes.

0.3 Description des chapitres et résultats principaux

Cette thése comporte quatre chapitres.

Le premier chapitre est dédié aux rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans cette thése tels que des notions d’analyse fonctionnelle, certains résultats classiques
sur la théorie des semi-groupes, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires
d’opérateurs et les intégrales de Dunford.

Le deuxiéme chapitre traite le Probléme (1)-(2) lorsque f € L? (0,1; X), 1 < p < oc.
Apreés avoir construit une formule de représentation de la solution grace & un raisonnement
heuristique, on donne les conditions nécessaires et suffisantes d’existence, d’unicité et de
régularité optimale d’une solution classique du Probléme (1)-(2), c’est-a-direc’est-a-dire une
fonction u vérifiant

i) u € W2P(0,1; X) N LP(0, 1; D(A)),
it) u(0) € D(H),
i11) u satisfait (1)-(2).

Plus précisément, on suppose que
X est un espace de type UMD. (7)

et qu’il existe un réel positif fixé wy tel que les opérateurs linéaires fermés A,,, et H vérifient

ACH) > 0: [0, 400] C p(Au,),
_ -1 8
et il;% H/\ (Awy — M) Hc(X) < O, (8)



cette hypothése implique que 'opérateur

Qwo = - <_Awo)1/2 )

existe et génére un semi-groupe analytique (erWO)pO ( voir A. V. Balakrishnan [1]).

>

< Cebalsl (9)

(~Aun)® € LX) et ||(=Au)”

{ 304 €]0,x[,3C > 1:Vs € R,

v €]0,3[,3C > 0:Vu > 0, D(Ay,) C D (H)

) C 10
ot |[H (Auy = nD) " px) < oo T (10)

et aussi, pour 1 < p < oo, I’hypothése suivante :

Qus (Quy = H) ™ [(D(Qun) X1 ] € (D (Qua)s Xy = (DA, X) 21 oo (1)

N

Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif (voir
Cheggag et al. [7], p. 63). On suppose qu’il existe une solution u au Probléme (1)-(2) et on
remplace uy, dy et f dans la solution du cas commutatif par uj, dj et f* et pour obtenir la
représentation finale de la solution w, il faudra calculer ces inconnus.

Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant :

Théoréme 0.1 On suppose que (7)~(11) soient vérifiées. Soit f € LP(0,1;X), 1 < p <
o0o. Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Le Probléme (1)-(2) admet une unique solution classique u c’est-a-dire
u€ W (0,1; X)NLP(0,1; D (A)), 1 <p < oo,

u(0) € D (H) et u vérifiant le Probléeme (1)-(2).

I dy, uy € (D(A),X)%,p, 1<p< oo,

avec

L, = (Qw_H)+(Qw+H)€2Qw'

Le Probléme (1)-(2) est aussi traité pour le cas w = 0.
Le troisiéme chapitre concerne 1’étude du Probléme (1)-(2) mais cette fois-ci dans un
cadre holdérien, c’est-a-dire

fec’(0,1];X), 0<0<1.

On s’intéressera a 'existence et I'unicité d’une solution classique du Probléme (1)-(2) ,
c’est-a-dire une fonction u telle que

ue C*(0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),



u(0) € D (H) et u satisfaisant le Probleme (1)-(2) ainsi qu’a la régularité maximale de la
solution classique u, c’est-a-dire

u’, Aue C?([0,1];X), 0< 6 < 1.

Les hypothéses considérées dans cette partie sont les suivantes :
On suppose qu’il existe un réel positif fixé wy tel que, pour tout w > wy, les opérateurs
linéaires fermés A, et H vérifient :

{ 10, +00[ C p(Ay), ker(A4,) = {0}, Im(4,) = X, 12)
et sup ||\ (A, — M) 7* < 400, 12
A;g [A( ) H.c(X)
cette hypothése implique que, pour tout w > wy, Q, = — (—Aw)l/ ? existe et génére un
semi-groupe analytique généralisé (eIQW)DO ( voir A. V. Balakrishnan [1]).
On suppose également
D(A)c D(H), (13)
Jv €0, 5[, Vw = wp, 3C > 0: Vu >0,
(14)

-1
et [H (A = D) ooy < i

les hypotheéses (12)~(14) nous assurent l'existence de w* tel que, pour tout w > w*, les
opérateurs A, et II, sont inversibles avec

Ay =(Q,— H) +e* (Q, + H)
I, = (Qu— H) + (Qu + H) *%,

on suppose aussi que

vf S D(Qw)7 QwA;lg S D(Qw)’ QiA;1€ S (D(A)7X)1—(9/2),oo : (15>

Dans le cadre commutatif, les opérateurs A, et I, sont égaux sur le domaine D(Q),). Les
résultats principaux de ce chapitre sont :

*

Théoréme 0.2 On suppose (12)~(15). Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w > w*,
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (1)-(2) admet une unique solution classique.

2. uy, U 'dy € D(A) et

{ Ayur = (1) € D(Qu) = D(A),
AMG dy = f(0) € D(Qu) = D(A).

*

Théoréme 0.3 On suppose (12)~(15). Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w > w*,
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (1)-(2) admet une solution classique et unique u qui satisfait la propriété
de la régularité maximale

u’, Ague C?([0,1];X), 6<€]o,1[.
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2. uy, U dy € D(A) et

{ Asur = f (1) € (D(A), X)1_(g2).00» 0 €]0,1],
Awnildo—f(o) ( ( )7 ) (6/2),00 > 66]071['

Dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse, cette fois-ci, pour w > wy, au probléme
suivant :

" () + Au () —wu (z) = f (), @€]0,1]
u (0) = ug (16)
Hu' (O) +u (1) = U1,0-

On s’intéresse a l'existence, I'unicité et la régularité maximale de deux types de solutions

du Probleme (16) :
— Une solution classique du Probléme (16), c’est-a-dire une fonction u vérifiant

i) uwe W(0,1; X) N LP(0,1; D(A)),
i1) v'(0) € D(H),
i11) u satisfait (16).

— Une solution semi-classique du Probléme (16), c’est-a-dire une fonction w vérifiant,
pour tout € €]0, 1]

i)ue W (0,1 —g; X)NLP(0,1—¢g;D(A)NWH(0,1; X)
i1) v'(0) € D(H)
i41) u satisfait (16).

Les hypothéses sur les opérateurs A et H sont :

X est un espace de type UMD, (17)

{ A,, est un opérateur linéaire fermé dans X, [0,4o00[ C p(Ay,),

18
et s/.\t;% A (Awy ||L(X) < 00, (18)

VSGR AOWEIMX)aHC>1ﬁMOENJ[
(=2 < Ol (19)
L(X) X )
H est un opérateur linéaire fermé dans X, (20)
N D (A%) c D(H), (21)
k=1
et
((D(4),X);,) €A (D(A), %), (22)
ou

Ay i=1—¢e*% —2HQ,e%.

Lorsque A, est un opérateur inversible, I’hypothése précédente est équivalente &

A (D), X)) € (D). %),

w 2p° 2p P

On donne alors une représentation formelle de la solution dont ’analyse nous permet
d’obtenir le principal résultat de cette section
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Théoréme 0.4 On suppose (17)~(22). Soient ug,u19 € X et f € LP (0,1, X) avec 1 < p <
oo. Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w > w*, le Probléme (16) admet une unique :

1. solution semi-classique u si et seulement si

UQ€<D<A) X) e
Quuo — [ e« f )dsED( ) et

A [um— <Qwu0— /O Swa(s)ds)} e (D(A), X)), .

A %""

2. solution classique u si et seulement si

Ug € (D(A),X)l

2
1 P’

Qwuo—/ e f(s)ds € D (H) et

A {u_ 1 (Quun— [[eos)as)| e (). X,

2p

P

ot
Ay =1—e% —2HQ,e%.

Le Probléme (16) est aussi traité pour le cas w = 0.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs :

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés
Soient X, Y et Z des espaces de Banach.

Définition 1.1 On dit qu’un opérateur A, défini de X dansY est borné si
D(A) =X etsup ||AL]| < +o0.

l€l<t

Définition 1.2 On note L(X,Y) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de
lespace vectoriel normé X dans l’espace vectoriel norméY. L (X,Y) est un espace normé et
sa norme est définie par

[ Azl

1Al £x vy = sup = sup |[|Azlly = sup [Azf,, VA€ L(XY).

eX [zllx  Jalle< lall =1

On note L (X, X) :=L(X).

Proposition 1.1 L£(X,Y) est un espace de Banach si et seulement si'Y est un espace de
Banach.

Proposition 1.2 Soit A € L(X). Si ||Alzx) <1 alors (I — A) est inversible dans L (X)
et (I —A)"=> A"
n=0

Définition 1.3 Soient (A, D (A)), (B, D (B)) deuz opérateurs linéaires de X dans Y. On
dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

{ D(A)c D(B),
Ve e D(A), Az = Bux.

Définition 1.4 Soient A : D(A) C X — Y et B: D(B) C Y — Z deuz opérateurs
linéaires. On peut définir 'opérateur BA par

{ D(BA)={z € D(A): Az € D(B)},
(BA)z = B(Az),  x € D(BA).

12
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Définition 1.5 On définit le commutateur de deux opérateurs A et B sur X par

{ D(A,B)={peD(A)ND(B): Ap € D(B) et By € D(A)},
[A, Bl = ABp — BAyp, € D([A, B)).

Définition 1.6 On appelle ensemble résolvant de A, [’ensemble
p(A)={AeC:(A—A) est inversible a inverse borné dans L (X)}.
Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si A € p(A) on définit Ry (A) la résolvante de A au point A par
Ry (A) = (A= X",

2. 0(A) =C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o (A) est appelé valeur
spectrale de A.

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.7 Un opérateur linéaire A: D (A) C X — Y est dit fermé si et seulement si,
pour toute suite {x,},.y C D (A) telle que

T, — x, dans X
n—-+o0o

Ax, —y, dans,

n—-+4o0o

onax e D(A) et Ax =y.

Proposition 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l'application Ry : X\ €
p(A) — Ry (A) = (A= \)"" est analytique sur p(A).

Proposition 1.4 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L (X,Y) l'opérateur A+ B : D (A) C
X — Y est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A~! est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D (A) est fermé dans X alors A est
continu de D (A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu sur D (A) C X, alors A est fermé si et seulement si, son
domaine est fermé.

5. Si p(A) # @, alors A est fermé.

Proposition 1.5 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) C D (B). Alors BA € L(X).
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Preuve. I est clair que BA est définit sur X. Soit (x,),.y une suite d’éléments de X
telle que

Ty, — T, dans X

n—-+0o0o

(BA)z, —y  dans X.
n—-+o00

Alors, comme Im (A) C D (B), (Ax,), oy est une suite d’éléments de D (B) et comme
AeL(X),ona:

Az, — Az, dans X,
n—-+00
B (Axz,) — vy, dans X,
n—-4o00

B étant fermé on a donc
Az € D(B) et B (Ax) =y,
d’ou
re D(BA) et (BA)xz=uy,

de la définition 1.7, on déduit que B A est un opérateur fermé et défini sur X, par conséquent,
selon le point 3. de la proposition 1.4, BA € L (X).

1.1.3 Opérateurs sectoriels

Définition 1.8 Soit 0 < w < 7. On définit le secteur suivant
S, ={z€ C\{0} : Jargz| < m —w}.
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
p(A4) D S.,

et

sup H)\ (A= < +00,

-1
s, ) ||L(X)

(voir Pazy [37]).

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.9 Soit {G (t)},., une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0) = Iy,
2. Vs,t e R G(t+s)=G(t)G(s).

Lorsque la famille {G ()}, est définie pour ¢ € R, et que la deuxiéme propriété est vérifiée
pour tout s, ¢t de R on dira qu’on a un groupe.
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Définition 1.10 On dit qu’un semi-groupe {G ()}, est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — G (t) x de RT dans X est continue, c’est-a-dire pour
tout r € X

lim |G (t)z —x = 0.

Tim G (1) — ol

On dit aussi que {G (t)},5, est un Co semi-groupe.

Définition 1.11 Un semi-groupe (G (t)),», est appelé semi-groupe uniformément continu
d’opérateurs linéaires bornés si

lim (|G (t) = Il (x) = 0.

Proposition 1.6 Si {G (t)},., est un semi-groupe fortement continu alors il eviste deur
constantes M > 1 et w > 0 telles que

IG ()l gx) < Me, vt > 0.

1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.12 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G (t)},-,, 'opéra-
teur A défini par

D(A) = {cp € X: lim % e:m'ste},

h—0+
Ap = lim —G(h)go—go

D(A).
h—0+ h ’ v € D(4)

D (A) est non vide (0 € D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X. A est linéaire de
D (A) dans X.

Proposition 1.7 Si (A, D (A)) est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {G (t)},- |
alors

1. A est linéaire fermé de domaine D (A) dense dans X.

2. lw,4o00[ C p(A) et VA € Jw, +00], pour tout n € N\ {0},

M
<

[A=AD" ey < =iy

ou M >21letw>=0.

1.2.3 Semi-groupes analytiques

T
On définit, pour tout 0 < a < 5 le secteur

Yo :={2€C\{0}:|argz| < a}.
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Définition 1.13 Soit 0 < a < g Une famille {G (2)} .5, d’éléments de L (X) forme un

semi-groupe analytique de type o dans X, un espace de Banach compleze, si elle vérifie les
conditions suivantes :

1. G(0) =1,
2.V 21,29 € Xy, tel que 21 + 25 € X, G (21 + 22) = G (21) G (22) ,
3. Vz e X, :llirllj G(z)z =z,
2€3,
4. Dapplication z — G (z) est holomorphe sur ¥,.

Le théoréme suivant est un résultat de Balakrishnan [1]. Il donne une propriété trés
importante utilisée dans cette thése.

Théoréme 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé o domaine dense D (A

~—

dans X tel que

M
. ~1
10, +o0[ C p(A) et AM >0: VA >0, |[(A— \I) HC(X) <5
Alors, il existe un secteur Y5, 0 < § < g, tel que
1 M
S5 C p(A) et VA€ S5, ||(A = M) HE(X) < ok

De plus, opérateur (—A)% est bien défini et il existe un secteur Yo /2 avec 0 < o <
que

| S

)

Yatns2 Cp (_ (_A)%> )

et — (—A)% géneére un semi-groupe analytique.

1.3 Les espaces d’interpolation

On donne ici certaines caractérisations des espaces d’interpolation dont on rappelle ci-
dessous les principales (voir [11], [10] et [32]).

Définition 1.14 Soit X un espace de Banach. On désigne par LY (Ry; X) avec p € [1, 400,
l’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R

et telles que
([ wors) =
0

avec la modification habituelle pour p = +oc.

LE(Ry3x) < 700,

Définition 1.15 Soient (X, |.||,) et (X1, ||.|;) deuz espaces de Banach s’injectant contind-
ment dans un espace topologique séparé X.
Pour p € [1,+00] et 8 €]0,1[, on dit que x € (X, Xl)e,p si et seulement si

i)Vt > 0,3z (t) € Xo, Tz1 (t) € Xy tel que x = o (t) + 21 (1),
i)t %z € LP (Ry; X)), t' %, € L2 (Ry; X,) .
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Proposition 1.8 (X, N X, ||.||X00X1), (Xo + X, ||.||X0+X1) et <(X0,X1)97p, ||.||97p> sont desl

espaces de Banach pour les normes respectives

{ 2] xonx, = 2l x, + ll2lly, sz € Xon X,

l#llyix, =, ont (ol + lonlly,) siw & Xo X,
et
= i —0 1-0
||IH0,p B ui:RJri%(fi,i:o,l (Ht x()] LE(R+;Xo0) + Ht xl‘ L%Z(R+;X1)> ’
Vt>0,z=zq(t)+xq(t)
ST T € (Xo, Xl)@,p’
et de plus

XoNX; C (XO,Xl)e,p C Xo+ Xy,

avec injections continues.
Notons que (Xo, X1)y,, = (X1, X0), 4, -

1.3.1 Quelques espaces d’interpolation particuliers

Définition 1.16 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X, muni de sa

norme du graphe :
Ve DA, |zllpay = llzlx + 1Azl -

En suivant les notations de P. Grisvard [11], pour p € [1,+00] et 0 < 8 < 1, on pose alors
DA (07p) = (D(A)v X)l—@,p :

Quand 'opérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de D4 (0, p) comme suit :

Proposition 1.9 Soient p € [1,4+o0], 0 < 6 < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A).

1. Supposons que p (A) D RY et qu’il existe une constante C' > 0 telle que

_ C
e >0, [[(A—tD) 7|y, < -

alors
Di(0,p)={reX: "A(A—tD) 'z e ’Ry;X)},

(voir G. Da Prato et P. Grisvard [11]).

2. Si A génere un semi-groupe fortement continu et borné dans X
a0 p)={zeX: t (M -Tzel?(Ry;X)},

(voir Lions [33]).

3. St maintenant A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors

Dy(0,p)={zeX: t" Az e L (R:; X)}.
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Notons que, d’aprés G. Da Prato et P. Grisvard (voir [11], page 383), on a
D m (0,p) = D4 (mb,p),
avec m € N* ' pe[l,+oo] et 0 <0< 1.

Remarque 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. Quand [’'opé-
rateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de donner, pour

m > 1, des caractérisations explicites de (D (A™),X), ., ,- On a

(D (Am> >X)1/mp7p = DAm (1 - l/mpap) )
(voir P. Grisvard [20]) et grace a la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [32]), il s’ensuit
pour m > 1

Dam (1=1/mp,p) = Da(m—1/p,p)
= Dy(m—1+(1—1/p),p)
- {(p eD (Amfl) AT p e (D(4) ’X)l/p,p}

= D@ ’X>(m—1)+1/p7p‘
En particulier, on pose alors m = 2 | en suivant les notations de P. Grisvard [20]
(D (A%) . X),,,, = Daz(1-1/2p,p) (1.1)
= (D (A) ) X)1+1/p7p

= {peD(): Ap e (D(4),X),,,} cD(4).

1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplets d’espaces d’interpolation (Xo, X1, X) et (Y, Y1,Y) et un opé-
rateur linéaire 7" de X dans Y. Alors on a le Théoréme suivant :

Théoréme 1.2 On suppose que les restrictions de T aux espaces X; a valeurs dans Y; sont
linéaires continues. Alors, pour tout 0 < 0 < 1 et p € [1,+00], Uopérateur T est linéaire
continu de (XOaXl)gm dans (Y(),Yl)em et

< OIT g

6
HT|’E((Xo,Xl)g,p,(Yo,Yl)g,p) L(X0,Yo) ”Tuﬁ(xl,yl) :

1.4 Les espaces UMD

On considére un espace de Banach X.
Définition 1.17 Pour ¢ €]0, 1] et p €]1, +o0[, on définit l'opérateur
H. € L(IP (R; X)),
par

Vie L’ (R; X), (Hgf)(x):l/|| lwds, p.p. v € R,

™ S
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Définition 1.18 X est appelé espace UMD ( Unconditional Martingale Differences), s’il
existe p €]1,400] tel que

Ve LP(R; X), lirélj-{gf existe dans LP (R; X) . (1.2)

Dans ce cas, application

H: [P(R;X) — LP (R; X)
f — H f=lmH.f

e—0t

est un élément de L(LP (R; X)), appelé la transformée de Hilbert sur LP (R; X).
Notons que si X est un espace UM D alors (1.2) est vraie pour tout p €]1,400].

Corollary 1.1 Un espace de Banach X est un espace UMD si est seulement si pour tout
p (1 < p < 0), la transformation de Hilbert est continue de LP (R; X) dans lui-méme.

Exemple 1.1 ] est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach classiques
qui ont la propriété UMD

Tout espace de Hilbert est UM D.

Tout espace isomorphe a un espace UMD est UMD.

Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est UMD.

e v~

Si les espaces X et Y sont UMD alors les espaces interpolés (cas réel (X,Y),  ou
complexe [X,Y], ) sont des espaces de type UMD avec 1 < p < oc.

5. Tous les espaces construits sur LP (R; X), 1 < p < oo, tel que X est un espace de type
UMD sont de type UMD.

1.5 Les espaces de Holder

Définition 1.19 Soient X un espace de Banach complezxe et C ([0,1]; X) l’espace de Banach
des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans X muni de la norme

£ ey = masx 17 (0

L’ensemble des fonctions 0-holdériennes de [0, 1] dans X est défini par

€ ([0.1): X) = {f ec(i:x)) sp WOZTW +oo}.
t—s£0;t,5€[0,1] |t — s
Proposition 1.10 Soit 6 €]0,1[. Alors
O ((0,1); X) € C° (0,1]; X) € € (0,1]; X)..

Proposition 1.11 C? ([0,1]; X) avec § €]0,1[ est un espace de Banach muni de la norme
’l"|09([071];x) déﬁnZG par

1£(t) = f(s)llx
/ x = If xy+  sup .
I ||09([0,1],X) | ||C([0,1],X) et t— s|9
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1.6 Quelques résultats importants

On a regroupé ici les résultats techniques utiles pour traiter les EDA.

Proposition 1.12 Soit Q un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur X,
(efQ) s TOT nécessairement continu en 0.
1. Soient 0 €]0,1] et ¢ € X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) eCp e C?([0,1];X).
(b) ¢ € (X, D(Q))g = (D(Q); X);_g o -
2. Soit £ € X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
(i) e9¢e C([0,1];X).

(i) £ € D(@).
3. Soient § €]0,1] et g € C?([0,1]; X). On pose

wi(o.g) = [ e (s, 2 € 0.1).
0
Alors wy (., 9) € C?([0,1]; X) et il existe K > 0 tel que

s (‘79)”09([0,1];X) S K ||g||00([0,1];x)'

4. Soient 0 €]0,1] et g € C?([0,1]; X). On pose

ws (. g) = / TR (g(s) — g(0)) ds, z € [0.1],

alors wy (., g) € C10([0,1]; X)n C?([0,1]; D(Q)) .
5. Soient § €]0,1[, g € C?([0,1]; X) et p € X. On pose
wizip.g) =t [ (s, 1€ 0,1
0
alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
(&) w(.,p,g) € C™*([0,1];X)N C?([0,1]; D(Q)).

(b) ¢ € D(Q) et ¢g(0) +Qyp € (X, D(Q)) o -
En particulier, si p = O0x et g(0) € (X, D(Q))po, 0 <0 < 1. Alors il eziste K > 0
tel que

||QU} ('7 @79)”09([071];)() < K ||9||Ce([071];X) .
6. Soient 0 €]0,1] et g € C?([0,1]; X). Alors

1=Q [ e (g(5) = 9(0) ds € (X.D(Q)y .-

En posant g = g(1 — -), alors

J=Q / 1299 (5(s) — (1)) ds € (X, D(Q))yne
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7. Soient ¢ € X et x € [0,1], alors

T 1
/ e s, / e "%0ds € D(Q).
0 T

L’assertion 3 est obtenue en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [11].

L’assertion 4. qui améliore 1'assertion 3. est due a E. Sinestrari [39], voir aussi Da Prato
[10]. On trouve dans Guidetti [22], une preuve simple de ces résultats, voir Proposition 2.5
page 132, Corollaire 2.1 et Théoréme 2.4, page 136.

Pour I’assertion 6, voir E. Sinestrari [39], Proposition 1.2, page 20.

Lemme 1.1 Supposons que l’hypothése (8) est réalisée et soit Q) un générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique (€'9);s0, ¢ € X, p € ]1,+00[, on a
1. eQp e L”(0,1,X),
2. Que®p e LP(0,1,X) si et seulement si o € (D (Q"),X) 1

np’p.
Preuve. Pour la premiére, il suffit d’écrire pour tout ¢ € X
1
/ Hethpdet < Clle|f < oo,

0

ot (' est une constante.
Pour la deuxiéme, pour ¢ € (D (Q"),X).  ona

np P

1

1
1 dt
[lgesara = [raigey
0 0
+oo
< / g (-0-5)) greta | [F 4

0

< Kol , .

np’
< o0,

et on rappelle que pour 0 < § < 1, nous avons
T dt
(D(@).X)y, = ¢ e X [ Qe <oot.
0

donc Qe appartient a LP (0,1, X).
Réciproquement, si Q"e%p € L (0,1,X) on a

1
Pﬁ _ /thnponethp
0

+00

/

0

tn. an QnetQ(p

+o00o
P dt n
: =+ / Qne@|” dt
1

+oo
= ||QnetQ(p||ip(07le)—|—/HQnethpdet,
1
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d’autre part
+oo

+oo
[ lereeslrar < [ el an
1

tnp
1

oll C' est une constante et alors

+oo tl—np too
[l < crpap [ ]
1 "Pl
cr
< Tl <o,
np—1

d’otl le résultat. m

Lemme 1.2 Soient f € LP(0,1,X),1 <p < 400 et X un espace de type UM D. Si Q) est
un opérateur linéaire fermé vérifiant les deux hypothéses suivantes :

[0, +00[ C p(Q) et sup||A(Q— )\I)_lHC(X) < +o0
A>0
{ 30 €]0,x[,3C > 1:Vs € R,
—Q)" e £(X tH— sl < e,
(-Q)" € £() et ||~ < e
on dit dans ce cas que Q € BIP (X,0) (Bounded Imaginary Power), alors
1.

x— L(x, f) :Q/e(“”_s)Qf(s)dSE L?(0,1,X).
0

2.
1
r—L(1l—-=zf(1-.)= Q/e(s_z)Qf(s)ds e LP(0,1,X).

3. .

r— Lz, f)= Q/e(HS)Qf(s)ds € LP(0,1,X).

0
4
1 1
| e sos, [ (s)as € (D(Q).X),
0 0 P

b.

o | e (s)ds, / 99 (s)ds € (D(@2), X)

P
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Preuve. 1) Pour la premiére assertion on va appliquer le théoréme de Dore et Venni (voir
[12]), a Pétude du probléme

{ z’((osc))_— (f)v (z)=f(z), pp.z€(0,1), (1.3)

Puisque X est un espace UMD et () est un opérateur linéaire fermé dans X, vérifiant les
hypothéses du théoréme de Dore et Venni [12], alors pour tout f € L (0,1, X), le Probléeme
(1.3) admet une solution unique classique v telle que

ve W (0,1;X)NLP(0,1,D(Q)),

avec
x

v(e) = [0 (5)ds. pipe € (0.1).
0
et donc

x — Q/e(ms)(‘?f(s) ds € LP(0,1,X).
0

2) Pour la deuxiéme application, on effectue le changement de variable
t=1—-s et y=1—ux,

on obtient

Lo =) = Q9 (5)ds
— Qfe(l—x—(l—S))Qf (s)ds

= Q[ f (1 —t)at
/

= L(y f(1—.)€eLr(0,1,X).

3) Pour la troixiéme, on écrit pour presque tout x € (0, 1)

1
L) = Q / TR (5) ds
0
T 1
= Q[ eI (s)ds + Q [ @2 (5) ds
/ /

x 1
= Q/e(x_s)QeQSQf (s)ds+ eQmQQ/e(5_$)Qf (s)ds
0 x

) (xf) 2L (1 — g, f(1— ) € LP(0,1,X),
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ou

4) Pour la quatriéme, on a

1 1
eCQ [e9f (s)ds = Qe? | e*Qf (s)ds € LP (0,1, X),
/ /

encore, on trouve
1

/ eQf (s)ds € (D (Q), X)

0

P

B =

5) Pour la cinquiéme, on a

1

1
L(x, f)= Q/e(“‘g)Qf (s)ds = QQe”‘"QQl/eSQf (s)ds,
0

0

alors

27177p.

Ql/esQf(s) ds € (D (QQ) ,X) 1

Similairement, puisque f(1 —-) € L?(0,1; X) on trouve

%7]3

Q_l/o e?f(1-s)ds € (D (@), X)

1.7 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs, en particulier la
racine carrée d’un opérateur.

Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que p(A) contient |0, 4o00[. S’il existe
C > 0 tel que pour tout A\ > 0,

A (A =AD" < C < +oo,

1
HL(X)
alors, on définit pour 0 < Rea < 1 et x € D (A), 'opérateur J* par

sin T
J% =

/ T e (A= X)""(=A) zd\

s
et pour 0 < Rea < 2 et © € D (A?) par

Jr = o i ;) o) /0+oo Aot <(A — )t — ﬁ) (—A) zdA

+ (—A) zsin (71'%) :
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avec .
I'(a) :/ e 't 1dt.
0
(voir Balakrishnan [1] ).

Lemme 1.3 Les opérateurs J* admettent des extensions fermées et (—A)” est la plus petite
extension fermée de J* (voir [1], p. 423) ).

Lemme 1.4 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que
AC >0: Ry C p(A) et pour A >0,

|[(A—=AD)~ (14)

1
||E(X) S 14+ N

alors pour 0 < o < 5, — (—A)™ défini précédemment génére un semi-groupe analytique S, (t)

défini par

o 1
Sa(t):/o (A= X)) g(\ t; o) dA si0<a<§,

1

ot g(\, t; ) = —sin (A" sin ) exp (—tA* cos mar) est analytique pour tout t > 0 (voir [1],
7r

p. 432).

1 1 4o _
Remarque 1.2 Pour a = 5 on obtient S1(t) = = [;*° (A — AI)™ ' sintv/AdA.
2 m

1.8 Calcul fonctionnel

Soit (X,||.|]|) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par
H (U) lensemble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.20 (formule de Cauchy intégrale). Soient U un ouvert de C, K un com-
pact de U de bord ~y orienté positivement. Soient f € H (U) et zo € K. On a

Fz9) = — A 1@ g,

T 2r ) (z— =)

Définition 1.21 (Intégrale de Dunford). Soient A € L(X), U un ouvert de C, K un
compact de U contenant o (A), v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et
entoure le spectre de A) et f € H(U). Alors

) =g [ £ GI- 4

Lopérateur f (A) € L(X) et ne dépend pas du choizx de 7.

Définition 1.22 Soient A un opérateur linéaire fermé et H (A) est l’espace des fonctions &
variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé contenant le spectre de A.

Alors
FA) =g [ -anT i

ot v est une courbe sectorielle de Jordan entourant le spectre de l'opérateur A et f €

H(A).



Chapitre 2

Probléme de Robin abstrait dans les
espaces LP : cadre non commutatif

Notre but dans ce chapitre est d’étudier ’équation différentielle opérationnelle elliptique
du second ordre :

u"(z) + Au(z) = f(z), x€(0,1), (2.1)
munie des conditions aux limites de type Robin généralisé
u'(0) — Hu(0) = dy,
{ u(1) = uy, (2.2)

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X ne
commutent pas, f € L(0,1;X) avec 1 < p < 00; dy, u; sont des éléments donnés dans X.
On s’intéresse a 'existence, 'unicité et la régularité maximale d’une solution classique du
Probléeme (2.1)-(2.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

we W?r(0,1; X)NLP(0,1; D (A)),
u(0) € D (H),
et u satisfait le Probleme (2.1)-(2.2).

2.1 Les hypothéses

On suppose que

X est un espace de type UMD, (2.3)
A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0, +oo[ C p(A) et
iulgH)‘<A_/\I)_ch(X) < 400, (2.4)
>

cette hypothése implique que
Q - - <_A)1/2 5

existe et génére un semi-groupe analytique (e‘”Q)

voir A. V. Balakrishnan [1]).

x>0 (

{ 304 €]0,7[,IC > 1:Vs € R, (—A)" € L(X)
(2.5)

et H(—A)iS ; )g Celalsl
X

26
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H est un opérateur linéaire fermé dans X, (2.6)
ﬁlD (A¥) c D (H), (2.7)
Q_ — H est inversible, (2.8)
on suppose également
0€p(A) et 0€p(ll), (2.9)

ou

{A—(Q—H)+62Q(Q+H)
II=(Q—-H)+(Q+H)e*.

Notons que, dans le cas commutatif, les opérateurs A et I coincident sur le domaine D (Q) N
D (H).

2.1.1 Conséquences des hypothéses

1.

Si ’hypothése (2.4) est satisfaite, alors I — e2? est inversible dans £(X) (voir Lunardi
[34]).

Les hypotheses (2.4) et (2.5) impliquent —A € BIP (X, 60,4) (Bounded Imaginary Po-
wer) avec 0 € p(A) (voir J. Pruss-H. Sohr [38] et grace a M. Haase [24], Proposition
3.2.1,e) p. 71), on a

N

(—A)? € BIP(X,04/2),
et donc —Q) = (—A)% € BIP (X,04/2) (voir [4], Remarque 1, (6), p. 984).

Sous 'hypothése (2.4), puisque @ est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique sur X on a, pour tout £ € X,z >0etn e N

% e () D(QY) = N D (A¥) et@ e € £(X).

k=1 k=1

Les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [17], ont résolu le
probléme

u//(x —i—Au(J; = f(x), =z¢€ 0’1)’
{ u(0) ): Uo, u()l) = z(h> ( (2.10)

sous les mémes hypothéses (2.3), (2.4) et (2.5). Ils ont obtenu le résultat suivant :
Le Probléme (2.10) admet une unique solution classique u si et seulement si

ug, up € (D(A4),X)1 = (X7D(A))1—i,p7 1 <p<oo, (2.11)

et u vérifiant le Probleme (2.10).
Sous les hypothéses (2.4), (2.8) et (2.9), on a

AV = Q-H)TTI4+T)TTI+9)T
= (Q-H)'(I-TUI+T)HY(I-ST+9) (2.12)
= (Q@-H) " (I+W),
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avec T — 962 ([_egQ)—lQ(Q_H)—leE(X)>
S = —€2Q S E(X) et
T(X),S(X),W(X)c kEIQ{O}D(Qk).

(voir Cheggag et al [6], Lemme 2.1, p. 4).

2.2 Lemmes techniques

Lemme 2.1 Soient les hypothéses (2.4) et (2.7). Alors, Uopérateur (Q — H) 'est linéaire
borné de l'espace (D(Q), X ), dans lui-méme pour tout 6 € [0, 1] et q € [1, 00].

Preuve. En utilisant la Proposition 1.5, alors @ (Q — H )71 est un opérateur linéaire continu
de X dans X. On obtient donc

(Q—H)™' € £L(D(Q),D(Q)),

(ici D(Q) est un espace de Banach muni de la norme du graphe). Alors, en utilisant le
Théoréme 1.2, il vient

Q- H)" € £((D(Q. X)),
pour tout 6 € [0,1] et g € [1, 00] (voir [34], p.19).
]

En plus des hypotheses (2.4)~(2.8), afin d’avoir la régularité optimale de la solution, on
aura besoin de la condition supplémentaire suivante :

QQ—H)" [(D(Q),X),,| CD(Q),X),, 1<p< o0 (2.13)

2.3 Représentation de la solution

Dans ce travail, il s’agit en particulier de prolonger et d’améliorer le travail de M. Cheggag,
A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri (voir [4]), la formule de représentation
trouvée, quand () et H commutent, est écrite sous la forme :

u(z) = (er — 6(2’”0)@) Aty + )9y,
+ ("9 — 6(2_96)@) Q7 (Q+ H)AN'Qe%yy

1
+16xQQ_1 (Q+ H) A_l/ (eSQ - e(z_S)Q) f(s)ds

2
0

1
—%e(z_m)QQ_l (Q+ H) A_l/ (esQ — 6(2_S)Q) f(s)ds
0

1 T

1

1 1 1

—e Q! [0 () s+ 507 [0 () ds + 507 [ (s) s
0 0 *
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La formule de représentation précédente pourra s’écrire sous la forme suivante
u(z) = T(z)A 'dy + 1%,
+T(2)Q 1 (Q + H) A'Qe%uy
1

+%T( )Q(Q+ H)A™ 1/T (2.14)
0

—eCL (1) + 1 () + T (2),

ou .
T(z) = e — 6(2 z)Q

" =50 / w2 (s

r) = §Q1/e(s’“")Qf (s)ds

En remplacant la fonction f et les données wuy, dy dans (2.14) par f*, uj et dj, on trouve
pour presque tout = € (0,1)

w(z) = T(x)Atd;+ e D@y
+T(2)Q ™ (Q + H) A1 Qe%;

1

Lot (@ + Hy A / T(s)f* (s) ds (2.15)

—eIT9L (1) + 1 (2) + J ().

Le but est de déterminer les inconnues uj, df et f*en utilisant les conditions aux limites (2.2).

2.3.1 Le calcul de uj :
Notons que T'(1) = J(1) = 0, alors pour x = 1, on obtient
u(l) =uy—1(1)+1(1),

il s’ensuit que

2.3.2 Le calcul de dj :
Par un calcul analogue, pour x = 0, on obtient
w(0) = T(O)A'd; + 9y
+T(0)0Q ™ (Q + H) A Qe%uy (2.16)
1

TR @+ M)A [T()r () ds

—e“I (1) + J(0).
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Le fait que T(0) = I — €*? et

J(0) — eI (1) = %Q‘l

la formule (2.16) peut étre écrite sous la forme suivante

u(0) = T(O)A'd;
+Q 7 [A+ (I —€*9) (Q+ H)| A Qe%uy

3@ A+ (1) @+ ) A [T () s

0

A+ (I-€)(Q+H)
(Q—H)+e*(Q+ H) +(Q+ H) = e**(Q+ H)
= 2Q,
en introduisant (2.18) dans la formule de (2.17), on trouve
1

w (0) = T(0)A™'d} + 2A 7 Qe%uy + A_l/T(s)f* (s)ds.
0

(2.17)

(2.18)

On remarque que ce dernier terme appartient & D(H ), en appliquant 'opérateur H & u (0),

il s’ensuit

Hu(0) = HT(0)A7'd}+2HA'Qe%u,

+HA / T(s)f* (s) ds.

En dérivant la fonction u, on trouve pour presque tout z € (0, 1)

u' () = Q( 7@ 4 o(2-7) )A Yy — Qe

+ (" + M) (Q + H) A Qe%uy
1
1
+§(mQ+e(2 ) Q+HA1/T ds
0

+Qe' I (1) + QI () — QJ (x).

(2.19)
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Pour x = 0, on obtient
u'(0) = @ e*?) A7y — QePuy
+

eQQ) (Q+ H) A 1Qe%y

1

0

+QeI (1) — QJ(0).
La formule précédente peut s’écrire sous la forme

u'(0)
= QU+ A dy+ [(I+e*)(Q+H) — A] A'Qe%y

1

P2+ ) @+ )~ A] A / T(s)f* (s) ds,

d’autre part, on a
(I+e*)(Q@+H)—A
= (Q+H)+(Q+H)—(Q—H)—e**(Q+H)
= 2H,

ce qui donne

W (0) = Q(I+e@)A'dy+2HA Qe (2.20)

1

—I—HAl/T(s)f* (s)ds.

0

En exploitant les conditions aux limites (2.2), on trouve

u' (0) — Hu (0)

= QU+ A 'dy+2HAQe%uy + HA™' [ T(s)f* (s)ds

O\H

1
—H (I —e*?) Ay — 2HA ' Qe®uy — HA™ / T(s)f* (s)ds,
0

ce qui donne

W (0)— Hu(0) = [Q(I+€*)—H(I—-e*)]A'd;
= (Q-H+(Q+H)e*) A 'd;
= TIA7'd;
= do,
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ou

I=Q—-H+(Q+ H)e*,

on déduit alors

ds == AHildo.

2.3.3 Le calcul de f*:

En dérivant deux fois la fonction u donnée par la formule (2.15), on trouve pour presque
tout = € (0,1)

u" (l‘) _ QZT(x)Hfldo + QZe(lfz)Qul
+Q*T(2)Q™ (Q + H) A™'Qe%uy

1

SQT@Q Q@+ A [T()f (5)ds
QI (1) + QT (1) + Q) + 1 (2)
= Qu(x)+ [ (w),

et le fait que

A= _Q2a

et
u’ (z) + Au(z) = f (2),

on obtient alors, pour presque tout z € (0, 1)
fr(@) = f(z).

Finalement, en remplacgant uf, df et f* par leur expression dans la formule (2.15), on trouve
pour presque tout z € (0,1)

u(z) = T(z)I  dy 4 P29,
+T (1) Q71 (Q + H) A Qe

ST QT Q+MAT [T()f (5)ds (2:21)

—e QT (1) + 1 () + J ().

Remarque 2.1 On peut aussi trouver la formule de représentation de la solution (2.21) en
utilisant la méthode de la réduction d’ordre de Krein [30], (voir le chapitre 4).
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2.4 Reégularité de la solution

Pour obtenir les conditions nécessaires et suffisantes d’existence et d’unicité de la solution
du Probléme (2.1)-(2.2), on étudira la régularité de la formule de représentation de la solution
(2.21).

Rappelons que

T(z) = Q@ _ 6(2—CC)Q7

donc, la formule (2.21) peut étre écrite comme suit

u(.) = S(.,do,ur, f) + R(., do, un, f), (2.22)

ou S(.,dp,u1, f) est la partie singuliere donnée par
S(.,do,u1, f) = S1(., do,ur) + Sa(., f),
avec, pour presque tout z € (0,1)
Sy (z, do, uy) = eI 1dy + (10, (2.23)

et

1

Sief) = 3e9Q Q@+ AT [T(6)F (5)ds
0
+e*Q7N (Q + H) A 'Qeu,y (2.24)

_%e(l—x)Ql(l) +1(z) + J(x),

et R(.,do,us, f) est la partie réguliére donnée, pour presque tout = € (0,1), par

R(z,do,uy, f) = —e@P9Q71(Q+ H)A Qe (2.25)
1

QT g — %e@‘”QQ‘l (Q+H)A™ / T(s)f (s)ds,

0

Lemme 2.2 On suppose (2.4) et (2.7). Soient dy,u; € X et
felP0,1;X),1<p< 0.

Alors, on a

AR(7 dOa U, f) S Lp(07 L; X)
Preuve. En utilisant (2.25), on a

AR(.doyur, f) = —Ae®9Q7H(Q + H) A" Qe%u
1
1
— AP dy — S AePT0QTH(Q + H) A / T(s)e*?f (s) ds.

0
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Il est clair que
e(27)Q = ¢Qp(1-)Q

en plus

voe X, Ppe ) D(QY).
k=1

on peut alors, vérifier facilement que l'opérateur AR(.,dy,u1, f) peut étre écrit sous forme
d’une somme des termes

eIRACPE,, G =1,..,3,
ou (F)
X. m

sont des opérateurs bornées et les autres termes (5 j)j—1 sont des éléments de

Jj=13 3

2.4.1 Reégularité de Sy(., f)

Pour étudier la régularité de la fonction Sy(+, f), on a besoin du résultat suivant :

Lemme 2.3 On suppose (2.4),(2.8), (2.7) et (2.13). Soit ¢ € (D(Q),X)1,, p € ]0,00.
Alors, on a ’
(QEH)A v e (D(Q),X)

?p :

3 =

Preuve. On a
Q+H)A" = [Q+H+Q—-H+e*(Q+H)—AJA™
= QA '+ (Q+H)A — 1,
en utilisant la formule 2.12, il vient
Q+H)A'=2QQ—-H) '"(I+W)+e*2(Q+H)A —1,

avec

w(X)c () D@,

keN\{0}

et d’aprés ’hypothese (2.13), on obtient

Vo e (D(Q),X)1,, (Q+H) Ao e (D(Q) X1, (2.26)
D’autre part, nous avons
(Q-H)AN'=T—-e°(Q+H)A,
il en découle de (2.26) qu'on a aussi
Vo e (D(Q),X)1,, (@—H) Ao e (D(Q) s X1,
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Lemme 2.4 On suppose (2.3)~(2.9) et (2.13). Soit u; € X et
ferr0,1;X),1<p< 0.

Alors, on a
ASy(., f) € LP(0,1; X),1 < p < oc.

Preuve. On a

1

AS(e.f) = —5Qe? @+ M)A [T()] () ds
0
—Qe™? (Q + H) A™'Qeu,y

1 —x
+5Q%TIRI(1) = Q*(2) - Q*J (x),
d’ou, d’apres le Lemme 1.2, on écrit la formule précédente sous forme

A52<x7 f)
1
3@ @+ AT [T () ds
0
—Qe™ (Q + H) A7 Qe

+%Q26(1—$>Q1(1) - %L (z, f) — %L (1—x f(1-").

avec )
/T(s)f(s)ds € (D(Q),X)%’p, 1<p< oo,
0
I(1)= %Ql/o 1799 (s)ds € (D (Q?) ,X)i’p = (D(A),X) 1,
et

L(>f)_L(1_af(1_)) € Lp(()?l;X)al <p < o0
En utilisant le Lemme 2.3, on obtient

1

@+ H)A™ / T(s)f (s)ds € (D(Q) . X)

0

RS

7p )

et, d’autre part, on a
e?Quy € (D (Q),X)%’p, 1<p<oo,

on en déduit alors

(Q+H)A™'Qe%u € (D(Q), X):

Ly 1 <p< oo,

en vertu de Passertion 2. du Lemme 1.1, on conclut que ASs(., f) € LP (0,1; X),1 < p < 0.



36

2.5 Reésultat principal

Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant :

Théoréme 2.1 On suppose (2.3)~(2.9) et (2.13). Soit f € L*(0,1;X), 1 < p < oo. Alors,
les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Le Probléme (2.1)-(2.2) admet une unique solution classique u, c’est-a-dire
uw€ WP (0,1; X)NLP(0,1; D (A)), 1<p< oo,

uw(0) € D (H) et u vérifiant le Probléme (2.1)-(2.2) avec u donnée par (2.21)

T 'dy, u; € (D(A), X) 1 <p< oo,

ot
M= (Q—-H)+(Q+H)e*.

Preuve.
1) D’apreés les Lemmes 2.2 et 2.4 | on a

AR('>d07u17f)v AS?(vf) € Lp(o’ 17X)a 1< p <00,

et
51(-,(10,“1) = U() - R(.,do,ul,f) - 82('7 f);

ou
Sl('7 d07 ul); 52('7 f) et R(J d07 Uy, f)?

sont données par (2.23), (2.24) et (2.25) respectivement. Il suffit donc de montrer que
AS:(.,do,uq) € LP(0,1; X), 1 < p < 00.

Gréace a (2.23), nous avons

A8y (z, do, uy) = —Q%e™CIT  dy — Q2 ~)9,.

En vertu de (2.11), on a
u1€(D(A),X)2L7p, 1 <p< oo,

alors, en utilisant le Lemme 1.1, assertion 2, on trouve
Q%19 € LP(0,1; X), 1 < p < o0,
donc, la fonction AS;(.,dp,u;) appartient & LP(0,1; X) si et seulement si
Q%I dy € L*(0,1; X),

qui est équivalente &

I 'dy € (D(Q?),X) 1, = (D(A),X)1

2p”
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2) Maintenant, si u est une solution classique de (2.1)-(2.2) et u désigne une autre solution,
alors pour presque tout z € (0,1), on a v = u — u est une solution de I’équation

V'(z) + Av(z) =0,
avec des conditions aux limites
v'(0) — Hv(0) = 0, v(1) = 0.
Grace a la méthode de S. G. Krein [30], on rappelle que le Probléme (2.1)-(2.2) admet une
solution v € C'([0,1]; X) déterminée, pour presque tout z € [0, 1], par

(1-7)Q

v(x) = ey + e 21,

avec o, z1 € D(Q) (voir [4]), nous avons
v(0)=yo+e“z € D(Q)ND(H).
Maintenant, en dérivant la fonction v, on trouve pour presque tout z € (0, 1)
v () = Qe*@yy — Qet 9z
En utilisant les conditions aux limites, on trouve
V' (0) — Ho (0) = (Qyo — Qe®z1) — H (yo + €%z) =0,
ainsi que
v(1) = ey + 2 =0,

par la suite on obtient
Z1 = _er07

il vient donc

0 = (Qyo+ Qe (e%yy)) — H (yo — € (e%yp))
= (Qyo + Q€2Qy0) - H (yo — 62Qyo)
= [Q(I+¢e) —H(I—-e")] o,
d’ou
0 = [ -9 Q- n] (- )y
(=) (14 69) Q- (1) H] (1 - )
= ([ — eQQ)_l A (I — ezQ) Yo,
ce qui donne 75 = 0, z; = 0 et donc v = 0, ainsi u = u.

3) On montre maintenant que l'application v donnée par ’équation (2.21) est bien solu-
tion du Probleéme (2.1)-(2.2). On obtient pour p.p. z € (0,1)

u” (%) _ QQT(l,)Hfldo + Q2e(1fx)Qu1
+Q*T(2)Q " (Q + H) A 'Qe%uy
1
+%Q2T(x)Q‘1 (Q+ H) A—l/T(s)f (s)ds
0
—Q%e" L (1) + Q%I (x) + Q*J(x) + f (),
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ce qui donne, vu que Q? = —A

u'(z) = —Au(z) + f(z).

4) 1l reste dans cette partie & montrer que I'application u donnée par (2.21) vérifie les

conditions aux limites (2.2).
Pour z =1onaT(l)=J(1) =0 et donc

u (1) = T(l)H_ldO + (VA
+T(1)Q™(Q + H) A Qe®uy

1

HTQ T (Q+ WA [T (5)ds

—I(1)+1(1)+J(1) :

= Ux.
D’autre part, pour x = 0, on a

1
w(0) = T(0)IT  dy + 2A7'Qeuy + A_l/T(s)f (s)ds,
0

et

Hu (0)
1
= HT(0)I 'dy+2HA'Qe®uy + HA™? / T(s)f (s)ds,
0
avec T(0) = I — 2@,
D’autre part

W (0) = QI +e?) I 'dy+ 2HA'Qe%uy
1 1
+HA_1/esQf (s)ds — HA_l/e(Q_S)Qf (s)ds,
0 0

on obtient donc

W' (0) — Hu(0) = Q(I+e?) I 'dy+2HA'Qeuy
1 1
—I—HA_l/esQf (s)ds — HA_l/e(Q_S)Qf (s)ds

0 0
1

_HT(O)T g — 2HA" Qe — HA™! / T(s)f () ds,

0
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ou bien
W' (0) — Hu(0) = Q(I+€*) I 'dy — HT(0)II " dy
1 1
+HA T [T(s)f (s)ds — HA™' [ T(s)f (s)ds
/ /

+2HA Qe®u; — 2HA Qe

or
W' (0) — Hu(0) = [Q(I+¢™®) —H (I —¢e*?)] I 'dy
- do.

|

2.6 Probléme avec un parameétre spectral

On s’intéresse cette fois-ci, au probléme de Robin généralisé suivant :

u'(r) + Au(z) — wu(z) = f(x), =€ (0,1)
uw'(0) — Hu(0) = dy (2.27)
u(l) = uy,

ot A, H sont des opérateurs linéaires fermés et ne commutent pas, f € LF(0,1; X) avec
1 <p < o0, dip, uy sont des éléments donnés dans un espace de Banach complexe X et w
est un réel positif assez grand.

On s’intéresse a ’existence, 'unicité et la régularité maximale d’une solution classique
du Probléme (2.27), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ u e W?(0,1; X)NLP(0,1; D (A)),
W' (0) € D(H),

et u satisfait le Probléeme (2.27).
Pour des raisons de commodité, on va traiter le Probleme (2.27) avec la notation

A, =A—wl, w>N0.

2.6.1 Les hypothéses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (2.28)

et qu’il existe un réel positif fixé wq tel que :

sup || A (Aw, — A1)~ < 00, (2.29)

{ A, est un opérateur linéaire fermé X, [0, +oo[ C p(A,,) et
A0

1
Iy

cette hypothése implique que
Quy = — (_Awo)1/2 )
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existe et génére un semi-groupe analytique (erWO)pO.

(2.30)

304, €]0,7[,3C >1,¥s € R, (—A,,)" € L(X)
et r(—AwO)is < Celwolel,

L(X)

v €]0,1[,Yw > wo, 3C > 0:Vu > 0,D(A,) C D (H)

_ C 2.31
et HH(AW—MI) ch(x) <m7 (2.31)

cette hypothése peut étre remplacée par :
1
v €)0, 5[, Yw > w, D(—A,)Y** ¢ D(H),
on suppose également

Qwo (Qwo - H)_l [(D (Qw()) 7X)1/p,p - (D (Qwo) JX)I/p,;wl <p < o0 (232}

2.6.2 Conséquences des hypothéses
Remarque 2.2 Supposons (2.29) et soit w > wy, alors

1.
A, est un opérateur linéaire fermé sur X,
[0, +-00] C [wO - w,+<><>[ C p(Aw)
et sup |[A (A < +00,
p [~ g
car
B _ B -1
S)\I;ISH)\(A Hg(x) - iglgH/\(Awo (A+w—wo)T) HE(X)
< sup |[A(A Aw—wo) )"
AZwo—w H ( 0) ) ||£(X)
-1
< S;;IO) H §+wo —w) (Au, — &) Hc(X)
—1
< 861;13 1€ (Au, — &1) HL(X) +C < 400.
2. Qu=— (—Aw)% géneére un semi-groupe analytique dans X .

3. D(Qu) = D(Qy,) et
(D(4),X) 1, = (D(A),X) 2, € D((=A.)?) = D(Qu).
4. Sous (2.29), (2.30) et grace a J. Priiss et H. Sohr [38], Théoréme 3. p. 437, on obtient

VSE]R (—A)® € L(X) et3IC >1,04 €]0,7]
H <CeeA|s|7

ot 04 et C ne dépendent pas de w ce qui implique A, € BIP (X,04).
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5. Puisque l’égalité
((-42)"%)7 = (-4.)"",

est vrate pour tout B € C, on déduit alors

_Qw = <_Aw>

N[

€ BIP (X,04/2).
6. De Uhypothése (2.29). Pour tout w > wy, lopérateur @Q, est inversible et on a

ot = (_ "y _w[))—l _ 1/0+0<> (A —w/fl/; 'LLI)_IdM

™

2.6.3 Lemmes techniques

Lemme 2.5 On suppose (2.29) et (2.31). Alors, il existe deux constantes C' > 0 et wq > wo,
tels que pour tout w > w1, lopérateur ), = H admet un inverse borné et

_ C
H<Qw + H) 1||L(X) S ﬁ
Preuve. Soit w > wy. On a

] 1 e [[(A-wl—pl) |
HleHL(X) < ;/0 M1/2 L. d:ua

ce qui implique
-1
HQw Hc(X) S wl/z
Il s’ensuit de ’hypothese (2.31) que

1 [T H(A—wl—pul)™
1 ( w12 pl) d
T™Jo pt/
L(X)
+oo d
< C/ e 1/24v
0 2w gl
C
< R
wl/
donc
D(Q.) € D(H),
et

1HQS | x) < Coo

Ainsi, il existe w; > wy tel que pour tout w > wy, on a

—_

1By < &

D’autre part, nous avons

QwiH: (IiHngl) Qwa
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par conséquent, (), = H est inversible et pour tout w > w; , on peut écrire

[(Qu=H) ) = HQI’I (121" £
1
< ||Q51H£<X> 1= [HQ M 2ix)
< ¢ 1
< w1/2'1_%
<« &
VEN

Lemme 2.6 On suppose (2.29) et (2.31). Alors, il existe wy > wq tel que pour tout w > wa,
l"opérateur
Aw - (Qw _H) +€2Qw (Qw+H)a

de domaine

D(Ay) =D(Qu)ND(H)=D(Qu),
est inversible et a un inverse borné tel que
A =(Qu—H) (I +W), (2.33)

ol
WeL(X)eW(X)c (] D@
keN\{0}

Preuve. Pour tout w > wq, on a
Ay = (I—¢€"%)(Q, — H) +2Q,e*
= (T=¢) [T+2(1 = %) Que*® (Qu— H) | (Qu — H)
= ([=%)(I+T.)(Qu—H),

ou
T, =2(I - %) Que®® (Qu — H) .

On peut écrire
-1 _
||Tw||£(X) = H 2 (I - €2Qw) Qw62Qw (Qw - H) ! ||£(X)
w -1 w -1
21 (1 =€) ool Que®® lleeoll (Quw—H) ™ lewx)

2 —1
I Que®® ool (Qu—H) ™ o)
1- ||€2Q‘“||c(x) X) ()

N

N

Il existe des constantes Ky, K7 et ¢y positives (qui ne dépendent pas de w ) telles que

1 Que™ o< Koe 20V et || €29 [|oxn < Kae 2oV,
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(voir [14], p. 103), on obtient
20K, 2o
w!/? (1 — Koe 2c0ve)

1Tl xy <

Alors, il existe wy > wy tel que pour tout w > ws, on obtient
20K,
wl/2 (1 — K06_2CO\/‘;)

ce qui implique que [ + T}, est un opérateur inversible. Donc
Aojl = (Qw _H)_l (I+Tw)_1 ([+Sw)_1
= (Qw - H)il (I - Tw (I + Tw)71> (I - Sw (] + Sw)il) )

e 200V 1,

. Tw:2€2Qw (]_ezQw>_1 Qw (Qw_H)_l Gﬁ(X),
S, =—¢e" € L(X) et
T.(X). S, (X)c N DQg)
keN\{0}
|

Remarque 2.3 Soient les hypothéses (2.29) et (2.31). Pour tout w > wo, on peut alors
définir Dopéateur 11, comme suit :

(Qu + H) €29,
ND(H)=D(Qu).

On a
I, = (Qu—H)(I—e*%)+2Q,e%
= (Qu— H) |[1+2(Qu— H) ' Que® (T =)' (1 - %),
En faisant le méme raisonnement qu celui utilisé pour A, on montre que pour tout w = wo

HQ (Qu — H) ™ Que*® (I - eZQ“’)_l < 1.

L(X)

Remarque 2.4 On peut utiliser l'inverse de (Q, — H) et (Q, + H) pour inverser les opé-
rateurs A, et 11,. On a

Aw
= (Qw _H)+62Qw (Qw‘l_H)
= (Qu-H)(Qu+H) "' [I+(Qu+H)(Q.—H) "] (Qu.+ H).

Pour tout w > wq, on trouve

e B ey oY [CEE I
B 1

< 2 HHlenc(x) L= [HQ: v,
20 1

< =
w"l—%
4C

<

w?’
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et pour tout w = wsq
4C

wl/

<1

?

alors nous déduisons que A, est inversible. Similairement, pour tout w > wy on obtient

L, = (@~ H)+(Qu+ H)e™
= [I+(Qw+H>€2QW(Qw_H>_1](Qw_H)a

et pour tout w = wa, il vient

||(Qw + H) e (Qu, — H)_1||L(X)

= | e (- maz) 7, <1

Notons que

Hw = Qw_H‘i‘(Qw‘i‘H)ezQw

= A, — 2% (Qu+ H)+ (Qu + H) e*@ (2.34)

= A, —e*H + He*
= A+ [H; ],

ot, pour tout & € D(H), on a
[H; 62Q“’] £ = He*@w¢ — 29« H¢,

d’ou
L, = (I + [H;e®*] ALY) A,

w

D’autre part, on a pour tout w > wo

1A ey < @ = H) |y 10T 4+ ) oy 1T+ 800 gy

1 1 1
< M@= e T o T Ty
_ 1 1
< [[(Qu—H) 1”5(){) 1_ 2CK, e—2c0vE | — [ye—2c0vw

wl/2 (1—Koe_200\/5)

_ C
< ”(QW_H) 1”5(){) S wl/2’

il vient
e A ey < IHHQS | ooy 1Que™ [l oy 185 2

|
< C'JKle 0 m
C

wvtl/2”
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On a aussi
e AL x)
< H62QwHL(X) HH<Q&) o H)_lHE(X) H(I + Tw)_lllﬁ(x) H(I + Sw>_1HL(X)
< Koe 2eovw ||H (Qu — H)_ch(X)
< KO€72CO\/¢TJ ||HQL:1HL(X) H (I — HQ;I)—I i
1 1
—2cov/w
< CKgpe =@ w1 — ”HQQ_)1||£(X)
< CKOG_%OWQ%
C
< )
wl/
on en déduit C

I 2 A gy < o

ce qui tmplique [’existence de wz = wsy tel que pour tout w > ws, on trouve

C
— <1,
wl/
par la suite, I1,, est inversible et
TS = A (I + [H; @] AZY) 7, (2.35)
vu la formule (2.34), on aboutit
ASV =TI (1 - [H; e T (2.36)

2.7 Reésultat principal
Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant :

Théoréme 2.2 On suppose (2.28)~(2.32). Soit f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il
existe w* = wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Le Probléme (2.27) admet une unique solution classique u, c’est-a-dire
u€ WP (0,1; X)NLP(0,1; D (A)), 1<p< oo,

uw(0) € D (H) et u vérifiant le Probléme (2.27) avec u donnée par (2.21)

I, dy, u; € (D(A), X) 1 <p<oo,

3P
ol
I, = (Qu — H) + (Q, + H) >,
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2.8 Exemple d’application

Soit X = LP(Q) avec 2 =|0, 1] est un ouvert régulier borné de R, qui est un espace de
type UM D. On définit les opérateurs (), et H par :

D(Qu) = D(H) = {p € W?P(]0,1]) : ¢ (0) = (1) = 0},
(Que) (y) = " (y) +a(y) ¢ (y) — Vwe (y), y € (0,1), (2.37)
(He) (y) = —¢" (), y € (0,1),

ol w un réel positif assez grand et

a € C?(0,1]) avec a(0)=a(l)=0.

D(Q2)
= {90 € D(Qw : Qup € D(Qw>}

= {eeW?(Q): Qup € W>P(Q) et Quip (0) = Quip (1) = ¢ (0) = ¢ (1) =0}

= {peW?(Q): Qup e W?P(Q) et ¢" (§) +a (&) ¢ (&) = Vwp (&) =9 (§) =0, £e€{0,1}}
= {oeW?(Q): ¢"+ap’ e W?P(Q) et ¢" (&) +a(&) ¢ (§) =¢ () =0, £€{0,1}}

= {eeW(Q): ¢ +ap e W??(Q), ¢"(0)=¢" (1) =¢(0) =¢(1) =0}

= {peW??(Q): " e W?(Q), ¢"(0)=¢"(1)=¢(0)=¢(1) =0}

= {oeW™(Q): ¢"(0)=¢" (1) = ¢(0) = ¢ (1) =0},

et vu que A, = —Q?, alors
D(Au) = {p e WH(10,1]) : ¢"(0) = ¢" (1) = ¢ (0) = (1) = 0}.
En plus, pour y € (0,1)

Ay (y) = —Qu [Qw(y)]
= —Qu ¥ () +a) ¢ (y) — Ve (y)]

= — ("W +aW) ¢ @) — Ve @) —aly) (¢ @) +al) ¢ (y) — Vwe ()
+Vw (¢" (1) +a(y) ¢ (y) — Vwe (1))
= =W (y) —2a(y) P (y) — (a® (y) + 20’ (y) — 2vw) " ()

y
—a(y) (d (y) — 2vw) ¢’ (y) —we (y) .

Les opérateurs A, et H définis par (2.37) sont linéaires fermés et inversibles dans L?(]0, 1]).
De plus, en utilisant A. Lunardi [34], Théoreme 3.1.3, page 73, on trouve que l'opérateur
— (—Aw)l/ ? génére un semi-groupe analytique borné.
Maintenant, on montre que (), et H satisfont I’hypothése de non commutativité. On
résout I’équation spectrale
Hp=9 e X,

qui est équivalente a

{ —¢" (y) =¥(y), y € (0, 1),
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ol o € W?P(Q) et ¢ est une fonction donnée dans X, on obtient & I'aide du noyaux que
pour presque tout y € (0,1)

Y 1
() () = (=) [ svts)ds sy [ (1= s)ulo)is. (239)
0 y
Du fait que D(Q,,) = D(H), on peut calculer Q,H !, alors de la deuxiéme équation du
systéme (2.37), on obtient, pour presque tout y € (0,1)

(QuH W) (y) = Qu(H ') (y)
= (H)" (y) +ay) (H ) (y) — vw (H ') (y),

puis, on insére (2.38) dans cette derniére formule et en vertu de la troixiéme équation du
systéme (2.37), on trouve

@) ) =~ ol ([ =g suis / - sw(s)ds)/ )
o ([ a-mssas | (1= 9)is) o).

en tenant compte du fait que

([ =) <o - ([“svas).
(/ - spwtsgas) = v+ ([0,

donc, la derniére équation entraine

(QuH'¢) (y)
= ot + ot (- [swas+ [ =) (2.39)

o ([ - msuss [ 1= ()i ).

On va maintenant calculer H 1@, en reprenant 1’expression (2.38), on obtient

(H'Quv) (y) = H(Qu)(y)
_ /j(l—y)s(@m(s)m/ y(1— ) (Quib) (s)ds

en utilisant les mémes techniques utilisées ci-dessus, on obtient

(HQuv) (y) = /Oy<1—y>s(w<>+a<> /() = Vi (s) ds
+/y<1—s>< B (3) + a(s) ¥ (5) — v (s)) ds
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Pour le premier terme, une intégration par parties donne

/Oyu—y)sw(s)ds - <1—y>yw'<y>—/Oyu—y)w’(s)ds
= (1-y)yd' (y) — (1 —y)v(y)ds,

et en traitant de la méme facon les autres termes, on obtient

/ y(1— )" (s)ds = y(1— )’ (v) + / y (s) ds
= y(1 =y (y) —y¢ (y),

pour cela on écrit

(HQu) ) = (L—m)t! (9) — (1— )b () + / " (1= ) sa(s) ¥ (s) ds
Vo / "1 =) s () ds 4 yly — D ()
() + / y(1 = s)a(s) ¥ (s) ds — v / y(1 — sy (s) ds,

par la suite on obtient

(H'Quv) (v)

= —(y)+ (1 —y)sa(s)y (s)ds+ / y(1—s)a(s)y' (s)ds (2.40)

—m(/Oyu—y>sw<s>ds+/yly<1—s>w<s>ds).

Il s’ensuit de (2.39) et (2.40) immédiatement que Q,H ' et H'Q,, sont différents, c’est-
a-~dire ), et H non commutent pas au sens des résolvantes. Pour ’ensemble résolvant de
lopérateur A, il existe Cy positif tel que, pour tout A € Ss ou
_ : T -t Co
S5 = {/\ € C/{0} s Jarg A < 7 +5} et [|(Au = AD)Y| i, < Wt
voir ([15] et [16]).
Toutes les hypothéses sont vérifiées, donc tous les résultats obtenus pour w positif assez
grand, s’appliquent au probléme concret
( 0%u 0*u Pu 0%u
@(x,y) - a—¢($7y) —2a(y) a_yg(x7y) — (a®(y) +2d' (y) — 2y/w) a—yz(%y)
—a (y) (a/ (y) _2\/5) (l’,y) —WU(ZIZ,y) = f(x7y>a (l’,y) € (Oal)Qa
u(z,0) =u(x,1) =0, x€(0,1),
S0 = Th@ ) =0, we(0.),

ou 0*u
%(07y)_8_z/2(07y) :dU (y)> (7S (071>7

\ u(17y) = U (y)a Yy e (07 1)>

La proposition suivante donne I’existence et 'unicité de la solution de ce probléme

du
0
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Proposition 2.1 Soit f € L?(0,1; L*(]0,1])) avec 1 < p < 4o0. Alors, pour w > 0, les
deuz assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (2.41) admet une unique solution classique u.
2. wy, 1Yy € (D(A), LP(]0, 1[))%{0, 1<p<oo.

On peut généralisé ’exemple précédent en supposant cette fois-ci les opérateurs @), et H
définis comme suit :

D(Q.) = D(H) = {¢ € W“(%) tp =0 sur 00},
Qup (y) = Ay (y) + ;a () 22 (y) = Voo (y), ye,

= Dy
Ho(y) = —Ayp(y), ye
aiGC’Q(Q) et ;=0 sur 09, 1<i<n.

avec € un ouvert régulier borné de R", n > 2 et X = LP(Q)), 1 < p < 0.



Chapitre 3

Probléme de Robin abstrait dans les
espaces de Holder : cadre non
commutatif

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on reprend 1’étude du Probléme (2.1)-(2.2) mais cette fois-ci dans les
espaces de Holder C?([0,1]; X) avec 0 < 6 < 1 qui ont une géométrie différente de celle
des espaces LP (0,1; X) avec 1 < p < oo. Plus précisément, on s’intéresse aux équations
différentielles opérationnelles du second ordre de type elliptique, posées sur 'intervalle borné
[0,1]

W) + Au(z) = f(z), €01, (3.1)
et munies des conditions aux limites de type Robin généralisé
u'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy, (3.2)

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X, f €
C%([0,1]; X) avec 0 < § < 1, dy, u; sont des éléments donnés dans X.

On s’intéresse a 'existence et 1'unicité d’une solution classique du Probléme (3.1)-(3.2),
c’est-a-dire une fonction u telle que

ue C¥[0,1]; X) N C(]0,1]; D(A)),

u(0) € D (H) et u satisfaisant le Probléme (3.1)-(3.2) ainsi qu’a la régularité maximale de
la solution classique u, c’est-a-dire

u’, Aue C?([0,1];X), 0< 6 < 1.

3.2 Hypothéses

On suppose que

{ 10, +00[ C p(A),ker(A) = {0}, Im(A) = X,

et sup || A (A — AI)~ < 00, (3-3)
A>0

1
||£(X)
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cette hypothése implique que Q = — (—A)l/ % existe et géneére un semi-groupe analytique
généralisé (non fortement continu en zéro) (er)PO.
On suppose également
H est un opérateur linéaire fermé dans X, (3.4)
N D (A¥) c D(H), (3.5)
k=1
A= (Q—H)+¢e*?(Q + H) est inversible dans £(X), (3.6)
IT=(Q— H)+(Q+ H)e*? est inversible dans £(X), (3.7)
et
VE e D(Q); QAT € D(Q), QA€ (D(A), X)) (/2)00 (3.8)

Notons que, les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi (voir [18]),
ont résolu le probléme

u'(z) + Au(z) = f(z), x€(0,1),
{ u(0) = up, u(l) = uy, (3.9)

sous les mémes hypothéses sur I'opérateur A et f € CY ([0,1]; X), 0 < 6 < 1. Ils ont obtenu
les résultats suivants :

1. Le Probleéme (3.9) admet une unique solution classique u si et seulement si

Ug, Up GD(A)
{ f (i) — Au; € D(A), i=0, 1.

2. Le Probléme (3.9) admet une unique solution classique u ayant la propriété de régularité
maximale

u’, Au e C?(0,1];X), 0< 0 <1,
si et seulement si

{ ug, u; € D(A),

f ) = Au; € (D(A), X), g0, i =0, 1. (3.10)

3.3 Représentation de la solution

On utilise la représentation de la solution trouvée dans le chapitre 2, cadre LP (voir le
chapitre précédent) qui est donnée par :

w(z) = T(x)IT " do+ e ™%,
+T (1) Q71 (Q + H) A7 Qeuy
ST @ Q@+ AT [T (5)ds (3.11)
—U DRI (1) + T () + J (2),



52

ou
([ T(z) = e*@ — 2729
1 x
I() = 5@ el (s)ds,
0
, 1
J(x) = §Q1/e(s‘”)Qf (s)ds.
On a

Q+H)A™" = [(Q+H)+Q—-—H+e*(Q+H)—AJA™
= QA1+ (Q+H)A -1,

on déduit alors

u(z) = T(z)I dy 4 e % + 2T (z) A1 Qe%uy
+T (z) Q™ 'e*? (Q + H) A Qe
1
—T (2) e®uy + T (2) A_I/T(s)f (s)ds

0
1

+%T (z) Q1 (Q+ H) A / T(s)f (s)ds

—i—%T (x) Q_l/T(s)f (s)ds — e (1) + I (z) + J ().

0

En remplagant dans certains termes 7' () par sa valeur, on obtient

u(zr) = (emQ — 6(2_9”)@) I dy + eM %9y,
+2 (er — 6(2’95)@) A1Qe%y,

+T () Q1e*@ (Q + H) A 'Qe%uy — T () e®uy
1

+ (er — 6(2_“3)@) A_l/ (eSQ - e(Q_S)Q) f(s)ds

0

—i—%T (2) Q1 (Q + H) Al/ (e%9 — e(Z’S)Q) f(s)ds
0

1

(e;,;Q _ 6(2—:5)@) Q_l/ (esQ _ 6(2-5)@) f(s)ds

— DRI (1) + T (2) + J ().

+

N | —
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En écrivant la formule précédente comme suit

u ()
= "I Y, + e(1=2)Qy + 2¢"C A Qe?uy
1 1
—l—erA_l/esQ (f(s)— f(0))ds+ eIQA_l/eSQf (0) ds
0 0
1 1

—erA_l/e(Q_s)Q (f(s)— f(1))ds+ emQA_l/e(Q_s)Qf (1)ds

0

0
1
39 /eSQ(f() £ (0)ds + Q- / “2f (0

1

50 / ©0 (f () = f)ds + 0@ [ 0F (1) s

0

1
R Ch / U (f (5) — f (1)) ds + e P9Q / 199 f (1) ds
0

xT

0
e / I (1 (5) = F(O)ds+ 5@ [ F(0)ds

0

+@/” f())ds+62/”Qf)

+R(ZL‘, dOa Uy, f)7
ot, pour tout x € [0, 1]

R(z,do,ur, f) = —e® R0 dy — [2eFI9ATQe? + 9T ()] wy
+e2°T (2) Q1 (Q + H) A ' Qe

1

#5r @Q @ ) = 9 A 1061 (o)

1
—%e@_f‘)QQ—l/T(s)f (s)ds
0

Apres calculs, on trouve, pour tout z € [0, 1]
u (IE) = Sl(fl?, do, Ul) + SQ([E, f) + E(l’, do, Uy, f), (312)
ou

Sl(x do, 1) (3.13)
= (I Yy + Q72 (0)) + ™9 (wy + Q21 (1)),
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52(137 f)
= e [ (5) = O ds 4 5e0Q ! [ (7 (5) £ (0) ds
—e"IAT e / I (f (s) = f(1)) ds + %Ql / IR (f(s) = f(1))ds  (3.14)
e 0 [ 1 (5) - (W) ds 5@ [0 (7 (5) - (O,
et
E(l‘7 d07 Uy, f)
= Rlodo,ur, f) — 5@ [#799F (1) = 0499 (0)] (3.15)

~3@ () + £ 0).

3.4 Lemmes techniques

Lemme 3.1 On suppose (5.3)~(3.7). Soit f € C?([0,1];X), 0< 60 < 1. Alors , on a

AR(adOaubf) S COO([O’ ]'] 7X)

Preuve. On a

Vm e N*, e“ € L(X,D(Q™)),

et pour tout ¢ € X, il vient
Qe € C>([0,1]; X),

en appliquant A, on obtient
AeQe?p = —e9Q%%p € C™([0,1]; X).
En utilisant (3.15), on trouve pour tout z € [0,1],
AR(z,dy, uy, f)
= —QR(x,do,ur, f) + 3¢ [4I9F (1) — 0 (0]

SUIOESTO

3

il est clair que
QQR(v dOaula f) € Coo([()a 1] aX)7

et donc

AR(, do, Uy, f) c C’OO([O, 1] ,X)
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Lemme 3.2 On suppose (3.3)~(3.8). Soit f € C°([0,1];X), 0 <6 < 1. Alors, on a
ASy(., f) € C?([0,1]; X), 0<6<1.
Preuve. En utilisant la formule (3.14), on a

ASQ(I, f)

1 1

= @i [ (5)— £(0)ds - 50 [ (7 (5) ~ £ (0) ds

1Q2 AR / I (£ (5) — f(1)) ds + 5 Qe / =92 (£ (5) — £ (1)) ds

=50 [ (1 (5) = V) ds = 5 [ f (5) ~ £ 0) ds,

D’aprés la Proposition 1.12, assertion 4, on a

( x

Q / e=92 ( (s) — £(0))ds € C°([0, 1] ; X),
o (3.16)
Q / (D2 (1 (5) — f(1))ds € C7([0,1]; X).

\ €T

En plus, d’aprés les assertions 1 et 6., de la Proposition 1.12, il vient

Q [, €2 (f(s) — f(0))ds € (X, D(Q)).00 »
Q [y €99 (f(s) = f(1))ds € (X, D(Q))p0 -

d’ot
e@ 16562 s) — s 0 .
(@, (/) = J(0)d ) € C(l0,1): ), )
1702 (Q fy €492 (f(s) — f(1))ds ) € C*([0,1]; X).
Grace a Uhypothése (3.8), on a
Q2eon / e (f(s) — £(0)) ds (3.18)
_ oAt (@ | e - s ds) e C%((0.1): X).
et
Q227162 /0 199 (£(s) — F(1)) ds (3.19)

= "QATIQ e (Q /0 19 (f(s) — f(1)) ds ) e C’([0,1]; X),

Finalement, grace a (3.16)~(3.19), on obtient
AS,y(., f) € C?([0,1]; X),0 < 0 < 1.
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3.5 Reésultats principaux

Le résultat principal de cette partie est donné par les théorémes suivants :

Théoréme 3.1 On suppose (3.3)~(5.8). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (3.1)-(3.2) admet une unique solution classique.
2wy, T-'dy € D(A) et

{ Auy — f (1) € D(Q) = D(A),
ATy — f (0) € D(Q) = D(A).

Théoréme 3.2 On suppose (3.3)~(3.8). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléeme (3.1)-(3.2) admet solution classique u qui satisfait la propriété de la ré-
gularité maximale

u’, Au e C%([0,1];X), 6¢€]o,1].
2. uq, Hildo € D(A) et

{ Auy — f (1) S (D(A)aX)l—(G/Z),aﬂ 0 € ]07 1[’
Al dy — £ (0) € (D(A), X)1_(g/2)00» 0 €10, 1[.

La solution u est unique et est donnée par la formule de représentation (3.11).

3.5.1 Preuve du théoréme 3.1
On suppose que u est une solution classique du Probléme (3.1)-(3.2), on a donc
u€ C*([0,1]; X)NC([0,1]; D (A)).
En utilisant les Lemmes 3.1 et 3.2, nous avons
ASy(., f) € C7([0,1];X) et AR(.,do,ur, f) € C([0,1]; X),
on déduit donc
ASi (., do,uy) = Au () — AR(., do,uy, f) — ASs(., f) € C([0,1]; X).
avec

ASy(od ) (3.20)
= " (=Q Mo — [ (0)) + eI (—Q%u — f (1)),

En utilisant (3.10), on a u; € D(A) et Auy — f (1) € D(A), c’est a dire
9 (Auy — f (1)) € C([0,1]; X).
Donc ASi(.,dy,uq) est dans C ([0, 1]; X) si et seulement si

Uy, H_ldo € D(A),
e (All"dy — f(0)) € C([0,1]; X)),
1)@ (Auy — £ (1)) € C([0,1]; X),
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et grace a la proposition 1.12, les conditions précédentes sont équivalentes &

uy, U 1dy € D(A),
All"Ydy — £ (0) € D(Q) = D(A),
Auy— £(1) € D(Q) = D(A).

Réciproquement, supposons que u;, [I7*dy € D(A) et

Auy — f (1) € D(Q),
{Anlmr—fm>6577, (3.21)

et montrons que le Probléme (3.1)-(3.2) admet une solution classique u, c’est-a-dire
ue C*([0,1];X) N C ([0,1); D (4)),

et u vérifiant le Probleme (3.1)-(3.2). D’apres la Proposition 1.12, point 2, (3.21) est vérifie
si et seulement si

Uy, H_ldo € D(A),

e (All"'dy — £ (0)) € C([0,1]; X)),

19 (Auy — £ (1)) € C([0,1]; X),

qui est équivalent a

AS: (., do,uq) € C([0,1];X) < Au(.) € C([0,1]; X)
o ueC(0,1];D(A) (3.22)
Puisque
fec?(0,1:X), 0<6 <1,
donc
u'=f—Aue C([0,1];X). (3.23)

Il s’ensuit, de (3.22) et (3.23), que

u€ C*([0,1]; X)NC([0,1]; D (A)).

3.5.2 Preuve du théoréme 3.2

On suppose que u est une solution classique du Probléme (3.1)-(3.2) vérifiant les condi-
tions de la régularité maximale. Alors

u’, Au e C°([0,1];X), 0€]0,1[.
On a
Au () = AR(.,dy,uy, f) + AS1(.,do,uy) + ASo(., f) € C?([0,1]; X), 6 €]0,1][,
et d’aprés les Lemmes 3.1 et 3.2, nous avons

ASy(., f) € C°([0,1]; X),
{ AR(.,do, us, f) € C=([0,1]; X),
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on en déduit donc
AS(.,do,uy) € C%([0,1]; X), 6 €]0,1],

avec

ASl(I‘, do, U,l)
= "9 (=Q T 'dy — £(0)) + "9 (Auy — (1))

En utilisant ’assertion 1. du Lemme 1.12, on obtient

Uy, H_ldo € D(A)
{ e1=)Q (Auy — £ (1)) € C?([0,1]; X), 0€]0,1[,
e (AIl"'dy — f(0)) € C?([0,1]; X)), 0 €

qui est équivalent a

{ Auy — f (1) € (D(Q), X), o 0€10,1],
ALYy — £ (0) € (D(Q). X),_ges 0 €10,1].

ou bien
{( A S0 DX 2101
ATl do — f(0) € (D(A), X)1_ g9 00> ¢ €]0,1[.

Réciproquement, supposons que

feco,1],X), 6<]0,1],

(A), X)1_(0/2),00 - 0 €10, 1],

Auy — f(1) € (D
€ (D(A), X),_(g200 . 0€10,1[.

uy, 1™ d() c D(A)
{ AHildO f (0)

et montrons que le Probléme (3.1)-(3.2) admet une solution classique u vérifiant les conditions
de la régularité maximale. En utilisant le méme raisonnement de la preuve du théoréeme 3.1,

on obtient wr. Ty € D(A),
{ e (ATIUy — £ (0)) € C° (0,1); X), 0 €]0,1],
9 (Auy - £ (1)) € C7([0,1]5X), 0 €]0,1],

on en déduit alors

ASi (., f) € C?([0,1]; X), 6 €]0,1],

ce qui donne
Au(.) € C°([0,1]; X), 6 €]0,1[,

c’est-a-dire

u(.) € C%([0,1]; D(A)), 6 €]0,1][.
Le fait que f € C?([0,1], X) alors

u'=f—Aue C°([0,1];X), 0 €]0,1,

d’ot le résultat.
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3.6 Probléme avec un paramétre spectral

On s’intéresse aux équations différentielles opérationnelles du second ordre de type ellip-
tique
u'(z) + Au(z) —wu(z) = f(x), z€][0,1], (3.24)

sous des conditions aux limites de Robin
u'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy, (3.25)

ott A, H des opérateurs linéaires fermés ne commutent pas, f € C?([0,1]; X) avec0 < 8 < 1,
dp, uq sont des éléments donnés dans un espace de Banach complexe X et w est un réel positif
assez grand.

On s’intéresse a l'existence et I'unicité d’une solution classique du Probléme (3.1)-(3.2),
c’est-a-dire une fonction u telle que

ue C*(0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),

u(0) € D (H) et u satisfaisant le Probleme (3.24)-(3.25) ainsi qu’a la régularité maximale de
la solution classique u, c’est-a-dire

u’, Aue C?([0,1];X), 0< 6 < 1.
Pour des raisons de commodité, on va traiter I’équation (3.24) avec la notation

A, =A—wl, w>0.

3.7 Hypothéses

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wy tel que, pour tout w > wy, les opérateurs
linéaires fermés A, et H vérifient

{ 10, +o0[ C p(Ay) ,ker(A,) = {0}, Im(A,) = X, (3.26)
et s MA, = A7t < 400, :
/\gfo) [A( ) HE(X) o0
D(A)c D(H), (3.27)
Jv €]0,4[,3C > 0: Vu > 0,
c (3.28)

-1
et HH(Aw - ,u-[) ||L(X) < ’w +/1/|1/2+V7

d’apres le chapitre précédent, les hypothéses (3.26)~(3.28) nous assurent existence de w* tel
que, pour tout w > w*, les opérateurs A,, et II,, sont inversibles avec

Ao = (Qu— H) + €% (Qu+ H).
{ IL, = (Qw - H) + (Qw —|—H> eQQw’ (329)

on suppose aussi que

vf S D(Qw)v QwAc:1£ € D(Qw)7 QZA;1§ S (D(A)aX)lf(em),oo : (330}
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Théoréme 3.3 On suppose (3.26)~(3.30). Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w* >
wo, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (3.24)-(3.25) admet une unique solution classique.
2.y, IZ'dy € D(A) et

{ Al dy = f(0) € D(Qu) = D(A),
Aguy — f (1) € D(Q.) = D(A).

Théoréme 3.4 On suppose (3.26)~(3.30). Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w* >
wo, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (3.24)-(3.25) admet une solution classique et unique u qui satisfait la
propriété de la régularité maximale

u’, Ayue C?([0,1];X), 6<€]0,1[.
2. uq, H;ldo S D(A) et

{ AT o — f(0) € (D(A), X),_ gy 0 €011,
Apur — f (1> S (D(A)7X)1—(o9/2),oo7 0 e ]07 1[7



Chapitre 4

Equations différentielles
opérationnelles avec des conditions
aux limites non locales dans les
espaces L” : cadre non commutatif

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations différentielles opérationnelles du second
ordre de type elliptique, posées sur I'intervalle borné (0, 1)

u' () + Au(z) = f(z), =€ (0,1) (4.1)

munies des conditions aux limites & coefficients opérateur du type non locales

u (O) = Uo,
(00 w2

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach complexe,
feL’0,1;X) avec 1 < p < 0o et ug, u1 0, sont des éléments donnés dans X.

On s’intéresse a I'existence, I'unicité et la régularité maximale de deux types de solutions
du Probléme (4.1)-(4.2) :

— Une solution classique du Probléme (4.1)-(4.2), c’est-a-dire une fonction u vérifiant

i) u € W22(0,1; X) N LP(0, 1; D(A)),
it) u'(0) € D(H),
i11) u satisfait (4.1)-(4.2).

— Une solution semi-classique du Probleme (4.1)-(4.2), c’est-a-dire une fonction u véri-
fiant, pour tout € €]0, 1|

i)u € W2 (0,1 —¢X)NLP(0,1—¢;D(A)NWP(0,1; X),
i1) u'(0) € D(H),
ii1) u satisfait (4.1)-(4.2).

61
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4.2 Hypothéses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (4.3)

{ A est un opérateur linéaire fermé X, [0, 400 C p(A) et

AA=A)! (4.4)
sup [|A (A = M) 7|y < oo,

VseR:(—A)® e L(X) et IC > 1,04 €]0,7[,
H(_A)’LS < C€6A|S|, (4.5)
L(X)
H est un opérateur linéaire fermé dans X, (4.6)
N D(A") c D(H), (4.7)
k=1
et
0ep(n), (43)
ou

A:=1—e* —2HQeY.

Notons que cet opérateur A, dans un certain sens, est le déterminant du Probléme (4.1)-(4.2).

Dans ce travail, il s’agit en particulier de prolonger et d’améliorer le travail des auteurs
H. Hammou, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri (voir [26]) ou ils ont traité le Probléme
(4.1)-(4.2) sous les hypotheses (4.3)~(4.6) et (4.8) ainsi que

D(Q) c D(H), (4.9)

au lieu de (4.7). De plus, ils ont supposé la condition supplémentaire de commutativité
suivante :

V(e D(H): AV HC = HAT'C, (4.10)

et ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses (4.3)~(4.6), (4.8) en plus de (4.9) et (4.10). Soient
ug, g € X et f € LP(0,1,X),1 < p < 4o0. Alors, le Probléme (4.1)-(4.2) admet une
unique

1. solution semi-classique u si et seulement si

uo € (D(A), X) 1,

Quo — /0 @ f (s) clls € D(H), (4.11)
'LLLO—H<QUO—/ eSQWf(S)dS) G(D(A),X)%Jr%’p,
0 P
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2. solution classique u si et seulement si

Ug € (D(A),X)l

2p°P

Quo — /0 e*?f (s)ds € D (H) (4.12)

uro — H (Quo - /1esQf (s) ds) € (D(A),X), .

250
0 P

Le but de ce chapitre est d’améliorer le résultat précédent en suivant les étapes suivantes :

1. on ne suppose pas ’hypothése de commutativité (4.10),

2. on considére 'hypothése (4.7) qui est plus faible que la condition D(Q) C D(H)
supposée dans [26],

3. on construit une formule de représentation adaptée a la solution classique,

4. on détermine les conditions nécessaires et suffisantes sur les données pour 'existence
et 'unicité d’une solution classique et semi-classique du Probléme (4.1)-(4.2),

5. finalement, on détermine la régularité optimale en supposant I'une des deux conditions
régularisantes suivantes :

(4.13)

ou bien

Ve € Fj D (A¥)  Hyp € (D (A), X) (4.14)

1 .
%’p

Notons que, dans le cadre commutatif, les deux hypotheéses précédentes sont naturel-
lement vérifiées et les conditions citées au-dessus coincident exactement avec (4.11) et

(4.12).

4.3 Conséquences des hypothéses

Remarque 4.1

1. Sous Uhypothese (4.4), puisque Q = —+/—A est générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique sur X on a, pour tout £ € X,z >0 etn €N

% e (| D(Q") = N D(AY) et Qe e £(X). (4.15)

k=1

2. Sous (4.4), (4.5) et (4.7), le fait que H est un opérateur fermé et Qe® € L (X), on en
déduit que opérateur HQe® est fermé. De plus, suite & (4.15), on obtient D (HQeQ) =
X, et donc, grace au théoréme du graphe fermé, on a HQe® € L (X). Alors

Ae L(X).
3. Il n'est pas facile de vérifier la condition (4.13), mais
A =T+ PN+ 2HQePA ™, (4.16)

donc, suite a (4.15), Uhypothése (4.14) implique (4.13).
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Remarque 4.2

1. Le fait que W??(0,1; X) C C'([0,1]; X), les conditions auz limites ont un sens lors-
qu’on cherche une solution classique.

2. Si u est une solution semi-classique vérifiant, pour tout € €]0,1[,u € W' (0,1; X) N
W2P (0,1 —¢; X), alors

we (0,1 X) N C ([0, 1]; ).
3. d’autre part, si u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)), alors

%7}7’

(4.17)

(voir [17], Remarque 1, assertion 6, p. 197). Dans ce cas, on a u(0),u (1) € D(Q),
car

D’ 2p?

(D(A), X) 1, = (X, D(@Q)),_r,=X.D(Q))y1,CD(@Q).

4.4 Représentation de la solution

On suppose (4.4)~(4.8). Soit u une solution classique ou semi-classique du Probléme
(4.1)-(4.2), alors il existe &, {; € X tels que pour presque tout x € (0,1)

u(zr) = egﬁQfo + e(l_w)Qfl +1(x)+J(x), z € (0,1), (4.18)

ou
I() __Q / @R F(s)ds et J (z ——Q / =09 (s)

Cette formule est obtenue en utilisant la méthode de réduction d’ordre de Krein [30] (voir
aussi [4], p. 989). Le but est de calculer &, et &; en utilisant les conditions aux limites (4.2).
Pour presque tout x € (0,1), on a

W (z) = Qe — Qe + QI (2) = QJ (x), =€ (0,1),
alors
u'(0) = Q& — Qe%; —QJ (0) € D (H).
Utilisant (4.2), on trouve

{ §O+€Q€1+J(O) = Uo,
leo +&+1()+H [Qfo - Qlel - QJ (0)] = U1,0,

on en déduit
50:U0_€Qf1—J(0)a
et
e? (ug — €%¢, — J(0)) + & + H [Q€, — Qe®E, — QJ (0)] = ugo — (1),

ce qui implique

(I —e*?) & + H [—2Qe%E, + Q (ug — 2J (0))] (4.19)
= uro— 1 (1) —e? (ug — J(0)).
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Notons que
u'(0) = —2Qe%¢, + Quo — 2QJ (0) € D (H) , (4.20)

et d’apres (4.7), —2Qe%¢, € D (H), on obtient donc
Q (uo —2J(0)) € D(H),
alors, (4.19) devient
[[ =€ —2HQe?] & = ur g — 1 (1) — €2 (ug — J (0)) = HQ (uo — 27 (0)),
en vertu de I'hypothése (4.8), on en déduit que
& = A" o = 1(1) = e (up — J (0) = HQ (g — 27 (0))], (4.21)
et donc

§g = ug—J (0) (4.22)
—e@AT [ULO —T(1) = e®(ug— J(0) — HQ (ug — 2J (O))] )

Finalement, en insérant (4.21) et (4.22) dans (4.18) on déduit que, la solution du Probléme
(4.1)-(4.2) u est donnée formellement, pour tout x € [0, 1], par

u(z) = eQug+ e N uy g — HQ (ug — 2.7 (0))] (4.23)
+S5(x) + R(z),
S(x) = —e"@J(0) — TN [e9 (ug — J (0)) + 1 (1)], (4.24)
+1 (z)+ J (z),
et

R(z) = —e@ @A~ [Ul’g —e@ (ug — J(0)) — I (1) — HQ (up — 2J(0))] ) (4.25)

Notons que, 'étude ci-dessus montre que si le Probleme (4.1)-(4.2) admet une solution
semi-classique ou classique, alors cette solution est nécessairement unique et déterminée par
la formule de représentation (4.23).

4.5 Reégularité de la solution
Remarque 4.3 On suppose (4.4)~(4.8). Soient ug,u10 € X et k € N, on a

(DR — Q@

et
vee X, e D(QY.
k=1

alors
Q"R (-) € L*(0,1; X).
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Lemme 4.1 On suppose (4.3)~(4.8) et (4.13). Soit f € LP (0,1; X), 1 < p < oo. Alors, on
a
AS() e LP(0,1;X),1 <p< 0.

Preuve. Pour presque tout = € (0,1), on a
AS (z) = Q%"CJ(0) + Q%1 I2A e (ug — J (0))
1 [ 1
+Q%U N (1) — 5@/ e f(5)ds — 5@/ e Q£ (5)ds.
0 T

Gréace au Lemme 1.2, on a

’

L f)=Q / e@Qf (5)ds € L7 (0,1, X)),
0

L(l—x,f(1-.))= Q/d”)@?f (s)ds € L? (0,1, X).

\

Notons que, suite a la Remarque 4.1, assertion 2, on a

Vée X, eR¢ e D(A) C (D(A),X)

25P
et en vertu de I’hypothése (4.13) et du Lemme 1.2, assertion 5, on obtient

AeC (ug — J(0)), AT (1) € (D(A),X).

%J) ’
en utilisant le Lemme 1.1, assertion 1, on en déduit

Q%1 =IQA1el (uy — J (0)) € LP(0,1; X)
Q%1 IRAT (1) € L7 (0,1; X)
Q*%J(0) e L*(0,1; X),

avec 1 < p < oo, on obtient donc la régularité désirée. m

4.5.1 Reésultats principaux

Théoréme 4.2 On suppose (4.3)~(4.8) et (4.13) . Soient ug,u10 € X et f € L? (0,1, X)
avec 1 < p < oo. Alors, le Probléme (4.1)-(4.2) admet une unique solution semi-classique u
si et seulement si

Uy € (D (A) 7X)%’p C D(Q)?
Quo = Jy *9f (s)ds € D (H) et (4.26)
A1 {Ul,o - H <QU0 —/0 e*?f (s) ds)] € (D(4) ’X)§+2—p’

o
A=1T—-e2? —2HQeC.
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Preuve. Tout d’abord sous la condition (4.11), u donnée par la formule de représentation
(4.23) est la solution semi-classique désirée. On doit vérifier, pour tout ¢ €0, 1[, que

Au e LP (0,1 —e; X) et Qu e LP(0,1; X).
Pour plus de commodité, on pose
u=u+S+R

otl, pour presque tout x € (0,1)
T (x) = e*Quy + e 7PIA! [u10 — HQ (up — 2J (0))],

et S, R sont définis par (4.24) et (4.25) respectivement. En vertu de la Remarque 4.3 et du
Lemme 4.1, il suffit de prouver que Au € L? (0,1 —¢; X) et Qu € L? (0,1; X) ou, pour p.p.
z € (0,1)

Ati(z) = —Q%e™ug — Q2NN [uy 0 — HQ(up — 27 (0))],

et
Qu(z) = Qe*%ug + Qe A [uy o — HQ(ug — 27 (0))] .

A partir de (4.11), on a

ug € (D(Q%), X) 1, € (D(Q*), X) 141, = (D(Q), X)

et
At [u10 — HQ(ug — 2J (0))] € (D(Q),X)% =(D(A),X)1, 1

P

alors, suite au Lemme 1.1, assertions 1. et 2. on conclut alors
Aue L7 (0,1 -5 X) et Que LP(0,1;X),

et donc
Aue L7 (0,1 -5 X) et Que LP(0,1;X).

De la formule (4.23) on a u (0) = ug, cependant grace a (4.11), on obtient u’' (0) € D (H) et
une fois encore, de la formule (4.23), il s’ensuit que

u (1) 4+ Hu' (0) = uyp.

Réciproquement, si le Probléme (4.1)-(4.2) admet une solution semi-classique u alors elle
est donnée par (4.23). De la Remarque 4.2, assertion 2, on a ug € (D (A) ,X)QL - Vu que
P,

u' (0) € D (H) et a partir de (4.20), on obtient alors

1
Quo—/ ¢f (s)ds € D (H),
0
finalement Qu et donc Qu appartiennent a L (0, 1; X), ce qui implique
Qe(li')QAil [Ul’g — HQ(UO —2J (O))] c LP(O, 1, X),

et suite au Lemme 1.1, assertion 2. on déduit alors

A {uw e (Quo _ / e (5) ds)] € (D(A).X)y, ;.

0
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Théoréme 4.3 On suppose (4.3)~(4.8) et (4.13). Soient ug,u19 € X et f € L?(0,1,X)
avec 1 < p < oo. Alors, le Probléme (4.1)-(4.2) admet une unique solution classique u si et
seulement st

up € (D (4),X)

‘ =

p

Quo — /OlesQf(s) ds€ D(H) et

A {uw iy (Quo _ /OleSQf (s) ds)] € (D(A),X), .

™~

5
Preuve. Si u est une solution classique du Probléme (4.1)-(4.2), on a
Au=—Q*u € L*(0,1; X),
o, pour presque tout z € (0,1), on a
Au(x)
= —Q%"%uy — Q%N {uy g — HQ(ug — 27 (0))},

et vu que
up € (D(A), X)L, = (D(QQ%X)%,W

et d’apres le Lemme 1.1, point 2, il vient
Q% %uy € L7(0,1; X),1 < p < oo.
L’étude précédente montre immédiatement que
Au e [P(0,1; X), 1<p< oo,
si et seulement si
Q%" 9N {uy g — HQ(ug — 2J (0))} € LP(0,1; X),
et en vertu de 'assertion 2. du Lemme 1.1, on obtient

A uy o — HQ(ug — 2J (0))} € (D(A), X) 1,

J(0) = %Q_l/o e*@f (s)ds.

Comme dans le Théoréme 4.2, la réciproque reste vraie. m

Théoréme 4.4 On suppose (4.3)~(4.8) et (4.14). Soient ug,u10 € X et f € LP(0,1,X),
avec 1 < p < oo. Alors, le Probléme (4.1)-(4.2) admet

1. une solution semi-classique u si et seulement st

UOE(D(A),X)%W
Quo—/eSQf(s)dseD(H) et
0 1
ul,O_H(QUO_/ esQf(S)dS) 6(D(A),X>%+2Lp,
0
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2. une solution classique u st et seulement si
Uy € (D(A),X)Lp
2p

1
Quo—/esQf(s)dSED(H) et
0

uro — H (Quo - /165Qf (s) ds) € (D(A),X), .

0 P’

Dans ce cas, u est unique et donnée par la formule de représentation (4.23).
Preuve. Suite a la Remarque 4.1, (4.14) implique I’hypothése (4.13) et donc, on peut ap-
pliquer les Théorémes 4.2 et 4.3. Rappelons que

A =T+ A1 1 2HQeCA !,

et donc, la condition (4.14) montre qu’il existe ¢ € (D (A), X) 1

p tel
que

C (D(4),X)

1,1
3t a,P

A1 [ULO — H(Qugy — / 9 f (s) ds)] = w10 — H(Quo — / e f (s)ds) + .

0 0
Donc, pour £ = (D (A),X)
équivalentes :

(a) A7 {ULO — H(Quo — /165Qf (s) dé’)} €E,

0

ou (D(A),X)1 ,, les deux assertions suivantes sont
2

1 1
5“1’%717 D

(b) u1o — H(Quo — /leSQf (s)ds) e E. m
Notons que le Théoré(;ne 4.4 reste vrai si on remplace (4.14) par
HQe® (X) C (D (A) X)L, (4.27)
Remarque 4.4 Supposons (4.3)~(4.6) en plus de (4.8), (4.9) et (4.10).

1. Sous Uhypothése de commutativité (4.10), il est facile de voir que notre formule de
représentation de la solution (4.23) coincide avec celle utilisée dans [26]. En plus,
notre hypothése (4.7) est plus faible que (4.9), considérée dans [26].

2. Grace a Uhypothése (4.10), ona

Woe () D(AY), Ho=A"HAp € D(A) C (D(A),X).

2p7p :

donc Uhypothése (4.14) est satisfaite. Alors, le Théoréme 4.4 est une généralisation des
Théorémes 3.6 et 3.7, p.1677, dans [26].

4.6 Probléme avec un parameétre spectral

On s’intéresse, cette fois-ci, pour w > wy (wo = 0 fixé), au probléme suivant :

u (x) + Apu (z) = f(x), z€]0,1]
u (0) = wo, (4.28)
Hu' (0) +u (1) = u,

A, =A—wl.
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4.7 Les hypothéses

On suppose que :

{ A, est un opérateur linéaire fermé dans X, [0,+o0o[ C p(Ay,),

et s;;lg A (Aw, HE(X) < +o0,

Vs GR —Au,)® € L(X) et 3C > 1,04, €]0,7
|2 < el

L(X)

H est un opérateur linéaire fermé X,

N D (4%) ¢ D(H),

k=1
et

%717’

(D@, X),) CAD(A), ),

ou
Ay i=1—¢e"% —2HQ,e%.

Lorsque A, est un opérateur inversible, I’hypothése précédente est équivalente &

A ((D(A), X)) € (D(4),X) 1

w 2p° 2p P

4.8 Conséquences des hypothéses
Remarque 4.5 Soit w > wy. Pour tout k € N\ {0}, on a
D(Q%) = D (A%) = D (4%) € D (@),

d’on

ND(@) =N DAL =N DA,

Lemme 4.2 On suppose (4.29)~(4.33). Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w >

l'opérateur
Ay =1—¢e" —2HQ,e% € L(X),

admet un inverse borné.

Preuve. Soit w > wy. On a
Aw =1- Ro.n

ou
Ry = 2HQ, €% + % ¢ L (X).

En utilisant G. Dore et S. Yakubov [14], Lemme 2.6, p. 103, on trouve

de> 0,3k > 0:Vw > wo, Ve > 1/2,
1Quem | x) < ce e e sy < ce™mv™.

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

w*,

(4.35)
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D’apreés Haase [24], Proposition 3.1.7, p. 65, il existe K > 0 tel que (T,)
pour tout w = wg on a

€ L(X) et

w=wo

HwaonL o) S Kyw —wo,

1/2
(_A14 )1/2 + Tw wo — 1(_Aw0+(wfwo)) 5
AT Ty = To—wo Al

Posons Q, = Quy — Ti—w,- On a
wwoz(v2+W—w0—\/_)( )
en plus, Q,, et 1,,_., générent des semi-groupes analytiques satisfont
(Qwo Tw— “’O) — erWO e*sz—wO’ T 2 0

Maintenant, on fixe s > 0 tel que s (k+ K) < k/2 (alors 1 — s > 1/2) et pour tout w > wo,
on a

HTw—onL(X)

= ||2H65Qwa€(1_5)Qw + eQQw HE(X)

= ||2H65Qw0_STw*W0Q 6(1_3)Qw + GQQw ||L(X

2HH68QUJ0H5 (X) [ Hz: (X) HQw - SQWHL
QHHGSQWOHL(X) S Km0 o= h(1=a)Vio g p=2kVe

+ HeZQwHﬁ(X)

2o [H | oD 4 om2tE

N INN

2¢ HH@SQWO e~/ 4 o= 2hvi

HE(X)

Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w > wy, on obtient

[

C(X)

d’ou A, = I — T, est inversible. m

4.9 Reésultat principal
Le résultat principal obtenu dans la section de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 4.5 On suppose (4.3), (4.29)~(4.33). Soient ug,u19 € X, f € L (0,1, X) avec
l<p<ooetw>w.
Alors, le Probléeme (4.28) admet :

1. une solution semi-classique u si et seulement st

Ug € (D(A),X) 1

277p

Q. uy — fo sQu f dsED(H) et
A2 [uno - (@wuo - [eesoa)]| ey,
0 P
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2. une solution classique u st et seulement si

we (D(4),X),,
1 P
Quug — / es9 f (s)ds € D (H) and
0

At {ul,o _H (Qwuo _ /Oleswa@) dsﬂ € (D(A).X), .

2p?

ot Ay, =1 — €29 —2HQ,,e%.

Dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (4.23) ou A est
remplacé par A,,,Q par Q. et A par A,,.

Comme dans le Théoréme 4.4, si on remplace (4.34) par (4.14), alors on peut remplacer,
dans les assertions 1 et 2,

1
A;l [UI,O - H <Qwu0 —/ e f (s) ds)} ,
0
1
par uy g — H (Qwu(J — / e« f (s) ds) )
0

4.9.1 Exemple
On définit I'opérateur linéaire fermé A dans LP(0,1), p € |1, +o0] par

{ D(A) = W?P(0,1) N W, *(0,1)
(Ap) (y) = ¢"(y)-

L’opérateur A est inversible avec, pour tout ¢» € LP(0,1) et y € (0,1)
Yy 1
A7) ) = =) [ s +y [ (5= Dt
0 y
en plus, pour tout A € C avec Re (\/X) > (0, on a

ou
sinh v/ A(1—y) sinh v/As

— Asinh v/}

N\/X(Q, S) - { sinh \\/F)jyssinhﬁ(lfs)
v Asinh v/ X

Maintenant, on définit ¢ € |1, +o0[ par 1/¢+ 1/p = 1 et on consideére

:/0 6 (4.9) p(E)dE, o € X, y € (0,1),
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ot ¢(+,-) : (0,1) x (0,1) — C est une fonction fixe vérifiant

( g(y, ) € [éq2(0, 1), pour p.p. y € (0,1)
oo (1), () € LA(0.1), pour pip. y € (0.1
0
br:iyr— o (y,y), sy — a—j (y,y) € LP(0,1) (4.36)
®:y— o (y, ) € L90,1; L90,1)
¢ (1’ ) = 07

\

Notons que

sup [|¢(y, ')HLLI(O,l) = Cy < +o00,
y€[0,1]

donc
Yy — ¢<y, ) S Lq<0, 1; Lq(O, 1))

Pour n € N\ {0}, on définie la fonction ¢ par :

¢(y7€) = (1 - y)”Wf)» gay € (07 1)7

ol
Y € W21(0,1) N W2(0,1).

e = ([ pdy)l/p
( / 1 / (0. E)ple)de pdy) "
< | 1 ( / 1 |¢<y,§>rqcl£> B ( / Gk di) "

<

On a, H € L(X) car

/0 Loy, ()

IA

||¢||Lq(0,1;Lq(0,1)) ol x -

Ici, notre probléme abstrait est

0.1 4.37
,f)%(o,f)dé’:um(y), ye]()?l[ ( )

0,z €]0,1].
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Afin d’appliquer le Théoréme 4.5 pour le Probléme 4.37, on explicite tout d’abord les condi-
tions citées dans ce théoréme :

(1) uo € (D (A), X)

p7p

(17) Quo — /0 e’?f (s)ds € D (H)
(193) uro— H (Quo —/0 esQf (s) ds) € (D (A),X)%+%,p ou (D (A),X)%p.

D>

Les espaces d’interpolation (D (A), X)

2P’
1, ={p e WPr((0,1) : 0 (0) = ¢ (1) =0},

L= WPP((0,1) sip < 2,

- {90 e Wi-pe((0,1) ; [F O ge +oo} sip=2,

(D(A),X) sont décrits par

1 1
g"l‘%vp

0 t(1— t)
» =P €WPP(0,1) 10 (0) = (1) =0} sip>2.

S

voir [11], p. 385.
On rappel que, pour tout k e Net 1 <0 <1

p p P @) = F P W)
Wktor(0,1) = {f c W*P(0,1) et /0 /0 | ]x—y]lwpy } dxdy < —i—oo}.

Notons que, uy € (D (A) ’X)ﬁvp C D(Q) et H € L(X) donc (i) est satisfaite.
On vérifie maintenant les hypothéses (avec wy = 0) du Théoréme 4.5.
L’espace LP(0,1) est UMD et donc (4.3) est vérifiée.
Pour (4.29), voir [11], p. 372, Lemme 8.1.
La propriété (4.30) n’est pas facile & montrer, elle est complétement prouvée dans [31].
H € L(X) et donc les hypothéses (4.31) et (4.32) sont clairement vérifiées.
Pour I’hypothése (4.34), il suffit de montrer (4.14) :

Soit ¢ € (| D (A*) c €(0,1), alors pour y € (0,1)
k=1

A

/cbys §)de, e X, ye(0,1),
"o

i ) = 6y el (f)w(é‘)d&
- / ¢ €)d¢
{
d;f/i@)(y) = Ci%(y)w(y) 1(y)d—y(y)
\ 5L ) o)+ [ 55 09wl
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donc y — ¢, (y) p(y) € LP(0,1) car

1/p /p
( / 61 (y |pdy) < sw [¢(2) (/ 161 ( !pdy>
z€01

< sup fp(z)] x ¢4y < +o0,
z€[0,1]

Y0
de méme y +— /0 8—j (y,€) p(&)dé € LP(0,1) car

@l = ( / [ SEwons

A

e

P 1/p

dy)

q 1/q 1/p
d&) ( / (e |pd£) dy

[l < +o0.
La(0,1)

(y,€)

N

dH d*H
Alors # € LP(0,1) et de la méme maniére, on montre que 7 (;0) € L*(0,1).
Y

Finalement, H(p) € W?2?(0,1) et on a aussi H(p) (0) = H(p) (1) = 0, donc H(p) €
(D(A), X)

E:p'
En appliquant maintenant le Théoréme 4.5, on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1 Soient ugp € X, u10 € X, f € L? (0,1, X) avec 1 < p < co. Alors il existe
w* > 0 tel que pour tout w > w*, le Probléme (4.37) admet une unique

1. solution semi-classique u si et seulement si

UOE(D(A>7X)2LZ) et

S

ULO—H(QUJUO—/ eswa(S)dS> S (D(A),X)%+Lp,
0

2. solution classique u si et seulement si

up € (D(A), X)1 et

T?p

wio— H (Qwuo _ /0 g (s) ds) € (D(A),X), .

2p”

Remarque 4.6 On peut choisir un élément ¢ € X de telle fagon que la condition (4.10) ne
soit pas satisfaite. En effet, pour ¢ € X ety € (0,1), on a

A @) = =1) [ sHelsds+y [ (s~ DHe(s)s

~ v [ (/OS¢<y,5>so<£>d£> ds

v 51 [ oo



76

et

(HA ) (y) = / T 0.0 [A] (€)de

= [ owo e [sos e [ s p(s)as] ae
0 0 3

On a [A"'Hy] (0) = [A™ Hy] (1) = 0, mais en général

HA Yo # A 'Hop.
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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude des équations différentielles opérationnelles du second
ordre de type elliptique

u'(z) + Au(z) — wu (x) = f(2), re(0,1). (1)
Les conditions aux limites considérées dans ce travail sont :
1. Les conditions aux limites de type Robin généralisé :

{ u'(0) — Hu(0) = dy, @)

u(l) = uy,

2. Les conditions aux limites non locales :

u (0) = u,
{ u (1) + Hu' (0) = dyp. (3)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach complexe,
ne commutant pas, ug, u1, o1 et dp € X et w > 0. Notre étude se fera dans deux espaces
de Banach de géométrie différente, lorsque le second membre f appartient a I'une des deux
classes suivantes :

L7 (0,1; X) avec 1 < p < oo et C?([0,1]; X) avec 0 < 0 < 1.

On s’intéresse a ’existence, 'unicité et la régularité maximale d’une solution classique des
Probleémes (1)-(2) et (1)-(3).

Mots clés : Equations différentielles opérationnelles du second ordre de type elliptique;
cadre non commutatif; semi-groupes analytiques; régularité maximale; espace UMD ; es-
paces de Holder ; espaces d’interpolation.

Abstract
This work is devoted to the study of the operational differential equations of the second
order of elliptic type in non-commutative framework :
u'(z) + Au(z) —wu (z) = f(z), ze (0,1). (1)
The boundary conditions considered in this work are :
1. the abstract boundary conditions of Robin’s type

(e ®
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2. nonlocal boundary conditions

U (0) = Ug,
{ u (1) + Hu' (0) = dy. (3)

where A and H are closed linear operators in a complex Banach space X, ug, u1, 1o and
dy € X and w > 0. The study is performed in two different frameworks, when the second
member f belongs to one of the two following classes :

C?(10,1],X) with 0 < < 1 and L? (0,1; X) with 1 < p < co.

We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the classical solution of
Problems (1)-(2) and (1)-(3).

Keywords : second-order abstract elliptic differential equations ; non-commutative case ;
analytic semigroups ; maximal regularity ; UMD space ; Holder spaces ; interpolation spaces.



