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Introduction

0.1 Objectif principal de la thèse

On considère, dans un espace de Banach complexe X, les équations di¤érentielles opéra-
tionnelles ou abstraites (en abrégé EDA) d�ordre deux de type elliptique avec des conditions
aux limites de type Robin, dans un cadre non commutatif entre A et H. On entend ici par
EDA, des équations di¤érentielles à coe¢ cients opérateurs linéaires (en général non bornés)
sur l�espace X.
Les problèmes aux limites que l�on se propose d�étudier ici, consistent en l�équation

di¤érentielle
u00(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (1)

dans deux situations très di¤érentes dont chacune comporte des di¢ cultés :

1. Première situation : Les conditions aux limites sont de type Robin généralisé (c-à-d il
y a un opérateur non borné H rendant délicat l�étude de l�équation) :�

u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)

2. Deuxième situation : Les conditions aux limites sont non locales à coe¢ cient opéra-
teur : �

u (0) = u0;
u (1) +Hu0 (0) = u1;0:

(3)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines respectifs D(A)
et D(H), u0, u1, u1;0 et d0 sont des éléments donnés dans X et ! est un paramètre spectral
positif. Notre étude se fera dans deux espaces de Banach de géométrie di¤érente, lorsque le
second membre f appartient à l�une des deux classes suivantes :

Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1;

et
C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1:

On s�intéressera à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution classique
pour les Problèmes (1)-(2) et (1)-(3) sous des conditions nécessaires et su¢ santes de com-
patibilité des données u0, u1, u0;1, d0 et f . Pour des raisons de commodité, on va traiter
l�équation (1) avec la notation

A! = A� !I; ! > 0:

La principale di¢ culté et originalité de ce travail réside dans le fait que :

1. les opérateurs A et H ne commutent pas,

2. les conditions aux limites contiennent des opérateurs non bornés.
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0.2 Aperçu historique

0.2.1 Cadre commutatif

Dans une série d�articles à partir de 2004, les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot,
H. Tanabe et A. Yagi (voir [17], [18] et [19]) se sont intéressés à l�équation di¤érentielle
opérationnelle

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (4)

sous des conditions aux limites de type Dirichlet

u(0) = u0; u(1) = u1; (5)

où A et B sont des opérateurs linéaires fermés, dans un espace de Banach complexe X,
véri�ant l�ellipticité de Krein (voir [30]) pour l�opérateur A�B2 et certaines hypothèses de
commutativité. Deux cadres ont été développés :

f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1;

et
f 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2]0; 1[:

Par la suite, à partir de 2008, les auteurs M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot
et A. Medeghri (voir [4], [5], [6] et [7]), ont étudié l�équation (4) mais cette fois-ci avec des
conditions aux limites de type Robin généralisé�

u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(6)

où H est un opérateur linéaire fermé sur X. Ici aussi, l�étude a été réalisée dans les
espaces Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1 et C� ([0; 1] ;X) avec � 2]0; 1[. Les auteurs ont considéré
les cas où B génère un groupe fortement continu sur X et celui où L := B � (B2 � A)

1
2 et

M := �B � (B2 � A)
1
2 génèrent des semi-groupes analytiques sur X, commutent entre eux.

De même en 2013 et 2015, les auteurs H. Hammou, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri
(voir [25] et [26]) ont traité le Problème (1)-(3) dans les deux espaces cités auparavant. Ils
considèrent dans leur étude, en plus d�autres hypothèses, la condition de commutativité
suivante :

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�:

0.2.2 Cadre non commutatif

Dans les deux articles [15] et [16] apparus en 2012 et 2013, les auteurs A. Favini, R.
Labbas, S. Maingot et M. Meisner ont étudié les deux problèmes

u00(x) + 2Bu0(x) + A!u(x) = f(x); x 2 R;

et �
u00(x) + 2Bu0(x) + A!u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u(0) = u0; u(1) = u1:
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Pour cela, ils les ont réécrit sous forme

u00(x) + (L! �M!)u
0(x) +

1

4

�
(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2�u(x) = f(x); x 2 R

et (
u00(x) + (L! �M!)u

0(x) +
1

4

�
(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2�u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;

u(0) = u0; u(1) = u1;

avec (
L! �M! � 2B;
�1
2
(M!L! + L!M!) � A!;

et L!M! 6=M!L!.
En particulier, et sous l�hypothèse qui permet de dé�nir (B2 � A!)

1
2 , les opérateurs L!

et M! sont dé�nis comme suit

L! = B �
�
B2 � A+ !I

� 1
2 ; M! = �B �

�
B2 � A+ !I

� 1
2 :

En 2017, les auteurs M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et K. Ould Melha (voir
[9]), ont étudié le Problème (4)-(6) dans un cadre non commutatif, c�est-à-dire lorsque les
opérateurs A et B ne commutent pas au sens des résolvantes.

0.3 Description des chapitres et résultats principaux

Cette thèse comporte quatre chapitres.
Le premier chapitre est dédié aux rappels d�usage sur les outils mathématiques utilisés

dans cette thèse tels que des notions d�analyse fonctionnelle, certains résultats classiques
sur la théorie des semi-groupes, les espaces d�interpolation, les puissances fractionnaires
d�opérateurs et les intégrales de Dunford.
Le deuxième chapitre traite le Problème (1)-(2) lorsque f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1:

Après avoir construit une formule de représentation de la solution grâce à un raisonnement
heuristique, on donne les conditions nécessaires et su¢ santes d�existence, d�unicité et de
régularité optimale d�une solution classique du Problème (1)-(2), c�est-à-direc�est-à-dire une
fonction u véri�ant 8<:

i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A));
ii) u(0) 2 D(H);
iii) u satisfait (1)-(2).

Plus précisément, on suppose que

X est un espace de type UMD: (7)

et qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que les opérateurs linéaires fermés A!0 et H véri�ent(
9C0 > 0 : [0;+1[ � � (A!0) ;

et sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X) 6 C0; (8)
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cette hypothèse implique que l�opérateur

Q!0 = � (�A!0)
1=2 ;

existe et génère un semi-groupe analytique
�
exQ!0

�
x>0 ( voir A. V. Balakrishnan [1]).( 9�A 2]0; �[;9C > 1 : 8s 2 R;

(�A!0)
is 2 L(X) et




(�A!0)is


L(X) 6 Ce�Ajsj;
(9)

8<:
9� 2]0; 1

2
[;9C > 0 : 8� > 0; D(A!0) � D (H)

et


H (A!0 � �I)�1




L(X) 6

C

j!0 + �j1=2+�
; (10)

et aussi, pour 1 < p <1, l�hypothèse suivante :

Q!0 (Q!0 �H)�1
h
(D (Q!0) ; X)1=p;p

i
� (D (Q!0) ; X)1=p;p = (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;1 : (11)

Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif (voir
Cheggag et al. [7], p. 63). On suppose qu�il existe une solution u au Problème (1)-(2) et on
remplace u1; d0 et f dans la solution du cas commutatif par u�1; d

�
0 et f

� et pour obtenir la
représentation �nale de la solution u, il faudra calculer ces inconnus.
Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant :

Théorème 0.1 On suppose que (7)�(11) soient véri�ées. Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <
1: Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Le Problème (1)-(2) admet une unique solution classique u c�est-à-dire

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ; 1 < p <1;

u(0) 2 D (H) et u véri�ant le Problème (1)-(2).
2.

��1! d0; u1 2 (D(A); X) 1
2p
;p; 1 < p <1;

avec
�! = (Q! �H) + (Q! +H) e2Q! .

Le Problème (1)-(2) est aussi traité pour le cas ! = 0:
Le troisième chapitre concerne l�étude du Problème (1)-(2) mais cette fois-ci dans un

cadre höldérien, c�est-à-dire

f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1:

On s�intéressera à l�existence et l�unicité d�une solution classique du Problème (1)-(2) ,
c�est-à-dire une fonction u telle que

u 2 C2([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));
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u(0) 2 D (H) et u satisfaisant le Problème (1)-(2) ainsi qu�à la régularité maximale de la
solution classique u, c�est-à-dire

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1:

Les hypothèses considérées dans cette partie sont les suivantes :
On suppose qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que, pour tout ! > !0, les opérateurs

linéaires fermés A! et H véri�ent :(
]0;+1[ � � (A!) ; ker(A!) = f0g ; Im(A!) = X;

et sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) < +1; (12)

cette hypothèse implique que, pour tout ! > !0, Q! = � (�A!)1=2 existe et génère un
semi-groupe analytique généralisé

�
exQ!

�
x>0 ( voir A. V. Balakrishnan [1]).

On suppose également
D(A) � D (H) ; (13)8<:

9� 2]0; 1
2
[;8! > !0; 9C > 0 : 8� > 0;

et


H (A! � �I)�1




L(X) 6

C

j! + �j1=2+�
; (14)

les hypothèses (12)�(14) nous assurent l�existence de !� tel que, pour tout ! > !�, les
opérateurs �! et �! sont inversibles avec�

�! = (Q! �H) + e2Q! (Q! +H)
�! = (Q! �H) + (Q! +H) e2Q! ;

on suppose aussi que

8� 2 D(Q!); Q!�
�1
! � 2 D(Q!); Q2!�

�1
! � 2 (D(A); X)1�(�=2);1 : (15)

Dans le cadre commutatif, les opérateurs �! et �! sont égaux sur le domaine D(Q!). Les
résultats principaux de ce chapitre sont :

Théorème 0.2 On suppose (12)�(15). Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�,
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (1)-(2) admet une unique solution classique.

2. u1; ��1! d0 2 D(A) et �
A!u1 � f (1) 2 D(Q!) = D(A);

A!�
�1
! d0 � f (0) 2 D(Q!) = D(A):

Théorème 0.3 On suppose (12)�(15). Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�,
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (1)-(2) admet une solution classique et unique u qui satisfait la propriété
de la régularité maximale

u00; A!u 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ :
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2. u1; ��1! d0 2 D(A) et�
A!u1 � f (1) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ ;
A!�

�1
! d0 � f (0) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ :

Dans le quatrième chapitre, on s�intéresse, cette fois-ci, pour ! > !0, au problème
suivant : 8<:

u00 (x) + Au (x)� !u (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0:

(16)

On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de deux types de solutions
du Problème (16) :
� Une solution classique du Problème (16), c�est-à-dire une fonction u véri�ant8<:

i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A));
ii) u0(0) 2 D(H);
iii) u satisfait (16).

� Une solution semi-classique du Problème (16), c�est-à-dire une fonction u véri�ant,
pour tout " 2]0; 1[8<:

i) u 2 W 2;p (0; 1� ";X) \ Lp (0; 1� ";D(A)) \W 1;p (0; 1;X)
ii) u0(0) 2 D(H)
iii) u satisfait (16).

Les hypothèses sur les opérateurs A et H sont :

X est un espace de type UMD, (17)(
A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X; [0;+1[ � � (A!0) ;

et sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X) < +1; (18)

(
8s 2 R : (�A!0)

is 2 L (X) et 9C > 1; �A!0 2 ]0; �[


(�A!0)is



L(X)

6 Ce�A!0 jsj;
(19)

H est un opérateur linéaire fermé dans X; (20)
1T
k=1

D
�
Ak
�
� D (H) ; (21)

et �
(D (A) ; X) 1

2p
;p

�
� �! (D (A) ; X) 1

2p
;p ; (22)

où
�! := I � e2Q! � 2HQ!eQ! :

Lorsque �! est un opérateur inversible, l�hypothèse précédente est équivalente à

��1!

�
(D (A) ; X) 1

2p
;p

�
� (D (A) ; X) 1

2p
;p :

On donne alors une représentation formelle de la solution dont l�analyse nous permet
d�obtenir le principal résultat de cette section
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Théorème 0.4 On suppose (17)�(22). Soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) avec 1 < p <
1. Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, le Problème (16) admet une unique :

1. solution semi-classique u si et seulement si8>>><>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p

Q!u0 �
R 1
0
esQ!f (s) ds 2 D (H) et

��1!

�
u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;

2. solution classique u si et seulement si8>>>><>>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p

Q!u0 �
Z 1

0

esQ!f (s) ds 2 D (H) et

��1!

�
u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2p
;p ;

où
�! = I � e2Q! � 2HQ!eQ! :

Le Problème (16) est aussi traité pour le cas ! = 0:



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs :

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Soient X; Y et Z des espaces de Banach.

Dé�nition 1.1 On dit qu�un opérateur A; dé�ni de X dans Y est borné si

D (A) = X et sup
k�k�1

kA�k < +1:

Dé�nition 1.2 On note L (X; Y ) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de
l�espace vectoriel normé X dans l�espace vectoriel normé Y: L (X; Y ) est un espace normé et
sa norme est dé�nie par

kAkL(X;Y ) = sup
x2X
x 6=0

kAxkY
kxkX

= sup
kxkX�1

kAxkY = sup
kxkX=1

kAxkY , 8A 2 L (X;Y ) :

On note L (X;X) := L (X) :

Proposition 1.1 L (X; Y ) est un espace de Banach si et seulement si Y est un espace de
Banach.

Proposition 1.2 Soit A 2 L (X). Si kAkL(X) < 1 alors (I � A) est inversible dans L (X)

et (I � A)�1 =
1P
n=0

An:

Dé�nition 1.3 Soient (A;D (A)) ; (B;D (B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y: On
dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A � B si�

D (A) � D (B) ;
8x 2 D (A) ; Ax = Bx:

Dé�nition 1.4 Soient A : D (A) � X ! Y et B : D (B) � Y ! Z deux opérateurs
linéaires. On peut dé�nir l�opérateur BA par�

D (BA) = fx 2 D (A) : Ax 2 D (B)g ;
(BA)x = B (Ax) ; x 2 D (BA) :

12
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Dé�nition 1.5 On dé�nit le commutateur de deux opérateurs A et B sur X par�
D ([A;B]) = f' 2 D (A) \D (B) : A' 2 D (B) et B' 2 D (A)g ;
[A;B]' = AB'�BA'; ' 2 D ([A;B]) :

Dé�nition 1.6 On appelle ensemble résolvant de A, l�ensemble

� (A) = f� 2 C : (A� �I) est inversible à inverse borné dans L (X)g :

Un élément de � (A) est appelé valeur résolvante de A:

1. Si � 2 � (A) on dé�nit R� (A) la résolvante de A au point � par

R� (A) = (A� �I)�1 :

2. � (A) = C n � (A) est appelé le spectre de A et un élément de � (A) est appelé valeur
spectrale de A:

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Dé�nition 1.7 Un opérateur linéaire A : D (A) � X ! Y est dit fermé si et seulement si,
pour toute suite fxngn2N � D (A) telle que8<: xn ! x

n!+1
; dans X

Axn ! y
n!+1

; dans Y;

on a x 2 D (A) et Ax = y:

Proposition 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l�application R� : � 2
� (A)! R� (A) = (A� �I)�1 est analytique sur � (A) :

Proposition 1.4 Soit A : D (A) � X ! Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B 2 L (X; Y ) l�opérateur A + B : D (A) �
X ! Y est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D (A) est fermé dans X alors A est
continu de D (A) dans X:

4. Si A est un opérateur continu sur D (A) � X; alors A est fermé si et seulement si, son
domaine est fermé.

5. Si � (A) 6= ?; alors A est fermé.

Proposition 1.5 Soient A 2 L (X) et B : D (B) � X ! X un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) � D (B) : Alors BA 2 L (X) :
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Preuve. Il est clair que BA est dé�nit sur X: Soit (xn)n2N une suite d�éléments de X
telle que 8<:

xn ! x
n!+1

; dans X

(BA)xn ! y
n!+1

dans X:

Alors, comme Im (A) � D (B), (Axn)n2N est une suite d�éléments de D (B) et comme
A 2 L (X), on a : 8<:

Axn ! Ax
n!+1

; dans X;

B (Axn)! y
n!+1

; dans X;

B étant fermé on a donc

Ax 2 D (B) et B (Ax) = y;

d�où
x 2 D (BA) et (BA)x = y;

de la dé�nition 1.7, on déduit que BA est un opérateur fermé et dé�ni surX, par conséquent,
selon le point 3. de la proposition 1.4, BA 2 L (X) :

1.1.3 Opérateurs sectoriels

Dé�nition 1.8 Soit 0 < ! � �: On dé�nit le secteur suivant

S! = fz 2 Cn f0g : jarg zj < � � !g :

Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d�angle ! si

� (A) � S!;

et
sup
�2S!



� (A� �I)�1



L(X) < +1;

(voir Pazy [37]).

1.2 Les semi-groupes d�opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Dé�nition 1.9 Soit fG (t)gt>0 une famille d�opérateurs linéaires dans X: On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. G (0) = IX ;

2. 8s; t 2 R+; G (t+ s) = G (t)G (s) :

Lorsque la famille fG (t)gt est dé�nie pour t 2 R; et que la deuxième propriété est véri�ée
pour tout s; t de R on dira qu�on a un groupe.
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Dé�nition 1.10 On dit qu�un semi-groupe fG (t)gt�0 est fortement continu si et seulement
si pour tout x 2 X; l�application t ! G (t)x de R+ dans X est continue, c�est-à-dire pour
tout x 2 X

lim
t!0+

kG (t)x� xkL(X) = 0:

On dit aussi que fG (t)gt>0 est un C0 semi-groupe.

Dé�nition 1.11 Un semi-groupe (G (t))t>0 est appelé semi-groupe uniformément continu
d�opérateurs linéaires bornés si

lim
t!0

kG (t)� IkL(X) = 0:

Proposition 1.6 Si fG (t)gt>0 est un semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M � 1 et ! � 0 telles que

kG (t)kL(X) 6Me!t, 8t � 0:

1.2.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

Dé�nition 1.12 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fG (t)gt>0, l�opéra-
teur A dé�ni par 8><>:

D (A) =

�
' 2 X : lim

h!0+
G (h)'� '

h
existe

�
;

A' = lim
h!0+

G (h)'� '

h
; ' 2 D (A) :

D (A) est non vide (0 2 D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X: A est linéaire de
D (A) dans X:

Proposition 1.7 Si (A;D (A)) est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe fG (t)gt>0 ;
alors

1. A est linéaire fermé de domaine D (A) dense dans X:

2. ]!;+1[ � � (A) et 8� 2 ]!;+1[ ; pour tout n 2 Nn f0g ;



(A� �I)�n



L(X) 6

M

(�� !)n
;

où M > 1 et ! > 0:

1.2.3 Semi-groupes analytiques

On dé�nit, pour tout 0 < � � �

2
; le secteur

�� := fz 2 C n f0g : jarg zj < �g :
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Dé�nition 1.13 Soit 0 < � � �

2
. Une famille fG (z)gz2�� d�éléments de L (X) forme un

semi-groupe analytique de type � dans X, un espace de Banach complexe, si elle véri�e les
conditions suivantes :

1. G (0) = I;

2. 8 z1; z2 2 ��; tel que z1 + z2 2 ��; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) ;

3. 8x 2 X; lim
z!0
z2��

G (z)x = x;

4. l�application z ! G (z) est holomorphe sur ��:

Le théorème suivant est un résultat de Balakrishnan [1]: Il donne une propriété très
importante utilisée dans cette thèse.

Théorème 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense D (A) dans X tel que

]0;+1[ � � (A) et 9M > 0 : 8� > 0;


(A� �I)�1




L(X) 6

M

�
:

Alors, il existe un secteur ��; 0 < � 6 �

2
; tel que

�� � � (A) et 8� 2 ��;


(A� �I)�1




L(X) 6

M

j�j :

De plus, l�opérateur (�A)
1
2 est bien dé�ni et il existe un secteur ��+�=2 avec 0 < � 6 �

2
, tel

que
��+�=2 � �

�
� (�A)

1
2

�
;

et � (�A)
1
2 génère un semi-groupe analytique.

1.3 Les espaces d�interpolation

On donne ici certaines caractérisations des espaces d�interpolation dont on rappelle ci-
dessous les principales (voir [11], [10] et [32]).

Dé�nition 1.14 Soit X un espace de Banach. On désigne par Lp� (R+;X) avec p 2 [1;+1];
l�espace de Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+
et telles que �Z +1

0

kf(t)kpX
dt

t

�1=p
= kfkLp�(R+;X) < +1;

avec la modi�cation habituelle pour p = +1:

Dé�nition 1.15 Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continû-
ment dans un espace topologique séparé X:
Pour p 2 [1;+1] et � 2]0; 1[; on dit que x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si�

i)8t > 0;9x0 (t) 2 X0; 9x1 (t) 2 X1 tel que x = x0 (t) + x1 (t) ;
ii)t��x0 2 Lp� (R+;X0) ; t

1��x1 2 Lp� (R+;X1) :
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Proposition 1.8
�
X0 \X1; k:kX0\X1

�
,
�
X0 +X1; k:kX0+X1

�
et
�
(X0; X1)�;p ; k:k�;p

�
sont des

espaces de Banach pour les normes respectives(
kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 si x 2 X0 \X1;
kxkX0+X1 = inf

xi2Xi;x0+x1=x

�
kx0kX0 + kx1kX1

�
si x 2 X0 +X1;

et 8><>:
kxk�;p = inf

ui:R+!Xi;i=0;1
8t>0;x=x0(t)+x1(t)

�

t��x0

Lp�(R+;X0) + 

t1��x1

Lp�(R+;X1)� ;
si x 2 (X0; X1)�;p ;

et de plus
X0 \X1 � (X0; X1)�;p � X0 +X1;

avec injections continues.
Notons que (X0; X1)�;p = (X1; X0)1��;p :

1.3.1 Quelques espaces d�interpolation particuliers

Dé�nition 1.16 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X, muni de sa
norme du graphe :

8 x 2 D(A); kxkD(A) = kxkX + kAxkX :
En suivant les notations de P. Grisvard [11], pour p 2 [1;+1] et 0 < � < 1, on pose alors

DA (�; p) = (D(A); X)1��;p :

Quand l�opérateur A véri�e certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de DA (�; p) comme suit :

Proposition 1.9 Soient p 2 [1;+1], 0 < � < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A):

1. Supposons que � (A) � R�+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que

8t > 0;


(A� tI)�1




L(X) 6

C

t
;

alors
DA (�; p) =

�
x 2 X : t�A (A� tI)�1 x 2 Lp� (R+;X)

	
;

(voir G. Da Prato et P. Grisvard [11]).

2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X

DA (�; p) =
�
x 2 X : t��

�
etA � I

�
x 2 Lp� (R+;X)

	
;

(voir Lions [33]).

3. Si maintenant A génère un semi-groupe analytique borné dans X, alors

DA (�; p) =
�
x 2 X : t1��AetAx 2 Lp� (R+;X)

	
:
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Notons que, d�après G. Da Prato et P. Grisvard (voir [11], page 383), on a

DAm (�; p) = DA (m�; p) ;

avec m 2 N� ; p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:

Remarque 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X. Quand l�opé-
rateur A véri�e certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de donner, pour
m > 1, des caractérisations explicites de (D (Am) ; X)1=mp;p. On a

(D (Am) ; X)1=mp;p = DAm (1� 1=mp; p) ;
(voir P. Grisvard [20]) et grâce à la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [32]), il s�ensuit
pour m > 1

DAm (1� 1=mp; p) = DA (m� 1=p; p)
= DA (m� 1 + (1� 1=p) ; p)
=

n
' 2 D

�
Am�1

�
: Am�1' 2 (D (A) ; X)1=p;p

o
= (D (A) ; X)(m�1)+1=p;p :

En particulier, on pose alors m = 2 , en suivant les notations de P. Grisvard [20]�
D
�
A2
�
; X
�
1=2p;p

= DA2 (1� 1=2p; p) (1.1)

= (D (A) ; X)1+1=p;p

=
n
' 2 D (A) : A' 2 (D (A) ; X)1=p;p

o
� D (A) :

1.3.2 Propriété fondamentale d�interpolation

On se donne deux triplets d�espaces d�interpolation (X0; X1; X) et (Y0; Y1; Y ) et un opé-
rateur linéaire T de X dans Y: Alors on a le Théorème suivant :

Théorème 1.2 On suppose que les restrictions de T aux espaces Xi à valeurs dans Yi sont
linéaires continues. Alors, pour tout 0 < � < 1 et p 2 [1;+1], l�opérateur T est linéaire
continu de (X0; X1)�;p dans (Y0; Y1)�;p et

kTkL((X0;X1)�;p;(Y0;Y1)�;p) 6 C kTk1��L(X0;Y0) kTk
�
L(X1;Y1) :

1.4 Les espaces UMD

On considère un espace de Banach X.

Dé�nition 1.17 Pour " 2]0; 1[ et p 2]1;+1[; on dé�nit l�opérateur

H" 2 L(Lp (R;X));

par

8f 2 Lp (R;X) ; (H"f) (x) =
1

�

Z
"<jsj< 1

"

f(x� s)

s
ds; p.p. x 2 R;
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Dé�nition 1.18 X est appelé espace UMD ( Unconditional Martingale Di¤erences), s�il
existe p 2]1;+1[ tel que

8f 2 Lp (R;X) ; lim
"!0+

H"f existe dans Lp (R;X) : (1.2)

Dans ce cas, l�application

H : Lp (R;X) ! Lp (R;X)
f ! H f = lim

"!0+
H"f

est un élément de L(Lp (R;X)); appelé la transformée de Hilbert sur Lp (R;X) :

Notons que si X est un espace UMD alors (1.2) est vraie pour tout p 2]1;+1[:

Corollary 1.1 Un espace de Banach X est un espace UMD si est seulement si pour tout
p (1 < p <1), la transformation de Hilbert est continue de Lp (R;X) dans lui-même.

Exemple 1.1 Il est possible de donner de nombreux exemples d�espaces de Banach classiques
qui ont la propriété UMD :

1. Tout espace de Hilbert est UMD.

2. Tout espace isomorphe à un espace UMD est UMD.

3. Tout sous-espace fermé d�un espace UMD est UMD.

4. Si les espaces X et Y sont UMD alors les espaces interpolés (cas réel (X; Y )�;p ou
complexe [X;Y ]�;p) sont des espaces de type UMD avec 1 < p <1.

5. Tous les espaces construits sur Lp (R;X), 1 < p <1, tel que X est un espace de type
UMD sont de type UMD.

1.5 Les espaces de Hölder

Dé�nition 1.19 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ;X) l�espace de Banach
des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans X muni de la norme

kfkC(X) = max
t2[0;1]

kf (t)kX :

L�ensemble des fonctions �-höldériennes de [0; 1] dans X est dé�ni par

C� ([0; 1] ;X) =

(
f 2 C ([0; 1] ;X) = sup

t�s 6=0;t;s2[0;1]

kf(t)� f(s)kX
jt� sj�

< +1
)
:

Proposition 1.10 Soit � 2]0; 1[. Alors

C1 ([0; 1] ;X) � C� ([0; 1] ;X) � C ([0; 1] ;X) :

Proposition 1.11 C� ([0; 1] ;X) avec � 2]0; 1[ est un espace de Banach muni de la norme
k:kC�([0;1];X) dé�nie par

kfkC�([0;1];X) = kfkC([0;1];X) + sup
t�s 6=0;t;s2[0;1]

kf(t)� f(s)kX
jt� sj�

:
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1.6 Quelques résultats importants

On a regroupé ici les résultats techniques utiles pour traiter les EDA.

Proposition 1.12 Soit Q un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique sur X;�
e�Q
�
�>0

non nécessairement continu en 0:

1. Soient � 2]0; 1[ et ' 2 X: Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) e:Q' 2 C� ([0; 1] ;X) :

(b) ' 2 (X;D(Q))�;1 = (D(Q); X)1��;1 :
2. Soit � 2 X: Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
(i) e:Q� 2 C ([0; 1] ;X) :

(ii) � 2 D(Q):
3. Soient � 2]0; 1[ et g 2 C� ([0; 1] ;X) : On pose

w1 (x; g) =

Z x

0

e(x�s)Qg(s)ds; x 2 [0; 1] :

Alors w1 (:; g) 2 C� ([0; 1] ;X) et il existe K > 0 tel que

kw1 (:; g)kC�([0;1];X) 6 K kgkC�([0;1];X) :

4. Soient � 2]0; 1[ et g 2 C� ([0; 1] ;X). On pose

w2 (x; g) =

Z x

0

e(x�s)Q (g(s)� g(0)) ds; x 2 [0; 1] ;

alors w2 (:; g) 2 C1+� ([0; 1] ;X)\ C� ([0; 1] ;D(Q)) :

5. Soient � 2]0; 1[, g 2 C� ([0; 1] ;X) et ' 2 X: On pose

w (x; '; g) = exQ'+

Z x

0

e(x�s)Qg(s)ds; x 2 [0; 1] ;

alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) w (:; '; g) 2 C1+� ([0; 1] ;X)\ C� ([0; 1] ;D(Q)) :

(b) ' 2 D(Q) et g(0) +Q' 2 (X;D(Q))�;1 :
En particulier, si ' = 0X et g(0) 2 (X;D(Q))�;1 ; 0 < � < 1: Alors il existe K > 0

tel que
kQw (:; '; g)kC�([0;1];X) 6 K kgkC�([0;1];X) :

6. Soient � 2]0; 1[ et g 2 C� ([0; 1] ;X) : Alors

I := Q

Z 1

0

esQ (g(s)� g(0)) ds 2 (X;D(Q))�;1 :

En posant eg = g(1� �), alors

J := Q

Z 1

0

e(1�s)Q (eg(s)� eg(1)) ds 2 (X;D(Q))�;1 :
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7. Soient ' 2 X et x 2 [0; 1] ; alorsZ x

0

e(x�s)Q'ds,
Z 1

x

e(s�x)Q'ds 2 D(Q):

L�assertion 3 est obtenue en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [11].
L�assertion 4. qui améliore l�assertion 3. est due à E. Sinestrari [39], voir aussi Da Prato

[10]. On trouve dans Guidetti [22], une preuve simple de ces résultats, voir Proposition 2.5
page 132, Corollaire 2.1 et Théorème 2.4, page 136.
Pour l�assertion 6, voir E. Sinestrari [39], Proposition 1.2, page 20.

Lemme 1.1 Supposons que l�hypothèse (8) est réalisée et soit Q un générateur in�nitésimal
d�un semi-groupe analytique (etQ)t>0; ' 2 X; p 2 ]1;+1[, on a
1. e�Q' 2 Lp (0; 1; X) ;
2. Qne:Q' 2 Lp (0; 1; X) si et seulement si ' 2 (D (Qn) ; X) 1

np
;p :

Preuve. Pour la première, il su¢ t d�écrire pour tout ' 2 X
1Z
0



etQ'

p dt � C k'kp <1;

où C est une constante.
Pour la deuxième, pour ' 2 (D (Qn) ; X) 1

np
;p on a

1Z
0



QnetQ'

p dt =

1Z
0

tn:
1
np
p


QnexQ'

p dt

t

6
+1Z
0




tn:(1�(1� 1
np))QnetQ'




p dt
t

6 K k'k(D(Qn);X) 1
np ;p

;

< 1;

et on rappelle que pour 0 < � < 1, nous avons

(D(Q); X)�;p =

8<:� 2 X :

+1Z
0



t�QetQ�

p dt
t
<1

9=; ;

donc QnetQ' appartient à Lp (0; 1; X).
Réciproquement, si Qne:Q' 2 Lp (0; 1; X) on a

+1Z
0




tn: 1npQnetQ'


p dt
t

=

1Z
0




tn: 1npQnetQ'


p dt
t
+

+1Z
1



QnetQ'

p dt
=



QnetQ'

p
Lp(0;1;X)

+

+1Z
1



QnetQ'

p dt;
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d�autre part
+1Z
1



QnetQ'

p dt 6 C
0p

+1Z
1

1

tnp
k'kp dt;

où C 0 est une constante et alors

+1Z
1



QnetQ'

p dt 6 C
0p k'kp

�
t1�np

1� np

�+1
1

6 C 0p

np� 1 k'k
p <1;

d�où le résultat.

Lemme 1.2 Soient f 2 Lp (0; 1; X) ; 1 < p < +1 et X un espace de type UMD. Si Q est
un opérateur linéaire fermé véri�ant les deux hypothèses suivantes :

[0;+1[ � � (Q) et sup
�>0



� (Q� �I)�1



L(X) < +1

et ( 9� 2]0; �[;9C > 1 : 8s 2 R;
(�Q)is 2 L(X) et




(�Q)is



L(X)

6 Ce�jsj;

on dit dans ce cas que Q 2 BIP (X; �) (Bounded Imaginary Power), alors
1.

x! L (x; f) = Q

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

2.

x! L (1� x; f(1� :)) = Q

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

3.

x! L (x; f) = Q

1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

4. Z 1

0

esQf(s)ds;

Z 1

0

e(1�s)Qf(s)ds 2 (D(Q); X) 1
p
;p:

5.

Q�1
Z 1

0

esQf(s)ds;Q�1
Z 1

0

e(1�s)Qf(s)ds 2 (D(Q2); X) 1
2p
;p:
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Preuve. 1) Pour la première assertion on va appliquer le théorème de Dore et Venni (voir
[12]), à l�étude du problème�

v0 (x)�Qv (x) = f (x) ; p.p. x 2 (0; 1) ;
v (0) = 0:

(1.3)

Puisque X est un espace UMD et Q est un opérateur linéaire fermé dans X; véri�ant les
hypothèses du théorème de Dore et Venni [12], alors pour tout f 2 Lp (0; 1; X) ; le Problème
(1.3) admet une solution unique classique v telle que

v 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (Q)) ;

avec

v (x) =

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds; p.p. x 2 (0; 1) ;

et donc

x! Q

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

2) Pour la deuxième application, on e¤ectue le changement de variable

t = 1� s et y = 1� x;

on obtient

L (1� x; f(1� :)) = Q

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds

= Q

1Z
x

e(1�x�(1�s))Qf (s) ds

= Q

yZ
0

e(y�t)Qf (1� t) dt

= L (y; f(1� :)) 2 Lp (0; 1; X) :

3) Pour la troixième, on écrit pour presque tout x 2 (0; 1)

L (x; f) = Q

1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds

= Q

xZ
0

e(x+s)Qf (s) ds+Q

1Z
x

e(x+s)Qf (s) ds

= Q

xZ
0

e(x�s)Qe2sQf (s) ds+ e2xQQ

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds

= L
�
x; ef�+ e2xQL (1� x; f(1� :)) 2 Lp (0; 1; X) ;
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où ef = e2�Qf:

4) Pour la quatrième, on a

e�QQ

1Z
0

esQf (s) ds = Qe�Q
1Z
0

esQf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) ;

encore, on trouve
1Z
0

esQf (s) ds 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p :

5) Pour la cinquième, on a

L (x; f) = Q

1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds = Q2exQQ�1
1Z
0

esQf (s) ds;

alors

Q�1
1Z
0

esQf (s) ds 2
�
D
�
Q2
�
; X
�
1
2p
;p
:

Similairement, puisque f(1� �) 2 Lp(0; 1;X) on trouve

Q�1
Z 1

0

esQf (1� s) ds 2
�
D
�
Q2
�
; X
�
1
2p
;p
:

1.7 Puissances fractionnaires d�opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d�opérateurs, en particulier la
racine carrée d�un opérateur.
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que � (A) contient ]0;+1[. S�il existe

C > 0 tel que pour tout � > 0;

� (A� �I)�1



L(X) 6 C < +1;

alors, on dé�nit pour 0 < Re� < 1 et x 2 D (A), l�opérateur J� par

J�x =
sin ��

�

Z +1

0

���1 (A� �I)�1 (�A)xd�

et pour 0 < Re� < 2 et x 2 D (A2) par

J�x =
1

� (1� �) � (�)

Z +1

0

���1
�
(A� �I)�1 � �

1 + �2

�
(�A)xd�

+(�A)x sin
�
�
�

2

�
;
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avec

� (�) =

Z +1

0

e�tt��1dt:

(voir Balakrishnan [1] ).

Lemme 1.3 Les opérateurs J� admettent des extensions fermées et (�A)� est la plus petite
extension fermée de J� (voir [1], p. 423) ).

Lemme 1.4 Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X tel que8<: 9C > 0 : R+ � � (A) et pour � > 0;

(A� �I)�1



L(X) 6

C

1 + �
;

(1.4)

alors pour 0 < � 6 1
2
, � (�A)� dé�ni précédemment génère un semi-groupe analytique S� (t)

dé�ni par

S� (t) =

Z 1

0

(A� �I)�1 g(�; t;�)d� si 0 < � 6 1

2
;

où g(�; t;�) =
1

�
sin (t�� sin ��) exp (�t�� cos ��) est analytique pour tout t > 0 (voir [1],

p. 432).

Remarque 1.2 Pour � =
1

2
on obtient S 1

2
(t) =

1

�

R +1
0

(A� �I)�1 sin t
p
�d�.

1.8 Calcul fonctionnel

Soit (X; k:k) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par
H (U) l�ensemble des fonctions holomorphes sur U:

Dé�nition 1.20 (formule de Cauchy intégrale). Soient U un ouvert de C; K un com-
pact de U de bord 
 orienté positivement. Soient f 2 H (U) et z0 2 K: On a

f (z0) =
1

2i�

Z



f (z)

(z � z0)
dz:

Dé�nition 1.21 (Intégrale de Dunford). Soient A 2 L (X), U un ouvert de C, K un
compact de U contenant � (A), 
 le bord de K orienté positivement (
 est donc �nie et
entoure le spectre de A) et f 2 H (U) : Alors

f (A) =
1

2i�

Z



f (z) (zI � A)�1 dz:

L�opérateur f (A) 2 L (X) et ne dépend pas du choix de 
:

Dé�nition 1.22 Soient A un opérateur linéaire fermé et H (A) est l�espace des fonctions à
variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé contenant le spectre de A.
Alors

f (A) =
1

2i�

Z



f (�) (A� �I)�1 d�;

où 
 est une courbe sectorielle de Jordan entourant le spectre de l�opérateur A et f 2
H (A).



Chapitre 2

Problème de Robin abstrait dans les
espaces Lp : cadre non commutatif

Notre but dans ce chapitre est d�étudier l�équation di¤érentielle opérationnelle elliptique
du second ordre :

u00(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1); (2.1)

munie des conditions aux limites de type Robin généralisé�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2.2)

où A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X ne
commutent pas, f 2 LP (0; 1;X) avec 1 < p <1 ; d0, u1 sont des éléments donnés dans X.
On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique du
Problème (2.1)-(2.2), c�est-à-dire une fonction u telle que�

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ;
u(0) 2 D (H) ;

et u satisfait le Problème (2.1)-(2.2).

2.1 Les hypothèses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (2.3)(

A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0;+1[ � � (A) et
sup
�>0



� (A� �I)�1



L(X) < +1; (2.4)

cette hypothèse implique que
Q = � (�A)1=2 ;

existe et génère un semi-groupe analytique
�
exQ
�
x>0 (voir A. V. Balakrishnan [1]).(

9�A 2]0; �[;9C > 1 : 8s 2 R; (�A)is 2 L(X)
et



(�A)is




L(X)
6 Ce�Ajsj;

(2.5)
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H est un opérateur linéaire fermé dans X; (2.6)
1T
k=1

D
�
Ak
�
� D (H) ; (2.7)

Q�H est inversible, (2.8)

on suppose également

0 2 � (�) et 0 2 � (�) ; (2.9)

où �
� = (Q�H) + e2Q (Q+H)
� = (Q�H) + (Q+H) e2Q:

Notons que, dans le cas commutatif, les opérateurs � et � coïncident sur le domaine D (Q)\
D (H).

2.1.1 Conséquences des hypothèses

1. Si l�hypothèse (2.4) est satisfaite, alors I � e2Q est inversible dans L(X) (voir Lunardi
[34]).

2. Les hypothèses (2.4) et (2.5) impliquent �A 2 BIP (X; �A) (Bounded Imaginary Po-
wer) avec 0 2 � (A) (voir J. Pruss-H. Sohr [38] et grâce à M. Haase [24], Proposition
3.2.1, e) p. 71), on a

(�A)
1
2 2 BIP (X; �A=2) ;

et donc �Q = (�A)
1
2 2 BIP (X; �A=2) (voir [4], Remarque 1, (6), p. 984).

3. Sous l�hypothèse (2.4), puisque Q est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analy-
tique sur X on a, pour tout � 2 X; x > 0 et n 2 N

exQ� 2
1T
k=1

D
�
Qk
�
=

1T
k=1

D
�
Ak
�
etQnexQ 2 L (X) :

4. Les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [17], ont résolu le
problème �

u00(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1);
u(0) = u0; u(1) = u1;

(2.10)

sous les mêmes hypothèses (2.3), (2.4) et (2.5). Ils ont obtenu le résultat suivant :
Le Problème (2.10) admet une unique solution classique u si et seulement si

u0; u1 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p = (X;D (A))1� 1

2p
;p ; 1 < p <1; (2.11)

et u véri�ant le Problème (2.10).

5. Sous les hypothèses (2.4), (2.8) et (2.9), on a

��1 = (Q�H)�1 (I + T )�1 (I + S)�1

= (Q�H)�1
�
I � T (I + T )�1

� �
I � S (I + S)�1

�
(2.12)

= (Q�H)�1 (I +W ) ;
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avec 8><>:
T = 2e2Q

�
I � e2Q

��1
Q (Q�H)�1 2 L (X) ;

S = �e2Q 2 L (X) et
T (X) ; S (X) ;W (X) �

T
k2Nnf0g

D(Qk):

(voir Cheggag et al [6], Lemme 2.1, p. 4).

2.2 Lemmes techniques

Lemme 2.1 Soient les hypothèses (2.4) et (2.7). Alors, l�opérateur (Q�H)�1est linéaire
borné de l�espace (D(Q); X)�;q dans lui-même pour tout � 2 [0; 1] et q 2 [1;1]:

Preuve. En utilisant la Proposition 1.5, alors Q (Q�H)�1 est un opérateur linéaire continu
de X dans X. On obtient donc

(Q�H)�1 2 L (D(Q); D(Q)) ;

(ici D(Q) est un espace de Banach muni de la norme du graphe). Alors, en utilisant le
Théorème 1.2, il vient

(Q�H)�1 2 L
�
(D(Q); X)�;q

�
;

pour tout � 2 [0; 1] et q 2 [1;1] (voir [34], p.19).

En plus des hypothèses (2.4)�(2.8), a�n d�avoir la régularité optimale de la solution, on
aura besoin de la condition supplémentaire suivante :

Q (Q�H)�1
h
(D (Q) ; X)1=p;p

i
� (D (Q) ; X)1=p;p ; 1 < p <1: (2.13)

2.3 Représentation de la solution

Dans ce travail, il s�agit en particulier de prolonger et d�améliorer le travail de M. Cheggag,
A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri (voir [4]), la formule de représentation
trouvée, quand Q et H commutent, est écrite sous la forme :

u (x) =
�
exQ � e(2�x)Q

�
��1d0 + e(1�x)Qu1

+
�
exQ � e(2�x)Q

�
Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
exQQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

�1
2
e(2�x)QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

�e(1�x)Q1
2
Q�1

1Z
0

e(1�s)Qf (s) ds+
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds+
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds:
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La formule de représentation précédente pourra s�écrire sous la forme suivante

u (x) = T (x)��1d0 + e(1�x)Qu1

+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds (2.14)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) ;

où 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

T (x) = exQ � e(2�x)Q;

I (x) =
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds;

J(x) =
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds:

En remplaçant la fonction f et les données u1, d0 dans (2.14) par f �, u�1 et d
�
0, on trouve

pour presque tout x 2 (0; 1)
u (x) = T (x)��1d�0 + e(1�x)Qu�1

+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu�1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds (2.15)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J(x):

Le but est de déterminer les inconnues u�1; d
�
0 et f

�en utilisant les conditions aux limites (2.2).

2.3.1 Le calcul de u�1 :

Notons que T (1) = J(1) = 0; alors pour x = 1, on obtient

u (1) = u�1 � I (1) + I (1) ;

il s�ensuit que

u�1 = u(1) = u1:

2.3.2 Le calcul de d�0 :

Par un calcul analogue, pour x = 0, on obtient

u (0) = T (0)��1d�0 + eQu1

+T (0)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1 (2.16)

+
1

2
T (0)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

�eQI (1) + J(0):
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Le fait que T (0) = I � e2Q et

J(0)� eQI (1) =
1

2
Q�1

1Z
0

esQf (s) ds� 1
2
Q�1

1Z
0

e(2�s)Qf (s) ds

=
1

2
Q�1

1Z
0

T (s) esQf (s) ds

la formule (2.16) peut être écrite sous la forme suivante

u (0) = T (0)��1d�0 (2.17)

+Q�1
�
� +

�
I � e2Q

�
(Q+H)

�
��1QeQu1

+
1

2
Q�1

�
� +

�
I � e2Q

�
(Q+H)

�
��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds:

On a

� +
�
I � e2Q

�
(Q+H) (2.18)

= (Q�H) + e2Q (Q+H) + (Q+H)� e2Q (Q+H)

= 2Q;

en introduisant (2.18) dans la formule de (2.17), on trouve

u (0) = T (0)��1d�0 + 2�
�1QeQu1 + �

�1
1Z
0

T (s)f � (s) ds:

On remarque que ce dernier terme appartient à D(H), en appliquant l�opérateur H à u (0),
il s�ensuit

Hu (0) = HT (0)��1d�0 + 2H�
�1QeQu1 (2.19)

+H��1
1Z
0

T (s)f � (s) ds:

En dérivant la fonction u, on trouve pour presque tout x 2 (0; 1)

u0 (x) = Q
�
exQ + e(2�x)Q

�
��1d�0 �Qe(1�x)Qu1

+
�
exQ + e(2�x)Q

�
(Q+H) ��1QeQu1

+
1

2

�
exQ + e(2�x)Q

�
(Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

+Qe(1�x)QI (1) +QI (x)�QJ(x):
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Pour x = 0, on obtient

u0 (0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 �QeQu1

+
�
I + e2Q

�
(Q+H) ��1QeQu1

+
1

2

�
I + e2Q

�
(Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

+QeQI (1)�QJ(0):

La formule précédente peut s�écrire sous la forme

u0 (0)

= Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 +

��
I + e2Q

�
(Q+H)� �

�
��1QeQu1

+
1

2

��
I + e2Q

�
(Q+H)� �

�
��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds;

d�autre part, on a �
I + e2Q

�
(Q+H)� �

= (Q+H) + e2Q (Q+H)� (Q�H)� e2Q (Q+H)

= 2H;

ce qui donne

u0 (0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 + 2H�

�1QeQu1 (2.20)

+H��1
1Z
0

T (s)f � (s) ds:

En exploitant les conditions aux limites (2.2), on trouve

u0 (0)�Hu (0)

= Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 + 2H�

�1QeQu1 +H��1
1Z
0

T (s)f � (s) ds

�H
�
I � e2Q

�
��1d�0 � 2H��1QeQu1 �H��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds;

ce qui donne

u0 (0)�Hu (0) =
�
Q
�
I + e2Q

�
�H

�
I � e2Q

��
��1d�0

=
�
Q�H + (Q+H) e2Q

�
��1d�0

= ���1d�0
= d0;
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où
� = Q�H + (Q+H) e2Q;

on déduit alors

d�0 = ��
�1d0:

2.3.3 Le calcul de f � :

En dérivant deux fois la fonction u donnée par la formule (2.15), on trouve pour presque
tout x 2 (0; 1)

u00 (x) = Q2T (x)��1d0 +Q2e(1�x)Qu1

+Q2T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
Q2T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

�Q2e(1�x)QI (1) +Q2I (x) +Q2J(x) + f � (x)

= Q2u(x) + f � (x) ;

et le fait que

A = �Q2;
et

u00 (x) + Au (x) = f (x) ;

on obtient alors, pour presque tout x 2 (0; 1)

f � (x) = f (x) :

Finalement, en remplaçant u�1, d
�
0 et f

� par leur expression dans la formule (2.15), on trouve
pour presque tout x 2 (0; 1)

u (x) = T (x)��1d0 + e(1�x)Qu1

+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds (2.21)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) :

Remarque 2.1 On peut aussi trouver la formule de représentation de la solution (2.21) en
utilisant la méthode de la réduction d�ordre de Krein [30], (voir le chapitre 4).
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2.4 Régularité de la solution

Pour obtenir les conditions nécessaires et su¢ santes d�existence et d�unicité de la solution
du Problème (2.1)-(2.2), on étudira la régularité de la formule de représentation de la solution
(2.21).
Rappelons que

T (x) = exQ � e(2�x)Q;

donc, la formule (2.21) peut être écrite comme suit

u (:) = S(:; d0; u1; f) +R(:; d0; u1; f); (2.22)

où S(:; d0; u1; f) est la partie singulière donnée par

S(:; d0; u1; f) = S1(:; d0; u1) + S2(:; f);

avec, pour presque tout x 2 (0; 1)

S1(x; d0; u1) = exQ��1d0 + e(1�x)Qu1; (2.23)

et

S2(x; f) =
1

2
exQQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

+exQQ�1 (Q+H) ��1QeQu1 (2.24)

�1
2
e(1�x)QI(1) + I(x) + J(x);

et R(:; d0; u1; f) est la partie régulière donnée, pour presque tout x 2 (0; 1), par

R(x; d0; u1; f) = �e(2�x)QQ�1 (Q+H) ��1QeQu1 (2.25)

�e(2�x)Q��1d0 �
1

2
e(2�x)QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds;

Lemme 2.2 On suppose (2.4) et (2.7). Soient d0; u1 2 X et

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

Alors, on a
AR(�; d0; u1; f) 2 Lp(0; 1;X):

Preuve. En utilisant (2.25), on a

AR(:; d0; u1; f) = �Ae(2��)QQ�1 (Q+H) ��1QeQu1

�Ae(2��)Q��1d0 �
1

2
Ae(2��)QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)esQf (s) ds:
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Il est clair que
e(2�:)Q = eQe(1�:)Q;

en plus

8� 2 X, eQ� 2
1T
k=1

D
�
Qk
�
;

on peut alors, véri�er facilement que l�opérateur AR(:; d0; u1; f) peut être écrit sous forme
d�une somme des termes

e(1��)QAeQPj�j; j = 1; :::; 3;

où (Pj)j=1;3 sont des opérateurs bornées et les autres termes
�
�j
�
j=1;3

sont des éléments de
X.

2.4.1 Régularité de S2(:; f)

Pour étudier la régularité de la fonction S2(�; f), on a besoin du résultat suivant :

Lemme 2.3 On suppose (2.4),(2.8), (2.7) et (2.13). Soit ' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p, p 2 ]0;1[.

Alors, on a
(Q�H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1

p
;p :

Preuve. On a

(Q+H) ��1 =
�
Q+H +Q�H + e2Q (Q+H)� �

�
��1

= 2Q��1 + e2Q (Q+H) ��1 � I;

en utilisant la formule 2.12, il vient

(Q+H) ��1 = 2Q (Q�H)�1 (I +W ) + e2Q (Q+H) ��1 � I;

avec
W (X) �

\
k2Nnf0g

D(Qk);

et d�après l�hypothèse (2.13), on obtient

8' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p ; (Q+H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1

p
;p : (2.26)

D�autre part, nous avons

(Q�H) ��1 = I � e2Q (Q+H) ��1;

il en découle de (2.26) qu�on a aussi

8' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p ; (Q�H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1

p
;p :
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Lemme 2.4 On suppose (2.3)�(2.9) et (2.13). Soit u1 2 X et

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

Alors, on a
AS2(:; f) 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1:

Preuve. On a

AS2(x; f) = �1
2
QexQ (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

�QexQ (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
Q2e(1�x)QI(1)�Q2I(x)�Q2J(x);

d�où, d�après le Lemme 1.2, on écrit la formule précédente sous forme

AS2(x; f)

= �1
2
QexQ (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

�QexQ (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
Q2e(1�x)QI(1)� 1

2
L (x; f)� 1

2
L (1� x; f(1� :)) :

avec
1Z
0

T (s)f (s) ds 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p ; 1 < p <1;

I (1) =
1

2
Q�1

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds 2
�
D
�
Q2
�
; X
�
1
2p
;p
= (D (A) ; X) 1

2p
;p ;

et
L (�; f)� L (1� �; f(1� :)) 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

En utilisant le Lemme 2.3, on obtient

(Q+H) ��1
1Z
0

T (s)f (s) ds 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p ;

et, d�autre part, on a
eQQu1 2 (D (Q) ; X) 1

p
;p ; 1 < p <1;

on en déduit alors

(Q+H) ��1QeQu1 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p ; 1 < p <1;

en vertu de l�assertion 2. du Lemme 1.1, on conclut que AS2(:; f) 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1:



36

2.5 Résultat principal

Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant :

Théorème 2.1 On suppose (2.3)�(2.9) et (2.13). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1: Alors,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Problème (2.1)-(2.2) admet une unique solution classique u, c�est-à-dire

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ; 1 < p <1;

u(0) 2 D (H) et u véri�ant le Problème (2.1)-(2.2) avec u donnée par (2.21)
2.

��1d0; u1 2 (D(A); X) 1
2p
;p; 1 < p <1;

où
� = (Q�H) + (Q+H) e2Q.

Preuve.
1) D�après les Lemmes 2.2 et 2.4 , on a

AR(�; d0; u1; f); AS2(:; f) 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1;

et
S1(:; d0; u1) = u (:)�R(:; d0; u1; f)� S2(:; f);

où
S1(:; d0; u1); S2(:; f) et R(:; d0; u1; f);

sont données par (2.23), (2.24) et (2.25) respectivement. Il su¢ t donc de montrer que

AS1(:; d0; u1) 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

Grâce à (2.23), nous avons

AS1(x; d0; u1) = �Q2exQ��1d0 �Q2e(1�x)Qu1:

En vertu de (2.11), on a
u1 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p ; 1 < p <1;

alors, en utilisant le Lemme 1.1, assertion 2, on trouve

Q2e(1�:)Qu1 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1;

donc, la fonction AS1(:; d0; u1) appartient à Lp(0; 1;X) si et seulement si

Q2e�Q��1d0 2 Lp(0; 1;X);

qui est équivalente à
��1d0 2 (D(Q2); X) 1

2p
;p = (D(A); X) 1

2p
;p:
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2) Maintenant, si u est une solution classique de (2.1)-(2.2) et eu désigne une autre solution,
alors pour presque tout x 2 (0; 1), on a v = u� eu est une solution de l�équation

v00(x) + Av(x) = 0;

avec des conditions aux limites

v0(0)�Hv(0) = 0; v(1) = 0:

Grâce à la méthode de S. G. Krein [30], on rappelle que le Problème (2.1)-(2.2) admet une
solution v 2 C1([0; 1] ;X) déterminée, pour presque tout x 2 [0; 1], par

v (x) = exQy0 + e(1�x)Qz1;

avec y0; z1 2 D(Q) (voir [4]), nous avons

v (0) = y0 + eQz1 2 D (Q) \D (H) :

Maintenant, en dérivant la fonction v, on trouve pour presque tout x 2 (0; 1)

v0 (x) = QexQy0 �Qe(1�x)Qz1:

En utilisant les conditions aux limites, on trouve

v0 (0)�Hv (0) =
�
Qy0 �QeQz1

�
�H

�
y0 + eQz1

�
= 0;

ainsi que
v (1) = eQy0 + z1 = 0;

par la suite on obtient
z1 = �eQy0;

il vient donc

0 =
�
Qy0 +QeQ

�
eQy0

��
�H

�
y0 � eQ

�
eQy0

��
=

�
Qy0 +Qe2Qy0

�
�H

�
y0 � e2Qy0

�
=

�
Q
�
I + e2Q

�
�H

�
I � e2Q

��
y0;

d�où

0 =
h�
I + e2Q

� �
I � e2Q

��1
Q�H

i �
I � e2Q

�
y0

=
�
I � e2Q

��1 ��
I + e2Q

�
Q�

�
I � e2Q

�
H
� �
I � e2Q

�
y0

=
�
I � e2Q

��1
�
�
I � e2Q

�
y0;

ce qui donne y0 = 0; z1 = 0 et donc v = 0, ainsi u = eu.
3) On montre maintenant que l�application u donnée par l�équation (2.21) est bien solu-

tion du Problème (2.1)-(2.2). On obtient pour p.p. x 2 (0; 1)

u00 (x) = Q2T (x)��1d0 +Q2e(1�x)Qu1

+Q2T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
Q2T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

�Q2e(1�x)QI (1) +Q2I (x) +Q2J(x) + f (x) ;
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ce qui donne, vu que Q2 = �A

u00(x) = �Au(x) + f(x):

4) Il reste dans cette partie à montrer que l�application u donnée par (2.21) véri�e les
conditions aux limites (2.2).
Pour x = 1 on a T (1) = J (1) = 0 et donc

u (1) = T (1)��1d0 + u1

+T (1)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (1)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

�I (1) + I (1) + J (1)

= u1:

D�autre part, pour x = 0, on a

u (0) = T (0)��1d0 + 2�
�1QeQu1 + �

�1
1Z
0

T (s)f (s) ds;

et

Hu (0)

= HT (0)��1d0 + 2H�
�1QeQu1 +H��1

1Z
0

T (s)f (s) ds;

avec T (0) = I � e2Q.
D�autre part

u0 (0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d0 + 2H�

�1QeQu1

+H��1
1Z
0

esQf (s) ds�H��1
1Z
0

e(2�s)Qf (s) ds;

on obtient donc

u0 (0)�Hu(0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d0 + 2H�

�1QeQu1

+H��1
1Z
0

esQf (s) ds�H��1
1Z
0

e(2�s)Qf (s) ds

�HT (0)��1d0 � 2H��1QeQu1 �H��1
1Z
0

T (s)f (s) ds;
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ou bien

u0 (0)�Hu(0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d0 �HT (0)��1d0

+H��1
1Z
0

T (s)f (s) ds�H��1
1Z
0

T (s)f (s) ds

+2H��1QeQu1 � 2H��1QeQu1

or

u0(0)�Hu(0) =
�
Q
�
I + e2Q

�
�H

�
I � e2Q

��
��1d0

= d0:

2.6 Problème avec un paramètre spectral

On s�intéresse cette fois-ci, au problème de Robin généralisé suivant :8<:
u00(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0
u(1) = u1;

(2.27)

où A, H sont des opérateurs linéaires fermés et ne commutent pas, f 2 LP (0; 1;X) avec
1 < p < 1, d1;0, u0 sont des éléments donnés dans un espace de Banach complexe X et !
est un réel positif assez grand.
On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique

du Problème (2.27), c�est-à-dire une fonction u telle que�
u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ;
u0(0) 2 D(H);

et u satisfait le Problème (2.27).
Pour des raisons de commodité, on va traiter le Problème (2.27) avec la notation

A! = A� !I; ! > 0:

2.6.1 Les hypothèses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (2.28)

et qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que :(
A!0 est un opérateur linéaire fermé X, [0;+1[ � � (A!0) et
sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X)

< +1; (2.29)

cette hypothèse implique que
Q!0 = � (�A!0)

1=2 ;



40

existe et génère un semi-groupe analytique
�
exQ!0

�
x>0.(

9�A!0 2]0; �[;9C > 1;8s 2 R; (�A!0)
is 2 L(X)

et



(�A!0)is


L(X) 6 Ce�A!0 jsj;

(2.30)

8<:
9� 2]0; 1

2
[;8! > !0; 9C > 0 : 8� > 0; D(A!) � D (H)

et


H (A! � �I)�1




L(X) 6

C

j! + �j1=2+�
; (2.31)

cette hypothèse peut être remplacée par :

9� 2]0; 1
2
[; 8! > !0; D(�A!)1=2+� � D (H) ;

on suppose également

Q!0 (Q!0 �H)�1
h
(D (Q!0) ; X)1=p;p

i
� (D (Q!0) ; X)1=p;p ; 1 < p <1: (2.32)

2.6.2 Conséquences des hypothèses

Remarque 2.2 Supposons (2.29) et soit ! > !0, alors

1. 8><>:
A! est un opérateur linéaire fermé sur X;
[0;+1[ � [!0 � !;+1[ � � (A!)

et sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) < +1;

car

sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) = sup

�>0



� (A!0 � (�+ ! � !0) I)
�1



L(X)

6 sup
�>!0�!



� (A!0 � (�+ ! � !0) I)
�1



L(X)

6 sup
�>0



(� + !0 � !) (A!0 � �I)�1



L(X)

6 sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X) + C < +1:

2. Q! = � (�A!)
1
2 génère un semi-groupe analytique dans X.

3. D (Q!) = D(Q!0) et

(D (A) ; X) 1
2p
;p = (D (A!) ; X) 1

2p
;p � D

�
(�A!)

1
2

�
= D(Q!):

4. Sous (2.29), (2.30) et grâce à J. Prüss et H. Sohr [38], Théorème 3. p. 437, on obtient(
8s 2 R : (�A!)is 2 L (X) et 9C > 1; �A 2 ]0; �[


(�A!)is




L(X)
6 Ce�Ajsj;

où �A et C ne dépendent pas de ! ce qui implique A! 2 BIP (X; �A).
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5. Puisque l�égalité
((�A!)1=2)� = (�A!)�=2 ;

est vraie pour tout � 2 C, on déduit alors

�Q! = (�A!)
1
2 2 BIP (X; �A=2) :

6. De l�hypothèse (2.29). Pour tout ! > !0, l�opérateur Q! est inversible et on a

Q�1! =
�
�
p
� (A� !I)

��1
=
1

�

Z +1

0

(A� !I � �I)�1

�1=2
d�:

2.6.3 Lemmes techniques

Lemme 2.5 On suppose (2.29) et (2.31). Alors, il existe deux constantes C > 0 et !1 > !0,
tels que pour tout ! > !1, l�opérateur Q! �H admet un inverse borné et

(Q! �H)�1




L(X) 6

Cp
!
:

Preuve. Soit ! > !0. On a



Q�1! 

L(X) � 1

�

Z +1

0



(A� !I � �I)�1



L(X)

�1=2
d�;

ce qui implique 

Q�1! 

L(X) 6 C

!1=2
:

Il s�ensuit de l�hypothèse (2.31) que




 1�
Z +1

0

H (A� !I � �I)�1

�1=2
d�







L(X)

6 C

Z +1

0

d�

�1=2 j! + �j1=2+�

6 C

!�
;

donc
D(Q!) � D(H);

et 

HQ�1! 

L(X) 6 C!:

Ainsi, il existe !1 > !0 tel que pour tout ! > !1, on a

HQ�1! 

L(X) 6 1

2
:

D�autre part, nous avons
Q! �H =

�
I �HQ�1!

�
Q!;
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par conséquent, Q! �H est inversible et pour tout ! > !1 , on peut écrire

(Q! �H)�1



L(X) =




Q�1! �
I �HQ�1!

��1



L(X)

6


Q�1! 

L(X) 1

1� kHQ�1! kL(X)

6 C

!1=2
:
1

1� 1
2

6 C

!1=2
:

Lemme 2.6 On suppose (2.29) et (2.31). Alors, il existe !2 > !1 tel que pour tout ! > !2,
l�opérateur

�! = (Q! �H) + e2Q! (Q! +H) ;

de domaine
D (�!) = D (Q!) \D (H) = D (Q!) ;

est inversible et a un inverse borné tel que

��1! = (Q! �H)�1 (I +W ) ; (2.33)

où
W 2 L (X) et W (X) �

\
k2Nnf0g

D(Qk!):

Preuve. Pour tout ! > !1, on a

�! =
�
I � e2Q!

�
(Q! �H) + 2Q!e

2Q!

=
�
I � e2Q!

� h
I + 2

�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q! (Q! �H)�1
i
(Q! �H)

=
�
I � e2Q!

�
(I + T!) (Q! �H) ;

où
T! = 2

�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q! (Q! �H)�1 :

On peut écrire

kT!kL(X) = k 2
�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q! (Q! �H)�1 kL(X)
6 2 k

�
I � e2Q!

��1 kL(X)k Q!e2Q! kL(X)k (Q! �H)�1 kL(X)

6 2

1� ke2Q!kL(X)
k Q!e2Q! kL(X)k (Q! �H)�1 kL(X);

Il existe des constantes K0; K1 et c0 positives (qui ne dépendent pas de ! ) telles que

k Q!e2Q! kL(X)6 K0e
�2c0

p
! et k e2Q! kL(X)6 K1e

�2c0
p
!;
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(voir [14], p. 103), on obtient

kT!kL(X) 6
2CK1

!1=2
�
1�K0e�2c0

p
!
�e�2c0p!:

Alors, il existe !2 > !1 tel que pour tout ! > !2, on obtient

2CK1

!1=2
�
1�K0e�2c0

p
!
�e�2c0p! < 1;

ce qui implique que I + T! est un opérateur inversible. Donc

��1! = (Q! �H)�1 (I + T!)
�1 (I + S!)

�1

= (Q! �H)�1
�
I � T! (I + T!)

�1� �I � S! (I + S!)
�1� ;

où 8><>:
T! = 2e

2Q!
�
I � e2Q!

��1
Q! (Q! �H)�1 2 L (X) ;

S! = �e2Q! 2 L (X) et
T! (X) ; S! (X) �

T
k2Nnf0g

D(Qk!):

Remarque 2.3 Soient les hypothèses (2.29) et (2.31). Pour tout ! > !0, on peut alors
dé�nir l�opéateur �! comme suit :�

�! = (Q! �H) + (Q! +H) e2Q! ;
D (�!) = D (Q!) \D (H) = D (Q!) :

On a

�! = (Q! �H)
�
I � e2Q!

�
+ 2Q!e

2Q!

= (Q! �H)
h
I + 2 (Q! �H)�1Q!e

2Q!
�
I � e2Q!

��1i �
I � e2Q!

�
:

En faisant le même raisonnement qu celui utilisé pour �!, on montre que pour tout ! > !2


2 (Q! �H)�1Q!e
2Q!

�
I � e2Q!

��1



L(X)

< 1:

Remarque 2.4 On peut utiliser l�inverse de (Q! �H) et (Q! +H) pour inverser les opé-
rateurs �! et �!. On a

�!

= (Q! �H) + e2Q! (Q! +H)

= (Q! �H) (Q! +H)�1
�
I + (Q! +H) (Q! �H)�1 e2Q!

�
(Q! +H) :

Pour tout ! > !1, on trouve


2HQ�1! �
I �HQ�1!

��1



L(X)

6 2


HQ�1! 

L(X) 


�I �HQ�1!

��1



L(X)

6 2


HQ�1! 

L(X) 1

1� kHQ�1! kL(X)

6 2C

!�
1

1� 1
2

6 4C

!�
;
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et pour tout ! > !2
4C

!�
< 1;

alors nous déduisons que �! est inversible. Similairement, pour tout ! > !1 on obtient

�! = (Q�H) + (Q! +H) e2Q!

=
�
I + (Q! +H) e2Q! (Q! �H)�1

�
(Q! �H) ;

et pour tout ! > !2, il vient

(Q! +H) e2Q! (Q! �H)�1



L(X)

=



�I +HQ�1!

�
e2Q!

�
I �HQ�1!

��1



L(X)

< 1:

Notons que

�! = Q! �H + (Q! +H) e2Q!

= �! � e2Q! (Q! +H) + (Q! +H) e2Q! (2.34)

= �! � e2Q!H +He2Q!

= �! +
�
H; e2Q!

�
;

où, pour tout � 2 D(H), on a�
H; e2Q!

�
� = He2Q!� � e2Q!H�;

d�où
�! =

�
I +

�
H; e2Q!

�
��1!

�
�!:

D�autre part, on a pour tout ! > !2

��1! 

L(X) 6


(Q! �H)�1




L(X)



(I + T!)
�1



L(X)



(I + S!)
�1



L(X)

6


(Q! �H)�1




L(X)

1

1� kT!kL(X)
1

1� kS!kL(X)
:

6


(Q! �H)�1




L(X)

1

1� 2CK1

!1=2(1�K0e�2c0
p
!)
e�2c0

p
!

1

1�K0e�2c0
p
!

6


(Q! �H)�1




L(X) 6

C

!1=2
;

il vient 

He2Q!��1! 

L(X) 6


HQ�1! 

L(X) 

Q!e2Q!

L(X) 

��1! 

L(X)

6 C
1

!�
K1e

�2c0
p
! 1

!1=2

6 C

!�+1=2
:
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On a aussi 

e2Q!H��1! 

L(X)
6



e2Q!

L(X) 

H (Q! �H)�1



L(X)



(I + T!)
�1



L(X)



(I + S!)
�1



L(X)

6 K0e
�2c0

p
!


H (Q! �H)�1




L(X)

6 K0e
�2c0

p
!


HQ�1! 

L(X) 


�I �HQ�1!

��1



L(X)

6 CK0e
�2c0

p
! 1

!�
1

1� kHQ�1! kL(X)

6 CK0e
�2c0

p
! 1

!�

6 C

!�
;

on en déduit 

�H; e2Q!���1! 

L(X) 6 C

!�
;

ce qui implique l�existence de !3 > !2 tel que pour tout ! > !3, on trouve

C

!�
6 1;

par la suite, �! est inversible et

��1! = ��1!
�
I +

�
H; e2Q!

�
��1!

��1
; (2.35)

vu la formule (2.34), on aboutit à

��1! = ��1!
�
I �

�
H; e2Q!

�
��1!

��1
: (2.36)

2.7 Résultat principal

Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant :

Théorème 2.2 On suppose (2.28)�(2.32). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1: Alors, il
existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Problème (2.27) admet une unique solution classique u, c�est-à-dire

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ; 1 < p <1;

u(0) 2 D (H) et u véri�ant le Problème (2.27) avec u donnée par (2.21)
2.

��1! d0; u1 2 (D(A); X) 1
2p
;p; 1 < p <1;

où
�! = (Q! �H) + (Q! +H) e2Q! .
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2.8 Exemple d�application

Soit X = Lp(
) avec 
 =]0; 1[ est un ouvert régulier borné de R, qui est un espace de
type UMD. On dé�nit les opérateurs Q! et H par :8<:

D(Q!) = D(H) = f' 2 W 2;p(]0; 1[) : ' (0) = ' (1) = 0g ;
(Q!') (y) = '00 (y) + a (y)'0 (y)�

p
!' (y) ; y 2 (0; 1) ;

(H') (y) = �'00 (y) ; y 2 (0; 1) ;
(2.37)

où ! un réel positif assez grand et

a 2 C2 ([0; 1]) avec a (0) = a (1) = 0:

On a

D(Q2!)

= f' 2 D(Q!) : Q!' 2 D(Q!)g
=

�
' 2 W 2;p(
) : Q!' 2 W 2;p(
) et Q!' (0) = Q!' (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
=

�
' 2 W 2;p(
) : Q!' 2 W 2;p(
) et '00 (�) + a (�)'0 (�)�

p
!' (�) = ' (�) = 0; � 2 f0; 1g

	
=

�
' 2 W 2;p(
) : '00 + a'0 2 W 2;p(
) et '00 (�) + a (�)'0 (�) = ' (�) = 0; � 2 f0; 1g

	
=

�
' 2 W 3;p(
) : '00 + a'0 2 W 2;p(
); '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
=

�
' 2 W 3;p(
) : '00 2 W 2;p(
); '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
=

�
' 2 W 4;p(
) : '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
;

et vu que A! = �Q2!, alors

D(A!) =
�
' 2 W 4;p(]0; 1[) : '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
:

En plus, pour y 2 (0; 1)

A!' (y) = �Q! [Q!(y)]
= �Q!

�
'00 (y) + a (y)'0 (y)�

p
!' (y)

�
= �

�
'00 (y) + a (y)'0 (y)�

p
!' (y)

�00 � a (y)
�
'00 (y) + a (y)'0 (y)�

p
!' (y)

�0
+
p
!
�
'00 (y) + a (y)'0 (y)�

p
!' (y)

�
= �'(4) (y)� 2a (y)'(3) (y)�

�
a2 (y) + 2a0 (y)� 2

p
!
�
'00 (y)

�a (y)
�
a0 (y)� 2

p
!
�
'0 (y)� !' (y) :

Les opérateurs A! et H dé�nis par (2.37) sont linéaires fermés et inversibles dans Lp(]0; 1[).
De plus, en utilisant A. Lunardi [34], Théorème 3.1.3, page 73, on trouve que l�opérateur
� (�A!)1=2 génère un semi-groupe analytique borné.
Maintenant, on montre que Q! et H satisfont l�hypothèse de non commutativité. On

résout l�équation spectrale
H' =  2 X;

qui est équivalente à 8<:
�'00 (y) =  (y); y 2 (0; 1) ;
' (0) = 0;
' (1) = 0;
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où ' 2 W 2;p(
) et  est une fonction donnée dans X, on obtient à l�aide du noyaux que
pour presque tout y 2 (0; 1)�

H�1 
�
(y) = (1� y)

Z y

0

s (s)ds+ y

Z 1

y

(1� s) (s)ds: (2.38)

Du fait que D(Q!) = D(H), on peut calculer Q!H�1, alors de la deuxième équation du
système (2.37), on obtient, pour presque tout y 2 (0; 1)�

Q!H
�1 

�
(y) = Q!

�
H�1 

�
(y)

=
�
H�1 

�00
(y) + a (y)

�
H�1 

�0
(y)�

p
!
�
H�1 

�
(y);

puis, on insère (2.38) dans cette dernière formule et en vertu de la troixième équation du
système (2.37), on trouve�

Q!H
�1 

�
(y) = � (y) + a (y)

�Z y

0

(1� y) s (s)ds+

Z 1

y

y(1� s) (s)ds

�0
(y)

�
p
!

�Z y

0

(1� y) s (s)ds+

Z 1

y

y(1� s) (s)ds

�
(y);

en tenant compte du fait que8>><>>:
�Z y

0

(1� y) s (s)ds

�0
=  (y)�

�Z y

0

s (s)ds

�
;�Z 1

y

y(1� s) (s)ds

�0
= � (y) +

�Z y

0

(1� s) (s)ds

�
;

donc, la dernière équation entraine�
Q!H

�1 
�
(y)

= � (y) + a(y)

�
�
Z y

0

s (s)ds+

Z 1

y

(1� s) (s)ds

�
(2.39)

�
p
!

�Z y

0

(1� y) s (s)ds+

Z 1

y

y(1� s) (s)ds

�
:

On va maintenant calculer H�1Q!, en reprenant l�expression (2.38), on obtient�
H�1Q! 

�
(y) = H�1 (Q! ) (y)

=

Z y

0

(1� y) s (Q! ) (s)ds+

Z 1

y

y(1� s) (Q! ) (s)ds;

en utilisant les mêmes techniques utilisées ci-dessus, on obtient�
H�1Q! 

�
(y) =

Z y

0

(1� y) s
�
 00 (s) + a (s) 0 (s)�

p
! (s)

�
ds

+

Z 1

y

y(1� s)
�
 00 (s) + a (s) 0 (s)�

p
! (s)

�
ds

=

Z y

0

(1� y) s 00 (s) ds+

Z y

0

a (s) 0 (s) ds�
p
!

Z y

0

 (s) ds

+

Z 1

y

y(1� s) 00 (s) ds+

Z 1

y

a (s) 0 (s) ds�
p
!

Z 1

y

 (s) ds:
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Pour le premier terme, une intégration par parties donneZ y

0

(1� y) s 00 (s) ds = (1� y) y 0 (y)�
Z y

0

(1� y) 0 (s) ds

= (1� y) y 0 (y)� (1� y) (y) ds;

et en traitant de la même façon les autres termes, on obtientZ 1

y

y(1� s) 00 (s) ds = y(1� y) 0 (y) +

Z 1

y

y 0 (s) ds

= y(1� y) 0 (y)� y (y) ;

pour cela on écrit�
H�1Q! 

�
(y) = (1� y) y 0 (y)� (1� y) (y) +

Z y

0

(1� y) sa (s) 0 (s) ds

�
p
!

Z y

0

(1� y) s (s) ds+ y(y � 1) 0 (y)

�y (y) +
Z 1

y

y(1� s)a (s) 0 (s) ds�
p
!

Z 1

y

y(1� s) (s) ds;

par la suite on obtient�
H�1Q! 

�
(y)

= � (y) +
Z y

0

(1� y) sa (s) 0 (s) ds+

Z 1

y

y(1� s)a (s) 0 (s) ds (2.40)

�
p
!

�Z y

0

(1� y) s (s) ds+

Z 1

y

y(1� s) (s) ds

�
:

Il s�ensuit de (2.39) et (2.40) immédiatement que Q!H�1 et H�1Q! sont di¤érents, c�est-
à-dire Q! et H non commutent pas au sens des résolvantes. Pour l�ensemble résolvant de
l�opérateur A, il existe C0 positif tel que, pour tout � 2 S� où

S� =
n
� 2 C= f0g : jarg �j � �

2
+ �
o
et



(A! � �I)�1



L(X) �

C0
j
p
! + �j ;

voir ([15] et [16]).
Toutes les hypothèses sont véri�ées, donc tous les résultats obtenus pour ! positif assez

grand, s�appliquent au problème concret8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� 2a (y) @

3u

@y3
(x; y)� (a2 (y) + 2a0 (y)� 2

p
!)

@2u

@y2
(x; y)

�a (y) (a0 (y)� 2
p
!)

@u

@y
(x; y)� !u(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 (0; 1)2;

u(x; 0) = u(x; 1) = 0; x 2 (0; 1);
@2u

@y2
(x; 0) =

@2u

@y2
(x; 1) = 0; x 2 (0; 1);

@u

@x
(0; y)� @2u

@y2
(0; y) = d0 (y) ; y 2 (0; 1);

u(1; y) = u1 (y) ; y 2 (0; 1);

(2.41)

La proposition suivante donne l�existence et l�unicité de la solution de ce problème
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Proposition 2.1 Soit f 2 Lp (0; 1;Lp (]0; 1[)) avec 1 < p < +1: Alors, pour ! > 0, les
deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (2.41) admet une unique solution classique u:

2. u1; ��1! d0 2 (D(A); Lp(]0; 1[)) 1
2p
;p; 1 < p <1:

On peut généralisé l�exemple précédent en supposant cette fois-ci les opérateurs Q! et H
dé�nis comme suit :8>>>><>>>>:

D(Q!) = D(H) = f' 2 W 2;p(
) : ' = 0 sur @
g ;
Q!' (y) = �y' (y) +

nP
i=1

ai (y)
@'

@yi
(y)�

p
!' (y) ; y 2 
;

H' (y) = ��y' (y) ; y 2 
;
ai 2 C2

�


�

et ai = 0 sur @
; 1 6 i 6 n:

avec 
 un ouvert régulier borné de Rn, n > 2 et X = Lp(
); 1 < p <1.



Chapitre 3

Problème de Robin abstrait dans les
espaces de Hölder : cadre non
commutatif

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on reprend l�étude du Problème (2.1)-(2.2) mais cette fois-ci dans les
espaces de Hölder C�([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1 qui ont une géométrie di¤érente de celle
des espaces Lp (0; 1;X) avec 1 < p < 1. Plus précisément, on s�intéresse aux équations
di¤érentielles opérationnelles du second ordre de type elliptique, posées sur l�intervalle borné
[0; 1]

u00(x) + Au(x) = f(x); x 2 [0; 1] ; (3.1)

et munies des conditions aux limites de type Robin généralisé

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1; (3.2)

où A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X; f 2
C�([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1; d0; u1 sont des éléments donnés dans X.
On s�intéresse à l�existence et l�unicité d�une solution classique du Problème (3.1)-(3.2),

c�est-à-dire une fonction u telle que

u 2 C2([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));

u(0) 2 D (H) et u satisfaisant le Problème (3.1)-(3.2) ainsi qu�à la régularité maximale de
la solution classique u, c�est-à-dire

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1:

3.2 Hypothèses

On suppose que (
]0;+1[ � � (A) ; ker(A) = f0g ; Im(A) = X;

et sup
�>0



� (A� �I)�1



L(X) < +1; (3.3)

50



51

cette hypothèse implique que Q = � (�A)1=2 existe et génère un semi-groupe analytique
généralisé (non fortement continu en zéro)

�
exQ
�
x>0.

On suppose également

H est un opérateur linéaire fermé dans X; (3.4)

1T
k=1

D
�
Ak
�
� D (H) ; (3.5)

� = (Q�H) + e2Q (Q+H) est inversible dans L(X); (3.6)

� = (Q�H) + (Q+H) e2Q est inversible dans L(X); (3.7)

et
8� 2 D(Q); Q��1� 2 D(Q); Q2��1� 2 (D(A); X)1�(�=2);1 : (3.8)

Notons que, les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi (voir [18]),
ont résolu le problème �

u00(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1);
u(0) = u0; u(1) = u1;

(3.9)

sous les mêmes hypothèses sur l�opérateur A et f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1. Ils ont obtenu
les résultats suivants :

1. Le Problème (3.9) admet une unique solution classique u si et seulement si�
u0; u1 2 D(A)
f (i)� Aui 2 D(A); i = 0; 1:

2. Le Problème (3.9) admet une unique solution classique u ayant la propriété de régularité
maximale

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1;

si et seulement si �
u0; u1 2 D(A);
f (i)� Aui 2 (D(A); X)1��=2;1 ; i = 0; 1:

(3.10)

3.3 Représentation de la solution

On utilise la représentation de la solution trouvée dans le chapitre 2, cadre Lp (voir le
chapitre précédent) qui est donnée par :

u (x) = T (x)��1d0 + e(1�x)Qu1

+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds (3.11)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) ;
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où 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

T (x) = exQ � e(2�x)Q;

I (x) =
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds;

J(x) =
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds:

On a

(Q+H) ��1 =
�
(Q+H) +Q�H + e2Q (Q+H)� �

�
��1

= 2Q��1 + e2Q (Q+H) ��1 � I;

on déduit alors

u (x) = T (x)��1d0 + e(1�x)Qu1 + 2T (x) �
�1QeQu1

+T (x)Q�1e2Q (Q+H) ��1QeQu1

�T (x) eQu1 + T (x) ��1
1Z
0

T (s)f (s) ds

+
1

2
T (x) e2QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

+
1

2
T (x)Q�1

1Z
0

T (s)f (s) ds� e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) :

En remplaçant dans certains termes T (�) par sa valeur, on obtient

u (x) =
�
exQ � e(2�x)Q

�
��1d0 + e(1�x)Qu1

+2
�
exQ � e(2�x)Q

�
��1QeQu1

+T (x)Q�1e2Q (Q+H) ��1QeQu1 � T (x) eQu1

+
�
exQ � e(2�x)Q

�
��1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

+
1

2
T (x) e2QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

+
1

2

�
exQ � e(2�x)Q

�
Q�1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) :
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En écrivant la formule précédente comme suit

u (x)

= exQ��1d0 + e(1�x)Qu1 + 2e
xQ��1QeQu1

+exQ��1
1Z
0

esQ (f (s)� f (0)) ds+ exQ��1
1Z
0

esQf (0) ds

�exQ��1
1Z
0

e(2�s)Q (f (s)� f(1)) ds+ exQ��1
1Z
0

e(2�s)Qf (1) ds

+
1

2
exQQ�1

1Z
0

esQ (f (s)� f (0)) ds+ exQQ�1
1Z
0

esQf (0) ds

�1
2
exQQ�1

1Z
0

e(2�s)Q (f (s)� f(1)) ds+ exQQ�1
1Z
0

e(2�s)Qf (1) ds

�1
2
e(1�x)QQ�1

1Z
0

e(1�s)Q (f (s)� f (1)) ds+
1

2
e(1�x)QQ�1

1Z
0

e(1�s)Qf (1) ds

+
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Q (f (s)� f(0)) ds+
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf(0)ds

+
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Q (f (s)� f(1)) ds+
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf(1)ds

+R(x; d0; u1; f);

où, pour tout x 2 [0; 1]

R (x; d0; u1; f) = �e(2�x)Q��1d0 �
�
2e(2�x)Q��1QeQ + eQT (x)

�
u1

+e2QT (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+

�
1

2
e2QT (x)Q�1 (Q+H)� e(2�x)Q

�
��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

�1
2
e(2�x)QQ�1

1Z
0

T (s)f (s) ds:

Après calculs, on trouve, pour tout x 2 [0; 1]

u (x) = S1(x; d0; u1) + S2(x; f) +R(x; d0; u1; f); (3.12)

où

S1(x; d0; u1) (3.13)

= exQ
�
��1d0 +Q�2f (0)

�
+ e(1�x)Q

�
u1 +Q�2f (1)

�
;
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S2(x; f)

= exQ��1
1Z
0

esQ (f (s)� f (0)) ds+
1

2
exQQ�1

1Z
0

esQ (f (s)� f (0)) ds

�exQ��1eQ
1Z
0

e(1�s)Q (f (s)� f(1)) ds+
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Q (f (s)� f(1)) ds (3.14)

�1
2
e(1�x)QQ�1

1Z
0

e(1�s)Q (f (s)� f (1)) ds+
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Q (f (s)� f (0)) ds;

et

R(x; d0; u1; f)

= R(x; d0; u1; f)�
1

2
Q�2

�
e(2�x)Qf (1)� e(1+x)Qf (0)

�
(3.15)

�1
2
Q�2 (f (1) + f (0)) :

3.4 Lemmes techniques

Lemme 3.1 On suppose (3.3)�(3.7). Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1. Alors , on a

AR(�; d0; u1; f) 2 C1([0; 1] ;X):

Preuve. On a
8m 2 N�; eQ 2 L (X;D (Qm)) ;

et pour tout ' 2 X, il vient
e:QeQ' 2 C1([0; 1] ;X);

en appliquant A, on obtient

Ae:QeQ' = �e:QQ2eQ' 2 C1([0; 1] ;X):

En utilisant (3.15), on trouve pour tout x 2 [0; 1] ;

AR(x; d0; u1; f)

= �Q2R(x; d0; u1; f) +
1

2
eQ
�
e(1�x)Qf (1)� exQf (0)

�
+
1

2
(f (1) + f (0)) ;

il est clair que
Q2R(:; d0; u1; f) 2 C1([0; 1] ;X);

et donc
AR(:; d0; u1; f) 2 C1([0; 1] ;X):
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Lemme 3.2 On suppose (3.3)�(3.8). Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1. Alors, on a

AS2(:; f) 2 C�([0; 1] ;X); 0 < � < 1:

Preuve. En utilisant la formule (3.14), on a

AS2(x; f)

= �Q2exQ��1
1Z
0

esQ (f (s)� f (0)) ds� 1
2
QexQ

1Z
0

esQ (f (s)� f (0)) ds

+Q2exQ��1eQ
1Z
0

e(1�s)Q (f (s)� f(1)) ds+
1

2
Qe(1�x)Q

1Z
0

e(1�s)Q (f (s)� f (1)) ds

�1
2
Q

1Z
x

e(s�x)Q (f (s)� f(1)) ds� 1
2
Q

xZ
0

e(x�s)Q (f (s)� f (0)) ds;

D�après la Proposition 1.12, assertion 4, on a8>>>>>><>>>>>>:
Q

xZ
0

e(x�s)Q (f (s)� f(0)) ds 2 C�([0; 1] ;X);

Q

1Z
x

e(s�x)Q (f (s)� f(1)) ds 2 C�([0; 1] ;X):

(3.16)

En plus, d�après les assertions 1 et 6., de la Proposition 1.12, il vient(
Q
R 1
0
esQ (f(s)� f(0)) ds 2 (X;D(Q))�;1 ;

Q
R 1
0
e(1�s)Q (f(s)� f(1)) ds 2 (X;D(Q))�;1 ;

d�où 8<: e:Q
�
Q
R 1
0
esQ (f(s)� f(0)) ds

�
2 C�([0; 1] ;X);

e(1�:)Q
�
Q
R 1
0
e(1�s)Q (f(s)� f(1)) ds

�
2 C�([0; 1] ;X):

(3.17)

Grâce à l�hypothèse (3.8), on a

Q2exQ��1
Z 1

0

esQ (f(s)� f(0)) ds (3.18)

= exQQ2��1Q�1
�
Q

Z 1

0

esQ (f(s)� f(0)) ds

�
2 C�([0; 1] ;X);

et

Q2exQ��1eQ
Z 1

0

e(1�s)Q (f(s)� f(1)) ds (3.19)

= exQQ2��1Q�1eQ
�
Q

Z 1

0

e(1�s)Q (f(s)� f(1)) ds

�
2 C�([0; 1] ;X);

Finalement, grâce à (3.16)�(3.19), on obtient
AS2(:; f) 2 C�([0; 1] ;X); 0 < � < 1:
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3.5 Résultats principaux

Le résultat principal de cette partie est donné par les théorèmes suivants :

Théorème 3.1 On suppose (3.3)�(3.8). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le Problème (3.1)-(3.2) admet une unique solution classique.

2. u1; ��1d0 2 D(A) et �
Au1 � f (1) 2 D(Q) = D(A);

A��1d0 � f (0) 2 D(Q) = D(A):

Théorème 3.2 On suppose (3.3)�(3.8). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le Problème (3.1)-(3.2) admet solution classique u qui satisfait la propriété de la ré-
gularité maximale

u00; Au 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ :

2. u1; ��1d0 2 D(A) et�
Au1 � f (1) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ ;
A��1d0 � f (0) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ :

La solution u est unique et est donnée par la formule de représentation (3.11).

3.5.1 Preuve du théorème 3.1

On suppose que u est une solution classique du Problème (3.1)-(3.2), on a donc

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (A)) :

En utilisant les Lemmes 3.1 et 3.2, nous avons

AS2(:; f) 2 C�([0; 1] ;X) et AR(:; d0; u1; f) 2 C1([0; 1] ;X);

on déduit donc

AS1(:; d0; u1) = Au (:)� AR(:; d0; u1; f)� AS2(:; f) 2 C([0; 1] ;X):

avec

AS1(x; d0; u1) (3.20)

= exQ
�
�Q2��1d0 � f (0)

�
+ e(1�x)Q

�
�Q2u1 � f (1)

�
;

En utilisant (3.10), on a u1 2 D(A) et Au1 � f (1) 2 D(A), c�est à dire

e(1�:)Q (Au1 � f (1)) 2 C ([0; 1] ;X) :

Donc AS1(:; d0; u1) est dans C ([0; 1] ;X) si et seulement si8<:
u1; �

�1d0 2 D(A);
e:Q (A��1d0 � f (0)) 2 C ([0; 1] ;X) ;
e(1�:)Q (Au1 � f (1)) 2 C ([0; 1] ;X) ;
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et grâce à la proposition 1.12, les conditions précédentes sont équivalentes à8<:
u1; �

�1d0 2 D(A);
A��1d0 � f (0) 2 D(Q) = D(A);

Au1 � f (1) 2 D(Q) = D(A):

Réciproquement, supposons que u1; ��1d0 2 D(A) et�
Au1 � f (1) 2 D(Q);
A��1d0 � f (0) 2 D(Q); (3.21)

et montrons que le Problème (3.1)-(3.2) admet une solution classique u; c�est-à-dire

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (A)) ;

et u véri�ant le Problème (3.1)-(3.2). D�après la Proposition 1.12, point 2, (3.21) est véri�e
si et seulement si 8<:

u1; �
�1d0 2 D(A);

e:Q (A��1d0 � f (0)) 2 C ([0; 1] ;X) ;
e(1�:)Q (Au1 � f (1)) 2 C ([0; 1] ;X) ;

qui est équivalent à

AS1(:; d0; u1) 2 C ([0; 1] ;X) , Au(:) 2 C ([0; 1] ;X)
, u 2 C ([0; 1] ;D(A)): (3.22)

Puisque
f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1;

donc
u00 = f � Au 2 C ([0; 1] ;X) : (3.23)

Il s�ensuit, de (3.22) et (3.23), que

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (A)) :

3.5.2 Preuve du théorème 3.2

On suppose que u est une solution classique du Problème (3.1)-(3.2) véri�ant les condi-
tions de la régularité maximale. Alors

u00; Au 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ :

On a

Au (:) = AR(:; d0; u1; f) + AS1(:; d0; u1) + AS2(:; f) 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ ;

et d�après les Lemmes 3.1 et 3.2, nous avons�
AS2(:; f) 2 C�([0; 1] ;X);
AR(:; d0; u1; f) 2 C1([0; 1] ;X);
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on en déduit donc
AS1(:; d0; u1) 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ ;

avec

AS1(x; d0; u1)

= exQ
�
�Q2��1d0 � f (0)

�
+ e(1�x)Q (Au1 � f (1)) :

En utilisant l�assertion 1. du Lemme 1.12, on obtient8<:
u1; �

�1d0 2 D(A);
e(1�:)Q (Au1 � f (1)) 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2 ]0; 1[ ;
e:Q (A��1d0 � f (0)) 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2 ]0; 1[ ;

qui est équivalent à �
Au1 � f (1) 2 (D(Q); X)1��;1 ; � 2 ]0; 1[ ;
A��1d0 � f (0) 2 (D(Q); X)1��;1 ; � 2 ]0; 1[ ;

ou bien �
Au1 � f (1) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ ;
A��1d0 � f (0) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ :

Réciproquement, supposons que

f 2 C�([0; 1] ; X); � 2 ]0; 1[ ;

et 8<:
u1;�

�1d0 2 D(A);
Au1 � f (1) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ ;
A��1d0 � f (0) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ :

et montrons que le Problème (3.1)-(3.2) admet une solution classique u véri�ant les conditions
de la régularité maximale. En utilisant le même raisonnement de la preuve du théorème 3.1,
on obtient 8<:

u1; �
�1d0 2 D(A);

e:Q (A��1d0 � f (0)) 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2 ]0; 1[ ;
e(1�:)Q (Au1 � f (1)) 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2 ]0; 1[ ;

on en déduit alors
AS1(:; f) 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ ;

ce qui donne
Au(:) 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ ;

c�est-à-dire
u(:) 2 C�([0; 1] ;D(A)); � 2 ]0; 1[ :

Le fait que f 2 C�([0; 1] ; X) alors

u00 = f � Au 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ ;

d�où le résultat.
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3.6 Problème avec un paramètre spectral

On s�intéresse aux équations di¤érentielles opérationnelles du second ordre de type ellip-
tique

u00(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 [0; 1] ; (3.24)

sous des conditions aux limites de Robin

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1; (3.25)

où A, H des opérateurs linéaires fermés ne commutent pas, f 2 C�([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1;
d0; u1 sont des éléments donnés dans un espace de Banach complexe X et ! est un réel positif
assez grand.
On s�intéresse à l�existence et l�unicité d�une solution classique du Problème (3.1)-(3.2),

c�est-à-dire une fonction u telle que

u 2 C2([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));

u(0) 2 D (H) et u satisfaisant le Problème (3.24)-(3.25) ainsi qu�à la régularité maximale de
la solution classique u, c�est-à-dire

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1:

Pour des raisons de commodité, on va traiter l�équation (3.24) avec la notation

A! = A� !I; ! > 0:

3.7 Hypothèses

On suppose qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que, pour tout ! > !0, les opérateurs
linéaires fermés A! et H véri�ent(

]0;+1[ � � (A!) ; ker(A!) = f0g ; Im(A!) = X;

et sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) < +1; (3.26)

D(A) � D (H) ; (3.27)8<:
9� 2]0; 1

2
[;9C > 0 : 8� > 0;

et


H (A! � �I)�1




L(X) 6

C

j! + �j1=2+�
; (3.28)

d�après le chapitre précédent, les hypothèses (3.26)�(3.28) nous assurent existence de !� tel
que, pour tout ! > !�, les opérateurs �! et �! sont inversibles avec�

�! = (Q! �H) + e2Q! (Q! +H) ;
�! = (Q! �H) + (Q! +H) e2Q! ;

(3.29)

on suppose aussi que

8� 2 D(Q!); Q!�
�1
! � 2 D(Q!); Q2!�

�1
! � 2 (D(A); X)1�(�=2);1 : (3.30)
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Théorème 3.3 On suppose (3.26)�(3.30). Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout !� >
!0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (3.24)-(3.25) admet une unique solution classique.

2. u1; ��1! d0 2 D(A) et �
A!�

�1
! d0 � f (0) 2 D(Q!) = D(A);

A!u1 � f (1) 2 D(Q!) = D(A):

Théorème 3.4 On suppose (3.26)�(3.30). Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout !� >
!0, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (3.24)-(3.25) admet une solution classique et unique u qui satisfait la
propriété de la régularité maximale

u00; A!u 2 C�([0; 1] ;X); � 2 ]0; 1[ :

2. u1; ��1! d0 2 D(A) et�
A!�

�1
! d0 � f (0) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ :

A!u1 � f (1) 2 (D(A); X)1�(�=2);1 ; � 2 ]0; 1[ ;



Chapitre 4

Equations di¤érentielles
opérationnelles avec des conditions
aux limites non locales dans les
espaces Lp : cadre non commutatif

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s�intéresse aux équations di¤érentielles opérationnelles du second
ordre de type elliptique, posées sur l�intervalle borné (0; 1)

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 (0; 1) (4.1)

munies des conditions aux limites à coe¢ cients opérateur du type non locales�
u (0) = u0;
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

(4.2)

où A et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach complexe,
f 2 LP (0; 1;X) avec 1 < p <1 et u0; u1;0, sont des éléments donnés dans X.
On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de deux types de solutions

du Problème (4.1)-(4.2) :
� Une solution classique du Problème (4.1)-(4.2), c�est-à-dire une fonction u véri�ant8<:

i) u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A));
ii) u0(0) 2 D(H);
iii) u satisfait (4.1)-(4.2).

� Une solution semi-classique du Problème (4.1)-(4.2), c�est-à-dire une fonction u véri-
�ant, pour tout " 2]0; 1[8<:

i) u 2 W 2;p (0; 1� ";X) \ Lp (0; 1� ";D(A)) \W 1;p (0; 1;X) ;
ii) u0(0) 2 D(H);
iii) u satisfait (4.1)-(4.2).
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4.2 Hypothèses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (4.3)

(
A est un opérateur linéaire fermé X, [0;+1[ � � (A) et
sup
�>0



� (A� �I)�1



L(X)

< +1; (4.4)

(
8s 2 R : (�A)is 2 L (X) et 9C > 1; �A 2 ]0; �[ ;


(�A)is




L(X)
6 Ce�Ajsj;

(4.5)

H est un opérateur linéaire fermé dans X; (4.6)
1T
k=1

D
�
Ak
�
� D (H) ; (4.7)

et
0 2 � (�) ; (4.8)

où
� := I � e2Q � 2HQeQ:

Notons que cet opérateur �, dans un certain sens, est le déterminant du Problème (4.1)-(4.2).
Dans ce travail, il s�agit en particulier de prolonger et d�améliorer le travail des auteurs

H. Hammou, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri (voir [26]) où ils ont traité le Problème
(4.1)-(4.2) sous les hypothèses (4.3)�(4.6) et (4.8) ainsi que

D (Q) � D (H) ; (4.9)

au lieu de (4.7). De plus, ils ont supposé la condition supplémentaire de commutativité
suivante :

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�; (4.10)

et ont prouvé le résultat suivant :

Théorème 4.1 Sous les hypothèses (4.3)�(4.6), (4.8) en plus de (4.9) et (4.10). Soient
u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ; 1 < p < +1. Alors, le Problème (4.1)-(4.2) admet une
unique

1. solution semi-classique u si et seulement si8>>>><>>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p ;

Qu0 �
Z 1

0

esQ!f (s) ds 2 D (H) ;

u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;

(4.11)
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2. solution classique u si et seulement si8>>>><>>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p

Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds 2 D (H)

u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2p
;p :

(4.12)

Le but de ce chapitre est d�améliorer le résultat précédent en suivant les étapes suivantes :

1. on ne suppose pas l�hypothèse de commutativité (4.10),

2. on considère l�hypothèse (4.7) qui est plus faible que la condition D(Q) � D(H)
supposée dans [26],

3. on construit une formule de représentation adaptée à la solution classique,

4. on détermine les conditions nécessaires et su¢ santes sur les données pour l�existence
et l�unicité d�une solution classique et semi-classique du Problème (4.1)-(4.2),

5. �nalement, on détermine la régularité optimale en supposant l�une des deux conditions
régularisantes suivantes :

��1
�
(D (A) ; X) 1

2p
;p

�
� (D (A) ; X) 1

2p
;p ; (4.13)

ou bien
8' 2

1T
k=1

D
�
Ak
�
; H' 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p : (4.14)

Notons que, dans le cadre commutatif, les deux hypothèses précédentes sont naturel-
lement véri�ées et les conditions citées au-dessus coïncident exactement avec (4.11) et
(4.12).

4.3 Conséquences des hypothèses

Remarque 4.1

1. Sous l�hypothèse (4.4), puisque Q = �
p
�A est générateur in�nitésimal d�un semi-

groupe analytique sur X on a, pour tout � 2 X; x > 0 et n 2 N

exQ� 2
1T
k=1

D
�
Qk
�
=

1T
k=1

D
�
Ak
�
et QnexQ 2 L (X) : (4.15)

2. Sous (4.4), (4.5) et (4.7), le fait que H est un opérateur fermé et QeQ 2 L (X), on en
déduit que l�opérateur HQeQ est fermé. De plus, suite à (4.15), on obtient D

�
HQeQ

�
=

X, et donc, grâce au théorème du graphe fermé, on a HQeQ 2 L (X). Alors

� 2 L (X) :

3. Il n�est pas facile de véri�er la condition (4.13), mais

��1 = I + e2Q��1 + 2HQeQ��1; (4.16)

donc, suite à (4.15), l�hypothèse (4.14) implique (4.13).



64

Remarque 4.2

1. Le fait que W 2;p(0; 1;X) � C1([0; 1];X), les conditions aux limites ont un sens lors-
qu�on cherche une solution classique.

2. Si u est une solution semi-classique véri�ant, pour tout " 2]0; 1[; u 2 W 1;p (0; 1;X) \
W 2;p (0; 1� ";X), alors

u 2 C ([0; 1];X) \ C1 ([0; 1[;X) :

3. d�autre part, si u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)), alors

u(0); u(1)2 (D (A) ; X) 1
2p
;p ; (4.17)

(voir [17], Remarque 1, assertion 6, p. 197). Dans ce cas, on a u (0) ; u (1) 2 D (Q),
car

(D (A) ; X) 1
2p
;p =

�
X;D

�
Q2
��
1� 1

2p
;p
= (X;D (Q))2� 1

p
;p � D (Q) :

4.4 Représentation de la solution

On suppose (4.4)�(4.8). Soit u une solution classique ou semi-classique du Problème
(4.1)-(4.2), alors il existe �0; �1 2 X tels que pour presque tout x 2 (0; 1)

u(x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + I (x) + J (x) ; x 2 (0; 1); (4.18)

où

I (x) =
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds et J (x) =
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Qf(s)ds:

Cette formule est obtenue en utilisant la méthode de réduction d�ordre de Krein [30] (voir
aussi [4], p. 989). Le but est de calculer �0 et �1 en utilisant les conditions aux limites (4.2).
Pour presque tout x 2 (0; 1) ; on a

u0(x) = QexQ�0 �Qe(1�x)Q�1 +QI (x)�QJ (x) ; x 2 (0; 1);

alors
u0(0) = Q�0 �QeQ�1 �QJ (0) 2 D (H) :

Utilisant (4.2), on trouve�
�0 + eQ�1 + J (0) = u0;
eQ�0 + �1 + I (1) +H

�
Q�0 �QeQ�1 �QJ (0)

�
= u1;0;

on en déduit
�0 = u0 � eQ�1 � J (0) ;

et
eQ
�
u0 � eQ�1 � J (0)

�
+ �1 +H

�
Q�0 �QeQ�1 �QJ (0)

�
= u1;0 � I (1) ;

ce qui implique �
I � e2Q

�
�1 +H

�
�2QeQ�1 +Q (u0 � 2J (0))

�
(4.19)

= u1;0 � I (1)� eQ (u0 � J (0)) :
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Notons que
u0(0) = �2QeQ�1 +Qu0 � 2QJ (0) 2 D (H) ; (4.20)

et d�après (4.7), �2QeQ�1 2 D (H), on obtient donc

Q (u0 � 2J (0)) 2 D (H) ;

alors, (4.19) devient�
I � e2Q � 2HQeQ

�
�1 = u1;0 � I (1)� eQ (u0 � J (0))�HQ (u0 � 2J (0)) ;

en vertu de l�hypothèse (4.8), on en déduit que

�1 = �
�1 �u1;0 � I (1)� eQ (u0 � J (0))�HQ (u0 � 2J (0))

�
; (4.21)

et donc

�0 = u0 � J (0) (4.22)

�eQ��1
�
u1;0 � I (1)� eQ (u0 � J (0))�HQ (u0 � 2J (0))

�
:

Finalement, en insérant (4.21) et (4.22) dans (4.18) on déduit que, la solution du Problème
(4.1)-(4.2) u est donnée formellement, pour tout x 2 [0; 1], par

u (x) = exQu0 + e(1�x)Q��1 [u1;0 �HQ (u0 � 2J (0))] (4.23)

+S (x) +R (x) ;

où

S (x) = �exQJ (0)� e(1�x)Q��1
�
eQ (u0 � J (0)) + I (1)

�
; (4.24)

+I (x) + J (x) ;

et
R (x) = �e(x+1)Q��1

�
u1;0 � eQ (u0 � J (0))� I (1)�HQ (u0 � 2J (0))

�
: (4.25)

Notons que, l�étude ci-dessus montre que si le Problème (4.1)-(4.2) admet une solution
semi-classique ou classique, alors cette solution est nécessairement unique et déterminée par
la formule de représentation (4.23).

4.5 Régularité de la solution

Remarque 4.3 On suppose (4.4)�(4.8). Soient u0; u1;0 2 X et k 2 N, on a

e(�+1)Q = eQe�Q;

et
8� 2 X, eQ� 2

1T
k=1

D
�
Qk
�
;

alors
QkR (�) 2 Lp(0; 1;X):
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Lemme 4.1 On suppose (4.3)�(4.8) et (4.13). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1. Alors, on
a

AS(:) 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1:

Preuve. Pour presque tout x 2 (0; 1), on a

AS (x) = Q2exQJ (0) +Q2e(1�x)Q��1eQ (u0 � J (0))

+Q2e(1�x)Q��1I (1)� 1
2
Q

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds� 1
2
Q

Z 1

x

e(s�x)Qf(s)ds:

Grâce au Lemme 1.2, on a8>>>>>><>>>>>>:
L (x; f) = Q

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) ;

L (1� x; f(1� :)) = Q

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

Notons que, suite à la Remarque 4.1, assertion 2, on a

8� 2 X; eQ� 2 D (A) � (D (A) ; X) 1
2p
;p ;

et en vertu de l�hypothèse (4.13) et du Lemme 1.2, assertion 5, on obtient

��1eQ (u0 � J (0)) ; ��1I (1) 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p ;

en utilisant le Lemme 1.1, assertion 1, on en déduit8<:
Q2e(1��)Q��1eQ (u0 � J (0)) 2 Lp (0; 1;X)
Q2e(1��)Q��1I (1) 2 Lp (0; 1;X)
Q2e�QJ (0) 2 Lp (0; 1;X) ;

avec 1 < p <1, on obtient donc la régularité désirée.

4.5.1 Résultats principaux

Théorème 4.2 On suppose (4.3)�(4.8) et (4.13) . Soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X)
avec 1 < p <1. Alors, le Problème (4.1)-(4.2) admet une unique solution semi-classique u
si et seulement si8>>><>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p � D(Q);

Qu0 �
R 1
0
esQf (s) ds 2 D (H) et

��1
�
u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;

(4.26)

où
� = I � e2Q � 2HQeQ:
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Preuve. Tout d�abord sous la condition (4.11), u donnée par la formule de représentation
(4.23) est la solution semi-classique désirée. On doit véri�er, pour tout " 2]0; 1[, que

Au 2 Lp (0; 1� ";X) et Qu 2 Lp (0; 1;X) :

Pour plus de commodité, on pose
u = u+ S +R

où, pour presque tout x 2 (0; 1)

u (x) = exQu0 + e(1�x)Q��1 [u1;0 �HQ (u0 � 2J (0))] ;

et S;R sont dé�nis par (4.24) et (4.25) respectivement. En vertu de la Remarque 4.3 et du
Lemme 4.1, il su¢ t de prouver que Au 2 Lp (0; 1� ";X) et Qu 2 Lp (0; 1;X) où, pour p.p.
x 2 (0; 1)

Au(x) = �Q2exQu0 �Q2e(1�x)Q��1 [u1;0 �HQ(u0 � 2J (0))] ;
et

Qu(x) = QexQu0 +Qe(1�x)Q��1 [u1;0 �HQ(u0 � 2J (0))] :
A partir de (4.11), on a

u0 2 (D(Q2); X) 1
2p
;p � (D(Q2); X) 1

2
+ 1
2p
;p = (D(Q); X) 1

p
;p

et
��1 [u1;0 �HQ(u0 � 2J (0))] 2 (D(Q); X) 1

p
;p = (D(A); X) 1

2
+ 1
2p
;p:

alors, suite au Lemme 1.1, assertions 1. et 2. on conclut alors

Au 2 Lp (0; 1� ";X) et Qu 2 Lp (0; 1;X) ;

et donc
Au 2 Lp (0; 1� ";X) et Qu 2 Lp (0; 1;X) :

De la formule (4.23) on a u (0) = u0, cependant grâce à (4.11), on obtient u0 (0) 2 D (H) et
une fois encore, de la formule (4.23), il s�ensuit que

u (1) +Hu0 (0) = u1;0:

Réciproquement, si le Problème (4.1)-(4.2) admet une solution semi-classique u alors elle
est donnée par (4.23). De la Remarque 4.2, assertion 2, on a u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p. Vu que

u0 (0) 2 D (H) et à partir de (4.20), on obtient alors

Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds 2 D (H) ;

�nalement Qu et donc Qu appartiennent à Lp (0; 1;X), ce qui implique

Qe(1��)Q��1 [u1;0 �HQ(u0 � 2J (0))] 2 Lp(0; 1;X);

et suite au Lemme 1.1, assertion 2. on déduit alors

��1
�
u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p :
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Théorème 4.3 On suppose (4.3)�(4.8) et (4.13). Soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X)
avec 1 < p <1. Alors, le Problème (4.1)-(4.2) admet une unique solution classique u si et
seulement si 8>>>><>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds 2 D (H) et

��1
�
u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2p
;p ;

Preuve. Si u est une solution classique du Problème (4.1)-(4.2), on a

Au = �Q2u 2 Lp (0; 1;X) ;

où, pour presque tout x 2 (0; 1), on a

Au(x)

= �Q2exQu0 �Q2e(1�x)Q��1 fu1;0 �HQ(u0 � 2J (0))g ;

et vu que
u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p = (D(Q

2); X) 1
2p
;p;

et d�après le Lemme 1.1, point 2, il vient

Q2e:Qu0 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

L�étude précédente montre immédiatement que

Au 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1;

si et seulement si

Q2e(1��)Q��1 fu1;0 �HQ(u0 � 2J (0))g 2 Lp(0; 1;X);

et en vertu de l�assertion 2. du Lemme 1.1, on obtient

��1 fu1;0 �HQ(u0 � 2J (0))g 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

où

J (0) =
1

2
Q�1

Z 1

0

esQf (s) ds:

Comme dans le Théorème 4.2, la réciproque reste vraie.

Théorème 4.4 On suppose (4.3)�(4.8) et (4.14). Soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ;
avec 1 < p <1. Alors, le Problème (4.1)-(4.2) admet
1. une solution semi-classique u si et seulement si8>>>><>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds 2 D (H) et

u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;
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2. une solution classique u si et seulement si8>>>><>>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p

Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds 2 D (H) et

u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2p
;p :

Dans ce cas, u est unique et donnée par la formule de représentation (4.23).

Preuve. Suite à la Remarque 4.1, (4.14) implique l�hypothèse (4.13) et donc, on peut ap-
pliquer les Théorèmes 4.2 et 4.3. Rappelons que

��1 = I + e2Q��1 + 2HQeQ��1;

et donc, la condition (4.14) montre qu�il existe  2 (D (A) ; X) 1
2p
;p � (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p, tel

que

��1
�
u1;0 �H(Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds)

�
= u1;0 �H(Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds) +  :

Donc, pour E = (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p ou (D (A) ; X) 1

2p
;p, les deux assertions suivantes sont

équivalentes :

(a) ��1
�
u1;0 �H(Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds)

�
2 E,

(b) u1;0 �H(Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds) 2 E.
Notons que le Théorème 4.4 reste vrai si on remplace (4.14) par

HQeQ (X) � (D (A) ; X) 1
2p
;p : (4.27)

Remarque 4.4 Supposons (4.3)�(4.6) en plus de (4.8), (4.9) et (4.10).
1. Sous l�hypothèse de commutativité (4.10), il est facile de voir que notre formule de
représentation de la solution (4.23) coïncide avec celle utilisée dans [26]. En plus,
notre hypothèse (4.7) est plus faible que (4.9), considérée dans [26].

2. Grâce à l�hypothèse (4.10), ona

8' 2
1T
k=1

D
�
Ak
�
; H' = A�1HA' 2 D (A) � (D (A) ; X) 1

2p
;p :

donc l�hypothèse (4.14) est satisfaite. Alors, le Théorème 4.4 est une généralisation des
Théorèmes 3.6 et 3.7, p.1677, dans [26].

4.6 Problème avec un paramètre spectral

On s�intéresse, cette fois-ci, pour ! > !0 (!0 > 0 �xé), au problème suivant :8<:
u00 (x) + A!u (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0;
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(4.28)

avec
A! = A� !I:
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4.7 Les hypothèses

On suppose que :(
A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X; [0;+1[ � � (A!0) ;

et sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X) < +1; (4.29)

(
8s 2 R : (�A!0)

is 2 L (X) et 9C > 1; �A!0 2 ]0; �[


(�A!0)is



L(X)

6 Ce�A!0 jsj;
(4.30)

H est un opérateur linéaire fermé X; (4.31)

1T
k=1

D
�
Ak
�
� D (H) ; (4.32)

et �
(D (A) ; X) 1

2p
;p

�
� �! (D (A) ; X) 1

2p
;p ; (4.33)

où
�! := I � e2Q! � 2HQ!eQ! :

Lorsque �! est un opérateur inversible, l�hypothèse précédente est équivalente à

��1!

�
(D (A) ; X) 1

2p
;p

�
� (D (A) ; X) 1

2p
;p : (4.34)

4.8 Conséquences des hypothèses

Remarque 4.5 Soit ! > !0. Pour tout k 2 Nn f0g, on a

D
�
Q2k!

�
= D

�
Ak!
�
= D

�
Ak
�
� D

�
Q2k�1!

�
;

d�où
1T
k=1

D
�
Qk!
�
=

1T
k=1

D
�
Ak!
�
=

1T
k=1

D
�
Ak
�
:

Lemme 4.2 On suppose (4.29)�(4.33). Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�,
l�opérateur

�! = I � e2Q! � 2HQ!eQ! 2 L (X) ;
admet un inverse borné.

Preuve. Soit ! > !0. On a
�! = I �R!;

où
R! = 2HQ!e

Q! + e2Q! 2 L (X) :
En utilisant G. Dore et S. Yakubov [14], Lemme 2.6, p. 103, on trouve(

9c > 0;9k > 0 : 8! > !0;8x > 1=2;

Q!exQ!

L(X) 6 ce�kx
p
! et



exQ!

L(X) 6 ce�kx
p
!:

(4.35)
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D�après Haase [24], Proposition 3.1.7, p. 65, il existe K > 0 tel que (T!)!>!0 2 L (X) et
pour tout ! > !0 on a 8<:

kT!�!0kL(X) 6 K
p
! � !0;

(�A!0)
1=2 + T!�!0 =

�
�A!0+(!�!0)

�1=2
;

A�1! T!�!0 = T!�!0A
�1
! :

Posons Q! = Q!0 � T!�!0. On a

T!�!0 =
�p

z + ! � !0 �
p
z
�
(�A!0) ;

en plus, Q!0 et T!�!0 génèrent des semi-groupes analytiques satisfont

ex(Q!0�T!�!0) = exQ!0e�xT!�!0 ; x > 0:

Maintenant, on �xe s > 0 tel que s (k +K) < k=2 (alors 1� s > 1=2) et pour tout ! > !0;
on a

kT!�!0kL(X)
=


2HesQ!Q!e(1�s)Q! + e2Q!




L(X)

=


2HesQ!0�sT!�!0Q!e(1�s)Q! + e2Q!




L(X)

6 2


HesQ!0

L(X) 

e�sT!�!0

L(X) 

Q!e(1�s)Q!

L(X) + 

e2Q!

L(X)

6 2


HesQ!0

L(X) esKp!�!0ce�k(1�s)p! + ce�2k

p
!

6 2c


HesQ!0

L(X) e(�k+s(k+K))p! + ce�2k

p
!

6 2c


HesQ!0

L(X) e�(k=2)p! + ce�2k

p
!:

Alors, il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !0; on obtient

kT!kL(X) < 1;

d�où �! = I � T!est inversible.

4.9 Résultat principal

Le résultat principal obtenu dans la section de ce chapitre est le suivant :

Théorème 4.5 On suppose (4.3), (4.29)�(4.33). Soient u0; u1;0 2 X, f 2 Lp (0; 1; X) avec
1 < p <1 et ! > !�.
Alors, le Problème (4.28) admet :

1. une solution semi-classique u si et seulement si8>>><>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p

Q!u0 �
R 1
0
esQ!f (s) ds 2 D (H) et

��1!

�
u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;
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2. une solution classique u si et seulement si8>>>><>>>>:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p

Q!u0 �
Z 1

0

esQ!f (s) ds 2 D (H) and

��1!

�
u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

��
2 (D (A) ; X) 1

2p
;p ;

où �! = I � e2Q! � 2HQ!eQ! :
Dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (4.23) où A est

remplacé par A!; Q par Q! et � par �!.
Comme dans le Théorème 4.4, si on remplace (4.34) par (4.14), alors on peut remplacer,

dans les assertions 1 et 2,

��1!

�
u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

��
;

par u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�
:

4.9.1 Exemple

On dé�nit l�opérateur linéaire fermé A dans Lp(0; 1); p 2 ]1;+1[ par�
D(A) =W 2;p(0; 1) \W 1;p

0 (0; 1)
(A') (y) = '00(y):

L�opérateur A est inversible avec, pour tout  2 Lp(0; 1) et y 2 (0; 1)

�
A�1 

�
(y) = (y � 1)

Z y

0

s (s)ds+ y

Z 1

y

(s� 1) (s)ds;

en plus, pour tout � 2 C avec Re
�p

�
�
> 0, on a

�
(A� �I)�1 

�
(y) =

Z 1

0

Np�(y; s) (s)ds;

où

Np�(y; s) = �
(

sinh
p
�(1�y) sinh

p
�sp

� sinh
p
�

si 0 6 s 6 y;
sinh

p
�y sinh

p
�(1�s)p

� sinh
p
�

si y 6 s 6 1:

Maintenant, on dé�nit q 2 ]1;+1[ par 1=q + 1=p = 1 et on considère

H(')(y) =

Z y

0

� (y; �)'(�)d�; ' 2 X; y 2 (0; 1);
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où � (�; �) : (0; 1)� (0; 1)! C est une fonction �xe véri�ant8>>>>>>>><>>>>>>>>:

� (y; �) 2 Lq(0; 1), pour p.p. y 2 (0; 1)
@�

@y
(y; �) ; @

2�

@y2
(y; �) 2 Lq(0; 1), pour p.p. y 2 (0; 1)

�1 : y 7�! � (y; y) ; �2 : y 7�!
@�

@y
(y; y) 2 Lp(0; 1)

� : y 7�! � (y; �) 2 Lq(0; 1;Lq(0; 1))
� (1; �) = 0;

(4.36)

Notons que
sup
y2[0;1]

k�(y; :)kLq(0;1) = C� < +1;

donc
y ! �(y; :) 2 Lq(0; 1;Lq(0; 1)):

Pour n 2 Nn f0g ; on dé�nie la fonction � par :

�(y; �) = (1� y)n (�); �; y 2 (0; 1);

où
 2 W 2;q(0; 1) \W 1;p(0; 1):

On a, H 2 L(X) car

kH(')kX =

�Z 1

0

����Z y

0

�(y; �)'(�)d�

����p dy�1=p
�

�Z 1

0

����Z 1

0

�(y; �)'(�)d�

����p dy�1=p
�

Z 1

0

�Z 1

0

j�(y; �)jq d�
�1=q �Z 1

0

j'(�)jp d�
�1=p

dy

� k�kLq(0;1;Lq(0;1)) k'kX :

Ici, notre problème abstrait est8<:
u00 (x) + Au (x)� !u (x) = f (x) ; p.p. x 2 (0; 1)
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

s�écrit concrètement8>>>><>>>>:
�u(x; y)� !u(x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 
 = ]0; 1[� ]0; 1[
u (0; y) = u0 (y) ; y 2 ]0; 1[
u (1; y) +

R y
0
� (y; �)

@u

@x
(0; �) d� = u1;0 (y) ; y 2 ]0; 1[

u(x; 0) = u(x; 1) = 0, x 2 ]0; 1[ :

(4.37)
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A�n d�appliquer le Théorème 4.5 pour le Problème 4.37, on explicite tout d�abord les condi-
tions citées dans ce théorème :8>>>><>>>>:

(i) u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

(ii) Qu0 �
Z 1

0

esQf (s) ds 2 D (H)

(iii) u1;0 �H

�
Qu0 �

Z 1

0

esQf (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ou (D (A) ; X) 1

2p
;p :

Les espaces d�interpolation (D (A) ; X) 1
2p
;p ; (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p sont décrits par8>>>><>>>>:

(D (A) ; X) 1
2p
;p =

�
' 2 W 2�1=p;p((0; 1) : ' (0) = ' (1) = 0

	
;

(D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p = W 1�1=p;p((0; 1) si p < 2;

(D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p =

n
' 2 W 1�1=p;p((0; 1) :

R 1
0
j'(t)jp
t(1�t)d� < +1

o
si p = 2;

(D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p =

�
' 2 W 1�1=p;p((0; 1) : ' (0) = ' (1) = 0

	
si p > 2:

voir [11], p. 385.
On rappel que, pour tout k 2 N et 1 < � < 1

W k+�;p(0; 1) =

(
f 2 W k;p(0; 1) et

Z 1

0

Z 1

0

��f (k)(x)� f (k)(y)
��p

jx� yj1+�p
dxdy < +1

)
:

Notons que, u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p � D (Q) et H 2 L(X) donc (ii) est satisfaite.

On véri�e maintenant les hypothèses (avec !0 = 0) du Théorème 4.5.

1. L�espace Lp(0; 1) est UMD et donc (4.3) est véri�ée.

2. Pour (4.29), voir [11], p. 372, Lemme 8.1.

3. La propriété (4.30) n�est pas facile à montrer, elle est complètement prouvée dans [31].

4. H 2 L(X) et donc les hypothèses (4.31) et (4.32) sont clairement véri�ées.
5. Pour l�hypothèse (4.34), il su¢ t de montrer (4.14) :

Soit ' 2
1T
k=1

D
�
Ak
�
� C(0; 1), alors pour y 2 (0; 1)

H(')(y) =

Z y

0

� (y; �)'(�)d�; ' 2 X; y 2 (0; 1);8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dH(')

dy
(y) = � (y; y)'(y) +

Z y

0

@�

@y
(y; �)'(�)d�

= �1 (y)'(y) +

Z y

0

@�

@y
(y; �)'(�)d�

d2H(')

dy2
(y) =

d�1
dy
(y)'(y) + �1(y)

d'

dy
(y)

+
@�

@y
(y; y)'(y) +

Z y

0

@2�

@y2
(y; �)'(�)d�;
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donc y 7! �1 (y)'(y) 2 Lp(0; 1) car�Z 1

0

j�1 (y)'(y)j
p dy

�1=p
6 sup

z2[0;1]
j'(z)j �

�Z 1

0

j�1 (y)j
p dy

�1=p
6 sup

z2[0;1]
j'(z)j � k�1kX < +1;

de même y 7!
Z y

0

@�

@y
(y; �)'(�)d� 2 Lp(0; 1) car

kH(')kX =

�Z 1

0

����Z y

0

@�

@y
(y; �)'(�)d�

����p dy�1=p
6

Z 1

0

�Z 1

0

����@�@y (y; �)
����q d��1=q �Z 1

0

j'(�)jp d�
�1=p

dy

6




@�@y (y; �)






Lq(0;1)

k'kX < +1:

Alors
dH(')

dy
2 Lp(0; 1) et de la même manière, on montre que d

2H(')

dy2
2 Lp(0; 1).

Finalement, H(') 2 W 2;p(0; 1) et on a aussi H(') (0) = H(') (1) = 0, donc H(') 2
(D (A) ; X) 1

2p
;p.

En appliquant maintenant le Théorème 4.5, on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1 Soient u0 2 X; u1;0 2 X, f 2 Lp (0; 1; X) avec 1 < p <1. Alors il existe
!� > 0 tel que pour tout ! > !�, le Problème (4.37) admet une unique

1. solution semi-classique u si et seulement si8<:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p et

u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;

2. solution classique u si et seulement si8<:
u0 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p et

u1;0 �H

�
Q!u0 �

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�
2 (D (A) ; X) 1

2p
;p :

Remarque 4.6 On peut choisir un élément ' 2 X de telle façon que la condition (4.10) ne
soit pas satisfaite. En e¤et, pour ' 2 X et y 2 (0; 1), on a

�
A�1H'

�
(y) = (y � 1)

Z y

0

sH'(s)ds+ y

Z 1

y

(s� 1)H'(s)ds

= (y � 1)
Z y

0

s

�Z s

0

� (y; �)'(�)d�

�
ds

+y

Z 1

y

(s� 1)
Z s

0

� (y; �)'(�)d�ds;
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et �
HA�1'

�
(y) =

Z y

0

� (y; �)
�
A�1'

�
(�)d�

=

Z y

0

� (y; �)

�
(� � 1)

Z �

0

s'(s)ds+ �

Z 1

�

(s� 1)'(s)ds
�
d�:

On a [A�1H'] (0) = [A�1H'] (1) = 0, mais en général

HA�1' 6= A�1H':
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Résumé

Ce travail est consacré à l�étude des équations di¤érentielles opérationnelles du second
ordre de type elliptique

u00(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) : (1)

Les conditions aux limites considérées dans ce travail sont :

1. Les conditions aux limites de type Robin généralisé :�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)

2. Les conditions aux limites non locales :�
u (0) = u0;
u (1) +Hu0 (0) = d1;0:

(3)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach complexe,
ne commutant pas, u0, u1, u0;1 et d0 2 X et ! > 0. Notre étude se fera dans deux espaces
de Banach de géométrie di¤érente, lorsque le second membre f appartient à l�une des deux
classes suivantes :

Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1 et C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1:

On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique des
Problèmes (1)-(2) et (1)-(3).
Mots clés : Equations di¤érentielles opérationnelles du second ordre de type elliptique ;

cadre non commutatif ; semi-groupes analytiques ; régularité maximale ; espace UMD; es-
paces de Hölder ; espaces d�interpolation.

Abstract

This work is devoted to the study of the operational di¤erential equations of the second
order of elliptic type in non-commutative framework :

u00(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) : (1)

The boundary conditions considered in this work are :

1. the abstract boundary conditions of Robin�s type�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)
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2. nonlocal boundary conditions�
u (0) = u0;
u (1) +Hu0 (0) = d1;0:

(3)

where A and H are closed linear operators in a complex Banach space X, u0, u1, u0;1 and
d0 2 X and ! > 0. The study is performed in two di¤erent frameworks, when the second
member f belongs to one of the two following classes :

C� ([0; 1] ; X) with 0 < � < 1 and Lp (0; 1;X) with 1 < p <1:

We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the classical solution of
Problems (1)-(2) and (1)-(3).
Keywords : second-order abstract elliptic di¤erential equations ; non-commutative case ;

analytic semigroups ; maximal regularity ; UMD space ; Hölder spaces ; interpolation spaces.


