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Introduction

0.1 Motivation

Le travail accompli dans cette thèse s�intéresse à l�étude de quelques modèles de di¤u-
sion en dynamique de population incluant des comportements individuels aux frontières et
applications.
Une dé�nition naïve du concept de la di¤usion peut-être formulée de la manière suivante

(selon Akira Okubo and Simon A. Levin [32]) : " c�est la tendance que possède un
ensemble de particules concentrés autour d�un point de l�espace à se propager
ailleurs dans le temps pour occuper graduellement un plus grand (ou plus petit)
espace ".
La di¤usion est un phénomène qu�on rencontre dans de nombreuses situations concrètes

comme en dynamique de population. Il existe alors plusieurs sortes de modèles mathé-
matiques pour décrire l�évolution, de cette dernière.
Certains d�entre eux utilisent les équations aux dérivées partielles (EDP) : ils se basent

sur la loi suivante :

Taux de changement de la densité de population

(Rate of the change in density)

= taux de dispersion + taux de croissance (ou de décroissance),

modélisés par des équations d�évolution de type

(�)

8><>:
@u

@t
= D:�u+ f(u)

donnée initiale
Conditions aux bords,

où u(x1; x2; :::; t) est la densité locale de population et f(u) (généralement non linéaire)
désigne le taux net de changement de population dû soit aux naissances soit aux décès. f(u)

est de type ru(
�
1� u

K

�
par exemple et est dite "croissance logistique".

On s�interesse ici, à certains problèmes, modélisés par des EDP décrivant une dynamique
de populations dans trois habitats (dont un refuge) et incluant des comportements individuels
aux frontières.
Compte tenu de la géométrie cylindrique des "patchs", on montre que la méthode qui

s�adapte le mieux est celle qui utilise la théorie des semi-groupes et les équations di¤érentielles
à coe¢ cients opérateurs.
Il y a aussi des équations de type

(��)

8><>:
@u

@t
= D:�u+ f(u) +

nX
i=1

s�SNi(x)
@u

@xi

Conditions aux bords et Condition initiale,

avec la masse de Dirac �S et N = (N1; N2; :::; Nn) est le vecteur conormal à la surface S:
Ce dernier modèle correspond au mouvement brownian "biaisé" ou assymétrique (appelé en
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anglais : skew brownian motion) représenté par le terme "drift" généralisé :
nX
i=1

si�SNi(x)
@u

@xi
;

où intervient la masse de Dirac sur l�interface S et dont le coe¢ cient si traduit l�assymétrie
(the squewness). L�e¤et de ce terme est traduit par une condition de transmission signi�ant
la perméabilité à travers S.
Il existe d�autres modèles du même genre concernant des �uides entre le milieu poreux

et les �ssures ou ceux liés à des concentrations de traceurs dans un réseau de �ssures.
Ces modèles tiennent compte de l�e¤et aléatoire introduit par une probabilté p comme

on le verra. En général les populations possèdent des caractéristiques déterministes mais les
individus qui les composent ont presque toujours des comportements aléatoires.
Il existe aussi d�autres modèles plus généraux qui considèrent des systèmes d�EDP de

type précédent où interviennent plusieurs espèces de populations, voir par exemple [35]. On
trouvera à ce sujet plusieurs modèles exposés dans le travail de [22].
Dans R.S. Cantrell et C.Cosner [4] les auteurs construissent de modèles de dispersion

d�une population qui incorporent la réaction des individus aux interfaces entre les types
d�habitats.
Ce genre de processus est appelée mouvement brownien biaisé (Skew Brownian Motion).
Ces modèles prennent la forme d�EDP avec des conditions, aux interfaces entre les régions,

sur les densités et les �ux de population.
La fragmentation des paysages est augmentée par les e¤ets du développement humain.
Dans certains cas, la fragmentation est préméditée et les fragments sont désignés comme

des réserves naturelles, des zones tampons, des zones agricoles, des banlieues, et ainsi de
suite.
Il est souhaitable d�avoir des modèles spatialement explicites (SEPMs) qui peuvent ex-

pliquer l�hétérogénéité de l�environnement et le comportement des individus aux frontières,
voir Dunning et al. [23]. Les modèles de population Spatialement explicites,(SEPMs), sont
des outils de plus en plus utiles pour les écologistes, les biologistes, qui s�intéressent à la
préservation des espèces et les gestionnaires territoriaux ou fonciers.
Dans ce travail on étudie certains problèmes de dispersion de la dynamique de populations

qui intègrent des réponses aux interfaces entre les di¤erents types d�habitats.
Ces problèmes sont basés sur des équations aux dérivées partielles de type parabolique

situées dans le paysage suivant constitué par trois habitats di¤érents


 = 
� [ 
0 [ 
+;

où 8>><>>:

� = ]�l; 0[� ]0; 1[

0 = ]0; 2L[� ]0; 1[

+ = ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[ ;

avec l, L > 0. L�équation de di¤usion est

@u

@t
(t; x; y) =

8>><>>:
d:�u�(t; x; y) + F (u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
�
d0:�u0(t; x; y) + F0(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
0
d:�u+(t; x; y) + F (u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
+;
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sous la condition initiale

u(0; x; y) =

8>><>>:
'�(x; y) dans 
�

'0(x; y) dans 
0

'+(x; y) dans 
+;

les conditions aux limites8>>>>>><>>>>>>:

u�(t;�l; y) = f�(t; y); y 2 ]0; 1[
u�(t; x; 0) = u�(t; x; 1) = 0; x 2 ]�l; 0[
u0(t; x; 0) = u0(t; x; 1) = 0; x 2 ]0; 2L[
u+(t; x; 0) = u+(t; x; 1) = 0; x 2 ]2L; 2L+ l[

u+(t; 2L+ l; y) = f+(t; y); y 2 ]0; 1[ ;

les conditions de continuité aux interfaces �0 = f0g � ]0; 1[ ; �2L = f2Lg � ]0; 1[(
u0(t; 0; y) = u�(t; 0; y); y 2 ]0; 1[
u0(t; 2L; y) = u+(t; 2L; y); y 2 ]0; 1[ ;

et les conditions d�interfaces d�assymetrie sont8><>:
(1� p)d

@u�
@x

(t; 0; y) = pd0
@u0
@x
(t; 0; y); y 2 ]0; 1[

pd0
@u0
@x
(t; 2L; y) = (1� p)d

@u+
@x

(t; 2L; y); y 2 ]0; 1[ :

Nous avons utilisé ci-dessus les notations naturelles

u� = uj
�, u0 = uj
0 , u+ = uj
+ :

Ici, u(t; x; y) représente la densité de la population, 
0 c�est le refuge alors que


� [ 
+;

est la zone tampon avec leurs coe¢ cients de di¤usion correspondants d0 et d:

0.2 Historique

Plusieurs travaux ont traité ce genre de problèmes dans di¤érents cadres (cadre Biologie
et cadre EDA) :

1. Dans le cadre Biologique on peut citer les travaux suivants :

a) Le travail de Cantrell et Cosner [4], Problème de dynamique de population dans
la dimension1, ils ont construit des modèles de dispersion d�une population qui
incorporent la réaction des individus aux interfaces entre les types d�habitats.
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b) Le travail de Cantrell et Cosner [5], où ils ont traité la construction du mouve-
ment Brownien (Skew Brownian Motion), ils ont utilisé des modèles de di¤usions
avec interfaces, en particulier des modèles mathématiques en sciences médicales
et de la santé.

c) Le travail de Antoine Lejay [1] : Il a traité la construction du mouvement Brow-
nien et quelques applications.

2. Dans le cadre d�EDA on peut citer les travaux suivants :

a) Le travail de Belhamiti et al [2] qui ont étudié dans les espaces de Hölder un
problème aux limites et de transmission dans un domaine avec couche mince.

b) Le travail de MINT AGHRABATT Fatimetou avec RABAH Labbas [16] où ils ont
traité deux classes de problèmes aux limites et de transmission de nature di¤érente
� Une classe de problèmes aux limites et de transmission posés dans un domaine
formé d�un corps �xe juxtaposé avec une couche mince d�épaisseur petite � > 0.
Pour cette classe , l�étude a été faite à � �xé et puis ils ont fait l�étude complète
du problème lorsque � ! 0

� L�autre classe de problèmes aux limites et de transmission posés dans deux corps
joints par une couche mince d�épaisseur petite � > 0 (modélisant la colle). Ces
deux classes sont complètement étudiées dans le cadre fonctionnel des espaces
de Hölder.

� Des résultats nouveaux d�existence, d�unicité et de régularité maximale pour les
solutions de ces deux classes de problèmes sont démontrés sous des conditions
nécessaires et su¢ santes de compatibilité sur les données véri�ées aux
interfaces.

c) Signalons aussi le travail du G. Dore et al [11] où ils ont étudié un problème de
transmission avec un paramètre � très petit, ils ont traité ce problème séparément
sur deux intervalles ]�1; 0[ et ]0; �[ dans le cadre fonctionnel LP , dans ce travail
ils ont utilisé le H1�calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels.

d) Le travail de FAVINI et al [17] , où les auteurs ont traité un problème de trans-
mission avec une équation fondamentale qui modélise l�équilibre transversal d�une
plaque isotrope mince de surface moyenne rectangulaire


 = ]a; b[� ]c; d[ ;

gouvernée par le bilaplacien

@4u

@x4
+ 2

@4u

@x2@y2
+
@4u

@y4
= f:

0.3 Notre modèle

On considère l�habitat global
 = ]�l; 2L+ l[�| (bi-dimensionnel ou (n+1)-dimensionnel)
formé par le refuge (du milieu)


0 = ]0; 2L[� |;
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auquel sont juxtaposées à gauche et à droite deux zones tampon "bu¤er zone" (habitat de
gauche et habitat de droite) :


g = ]�l; 0[� |; 
d = ]2L; 2L+ l[� |;

où | peut être un ouvert borné de Rn, n > 1, à frontière régulière @|.
Pour simpli�er, on prendra | =]0; 1[ et (x; y) désignera la variable générique de 
. Notons

�0 = f0g � |, �2L = f2Lg � |:

Un problème similaire à (��) en mode stationnaire, est :

(P0)

8>>>>>><>>>>>>:

�:�u+ �u+ s
@u

@x
�0 + s

@u

@x
�2L = g dans 


u = 0 sur ]�l; 2L+ l[� @|

u = f� sur f�lg � |
u = f+ sur f2L+ lg � |;

où �0 est la distribution de Dirac en 0; et �2L est la distribution de Dirac en 2L, u est la
densité d�une population vivant dans un environnement comportant une "pièce" favorite dite
refuge 
0 = ]0; 2L[ � | séparée d�une région moins favorable, ici 
g [ 
d comportant deux
frontières �0 et �2L plus ou moins perméables.
Ici, le second membre g peut être, par exemple, un élément source de l�espace

C(
n�0 [ �2L) = C([�l; 0[�|) [ C(]0; 2L[�|) [ C(]2L; 2L+ l]� |)

� =

8>><>>:
�r sur ]�l; 0[� |
r0 sur ]0; 2L[� |
�r sur ]2L; 2L+ l[� |;

avec r0 et r strictement positifs (croissance et décroissance de la population dans les zones
tampon respectives),

� =

8>><>>:
d sur ]�l; 0[� |
d0 sur ]0; 2L[� |
d sur ]2L; 2L+ l[� |;

où d et d0 (strictement positifs aussi) sont les coe¢ cients de di¤usion dans les "patch"
correspondants.

0.4 Description des chapitres et résultas obtenus

Ce travail est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d�analyse

fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail. En particulier le H1�calcul fonctionnel pour
les opérateurs sectoriels [13], le calcul fonctionnel de Dunford, la théorie des semi-groupes
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[34], les espaces d�interpolation [20] et [38], et les espaces de Hölder avec leurs propriétés
fondamentales.
Le deuxième chapitre contient quelques résultats et lemmes techniques avec leurs

preuves, très utiles pour notre travail.
Au troisième chapitre on considère le problème d�évolution en mode linéaire station-

naire comme suit

(P1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Eqs)

8>><>>:
d�u� � ru� = g� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d0�u0 + r0u0 = g0 sur ]0; 2L[� ]0; 1[
d�u+ � ru+ = g+ sur ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[

(Bound.C.)

8>><>>:
u = 0 dans ]�l; 2L+ l[� @|

u� = f� dans f�lg � ]0; 1[
u+ = f+ dans f2L+ lg � ]0; 1[

(Interf.C.)

(
u� = u0 sur f0g � ]0; 1[
u0 = u+ sur f2Lg � ]0; 1[

(Skew.C.)

8><>:
(1� p)d

@u�
@x

(0; y) = pd0
@u0
@x
(0; y); y 2 ]0; 1[

pd0
@u0
@x
(2L; y) = (1� p)d

@u+
@x

(2L; y); y 2 ]0; 1[ :

Ici p 2]0; 1[ représente la probabilité de se déplacer à droite de l�interface �0, (et donc
1� p à sa gauche). Lorsque

p = 1=2;

les conditions de transmission dans (Skew:C:) traduisent tout simplement la continuité du
�ux à travers les interfaces f0g � | et f2Lg � |.
On supposera dans notre travail le cas intéressant du mouvement brownien biaisé corres-

pondant à l�hypothèse
p 6= 1=2:

Dans ce travail on a privilégié la direction de déplacement de la population dans l�axe de
la variable x. On a supposé aussi, qu�en dehors de l�habitat global 
 = ]�l; 2L+ l[ � |, la
région extérieure est complètement hostile (d�où la condition au limite sur ]�l; 2L+ l[� @|)
excepté sur f�lg � | et f2L+ lg � | où on pourrait aussi supposer nulle la densité).
Ce modèle peut représenter le comportement d�une population de poissons dans une

rivière où les interfaces f0g � | et f2Lg � | peuvent être des "�lets", etc......
On va se focaliser sur l�étude complète de ce problème (P1). Notre méthode sera basée

essentiellement sur les techniques des équations di¤érentielles opérationnelles et la théorie
des semigroupes.
Le problème linéaire stationnaire peut s�écrire sous la forme opérationnelle suivante, en

dé�nissant l�opérateur A dans l�espace de Banach E = C[0; 1](
D(A) =

�
' 2 C2y [0; 1] : '(0) = '(1) = 0

	
A' = '00:
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Dans le cas où E = Lq(0; 1), (q 2]1;+1[), cet opérateur sera dé�ni par(
D(A) =

�
' 2 W 2;q

y (0; 1) : '(0) = '(1) = 0
	

A' = '00;

(PA)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equats)

8>>>>>><>>>>>>:

u00�(x) + Au�(x)�
r

d
u�(x) =

g�(x)

d
sur ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
sur ]0; 2L[

u00+(x) + Au+(x)�
r

d
u+(x) =

g+(x)

d
sur ]2L; 2L+ l[

(Bond.C.)

(
u�(�l) = f�

u+(2L+ l) = f+

(Interfaces.Cont)

(
u�(0) = u0(0)

u0(2L) = u+(2L)

(Skew.C)

(
(1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0)

pd0u
0
0(2L) = (1� p)du0+(2L)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) dans un espace de Banach complexe
E véri�ant l�hypothèse d�ellipticité de Krein suivante

�(A) � [0;+1[ et 9C > 0 : 8� � 0;


(A� �I)�1




L(E)

� C

1 + j�j ;

avec �(A) est l�ensemble résolvant de A, ici D(A) n�est pas nécessairement dense ; le second

membre g est tel que 8>><>>:
g� = g=[�l;0] 2 C�([�l; 0] ; E)
g0 = g=[0;2L] 2 C�([0; 2L] ; E)
g+ = g=[2L;2L+l] 2 C�([2L; 2L+ l] ; E);

les résultats obtenus sont donnés par (voir [26]) : Solvability of elliptic di¤erential equations,
set in three habitats with skewness boundary conditions at the interfaces.

Théorème 0.1 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1:On

suppose que
f� 2 D(B2):

Alors

1. u� est la solution du notre problème sur ]�1; 0[
2. u� 2 C ([�1; 0] ;D(B2)) \ C2 ([�1; 0] ;E) si et seulement si

B2f� +
g�(�1)

d
2 D(B);
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et �
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 D(B):

Théorème 0.2 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1:On

suppose que
f� 2 D(B2):

Alors

1. u� est la solution du notre problème sur ]�1; 0[
2. B2u�(:) ; u

00
� 2 C� ([�1; 0] ;E) si et seulement si

B2f� +
g�(�1)

d
2 DB(�;+1);

et �
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 DB(�;+1):

Théorème 0.3 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) et

g+
d
2 C� ([1; 2] ;E)

avec 0 < � < 1: Alors

1. u0 est la solution de notre problème sur ]0; 1[

2. u0 2 C ([0; 1] ;D(B2)) \ C2 ([0; 1] ;E) si et seulement si�
g0(0)

d0
� g�(0)

d

�
2 D(B0);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 D(B0):

Théorème 0.4 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) et

g+
d
2 C� ([1; 2] ;E)

avec 0 < � < 1: Alors

1. u0 est la solution de notre problème sur ]0; 1[ :

2. B2
0u0(:); u

00
0 2 C� ([0; 1] ;E) si et seulement si�

g0(0)

d0
� g�(0)

d

�
2 DB0(�;+1);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 DB0(�;+1):

Théorème 0.5 Soient
g0
d0
2 C� ([0; 1] ;E) et g+

d
2 C� ([1; 2] ;E) avec 0 < � < 1:On suppose

que
f+ 2 D(B2):

Alors,
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1. u+ est la solution de notre problème sur ]1; 2[

2. u+ 2 C ([1; 2] ;D(B2)) \ C2 ([1; 2] ;E) si et seulement si

B2f+ +
g+(2)

d
2 D(B)

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 D(B):

Théorème 0.6 Soient
g0
d0
2 C� ([0; 1] ;E) et g+

d
2 C� ([1; 2] ;E) avec 0 < � < 1:On suppose

que
f+ 2 D(B2):

Alors

1. u+ est la solution de notre problème sur ]1; 2[

2. B2u+(:); u
00
+ 2 C� ([1; 2] ;E) si et seulement si

B2f+ +
g+(2)

d
2 DB(�;+1);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 DB(�;+1):

Dans le quatrième chapitre on étudie la dynamique de population en deux patchs,
on signale que dans le papier de Cantrell, R. S., et Cosner, C. [4] on a trouvé une étude
intéressante sur les modèles de di¤usion en dynamique de la population incluant des com-
portements individuels aux frontières et applications. Cette étude a été détaillée dans une
dimension spatiale.
Notre objectif dans ce chapitre est d�analyser la situation analogue dans l�espace à deux

dimensions. Plus précisément, nous nous occuperons de l�étude de l�analyticité de C0 semi-
groupe généré par le processus de dispersion dans deux habitats sous une condition d�asymé-
trie et une condition de dispersion continue (skewness condition) à l�interface qui représentent
le comportement des individus aux limites. Ces problèmes sont basés sur les équations di¤é-
rentielles partielles de type parabolique établies dans le paysage suivant constitué par deux
habitats di¤érents :


 = 
� [ 
+;
où (


� = ]�l; 0[� ]0; 1[

+ = ]0; L[� ]0; 1[ ;

avec l, L > 0. L�équation de di¤usion est

@u

@t
(t; x; y) =

(
d�:�u�(t; x; y) + F�(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
�
d+:�u+(t; x; y) + F+(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
+;

(1)
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sous la condition initiale

u(0; x; y) =

(
'�(x; y) dans 
�

'+(x; y) dans 
+;

les conditions aux bords8>>>>><>>>>>:

u�(t;�l; y) = f�(t; y); y 2 ]0; 1[
u�(t; x; 0) = u�(t; x; 1) = 0; x 2 ]�l; 0[
u+(t; x; 0) = u+(t; x; 1) = 0; x 2 ]0; L[
@u+
@x

(t; L; y) = f+(t; y); y 2 ]0; 1[ ;

La continuité de la dispersion à l�interface �0 = f0g � ]0; 1[ ;(
d�:�u�(t; 0; y) + F�(u�(t; 0; y)) = d+:�u+(t; 0; y) + F+(u+(t; 0; y));

y 2 ]0; 1[ ;

et les conditions d�interface d�asymétrie (skewness interface conditions)

(1� p)d�
@u�
@x

(t; 0; y) = pd+
@u+
@x

(t; 0; y); y 2 ]0; 1[ :

Comme dans le chapitre précédent u(t; x; y) represente la densité de la population, 
+
est le refuge or 
� est la zone tampon avec leurs coe¢ cients de di¤usion correspondants d+
et d�. L�équation (1) décrit la di¤usion di¤érente dans les habitats avec leur croissance ou
décroissance des fonctions logistiques F+ et F�.
Nous commençons par examiner l�analyse du cas �xe stationnaire. Nous ne considérerons

donc que la partie linéarisée des fonctions logistiques, c�est-à-dire(
F�(u�) = �r�u� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
F+(u+) = r+u+ sur ]0; L[� ]0; 1[ ;

ici r+ est le taux de croissance dans le refuge 
+ et r� est le taux de mortalité dans la
zone tampon 
�.
Dans ce chapitre on étudie l�opérateur suivant

Lu =
(
d��u� � r�u� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d+�u+ + r+u+ sur ]0; L[� ]0; 1[ ;

où u véri�e8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(Bound.C.)

8>>>>>><>>>>>>:

u = 0 dans ]�l; L[� f0g
u = 0 dans ]�l; L[� f1g
u� = 0 dans f�lg � ]0; 1[
@u+
@x

= 0 dans fLg � ]0; 1[

(Interf.C.) d�:�u�(0; y)� r�u� = d+:�u+(0; y) + r+u+; y 2 ]0; 1[ ;

(Skew.C.) (1� p)d�
@u�
@x

(0; y) = pd+
@u+
@x

(0; y); y 2 ]0; 1[ :
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On doit donc étudier
Lu� �u = g; (2)

dans un espace adapté , où u veri�e (Bound.C.), (Interf.C.) and (Skew.C.).

Remarque 0.1 Les dimensions l, L et h des deux habitats sont importantes pour l�analyse
du spectre de L , comme cela a été démontré dans [4] dans une dimension. Nous étudierons
la situation similaire pour notre problème dans le chapitre suivant.

La formulation opérationnelle de l�équation (2) dans l�éspace de Banach E; s�écrit comme
suit : 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

8>><>>:
u00�(x) + Au�(x)�

r�
d�
u�(x)�

�

d�
u�(x) =

g�(x)

d�
sur ]�l; 0[

u00+(x) + Au+(x) +
r+
d+
u+(x)�

�

d+
u+(x) =

g+(x)

d+
sur ]0; L[�

u�(�l) = 0
u0+(L) = 0(
d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�)

= d+
�
u00+(0

+) + Au+(0
+)
�
+ r+u+(0

+)

(1� p)d�u
0
�(0

�) = pd+u
0
+(0

+);

avec (
D(A) = f' 2 C2([0; 1]) : '(0) = '(1) = 0 et '00 2 C0([0; 1])g
(A') (y) = '00(y):

Notons qu�il n�y a aucune raison que la condition

d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�) = d+
�
u00+(0

+) + Au+(0
+)
�
+ r+u+(0

+);

implique la continuité de la densité elle-même sur l�interface. En tenant compte de nos
conditions de limites et de transmission, il est clair que la continuité de la dispersion spatiale
en direction de la variable x est en quelque sorte plus «nuancée» que celle en direction de
la variable y C�est pourquoi nous étudierons notre travail dans l�espace suivant

E =
�
u 2 C ([�l; L]n f0g ;E) : 9 u(0�) 2 E, 9u(0+) 2 E;
et uj[�l;0[ 2 C� ([�l; 0[;E) ; uj]0;L] 2 C� (]0; L];E)

	
:

On peut conclure par le résultat principal suivant

Théorème 0.7 L�opérateur de dispersion L dé�ni dans les deux habitats décrits dans (2)
génère un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0) dans l�espace de Banach
E� (voir 4.9 dans chapitre 4).

Remarque 0.2 Notons que la condition que la densité de la population disparaisse sur la
limite extérieure de la zone tampon 
� est naturelle et le fait que sur fLg�]0; 1[ et sur
l�interface f0g�]0; 1[ nous avons une Hölder-condition continue est en quelque sorte réaliste.

Remarque 0.3 Nous pouvons spéci�er la fermeture du domaine D(L) en utilisant les fa-
meux espaces de Banach continus (petits espaces de Hölder).
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Au cinquième chapitre on fait l�étude spectrale du problème initial, il s�agit de revenir
au problème avec les paramètres l, L

(P1A)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equats)

8>>>>>><>>>>>>:

u00�(x) + Au�(x)�
r

d
u�(x) =

g�(x)

d
dans ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
dans ]0; 2L[

u00+(x) + Au+(x)�
r

d
u+(x) =

g+(x)

d
dans ]2L; 2L+ l[

(Bounda C.)

(
u�(�l) = f�

u+(2L+ l) = f+

(Transmission. C.)
�
u�(0) = u0(0)
u0(2L) = u+(2L)

(Skewness C.)

(
(1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0)

pd0u
0
0(2L) = (1� p)du0+(2L):

1. dans le cas de conditions aux limites homogènes, on considére le problème aux valeurs
propres � et vecteurs propres v :

(P1ASp)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equats)

8>><>>:
dv00�(x) + dAv�(x)� rv�(x) = �v�(x) dans ]�l; 0[
d0v

00
0(x) + d0Av0(x) + r0v0(x) = �v0(x) dans ]0; 2L[

dv00+(x) + dAv+(x)� rv+(x) = �v+(x) dans ]2L; 2L+ l[8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(BTS)

(Bound. C.)

(
v�(�l) = 0
v+(2L+ l) = 0

(Transmi. C.)
�
v�(0) = v0(0)
v0(2L) = v+(2L)

(Skew. C.)

(
(1� p)dv0�(0) = pd0v

0
0(0)

pd0v
0
0(2L) = (1� p)dv0+(2L):

Ici

v(x) =

8>><>>:
v�(x) dans ]�l; 0[
v0(x) dans ]0; 2L[

v+(x) dans ]2L; 2L+ l[ :

Cette étude de valeurs propres est très importante pour l�analyse du problème complet
d�évolution. En e¤et, posons

D(H) =
�
v 2 C ([�l; 2L+ l]; E) ; v� 2 C2 ([�l; 0]; E) ; v0 2 C2 ([0; 2L]; E)
v+ 2 C2 ([2L; 2L+ l]; E) et (BTS)

	
Hv =

8>><>>:
dv00� � rv� dans ]�l; 0[
d0v

00
0 + r0v0 dans ]0; 2L[

dv00+ � rv+ dans ]2L; 2L+ l[ ;
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et (
D(M) =C ([�l; 2L+ l]; D(A))

(Mv) (x) = Av(x);

et il s�agit alors de résoudre l�équation spectrale

(H +M)� = ��:

En e¤et, supposons qu�il existe une valeur � et une fonction � véri�ant cette équation,
alors l�équation de di¤usion introduite au début

@u

@t
(t; :) = (H +M) (u(t; :))

admet pour solutions
u(t; :) = �(:)e�t

2. Dans un premier temps, on reconsidére le problème simpli�é suivant (compte tenu de
l�idée de Cantrell and Cosner, voir [4] page 194) uniquement sur deux habitats

(Equats)

8>><>>:
u00�(x) + Au�(x)�

r

d
u�(x) =

g�(x)

d
dans ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
dans ]0; L[ ;

avec les conditions aux limites et transmission suivantes :8>>>><>>>>:
(Bounda C.)

(
u�(�l) = f�

u00(L) = f+

(Transmission. C.) u�(0) = u0(0)
(Skewness C.) (1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0):

Et on refait une étude brève de ce problème en gardant surtout les dimensions L et l:
Dans ce chapitre on étudie l�opérateur

Lu =
(
d��u� � r�u� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d+�u+ + r+u+ sur ]0; L[� ]0; 1[ ;

où u satisfait8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(Bound.C.)

8>>>>>><>>>>>>:

u = 0 dans ]�l; L[� f0g
u = 0 dans ]�l; L[� f1g
u� = 0 dans f�lg � ]0; 1[
@u+
@x

= 0 dans fLg � ]0; 1[

(Interf.C.) d�:�u�(0; y)� r�u� = d+:�u+(0; y) + r+u+; y 2 ]0; 1[ ;

(Skew.C.) (1� p)d�
@u�
@x

(0; y) = pd+
@u+
@x

(0; y); y 2 ]0; 1[ :
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Nous devons étudier l�équation spectrale

Lu = �u;

dans un espace approprié E , où u véri�e (Bound.C.), (Interf.C.) et (Skew.C.),
c�est-à-dire

(P )

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Eqs)

(
d��u� � r�u� = �u� sur ]�l; 0[� ]0; h[
d+�u+ + r+u+ = �u+ sur ]0; L[� ]0; h[

(Bound.C.)

8>>>>>><>>>>>>:

u = 0 dans ]�l; L[� f0g
u = 0 dans ]�l; L[� fhg
u� = 0 dans f�lg � ]0; h[
@u+
@x

= 0 dans fLg � ]0; h[

(Interf.C.) u� = u+ sur f0g � ]0; h[

(Skew.C.) (1� p)d
@u�
@x

(0; y) = pd0
@u0
@x
(0; y); y 2 ]0; h[ :

alors on écrit le problème (2) dans E; comme suit :

(P1ASp)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(Equats)

(
d�v

00
�(x) + d�Av�(x)� r�v�(x) = �v�(x) sur ]�l; 0[

d+v
00
+(x) + d+Av+(x) + r+v+(x) = �v+(x) sur ]0; L[

(BTS)

8>>>><>>>>:
(Bound. C.)

�
v�(�l) = 0
v0+(L) = 0

(Transmi .C.) v�(0) = v+(0)

(Skew. C.) (1� p)d�v
0
�(0

�) = pd+v
0
+(0

+):

Ici

v(x) =

(
v�(x) sur ]�l; 0[
v+(x) sur ]0; L[ :

Et pour être complet, dans toute cette étude, la dimension par rapport à la variable cachée
y (qui apparaît dans A) doit être considérée et aura son importance.
Cette étude des valeurs propres est très importante pour l�analyse du problème complet

de l�évolution.
Là on utilise essentiellement Cantrell et Cosner [4], où ils détaillent cette étude dans une

dimension spatiale. Dans notre travail, on analye la situation analogue dans l�espace de deux
dimensions. Nous chercherons les vecteurs propres de notre problème abstrait sous la forme
suivante :

v�(x) = w�(x)'k:

Telle que w+(x) est la solution de l�équation spectrale

d+v
00
+(x) + d+Av+(x) + r+v+(x) = �v+(x) sur ]0; L[ ;
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et w�(x) la solution de l�équation spectrale

d�v
00
�(x) + d�Av�(x)� r�v�(x) = �v�(x) sur ]�l; 0[ ;

et 'k sont les vecteurs propres correspondants de l�opérateur d�A:



Chapitre 1

Notions et Rappels

Dans ce chapitre on donne quelques dé�nitions, et notions utilisées dans ce travail.
Nous considérons E un espace de Banach complexe.

1.1 Opérateurs linéaires fermés

1. Un opérateur linéaire A (de domaine de dé�nition D(A)) dans E est un opérateur
linéaire fermé si et seulement si pour toute suite (xn)n2N � D(A) telle que

xn ! x et Axn ! y;

on a x 2 D(A) et Ax = y.
2. On dit que A est fermable si et seulement s�il admet une extention fermée, c-à-d pour
toute suite (xn)n2N � D(A) véri�ant

xn ! 0 et Axn ! y;

on a y = 0.

1.2 Semi-groupes

Dé�nition 1.1 Soit (G(t))t2R+ une famille d�opérateurs linéaires continus dans E: On dit
que cette famille forme un semi-groupe si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. G(0) = I:

2. 8s; t 2 R+; G(t+ s) = G(t)G(s):

Si, dans la dé�nition ci-dessus, R+ est remplacé par R, alors on dit que la famille (G(t))t2R
constitue un groupe.

Dé�nition 1.2 On dit que le semi-groupe (G(t))t2R+ est fortement continu (et on le note
C0 semi-groupe) si et seulement si pour tout x 2 E; l�application

G(t)x : R+ �! E
t 7�! G(t)x

est continue i.e
8x 2 E ; lim

t!0+
kG(t)x� xkE = 0:

19
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Dé�nition 1.3 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe (G(t))t2R+, l�opéra-
teur linéaire A dé�ni par :

D(A) =

�
' 2 E ; lim

t!0+
G(t)'� '

t
existe

�
;

et

A' = lim
t!0+

G(t)'� '

t
:

Dé�nition 1.4 Soit le secteur � = fz 2 C; '1 < arg z < '2; '1 < 0 < '2g et pour z 2
� soit G(z) est un opérateur borné. La famille (G(z))z2� � L(E) est dite semi-groupe
analytique si

1. G(0) = IE

2. G(z1 + z2) = G(z1)G(z2), pour tout z1; z2 2 �
3. lim

z!0;z2�
G(z)' = '; pour tout ' 2 E

4. z ! G(z) est analytique sur �:

1.3 Espaces d�interpolation

Soit E un espace de Banach. Pour p 2 [1;+1[, on note par LP� (R+; E), l�espace de
Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour tout t 2 R+ à valeurs dans E et
telles que 0@ +1Z

0

kf(t)kPE
dt

t

1A 1
P

= kfkLP� (R+;E) < +1:

Si p = +1; on dé�nit

L1� (R+; E) = ff : R+ ! E est fortement mesurable et sup
0<t<+1

kf(t)kE <1g:

Soient E0; E1 deux espaces de Banach, tels que E0 \ E1 � E0 � E0 + E1 et � E0 \ E1 �
E1 � E0 + E1:
Pour l�espace d�interpolation (E0; E1)�;p on a les dé�nitions équivalentes suivantes

Dé�nition 1.5 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p ; 0 < � < 1; p 2 [1;+1] si et seulement
si, (

i)8t > 0;9u0(t) 2 E0;9u1(t) 2 E1 tels que x = u0(t) + u1(t)

ii)t��u0 2 Lp� (R+; E0) et t1��u1 2 Lp� (R+; E1) :

Dé�nition 1.6 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si, et seulement il existe une fonction
u : R+ ! E0 \ E1 telle que8>>><>>>:

i)x =

1Z
0

u(s)
ds

s

ii)t��u 2 Lp� (R+; E0) et t1��u 2 Lp� (R+; E1) :
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Dé�nition 1.7 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si, et seulement si il existe une fonction
u : R! E0 \ E1 telle que8>><>>:

i)x =

Z
R

u(y)dy

ii)e��yu 2 Lp (R; E0) ; e(1��)yu 2 Lp (R; E1) :

Dé�nition 1.8 (dé�nition discrète) On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si ,et seulement
si, 8><>:

8n 2 Z : x = vn + wn; avec vn 2 E0; wn 2 E1X
n2Z



e��nvn

pE0 <1;
X
n2Z



e(1��)nwn

pE1 <1:

1.4 Espaces de Hölder

Dé�nition 1.9 Soient E un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ; E) l�espace de Banach
des fonctions continues de [0; 1] à valeurs dans E, muni de la norme

kfkC(E) = max
t2[0;1]

kf (t)kE :

On considère, pour 0 < � < 1; l�espace

C� ([0; 1] ; E) =

(
f 2 C ([0; 1] ; E) = sup

t�s 6=0

kf (t)� f (s)kE
jt� sj�

< +1;

)
muni de la norme

kfkC�(E) = kfkC(E) + sup
t�s 6=0

kf (t)� f (s)kE
jt� sj�

:

Cet espace est un espace de Banach appelé espace hölderien d�ordre �:

1.5 Théorème des traces

Théorème 1.1 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si, et seulement si, il existe une fonc-
tion u : R+ ! E0 telle que 8>><>>:

i)t�u 2 Lp� (E0)
ii)t�u0 2 Lp� (E1)
iii)x = u(0); trace de u en 0:

Dé�nition 1.10 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � E, muni de sa
norme du graphe :

8x 2 D(A); kxkD(A) = kxkE + kAxkE :
On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard

DA(�; p) = (D(A);E)1��;p;

où p 2 [1; +1] et 0 < � < 1:
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Quand l�opérateur A véri�e certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de DA(�; p) ainsi.

Théorème 1.2 Soient p 2 [1; +1] et 0 < � < 1:

1. Supposons que �(A) � R�+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que

8� > 0;


(A� �I)�1




L(E)

6 C

�

alors
DA(�; p) =

�
x 2 E : t�A (A� tI)�1 x 2 Lp� (R+;E)

	
; si p 6= +1

DA(�; +1) =
�
x 2 E : sup

t>0



t�A (A� tI)�1 x



E
6 C < +1

�
;

et
kxkDA(�;+1) = kxkE + sup

t>0



t�A (A� tI)�1 x



E
:

Voir P. Grisvard [19].

2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans E

DA(�; p) =
�
x 2 E : t��

�
etA � I

�
x 2 Lp� (R+;E)

	
:

Voir J. L. Lions [29].

3. Si A génère un semi-groupe analytique borné dans E, alors

DA(�; p) =
�
x 2 E : t1��AetAx 2 Lp� (R+;E)

	
:

1.6 Calculs fonctionnels de Dunford et H1

Dans cette partie, on met en évidence une classe de fonctions permettant de dé�nir
l�image d�un opérateur sectoriel (voir chapitre 2, section 2), en�n, on introduit une notion
assez nouvelle en analyse et introduite par A. McIntosh dans [31], à savoir le calcul fonctionel
H1.

1.6.1 Formule de Cauchy-Integrale de Dunford-Riesz

Dé�nition 1.11 Soit U un ouvert de C. On note H(U); l�espace des fonctions holomorphes,
de U dans C.

Pour f 2 H(U); K un compact à bord de U et z0 à l�interieur de K, la formule de Cauchy
assure que

f(z0) =
1

2i�

Z
�

f(�)

�� z0
d�;

où � est le bord positivement orienté de K.

Dé�nition 1.12 Le calcul fonctionel classique de Dunford-Riesz s�appuie sur la formule
précédente pour construire f(T ) où T est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.
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Plus précisément si T 2 L(E) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de � (T )
(le spectre de T ) alors on dé�nit l�integrale de Dunford-Riesz par

f(T ) =
1

2i�

Z
�

f(�) (�I � T )�1 d�;

où � est le bord positivement orienté d�un compact à bord K contenant � (T ) et contenu
dans U:
L�application

� : H(U) �! L(E)
f 7�! f(T )

est un homomorphisme d�algèbre qui véri�e entre autre

(zn) (T ) = T n si n 2 N:

Il s�agit d�étendre, sous certaines conditions, ce calcul fonctionnel aux opérateurs sectoriels.

1.6.2 Fonctions holomorphes

On considère ! 2 [0; �] et on dé�nit

S! :=

(
fz 2 Cn f0g : jarg zj < !g si ! 2]0; �]
]0;+1[ si ! = 0:

Nous abordons dans cette sous-section des classes de fonctions holomorphes dé�nies de la
manière suivante

Dé�nition 1.13 Soit ' 2 ]0; �[ : On désigne par :

1. H (S') l�ensemble des fonctions holomorphes dé�nies sur S':

2. H1 (S') est l�espace des fonctions f de H (S') véri�ant

sup
z2S'

jf (z)j <1

L�espace H1 (S') muni de la norme

jf j'1 = sup fjf (�)j : jarg �j < 'g ;

est un algèbre de Banach.

3. H1
0 (S') est l�espace des fonctions f de H

1 (S') véri�ant

9s 2 R+ : supmax
z2S'

�
jzjs ; jzj�s

	
jf (z)j <1:

4. Hp (S') est l�espace des fonctions f de H1 (S'), qui admettent un prolongement ho-
lomorphe sur un voisinage de 0 et qui véri�ent

9s > 0= jf (z)j < O
�
jzj�s

�
; (quand jzj ! +1) :
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La proposition suivante donne quelques caractérisations de l�espace H1
0 (S')

Proposition 1.1 Soit ' 2 ]0; �[ et soit f : S' �! C; une fonction holomorphe. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

1. La fonction f appartient à H1
0 (S').

2. Il existe C � 0 et s > 0 tels que

8z 2 S'; jf (z)j � Cmin
�
jzjs ; jzj�s

	
3. Il existe C � 0 et s > 0 tels que

8z 2 S'; jf (z)j � C
jzjs

1 + jzj2s

Il existe C � 0 et s > 0 tels que

8z 2 S'; jf (z)j � C

�
jzjs

1 + jzjs
�2

:

Pour la preuve voir [20]

1.6.3 Calcul fonctionnel de Dunford

On suppose que ! 2 [0; �[: � est un opérateur linéaire dans un espace de Banach complexe
E est dit sectoriel d�angle ! si

1. �(�) � S! et

2. M(�; !0) := sup
�2CnS!0

k�(�� �I)�1k <1 pour tout !0 2]!; �[.

Nous écrivons alors cela � 2 Sect(!):
On considère donc ici ! 2 ]0; �[ et A 2 Sect(!):

Dé�nition 1.14 Soit f 2 H1
0 (S') [Hp (S') où ' 2 ]�; ![ : On pose alors

f (A) =
1

2i�

Z
�

f (�) (�I � A)�1 d�;

où la courbe � est dé�nie comme suit

1. Si f 2 H1
0 (S') ; on �xe !

0 2 ]'; ![ et on prend pour �; le bord orienté positivement
de S!0 :

2. Si f 2 Hp (S') ; on �xe !0 2 ]'; ![ et on prend pour �; le bord orienté positivement de
S!0[B (0; r).(où r est un réel strictement positif, choisis de sorte que f soit holomorphe
au voisinage de B (0; r)), f (A) ainsi dé�ni ne dépend pas du chois de !0 ou r:
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Dé�nition 1.15 Si f 2 H1
0 (S') +Hp (S') alors

f = g + h;

où
g 2 H1

0 (S') ; h 2 Hp (S') :

On pose alors
f(A) = g(A) + h(A):

Proposition 1.2 Si f; g 2 H1
0 (S') +Hp (S') alors

1. f(A) 2 L (E) :
2. (cf + dg) (A) = c (f(A)) + d (g(A)) où c; d 2 C:

1.6.4 Extention du calcul fonctionnel

On considère encore ! 2 ]0; �[ et A 2 Sect(!):

Dé�nition 1.16 On pose, pour ' 2 ]0; �[

A (S') =
�
f 2 H (S') =9n 2 N :

f(z)

(1 + z)n
2 H1

0 (S') +Hp (S')

�
:

Notons que A (S') contient H1
0 (S') +Hp (S') ; mais aussi toutes les fonctions rationnelles

qui ont leurs pôles hors de S' et en particulier les constantes.

Dé�nition 1.17 Pour tout f 2 A (S') où ' 2 ]!; �[ ; on dé�nit f(A) en posant

f(A) = (I + A)n
�

f(z)

(1 + z)n

�
(A) :

Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.3 Si f 2 A (S') avec ' 2 ]!; �[, alors

1. f(A) est un opérateur fermé sur E.

2. Si A est borné alors f(A) est borné.

3. 1 (A) = I; (zn) (A) = An où n 2 N�:

4. � =2 S' =)
�
f(z)

�� z

�
(A) = f(A) (�I � A)�1 et en particulier

�
1

�� z

�
(A) = (�I � A)�1 :

Remarque 1.1 Dans le cas particulier où A est injectif et dans l�optique de dé�nir A�,
pour tout � 2 C; on s�intéresse à une nouvelle classe de fonctions.
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1. On pose pour ' 2 ]0; �[

B (S') =
�
f 2 H (S') =9n 2 N :

znf(z)

(1 + z) 2n
2 H1

0 (S')

�
:

2. Si A est injectif, pour tout f 2 B (S'), (' 2 ]!; �[), on dé�nit f(A) en posant

f(A) =
�
(1 + A)2A�1

�n� znf(z)

(1 + z) 2n

�
(A) :

Proposition 1.4 Si f 2 B (S') avec ' 2 ]!; �[, alors

1. f(A) est un opérateur fermé sur E.

2. Si A est borné et inversible alors f(A) est borné.

Remarque 1.2 Si f est dans l�intersection de deux des espaces de fonctions holomorphes
précédemment dé�nis, f(A) admet alors deux formules de dé�nition et ces formules coïn-
cident.

1.6.5 Calcul fonctionnel H1

Le calcul fonctionnel H1 est nouveau concept important, et il étroitement lié au calcul
fonctionnel de Dunford pour les opérateurs sectoriels. Cette notion a été traitée, par exemple,
par A. McIntosh (voir [31]) et par M. Cowling, I. Doust, A. McIntosh,A. Yagi (voir [8]). Les
preuves de certains résultats (dans un cadre plus général) cités ici ont été e¤ectuées par Dore
et Venni (voir [13]).
Considérons ! 2 ]0; �[ et A 2 Sect(!); on a la dé�nition suivante

Dé�nition 1.18 L�opérateur A admet un calcul fonctionnel H1 borné s�il existe ' > ! et
C' > 0 tels que

8f 2 H1 (S') ; on ait kf(A)k � C' jf j'1 ; (1.1)

avec
jf j'1 = sup fjf(�)j : jarg �j < 'g :

On note par H1(E) l�ensemble des opérateurs sectoriels sur E admettant un calcul fonc-
tionnel H1 borné, et par

'1A = inf f' > ! : 1.1 est vraig ; l�angle H1:

Il est di¢ cile dans la pratique de montrer qu�un opérateur admet un calcul fonctionnelH1,
mais beaucoup d�opérateurs ont cette propriété. Signalons à titre illustratif (voir [10]).

1. Opérateur m-accrétif dans un espace de Hilbert.

2. Générateur d�un C0-semi-groupe borné sur les espaces Lp, 1 < p <1.
3. Générateur positif (ou négatif) d�un semi-groupe de contraction sur les espaces Lp,
1 < p <1.

Maintenant, nous donnons quelques résultats sur le calcul fonctionnel H1 pour les opé-
rateurs injectifs et sectoriels.
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Proposition 1.5 Soit ' 2 ]0; �[ et soit A 2 Sect('); un opérateur injectif à image dense et
véri�ant la propriété suivante

9C' > 0 : 8f 2 H1
0 (S') ; on ait kf(A)k � C' jf j'1 :

Alors, l�opérateur A admet un calcul fonctionnel H1 borné.

Preuve. Voir [8], corollaire 2.2.

Proposition 1.6 Soient ' 2 ]0; �[ et A 2 Sect('); un opérateur injectif à image dense.
Soient f et g deux éléments de Hp (S') : Alors

f(A) + g(A) � (f + g) (A) ;

et
f(A)g(A) � (fg) (A) :

Dans le cas où g 2 L (E) ; alors

f(A) + g(A) = (f + g) (A) ;

et
f(A)g(A) = (fg) (A) :

Si en particulier A admet un calcul fonctionnel H1 borné, alors

� : H1 (S') �! L (E)
f 7�! f(A);

est un isomorphisme d�agèbre.

Preuve. Voir [8]

Proposition 1.7 Soient ' 2 ]0; �[ et A 2 Sect('); un opérateur injectif à image dense.
Soit f un élément non identiquement nul de Hp (S') ; tel que

1=f 2 Hp (S') et 1=f 2 L (E) :

Alors f(A) admet un inverse borné donné par la formule suivante

[f(A)]�1 = 1=f(A):

Preuve. Voir [12] Proposition 4.3.

Remarque 1.3 Pour un opérateur A sectoriel d�angle spectral �, il est possible de dé�nir sa
racine carré (A)1=2(Voir [15]): De plus la racine carré (A)1=2 est aussi un opérateur sectoriel
d�angle spectral �=2 (voir [15]). La proposition suivante donne un résultat analogue sur le
calcul H1:

Proposition 1.8 Soient ' 2 ]0; �[ et A 2 Sect('); un opérateur injectif à image dense. On
suppose que A admet un calcul fonctionnel H1 (S') : Alors l�opérateur

B := (A)1=2 ;

est sectoriel, injectif à image dense, et admet un calcul fonctionnel H1 �S'=2� :



28

Preuve. Voir [12], proposition 4.4.
On rappelle que pour un opérateur A sectoriel d�angle spectral appartenant à ]0; �=2[,

alors �A est générateur d�un semi-groupe analytique borné (voir [14]). Maintenant, si de
plus l�opérateur A est injectif et à image dense, le semi-groupe peut alors être obtenu par
l�intermédiaire du calcul fonctionnel H1: D�où la proposition suivante

Proposition 1.9 Soient ' 2 ]0; �=2[ et A 2 Sect('); un opérateur injectif à image dense.
Pour t 2 [0;+1[ ; on considère la fonction ft 2 H1 �S�=2�, dé�nie par

ft : H1 �S�=2� �! C
z 7�! ft(z) = e�tz:

Alors 8t > 0; l�opérateur ft(A) est borné et (ft(A))t>0 est le semi-groupe analytique généré
par �A.

Preuve. Voir [12], proposition 4.4.
Nous terminons cette section en donnant un résultat de convergence.

Proposition 1.10 Soient ' 2 ]0; �=2[ et A 2 Sect('); un opérateur injectif à image dense.
Soit � 2 ]0; 1] et considérons les fonctions f�; g 2 H1 (S') telles que les hypothèses suivantes
soient véri�ées

1. f� �! g presque partout sur S' lorsque � �! 0;

2. sup jf j'1
�2]0;1]

<1 :

3. f� (A) est uniformément borné.

Alors g (A) est borné ; et f� (A) converge fortement vers g (A) dans L (E) ; lorsque � �! 0:

1.7 Dynamique de population

Une population est un groupe d�organismes vivant dans le même habitat qui appar-
tiennent à la même espèce.

1.7.1 Caractéristiques d�une population

Dynamique de la population : le changement de la population en raison de :

1. Taille de la population : nombre d�individus.

2. Densité de la population : taille de la population dans un certain espace à un
moment donné.

3. Dispersion de la population : répartition spatiale de l�habitat.

4. Structure par âge : proportion de personnes dans chaque groupe d�âge dans la
population.

Démographie : C�est l�étude statistique des populations, faire des prédictions sur la
façon dont une population va changer.
Quelques principales caractéristiques des populations :
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1. La taille de la population : Nombre d�invidus dans une zone.
Taux de croissance :Taux de natalité (natalité)-Taux de mortalité (mortalité).
Combien de personnes sont nés (vs) combien meurent.

Taux de natalité (b)� Taux de mortalité (d) = Taux d�accroissement naturel (r).

Natalité : Nombre d�individus ajoutés par la reproduction.
Taux brut de natalité : Naissances pour 1000.
Taux de fécondité total : Nombre moyen d�enfants nés vivants par femme dans sa vie.
Mortalité : Nombre d�individus décédés.
Taux brut de mortalité Décès pour 1000

2. La densité de la population : (ou la densité de population écologique) : Est la
quantité d�individus dans une population par unité de surface de l�habitat. Donc c�est
la mesure de la population par unité de surface ou de volume unitaire.
Certaines espèces existent dans des densités élevées :-Souris.
Certaines espèces existent en faible densité :-lions de montagne. La mesure de la po-
pulation par unité de surface ou de volume unitaire est donnée par

Densité pop = nombre de personnes� unité d�espace.

DP =
N

S
:

La densité dépend de

(a) La structure sociale (population)

(b) La relation d�accouplement.

(c) La période de l�année.

3. :Les facteurs qui a¤ectent la densité :

(a) Immigration : Circulation des personnes dans une population.

(b) Emigration : Circulation des personnes en dehors d�une population.

(c) Facteurs dépendent de la densité : Les facteurs biotiques dans l�environne-
ment qui ont un e¤et quand la taille de la population augmente de plus en plus.

Exemples : maladie, compétition, parasites.

(d) Facteurs indépendent de la densité : Les facteurs abiotiques dans l�environ-
nement qui a¤ectent les populations indépendamment de leur densité.

Exemples : température, tempêtes, destruction de l�habitat, sécheresse, facteurs qui
in�uent sur l�avenir de la croissance démographique.

4. Dispersion de la population : La dispersion de la population est la répartition
spatiale de la distribution.
Il y a trois classi�cations principales de la dispersion d�une population :
(a) agglutinées (clumped), (b) uniforme, (c) aléatoire (Random).

(a) Agglutinées (clumped) : les individus sont regroupés dans des groupes.
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Exemple : Oiseaux grégaires.
(b) Uniforme : Les individus sont régulièrement espacés dans l�environnement.

Exemple : Créosote brousse en raison de l�antagonisme entre les individus.
(c) Au hasard (Random) : Les individus sont dispersés au hasard dans l�environnement
Exemple : Pissenlits en raison de la distribution aléatoire des ressources dans l�environ-

nement.

Dispersion de la population

4. Pyramide des ages :
La structure par âge d�une population est généralement représentée graphiquement.

La population est généralement divisée en prereproductives, reproductives et postreproduc-
tives.

La structure par âge d�une population détermine si la taille va croître, diminuer ou stagner.

1.7.2 La croissance de la population

Les facteurs qui in�uent sur l�augmentation et la diminution de la taille d�une population
d�organismes au �l du temps sont :
La disponibilité de nourriture- les prédateurs- les parasites- des évènements catastrophiques-

la concurence d�autres espèces- la migration- l�appauvrissement de l�habitat.
La croissance démographique dépend de :

1. Taux de natalité.

2. Taux de mortalité.

3. Les taux d�immigration (dans la zone).
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4. Taux d�émigration (zone de sortie).

Les populations montrent deux types de croissance :

1. Exponentiel : Courbe en forme de J , la croissance est indépendante de la densité
de la population.

2. Logistique : Courbe en forme de S, la croissance est dépendante de la densité de la
population.



Chapitre 2

Lemmes techniques

Dans ce chapitre on énonce quelques lemmes techniques qui sont très utiles pour la suite
de ce travail.
On considère A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) véri�ant l�hypothèse d�el-

lipticité selon Krein [25] suivante :

�(A) � [0;+1[ et 9C > 0 : 8� > 0;


(A� �I)�1




L(E)

6 C

1 + �
(2.1)

où �(A) est l�ensemble résolvant de A.

L�ypothèse (2.1) implique qu�il existe �0 2
i
0;
�

2

h
et r0 > 0 tels que

�(A) � s(r0; �0);

où s(r0; �0) est dé�ni par

s(r0; �0) = fz 2 C� f0g : jzj > r0 et jarg zj < �0g [B(0; r0);

où l�estimation (2.1) est encore véri�ée pour � 2 s(r0; �0):
Pour les mêmes r0 et �0 ci-dessus, on dé�nit les secteurs suivants :

�r0;�0 = C�s(r0; �0);

et
S(r0; �0) = ft 2 C� f0g : jtj >

p
r0 et jarg tj 6 (� � �0)=2g :

On considérera la courbe 
 de Jordan joignant 1ei�0 à 1e�i�0 et dé�nie par


 = @�r0;�0 ;

et 8>>><>>>:
c = sin �0=2

c0 =
p
r0c

c1 =
c0

1 + c0
; c2 =

2c0
1 + 2c0

:

(2.2)

Notons que pour tout z 2 �r0;�0 ; il est clair que

Re
p
�z > c0:

32



33

2.1 Lemmes

(pour plus de détails voir [2] ou [16])

Lemme 2.1 Soit (zi)i=1;2;:::;n: � S(r0; �0). Alors�����
nX
i=1

zi

����� >
 

nX
i=1

jzij
!
sin(�0=2):

Preuve. Pour zi 2 S(r0; �0) avec i = 1; 2; :::; n et zi 6= 0, nous avons

cos(arg (zi)) > 0;

et �����
nX
i=1

zi

����� >
�����
nX
i=1

zi

����� cos
 
arg

 
nX
i=1

zi

!!
= Re

 
nX
i=1

zi

!
=

nX
i=1

Re zi

=
nX
i=1

jzij cos(arg (zi)):

Puisque zi 2 S(r0; �0), on a

�(� � �0)=2 6 arg (zi) 6 (� � �0)=2;

ce qui nous donne
cos(arg (zi)) > cos(� � �0)=2 = sin(�0=2) = c:

Remarque 2.1 Pour z 2 
, jzj > r0; � > 0 et x 2 ]�1; 0[ [ ]0; �[ ; on a8>>>>><>>>>>:

Re(
p
�z�) > 0 et Re(

p
�z jxj) > 0��arg(p�z�)�� = ��arg(p�zx)�� = �

2
� �0
2
> 0

Re(
p
�z�) = � jzj1=2 cos

�
�

2
� �0
2

�
= � jzj1=2 sin

�
�0
2

�
:

Lemme 2.2 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2 �r0;�0 on a :���1 + e�p�z��� > C�0 = min

�
1� e��=2 tan(

�
2
� �0

2 ); 1� e�r
1=2
0 cos

�
�

2
� �0
2

��
> 0

Preuve. Soit z 2 �r0;�0 avec jzj = r0 (on rappelle que r0 est assez petit) on a���1 + e�p�z��� > 1� e�Re
p
�z = 1� e�r

1=2
0 cos � = 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 );

avec � 2
�
��
2
+
�0
2
;
�

2
� �0
2

�
:
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Pour z 2 �r0;�0 avec jzj > r0; on a���1 + e�p�z���2 =
���1 + e�Rep�z�i Imp�z���2

=
���e�Rep�z(eRep�z + e�i Im

p
�z
���2

= e�2Re
p
�z
�
e2Re

p
�z + 2eRe

p
�z cos

�
Im
p
�z
�
+ 1
�

=
�
e�2Re

p
�z + 1

�
+ 2e�Re

p
�z cos

�
Im
p
�z
�
:

Maintenant, si Re
p
�z 6 �=

�
2 tan(

�

2
� �0
2
)

�
;alors

��Imp�z�� 6 Rep�z tan(�
2
� �0
2
) 6 �

2
;

ainsi
cos
�
Im
p
�z
�
> 0;

donc ���1 + e�p�z��� > 1:
Si Re

p
�z > �=

�
2 tan(

�

2
� �0
2
)

�
; on a

��Imp�z�� = Rep�z tan(�
2
� �0
2
) > �

2
;

cos
�
Im
p
�z
�
6 0;

et donc ���1 + e�p�z���2 > e�2Re
p
�z + 1� 2e�2Re

p
�z =

�
1� e�Re

p
�z
�2

>
�
1� e��=2 tan(

�
2
� �0

2 )
�2
:

Lemme 2.3 Pour tout z 2 �r0;�0 on a :���1� e�
p
�z
��� > Re

p
�z

1 + Re
p
�z

> c1;

(c1est la constante dé�nie au 2.2).

Preuve. pour la démonstration nous avons besoin de l�inégalité suivant : pour tout x 2 R+,

1� e�x > 1� 1

1 + x
=

x

1 + x
;

alors pour tout z 2 �r0;�0 nous avons���1� e�
p
�z
��� > 1� e�Re

p
�z;
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et comme

1� e�Re
p
�z > 1� 1

1 + Re
p
�z

=
Re
p
�z

1 + Re
p
�z

;

donc ���1� e�
p
�z
��� > c1:

Remarque 2.2 De la même façon on a pour tout z 2 �r0;�0���1 + e�2�p�z��� > C�0 > 0;

et ���1� e�2�
p
�z
��� > �:c1 > 0;

( les constantes C�0 ; c1 sont indépendantes de �).

Lemme 2.4 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense
veri�ant l�hypothèse d�ellipticité (2.1), alors :

D(A) = D
�p
�A
�
;

Preuve. On rappelle que :
D(A) � D

�p
�A
�

donc

D(A) � D
�p
�A
�

cette inclusion est évidente.
D�autre part, soit x 2 D

�p
�A
�
alors

x = lim
n
xn;

où
xn = (�A)�1=2yn 2 D

�p
�A
�
;

mais

xn = (�A)�1=2yn =
1

2i�

Z



z�1=2 (A� z)�1 yndz;

alors
xn = (�A)�1=2yn 2 D(A);

vu que l�intégrale existe et dont les éléments à l�interieur sont dans D(A):Par conséquent

x = lim
n
xn 2 D(A):

Pour une autre preuve de ce lemme voir [20].
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Remarque 2.3 On peut aussi montrer de la même manière que

D(A) � D
��p

�A
���

;

pour tout � 2 ]0; 1[ :

Lemme 2.5 Pour r assez grand (r > �), 8z 2 
�;9k > 0 tels que

jz + rj > kr =) jz + rj > k jzj ;

et
jz � rj > kr =) jz � rj > k jzj :

Lemme 2.6 9C > 0 ne dépendant que de 
 tel que pour tout r > 0 on a

8� ]0; 1[ ;

Z



jdzj
jz � rj jzj� 6

C

r�
;8z 2 
:

Preuve. C�est une conséquence du lemme précédent. On pose


 = 
r [ (
 � 
r) ;

avec

� = fz 2 
 : jzj 6 rg ;

et

 � 
r = fz 2 
 : jzj > rg :

Alors R



jdzj
jz � rj jzj� =

R

r

jdzj
jz � rj jzj� +

R

�
r

jdzj
jz � rj jzj�

R



jdzj
jz � rj jzj� =

R
z2

jzj6r

jdzj
jz � rj jzj�

6 k

r

rR
0

jdzj
jzj�

6 k

r

�
jzj1��

�r
0

6 k

r
r1�� =

k

r�
:

R

�
r

jdzj
jz � rj jzj� =

+1R
r

jdzj
jz � rj jzj�

6 k
+1R
r

jdzj
jzj1+�

6 k
�
jzj��

�+1
r

=
k

r�
:

Voir aussi [28]
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2.2 Quelques résultats sur les opérateurs sectoriels

On considère ! 2 [0; �] et on dé�nit

S! :=

(
fz 2 Cn f0g : jarg zj < !g si ! 2]0; �]
]0;+1[ si ! = 0:

On utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.7 Soit � 2]0; �=2[. Pour tous z 2 S�, on a
1. jarg(1� e�z)� arg(1 + e�z)j < �

2. j1 + e�zj > C� = 1� e
�

�

2 tan � > 0

3.
jzj cos �

1 + jzj cos � 6 j1� e�zj 6 2 jzj
1 + jzj cos � :

La preuve complète de ce lemme est dans [11], Proposition 4.10, p.1880.

Lemme 2.8 Soient w; z 2 Cn f0g. On a

jw + zj > (jwj+ jzj)
����cos argw � arg z2

���� :
Voir Proposition 4.9; p.1879 dans [11].
Maintenant on rappelle quelques résultas de Haase [20]. On suppose que ! 2 [0; �[: � un

opérateur linéaire dans un espace de Banach complexe E; est dit sectoriel d�angle ! si

1. �(�) � S! et

2. M(�; !0) := sup
�2CnS!0

k�(�� �I)�1k <1 pour tout !0 2]!; �[.

Nous écrivons alors cela � 2 Sect(!):
L�angle suivant

!A := min f! 2 [0; �[: � 2 Sect(!)g ;
s�appelle l�angle spectral de �. Nous rappelons les propriétés suivantes de l�ensemble
Sect(!). Il est clair que l�assertion 2 implique necessairement que � est fermé.

Proposition 2.1 Si ]�1; 0[� �(�) et

M(�) :=M(�; �) := sup
t>0



t(� + tI)�1

 <1;

alors M(�) > 1 et
� 2 Sect(� � arcsin(1=M(�)):

Soit � est un opérateur sectoriel et soit � 2]0; 1=2]: Alors �� 2 Sect(�!A); ainsi ���
genère un semigroue analytique . Voir Haase [20] p. 80-81.
La proposition suivante donne quelques détails sur les propriétés des opérateurs sectoriels.
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Proposition 2.2 Soient !0 2 ]0; �[ et A 2 Sect(!): On a les résultats suivants :

1. Si A est injectif alors A�1 2 Sect(!)
2. La famille d�opérateurs (A+ �I)�>0est uniformément sectorielle d�angle !, cela est
justi�é par l�inégalité

M (A+ �I; !0) � c (�0) M (A; !0) , (� > 0; !0 2 (�; �))

3. La famille d�opérateurs (�A)�>0 est uniformément sectorielle d�angle �, cela est justi�é
par l�égalité

M ((�A)�>0; !
0) =M (A; !0) ; 8!0 2 (!; �) et 8� > 0:

Pour la preuve voir Haase [20].
On considère maintenant l�espace suivant

H1(S!) = ff : f est une fonction holomorphe et bornée sur S!g ,

avec ! 2]0; �[ ; nous rappelons que si f 2 H1(S!) alors 1=f 2 H1(S!) et

(1=f)(�) 2 L(E);

alors f(�) est inversible d�inverse borné et

[f(�)]�1 = (1=f)(�); (2.3)

voir par exemple [8].

2.3 Quelques résultats sur les semigroupes analytiques

Soit (B;D(B)) un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach complexe E. On
suppose que B est inversible et génère un semigroupe analytique (etB)t>0, qui n�est pas
nécessairement continu en 0. Alors il existe deux constantes positives a et M tels que pour
tout t > 0 et m 2 N�; on a 8<:



etB


L(E)

6Me�at

BmetB



L(E)

6Mmt
�me�at:

Voir par exemple [34], p. 70, propriétés (6.5), (6.6) et (6.7).
On rappelle les résultats suivants de [36]

Lemme 2.9 Soit � 2 E et � 2 C�([0; T ] ;E) avec T > 0, alors

1. eB�� �! � quand � �! 0+ ssi � 2 D(B) (voir [36] proposition 1.2, p.20)
2. � 7! eB�� 2 C�([0; T ] ;E) ssi � 2 DB(�;+1) (voir [36] Proposition 1.12 ; p.29)

3. � 7!
�Z
0

Be(��t)B [�(t)� �(�)] dt 2 C�([0; T ] ;E) \ B(0; T ;DB(�;+1)) (voir [36] Théo-

rème 4.5 ; p.53).
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Ici C�([0; T ] ;E); � 2]0; 1[; est un espace de Hölder d�exposant �:

Proposition 2.3 Soit L un opérateur générateur d�un semi-groupe analytique généralisé�
exL
�
x�0 :

1. Soit ' 2 E: Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes (voir [36])
(a) e:L' 2 C ([0; 1] ;E) :
(b) ' 2 D (L):

2. Soit � 2 ]0; 1[ ; g 2 C� ([0; 1] ;E) ; ' 2 E: Posons

S(x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)Lg (s) ds; x 2 [0; 1] :

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes (voir [36])

(a) S 2 C1 ([0; 1] ;E) \ C ([0; 1] ;D (L)) :
(b) ' 2 D (L) et g (0) + L' 2 D (L):

On rappelle que pour un opérateur P dans E qui véri�e �(P ) � ]0;+1[ et

9C > 0;8� > 0,


(P � �I)�1




L(E) 6

C

�
;

les propriétés de l�espace d�interpolation DP (�;+1)

DP (�;+1) =
�
x 2 E : sup

t>0



t�P (P � tI)�1 x


 < +1� :

sont données dans [19].

Proposition 2.4 Soient � 2 ]0; 1[ et L un opérateur générateur d�un semi-groupe analytique
généralisé

�
exL
�
x>0 :

1. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) e:L' 2 C� ([0; 1] ;E) :
(b) ' 2 DL (�;+1) :

2. Soit g 2 C ([0; 1] ;E) et ' 2 E: Posons

S(x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)Lg (s) ds; x 2 [0; 1] :

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) S 2 C1;� ([0; 1] ;E) \ C� ([0; 1] ;D (L)) :
(b) g 2 C� ([0; 1] ;E) ; ' 2 D (L) et g (0) + L' 2 DL (�;+1) :

3. Soit g 2 C� ([0; 1] ;E) : Alors

L

Z 1

0

esL (g (s)� g (0)) ds 2 DL (�;+1) :

Pour plus de détails voir [36].



Chapitre 3

Le problème linéaire stationnaire

Cette partie est consacrée à l�étude du problème linéaire stationnaire. (voir [26]).

3.1 Notre modèle

On considère l�habitat global


 = 
� [ 
0 [ 
+;

tel que 8>><>>:

� = ]�l; 0[� ]0; 1[

0 = ]0; 2L[� ]0; 1[

+ = ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[ ;

avec l, L > 0:
L�équation de la di¤usion est

@u

@t
(t; x; y) =

8>><>>:
d:�u(t; x; y) + F (u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
�
d0:�u(t; x; y) + F0(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
0
d:�u(t; x; y) + F (u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
+;

(3.1)

sous la condition initiale

u(0; x; y) = '(x; y) =

8<:
'�(x; y) dans 
�
'0(x; y) dans 
0
'+(x; y) dans 
+:

(3.2)

Posons
u� = uj]0;T [�
�, u0 = uj]0;T [�
0 , u+ = uj]0;T [�
+ ;

les conditions aux bords donnent8>>>>>><>>>>>>:

u�(t;�l; y) = f�(t; y); y 2 ]0; 1[
u�(t; x; 0) = u�(t; x; 1) = 0; x 2 ]�l; 0[
u0(t; x; 0) = u0(t; x; 1) = 0; x 2 ]0; 2L[
u+(t; x; 0) = u+(t; x; 1) = 0; x 2 ]2L; 2L+ l[

u+(t; 2L+ l; y) = f+(t; y); y 2 ]0; 1[ :

(3.3a)

40
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La continuité du �ux à travers les interfaces �0 = f0g� ]0; 1[ ; �2L = f2Lg� ]0; 1[ est traduite
par les conditions (

u0(t; 0; y) = u�(t; 0; y); y 2 ]0; 1[
u0(t; 2L; y) = u+(t; 2L; y); y 2 ]0; 1[ ;

(3.4)

et les conditions de l�assymétrie (the squewness interface conditions)8><>:
(1� p)d

@u�
@x

(t; 0; y) = pd0
@u0
@x
(t; 0; y); y 2 ]0; 1[

pd0
@u0
@x
(t; 2L; y) = (1� p)d

@u+
@x

(t; 2L; y); y 2 ]0; 1[ :
(3.5)

ici p 2]0; 1[ représente la probabilité de se déplacer à droite de l�interface �0, (et donc 1� p
à sa gauche). Lorsque

p = 1=2;

les conditions de transmission dans (Skew:C:) traduisent tout simplement la continuité du
�ux à travers les interfaces f0g � ]0; 1[ et f2Lg � ]0; 1[.
Ici u(t; x; y) représente la densité de la population, 
0 est le refuge, alors 
�[
+ sont deux

zones tampon "bu¤er zone" (habitat de gauche et habitat de droite) auxquels correspondent
les coe¢ cients de di¤usion d0 et d. L�équation (3.1) désigne la di¤usion dans les habitats
avec F0 et F représentent la croissance et la décroissance de la population dans les zones
tampons respectives. Dans les conditions aux bords (3.3a) la densité de la population est
�xée sur f�lg� ]0; 1[ et f2L+ lg� ]0; 1[ : Les conditions (3.4) explicitent la continuité de la
densité de la population, les conditions dans (3.5) sont basées sur la notion du mouvement
brownien "biaisé (skew brownian motion) caractérésée par le paramètre p 2 ]0; 1[.
On supposera dans notre travail le cas intéressant du mouvement brownien biaisé corres-

pondant à l�hypothèse
p 6= 1=2: (3.6)

Ici, on a privilégié la direction de déplacement de la population dans l�axe de la variable x.
On a supposé aussi, qu�en dehors de l�habitat global 
 = ]�l; 2L+ l[ � | avec | = ]0; 1[,
(Pour simpli�er, on prendra | =]0; 1[ et (x; y) désignera la variable générique de 
.) la région
extérieure est complètement hostile (d�où la condition au limite sur ]�l; 2L+ l[�@|) excepté
sur f�lg � | et f2L+ lg � | où on pourrait aussi supposer nulle la densité).
Ce modèle peut représenter le comportement d�une population de poissons dans une

rivière où les interfaces f0g � | et f2Lg � | peuvent être des "�lets".
On va se focaliser sur l�étude complète du problème stationnaire linéarisé. Notre méthode

sera basée essentiellement sur les techniques des équations di¤érentielles opérationnelles et
la théorie des semigroupes.
Donc on considère uniquement la partie linéaire des fonctions logistiques8>><>>:

F (u(t; x; y)) = �ru� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
F0(u(t; x; y)) = r0u0 sur ]0; 2L[� ]0; 1[
F (u(t; x; y)) = �ru+ sur ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[ ;
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ici r0 est le taux de croissance dans le refuge, et r le taux de mortalité dans les zones
tampons.

Densité de population dans trois habitats.

Par conséquent, notre problème stationnaire devient

(P )

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Eqs)

8>><>>:
d�u� � ru� = g� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d0�u0 + r0u0 = g0 sur ]0; 2L[� ]0; 1[
d�u+ � ru+ = g+ sur ]2L; 2L+ l[� ]0; 1[

(Bound.C.)

8>><>>:
u = 0 dans ]�l; 2L+ l[� @|

u� = f� dans f�lg � ]0; 1[
u+ = f+ dans f2L+ lg � ]0; 1[

(Interf.C.)

(
u� = u0 sur f0g � ]0; 1[
u0 = u+ sur f2Lg � ]0; 1[

(Skew.C.)

8><>:
(1� p)d

@u�
@x

(0; y) = pd0
@u0
@x
(0; y); y 2 ]0; 1[

pd0
@u0
@x
(2L; y) = (1� p)d

@u+
@x

(2L; y); y 2 ]0; 1[ ;

où g�, g0 et g+ quelques fonctions données dans un espace approprié.
Le but de cette partie est de donner une analyse complète de (P ), a�n d�étudier le

problème d�évolution (3.1)� (3.5).
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3.2 Formulation opérationnelle

On dé�nit l�opérateur A dans l�espace de Banach E = C [0; 1](
D(A) = f' 2 C2([0; 1] : '(0) = '(1) = 0g
(A') (y) = '00(y):

Dans le cas où E = Lq(0; 1), (q 2]1;+1[), cet opérateur sera dé�ni par(
D(A) =

�
' 2 W 2;q

y (0; 1) : '(0) = '(1) = 0
	

A' = '00;

et c�est ce cadre qui sera détaillé dans un premier temps.
Les notations usuelles suivantes des fonctions à valeurs vectorielles

u�(x)(y) := u�(x; y),....u0(x)(y) := u0(x; y);

permettent alors d�écrire le problème précédent (P ) sous la forme opérationnelle suivante

(PA)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equats)

8>>>>>><>>>>>>:

u00�(x) + Au�(x)�
r

d
u�(x) =

g�(x)

d
sur ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
sur ]0; 2L[

u00+(x) + Au+(x)�
r

d
u+(x) =

g+(x)

d
sur ]2L; 2L+ l[

(Bond.C.)

(
u�(�l) = f�

u+(2L+ l) = f+

(Interfaces.Cont)
�
u�(0) = u0(0)
u0(2L) = u+(2L)

(Skew.C)

(
(1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0)

pd0u
0
0(2L) = (1� p)du0+(2L);

où A est un opérateur linéaire fermé de domaineD(A) dans un espace de Banach complexe E
véri�ant l�ypothèse d�ellipticité de Krein. Ici D(A) n�est pas nécessairement dense ; le second
membre g est tel que 8>><>>:

g� = g=[�l;0] 2 C�([�l; 0] ; E)
g0 = g=[0;2L] 2 C�([0; 2L] ; E)
g+ = g=[2L;2L+l] 2 C�([2L; 2L+ l] ; E);

(avec 0 < � < 1).

Remarque 3.1 L�hölderianité de g�, g0, g+ implique L�hölderianité globale de g sur [�l; 2L+ l]
si et seulement si g�(0) = g0(0) et g0(2L) = g+(2L), on ne supposera pas cette condition.
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3.3 Résolution du problème opérationnel

3.3.1 Inversibilité du déterminant

Proposition 3.1 les opérateurs

� = �p+(I � e2B0)(I � e2B)B0B
�1 � p�(I + e2B)(I + e2B0)

�1 =
�
I + 2p�(I + e2B)e2B0��1�

�2 =
�
�p+I + p�(I + e2B)(I � e2B)�1BB�1

0

�
;

sont linéaires continus inversibles et d�inverses bornés, avec

B = �
h
�
�
A� r

d
I
�i1=2

; B0 = �
�
�
�
A+

r0
d0
I

��1=2
k =

r

d
et k0 =

r0
d0
:

Preuve. On rappelle que les opérateurs I � e2B0, I + e2B0, I � e2B et I + e2B sont bornés
et inversibles, voir ([30]) p.60, Proposition 2.3.6. On applique ce résultat dans cette sous
section.
On commence par l�étude de l�opérateur suivant a�n de l�inverser.

�� = p+(I � e2B0)(I + e2B0)�1B0B
�1 + p�(I + e2B)(I � e2B)�1;

puisque

� = �p+(I � e2B0)(I � e2B)B0B
�1 � p�(I + e2B)(I + e2B0)

= �(I � e2B)(I + e2B0)��:

On utilise le H1-calcul en considérant la fonction

f(z) =
p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
� :

Maintenant soit z 2 S�;k0 avec

S�;k0 = fz 2 Cn f0g : jarg zj < � et jzj > k0g avec � 2 ]0; �[ :

Alors f 2 H1(S�;k0). On a, pour tout z 2 S�;k0

jf(z)j =

������p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������

>

0@������p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

�
������+
������p�
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������
1A�

����cos argw1 � argw22

���� ;
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où 8>>>>>><>>>>>>:
w1 =

p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

�
w2 = p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
� :

Alors

argw1 = arg
p
z � k0 � arg

p
z + k + arg

�
1� e�2

p
z�k0

�
� arg

�
1 + e�2

p
z�k0

�
argw2 = arg

�
1 + e�2

p
z+k
�
� arg

�
1� e�2

p
z+k
�
;

et

argw1 � argw2
= arg

p
z � k0 � arg

p
z + k + arg

�
1� e�2

p
z�k0

�
� arg

�
1 + e�2

p
z�k0

�
+arg

�
1� e�2

p
z+k
�
� arg

�
1 + e�2

p
z+k
�

jargw1 � argw2j �
���arg �1� e�2

p
z+k
�
� arg

�
1 + e�2

p
z+k
����

+
���arg �1� e�2

p
z�k0

�
� arg

�
1 + e�2

p
z�k0

����
+
�
arg
p
z � k0 � arg

p
z + k

�
;

on a ���arg �1� e�2
p
z+k
�
� arg

�
1 + e�2

p
z+k
���� 6 arg �pz + k

�
6 � � �

2
;

il n�est pas di¢ cile de voir qu�il existe un petit nombre réel posotif "0 2 ]0; �[ tel que���arg �1� e�2
p
z�k0

�
� arg

�
1 + e�2

p
z�k0

���� � arg �pz � k0

�
6 � � � � "0

2
;

jargw1 � argw2j 6 arg
�p

z + k
�
+ arg

�p
z � k0

�
+ arg

p
z � k0 � arg

p
z + k

6 � � � � "0;
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et

jf(z)j =

������p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������ (3.7)

>

0@������p+
p
z � k0p
z + k

�
1� e�2

p
z�k0

�
�
1 + e�2

p
z�k0

�
������+
������p�
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������
1A ����cos � � � � "0

2

����
> p�

������
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�
������ sin ("0=2)

> p� sin ("0=2)

1 + jz + kj1=2 cos
�
� � �

2

�
4 jz + kj1=2

�
1� e��=2 tan(

���
2 )
�

> p� sin ("0=2) cos

�
� � �

2

��
1� e��=2 tan(

���
2 )
�
> 0:

Donc 1=f 2 H1(S�;k0).

Premier cas

On considère le cas
r0 = �r et d0 = d,

qui correspond à la situation où la population a le même comportement aux zones tampons.
On déduit que

B0B
�1 = I; p+ + p� = d,

et

f(z) = p+

�
1� e�2

p
z+k
�

�
1 + e�2

p
z+k
� + p�

�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�

= p+

�
1 + e�2

p
z+k � 2e�2

p
z+k
�

�
1 + e�2

p
z+k
� + p�

�
1� e�2

p
z+k + 2e�2

p
z+k
�

�
1� e�2

p
z+k
�

= p+ + p� �
2p+e

�2
p
z+k�

1 + e�2
p
z+k
� + 2p�e

�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

= d

 
1� 2pe�2

p
z+k�

1 + e�2
p
z+k
� + 2(1� p)e�2

p
z+k�

1� e�2
p
z+k
� !

= dg(z):

Il est clair que g et 1=g appartient à H1(S�;k0). On écrit que�
1

g

�
(�A) =

�
1� g

g
+ 1

�
(�A) =

�
1� g

g

�
(�A) + I;
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où �
1� g

g

�
(z)

=

2pe�2
p
z+k�

1 + e�2
p
z+k
� � 2(1� p)e�2

p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

1� 2pe�2
p
z+k�

1 + e�2
p
z+k
� + 2(1� p)e�2

p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

=
2pe�2

p
z+k
�
1� e�2

p
z+k
�
� 2(1� p)e�2

p
z+k
�
1 + e�2

p
z+k
�

�
1 + e�2

p
z+k
� �
1� e�2

p
z+k
� 
1� 2pe�2

p
z+k�

1 + e�2
p
z+k
� + 2(1� p)e�2

p
z+k�

1� e�2
p
z+k
� ! ;

donc
�
1

g

�
(�A) 2 L(E) qui nous assure que g(�A) est inversible et a un inverse borné et

[g(�A)]�1 = (1=g)(�A):
On obtient donc

Proposition 3.2 L�opérateur

� = �p+(I � e2B0)B0B
�1(I � e2B)� p�(I + e2B)(I + e2B0)

= �p+(I � e2B0)(I � e2B)� p�(I + e2B)(I + e2B0)

= �(I � e2B)(I + e2B)��;

est inversible d�inverse borné.

Deuxième cas : B0B�1 6= I

En écrivant �� comme suit

�� = p+(I � e2B0)(I + e2B0)�1B0B
�1 + p�(I + e2B)(I � e2B)�1

= p+(I + e2B0 � 2e2B0)(I + e2B0)�1B0B
�1 + p�(I � e2B + 2e2B)(I � e2B)�1

= p+B0B
�1 + p�I � 2p+e2B0(I + e2B0)�1B0B

�1 + 2p�e
2B(I � e2B)�1;

on a aussi

f(z) = p� + p+

p
z � k0p
z + k

� 2p+
p
z � k0e

�2
p
z�k0

p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

� + 2p�e
�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

= p� + p+

p
z � k0 �

p
z + k +

p
z + kp

z + k
� 2p+

p
z � k0e

�2
p
z�k0

p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

�
+
2p�e

�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
�

= p� + p+ �
p+(k + k0)p

z + k
�p

z � k0 +
p
z + k

� � 2p+
p
z � k0e

�2
p
z�k0

p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

�
+
2p�e

�2
p
z+k�

1� e�2
p
z+k
� ;
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f(z) = (p� + p+)

"
1� p+(k + k0)

(p� + p+)
p
z + k

�p
z � k0 +

p
z + k

�
� 2p+

p
z � k0e

�2
p
z�k0

(p� + p+)
p
z + k

�
1 + e�2

p
z�k0

� + 2p�e
�2
p
z+k

(p� + p+)
�
1� e�2

p
z+k
�# :

Il es clair de (3.7) que f= (p� + p+) et 1= (f= (p� + p+)) appartiennent à H1(S�;k0) et de
l�égalité ci dessus on déduit que�

1

(f= (p� + p+))

�
(�A)

=

�
1� (f= (p� + p+))

(f= (p� + p+))
+ 1

�
(�A) =

�
1� (f= (p� + p+))

(f= (p� + p+))

�
(�A) + I 2 L(E)

et en utilisant (2.3), �� est inversible et

��1
� =

�
1

(f= (p� + p+))

�
(�A) 2 L(E):

Remarque 3.2 Notons que, dans ��; les opérateurs B0 et B agissent par l�action B0B�1:

Proposition 3.3 L�opérateur � est inversible et

��1 = �(I � e2B)�1(I + e2B0)�1��1
� :

3.3.2 Représentation formelle de la solution

A�n de ne pas compliquer inutilement les calculs, on prendra les constantes d�intervalles
l = 1 et L = 1=2 quitte à faire des translations de la variable x. Notre problème devient
alors

(PA)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equations)

8>>>>>><>>>>>>:

u00�(x) + Au�(x)�
r

d
u�(x) =

g�(x)

d
dans ]�1; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
dans ]0; 1[

u00+(x) + Au+(x)�
r

d
u+(x) =

g+(x)

d
dans ]1; 2[

(Boundary C.)

(
u�(�1) = f�

u+(2) = f+

(Transmission C.)

(
u�(0) = u0(0)

u0(1) = u+(1)

(Skewness C.)

(
(1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0)

pd0u
0
0(1) = (1� p)du0+(1):
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On commence par résoudre le problème suivant

(PBB0)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(Equations)

(
u00�(x)�B2u�(x) = G�(x) dans ]�1; 0[
u000(x)�B2

0u0(x) = G0(x) dans ]0; 1[

(Boundary C.)

(
u�(�1) = f�

u00(1) = 	

(Transmission C.) u�(0) = u0(0)

(Skewness C.) p�u0�(0) = p+u
0
0(0):

Alors

u� (x) = e�xB�� + e(1+x)B�� + v� (G�) (x) ; x 2]� 1; 0[
u0 (x) = exB0�0 + e(1�x)B0�0 + v0 (G0) (x) ; x 2]0; 1[;

u0� (x) = �Be�xB�� +Be(1+x)B�� + v0� (G�) (x) ; x 2]� 1; 0[
u00 (x) = B0e

xB0�0 �B0e
(1�x)B0�0 + v00 (G0) (x) ; x 2]0; 1[;

avec ��; ��; �0; �0 2 E et

v� (G�) (x) =
1

2

xZ
�1

e(x�t)BB�1G�(t)dt+
1

2

0Z
x

e(t�x)BB�1G�(t)dt;

v0 (G0) (x) =
1

2

xZ
0

e(x�t)B0B�1
0 G0 (t) dt+

1

2

1Z
x

e(t�x)B0B�1
0 G0 (t) dt:

On a (
u� (�1) = eB�� + �� + v (g�) (�1) = f�

u00 (1) = B0e
B0�0 �B0�0 + v0 (G0) (1) = 	;

u0� (0) = �B�� +BeB�� + v0 (G�) (0) ; x 2]� 1; 0[
u00 (0) = B0�0 �B0e

B0�0 + v0 (G0) (0) ; x 2]0; 1[;

et (
�� = �eB�� � v (g�) (�1) + f�
�0 = e B0�0 +B�1

0 v0 (G0) (1)�B�1
0 	;

(3.8)

les conditions de transmission(
u� (0) = u0 (0)

p� (u�)
0 (0)� p+ (u0)

0 (0) = 0;

donnent
�� + eB�� � �0 � eB0�0
= �v (G�) (0) + v (G0) (0) ;
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p�
�
��� + eB��

�
� p+

�
B�1B0�0 �B�1B0e

B0�0
�

= �p�B�1v0 (G�) (0) +B
�1p+v

0 (G0) (0) ;

on remplace �� et �0, on obtient

�� + eB
�
�eB�� � v (g�) (�1) + f�

�
� �0 � eB0

�
e B0�0 +B�1

0 v0 (G0) (1)�B�1
0 	

�
= �v (G�) (0) + v (G0) (0) ;

et

p�
�
��� + eB

�
�eB�� � v (g�) (�1) + f�

��
�p+

�
B�1B0�0 �B�1B0e

B0
�
e B0�0 +B�1

0 v0 (G0) (1)�B�1
0 	

��
= �p�B�1v0 (G�) (0) +B

�1p+v
0 (G0) (0) ;

on rassemble�
I � e2B

�
�� �

�
I + e2B0

�
�0 =

�eB (�v (g�) (�1) + f�) + eB0
�
B�1
0 v0 (G0) (1)�B�1

0 	
�
� v (G�) (0) + v (G0) (0) ;

�p�
�
I + e2B

�
�� � p+(I � e2B0)B0B

�1�0

= �p�B�1v0 (G�) (0) +B
�1p+v

0 (G0) (0) + p�e
Bv (g�) (�1)� p�e

Bf� � p+B
�1eB0v0 (G0) (1)

+p+B
�1eB0	:

En utilisant (3.8), on obtient le système( �
I � e2B

�
�� �

�
I + e2B0

�
�0 = f�

�p�
�
I + e2B

�
�� � p+(I � e2B0)B0B

�1�0 = g�;

où8>>>>>>><>>>>>>>:

f� = �eB (�v (g�) (�1) + f�) + eB0
�
B�1
0 v0 (G0) (1) +B

�1
0 	

�
� v (G�) (0) + v (G0) (0)

= �eBf� � eB0B�1
0 	+ e

Bv (g�) (�1) + eB0B�1
0 v0 (G0) (1)� v (G�) (0) + v (G0) (0)

g� = �p�B�1v0 (G�) (0) +B
�1p+v

0 (G0) (0) + p�e
Bv (g�) (�1)� p�e

Bf� � p+B
�1eB0v0 (G0) (1)

+p+B
�1eB0	

= �p�eBf� + p+B
�1eB0	+ p�e

Bv (g�) (�1)� p+B
�1eB0v0 (G0) (1)� p�B

�1v0 (G�) (0)
+B�1p+v

0 (G0) (0) ;

le déterminant de ce système est

� = �p+(I � e2B0)B0B
�1 �I � e2B

�
� p�

�
I + e2B

� �
I + e2B0

�
= �p+(I � e2B0)

�
I � e2B

�
B0B

�1 � p�
�
I + e2B

� �
I + e2B0

�
;

qui est inversible, on obtient donc

�� = ��1 ��p+(I � e2B0)B0B
�1f� +

�
I + e2B0

�
g�
�

�0 = ��1 �p� �I + e2B
�
��f� +

�
I � e2B

�
g�
�
;
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et (
�� = �eB��1 ��p+(I � e2B0)B0B

�1f� +
�
I + e2B0

�
g�
�
� v (g�) (�1) + f�

�0 = eB0��1 �p� �I + e2B
�
��f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�1

0 v0 (G0) (1)�B�1
0 	;

les solutions s�écrivent, pour x 2]� 1; 0[

u� (x) = e�xB�� + e(1+x)B�� + v (G�) (x)

u� (x) = e�xB��1 ��p+(I � e2B0)B0B
�1f� +

�
I + e2B0

�
g�
�

�e(1+x)BeB��1 ��p+(I � e2B0)B0B
�1f� +

�
I + e2B0

�
g�
�

�v (g�) (�1) + f� + v (G�) (x) ;

u� (x) = �p+e�xB��1(I � e2B0)B0B
�1f�

+e�xB��1 �I + e2B0
�
g�

+p+e
(1+x)BeB��1(I � e2B0)B0B

�1f�

�e(1+x)BeB��1 �I + e2B0
�
g�

�e(1+x)Bv (g�) (�1) + e(1+x)Bf� + v (G�) (x) :

Et pour x 2]0; 1[, on obtient

u0 (x) = e xB0�0 + e(1�x)B0�0 + v (G0) (x)

u0 (x) = +exB0��1p�
�
I + e2B

�
f�

+exB0��1 �I � e2B
�
g�

+e(1�x)B0
�
eB0��1 �p� �I + e2B

�
f�
��

+e(1�x)B0
�
eB0��1 ��I � e2B

�
g�
��

+e(1�x)B0
�
B�1
0 v0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�1

0 	

+v (G0) (x) :

Maintenant on passe à u+:
On résoud

(PB)

8>><>>:
(Equations) u00+(x)�B2u+(x) = G+(x) dans ]1; 2[

(Boundary C.)

(
u+(1) = u0(1) = H (	)

u+(2) = f+

avec la condition
pd0u

0
0(1) = (1� p)du0+(1):

qui va nous permettre de trouver 	.
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Or on a

u0 (x) = +exB0��1p�
�
I + e2B

�
f�

+exB0��1 �I � e2B
�
g�

+e(1�x)B0
�
eB0��1 �p� �I + e2B

�
f�
��

+e(1�x)B0
�
eB0��1 ��I � e2B

�
g�
��

+e(1�x)B0
�
B�1
0 v0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�1

0 	

+v (G0) (x) ;

H (	) = u0 (1)

= +2eB0��1p�
�
I + e2B

�
f�

+2eB0��1 �I � e2B
�
g�

+
�
B�1
0 v0 (G0) (1)

�
�B�1

0 	

+v (G0) (1) ;

donc
u+(x) = e(x�1)B�+ + e(2�x)B�+ + v+ (G+(:)) (x);

avec

v+ (G+ (:)) (x) =
1

2

xZ
1

e(x�t)BB�1 g+(t)

d
dt+

1

2

2Z
x

e(t�x)BB�1 g+(t)

d
dt;

les conditions aux limites (
u+(1) = H (	)

u+(2) = f+;

donnent (
�+ + eB�+ + v+ (G+(:)) (1) = H (	)

eB�+ + �+ + v+ (G+(:)) (2) = f+;

de la deuxième égalité on a

�+ = �eB�+ � v+ (G+(:)) (2) + f+;

on remplace dans la première égalité

�+ + eB
�
�eB�+ � v+ (G+(:)) (2) + f+

�
+ v+ (G+(:)) (1) = H (	) ;�

I � e2B
�
�+ = eBv+ (G+(:)) (2)� eBf+ � v+ (G+(:)) (1) +H (	) ;

�+ =
�
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

+
�
I � e2B

��1
H (	) ;
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d�où

�+ = �eB�+ � v+ (G+(:)) (2) + f+

= �eB
" �

I � e2B
��1

eBv+ (G+(:)) (2)�
�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

+
�
I � e2B

��1
H (	)

#
�v+ (G+(:)) (2) + f+

�+ = �
" �

I � e2B
��1

e2Bv+ (G+(:)) (2)�
�
I � e2B

��1
e2Bf+ � eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

+eB
�
I � e2B

��1
H (	)

#
�v+ (G+(:)) (2) + f+

=
h�
I � e2B

��1
e2B + I

i
f+ �

h�
I � e2B

��1
e2B + I

i
v+ (G+(:)) (2)

�eB
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)� eB

�
I � e2B

��1
H (	)

�+ =
h�
I � e2B

��1
e2B + I

i
f+ �

h�
I � e2B

��1
e2B + I

i
v+ (G+(:)) (2)

�eB
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)� eB

�
I � e2B

��1
H (	) ;

�+ =
�
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�eB
�
I � e2B

��1
H (	) ;

donc la solution s�écrit

u+(x) = e(x�1)B�+ + e(2�x)B�+ + v+ (G+(:)) (x);

u+(x) = e(x�1)B

 �
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+

�
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1) +

�
I � e2B

��1
H(	)

!

+e(2�x)B

 �
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)

�eB
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)� eB

�
I � e2B

��1
H (	)

!
+v+ (G+(:)) (x);

u+(x) = exB
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� exB

�
I � e2B

��1
f+

�e(x�1)B
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1) + e

(x�1)B �I � e2B
��1

H (	)

+e(2�x)B
�
I � e2B

��1
f+ � e(2�x)B

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)

�e(3�x)B
�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)� e(3�x)B

�
I � e2B

��1
H (	)

+v+ (G+(:)) (x);

pour trouver 	 on utilise
pd0u

0
0(1) = (1� p)du0+(1);
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avec nos notations (
p� = (1� p)d

p+ = pd0;

qui donne
p+u

0
0(1) = p�u

0
+(1):

p+B0e
B0�0

�p+B0�0
�p�B�+
+p�Be

B�+
= p�v

0
+ (G+(:)) (1)� p+v

0
0 (G0) (1) :

p+B0e
B0��1 �p� �I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

�p+B0
�
eB0��1 �p� �I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�1

0 v00 (G0) (1)�B�1
0 	

�
�p�B

 �
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

+
�
I � e2B

��1
H (	)

!

+p�Be
B

 �
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�eB
�
I � e2B

��1
H (	)

!
= p�v

0
+ (G+(:)) (1)� p+v

0
0 (G0) (1)

�p+	
�p�B

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
H (	)

= p�v
0
+ (G+(:)) (1)� p+v

0
0 (G0) (1)� p+B0e

B0��1 �p� �I + e2B
�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0
�
e B0��1 �p� �I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�1

0 v0 (G0) (1)
�

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
;

avec

H (	) = 2eB0��1p�
�
I + e2B

�
f�+2e

B0��1 �I � e2B
�
g�+B

�1
0 v00 (G0) (1)�B�1

0 	+v0 (G0) (1) ;

donc

�p+	

�p�B
�
I + e2B

� �
I � e2B

��1 � 2eB0��1p�
�
I + e2B

�
f� + 2e

B0��1 �I � e2B
�
g�

+B�1
0 v0 (G0) (1)�B�1

0 	+ v (G0) (1)

�
= p�v

0
+ (G+(:)) (1)� p+v

0
0 (G0) (1) :� p+B0e

B0��1 �p� �I + e2B
�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0
�
e B0��1 �p� �I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�1

0 v0 (G0) (1)
�

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
;
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et

�p+	
+p�B

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
B�1
0 	

= p�v
0
+ (G+(:)) (1)� p+v

0
0 (G0) (1) :� p+B0e

B0��1 �p� �I + e2B
�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0
�
eB0��1 �p� �I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�1

0 v0 (G0) (1)
�

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
+p�B

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1 � 2eB0��1p�
�
I + e2B

�
f� + 2e

B0��1 �I � e2B
�
g�

+B�1
0 v0 (G0) (1) + v (G0) (1)

�
h
�p+I + p�

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
BB�1

0

i
	

= p�v
0
+ (G+(:)) (1)� p+v

0
0 (G0) (1)� p+B0e

B0��1 �p� �I + e2B
�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�

+p+B0
�
eB0��1 �p� �I + e2B

�
f� +

�
I � e2B

�
g�
�
+B�1

0 v0 (G0) (1)
�

+p�B
��
I � e2B

��1
eBv+ (G+(:)) (2)�

�
I � e2B

��1
eBf+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
�p�BeB

��
I � e2B

��1
f+ �

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (2)� eB

�
I � e2B

��1
v+ (G+(:)) (1)

�
+p�B

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1 � 2eB0��1p�
�
I + e2B

�
f� + 2e

B0��1 �I � e2B
�
g� +B�1

0 v0 (G0) (1)
+v (G0) (1) :

�
:

et donc

	 = ��1
1 �

�1
2

�
p�v

0
+(G+)(1) + p+v

0
0(G0)(1)

�
+2p��

�1
1 �

�1
2 BeB(I � e2B)�1(v+(G+)(2)� f+)

+��1
1 �

�1
2 (p+B0v0(G0)(1)� p�Bv+(G+)(1)) + �

�1
2 B0v0(G0)(1)

+4p2��
�1
1 D�1

+ BeB0eB��1(v�(G�)(�1)� f�) + v00(G0)(1)

+2p��
�1
1 �

�1
2 (I + e2B)eB0��1B0(p+ +�1) (v0(G0)(0)� v�(G�)(0))

+2p��
�1
1 �

�1
2 (I + e2B)eB0��1 �p+v00(G0)(0)� p�v

0
�(G�)(0)

�
:

Pour trouver 	 Il faut inverser

�1 =
h
�p+I + p�

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
BB�1

0

i
= �

�
I � e2B

��1 �
p+
�
I � e2B

�
� p�

�
I + e2B

�
BB�1

0

�
;

et
�2 = I + 2P�

�
I + e2B

� �
I � e2B

��1
e2B0��1

�

pour inverser �1 et �2 on utilise les mêmes techniques pour �
avec

� = �
�
p+(I � e2B0)

�
I � e2B

�
B0B

�1 + p�
�
I + e2B

� �
I + e2B0

��
:
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3.4 Analyse de v�(G�); v0(G0) et v+(G+)

3.4.1 Analyse de v�(G�) sur (-1,0)

On a pour, x 2 ]�1; 0[

v� (G�) (x) =
1

2

xZ
�1

e(x�t)BB�1G�(t)dt+
1

2

0Z
x

e(t�x)BB�1G�(t)dt;

alors on peut écrire

v�(G�)(x)

=
1

2

xZ
�1

e(x�t)BB�1 [G�(t)�G�(x)] dt+
1

2

0Z
x

e(t�x)BB�1 [G�(t)�G�(x)] dt

+
1

2
e(x+1)BB�2 [G�(x)�G�(�1)]

+
1

2
e�xBB�2 [G�(x)�G�(0)]�B�2G�(x)

+
1

2
e(x+1)BB�2G�(�1) +

1

2
e�xBB�2G�(0)

= R�(x) + S�;�1(x) + S�;0(x);

où
S�;�1(x) =

1

2
e(x+1)BB�2G�(�1), S�;0(x) =

1

2
e�xBB�2G�(0).

De la proposition 2.3; R� a la propriété de la régularité maximale suivante

8x 2 [�1; 0] ; R�(x) 2 D(B2) et x 7! B2R�(x) 2 C�([�1; 0] ;E);

alors que pour S�;�1 et S�;0 nous avons seulement

S�;�1 2 C(]�1; 0] ;D(B2)) et S�;0 2 C([�1; 0[ ;D(B2)):

Le comportement de B2S�;�1(x) au voisinage de �1 est celui de

1

2
e(x+1)BG�(�1); (3.9)

et le comportement de B2S�;0(x) au voisinage de 0 est celui de

1

2
e�xBG�(0):

3.4.2 Analyse de v0(G0) sur (0,1)

Rappelons que, pour x 2 ]0; 1[

v0(G0)(x) =
1

2

xZ
0

e(x�t)B0B�1
0 G0(t)dt+

1

2

1Z
x

e(t�x)B0B�1
0 G0(t)dt;
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qui peut être écrit comme suit

v0(G0)(x)

=
1

2

xZ
0

e(x�t)B0B�1
0 [G0(t)�G0(x)] dt+

1

2

1Z
x

e(t�x)B0B�1
0 [G0(t)�G0(x)] dt

�B�2
0 G0(x) +

1

2
exB0B�2

0 [G0(x)�G0(0)]

+
1

2
e(1�x)B0B�2

0 [G0(x)�G0(1)]

+
1

2
exB0B�2

0 G0(0) +
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0(1)

= R0(x) + S0;0(x) + S0;1(x);

où
S0;0(x) =

1

2
exB0B�2

0 G0(0); S0;1(x) =
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0(1):

Du lemme 2.9, le terme R0 a la propriété de la régularité maximale suivante

8x 2 [0; 1] R0(x) 2 D(B2
0) et x 7! B2

0R0(x) 2 C�([0; 1] ;E);

alors que pour S0;0 et S0;1 nous avons seulement

S0;0 2 C(]0; 1] ;D(B2
0)) et S0;1 2 C([0; 1[ ;D(B2

0)):

Le comportement de B2
0S0;0(x) au voisinage de 0 est celui de

1

2
exB0G0(0);

et le comportement de B2
0S0;1(x) au voisinage de 1 est celui de

1

2
e(1�x)B0G0(1):

3.4.3 Analyse de v+(G+) sur (1; 2)

On a, pour x 2 ]1; 2[

v+(G+)(x)

=
1

2

xZ
1

e(x�t)BB�1 [G+(t)�G+(x)] dt+
1

2

2Z
x

e(t�x)BB�1 [G+(t)�G+(x)] dt

+
1

2
e(x�1)BB�2 [G+(x)�G+(1)]

+
1

2
e(2�x)BB�2 [G+(x)�G+(2)]�B�2G+(x)

+
1

2
e(x�1)BB�2G+(1) +

1

2
e(2�x)BB�2G+(2)

= R+(x) + S+;1(x) + S+;2(x);
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où
S+;1(x) =

1

2
e(x�1)BB�2G+(1); S+;2(x) =

1

2
e(2�x)BB�2G+(2):

Du lemme 2.9 , le terme R+ a la propriété de la régularité maximale suivante

8x 2 [1; 2] R+(x) 2 D(B2) et x 7! B2R+(x) 2 C�([1; 2] ;E);

alors pour les termes S+;1 et S+;2 on a seulement

S+;1 2 C(]1; 2] ;D(B2)) et S+;2 2 C([1; 2[ ;D(B2)):

Le comportement de B2S+;1(x) au voisinage de 1 est celui de

1

2
e(x�1)BG+(1);

et le comportement de B2S+;2(x) au voisinage de 2 est celui de

1

2
e(2�x)BG+(2):

3.4.4 Analyse des dérivées

Analysons le comportement des dérivée de v�(G�); v0(G0) et v+(G+), a�n d�étudier la
régularité de la solution de notre problème. Pour tout x 2 ]�1; 0[, on a

v0�(G�)(x)

=
1

2

xZ
�1

e(x�t)BG�(t)dt�
1

2

0Z
x

e(t�x)BG�(t)dt+
1

2
B�1G�(x)�

1

2
B�1G�(x)

=
1

2

xZ
�1

e(x�t)BG�(t)dt�
1

2

0Z
x

e(t�x)BG�(t)dt;

et alors

v0�(G�)(0) =
1

2

0Z
�1

e�tBG�(t)dt

=
1

2

0Z
�1

e-tB [G�(t)�G�(0)] dt+
1

2

0Z
�1

e�tBG�(0)dt

= �1
2
B�1G�(0) +

1

2
B�1eBG�(0) +

1

2

0Z
�1

e-tB [G�(t)�G�(0)] dt:

Similairement, pour tout x 2 ]0; 1[, on a

v00(G0)(x) =
1

2

xZ
0

e(x�t)B0G0(t)dt�
1

2

1Z
x

e(t�x)B0G0(t)dt;
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et alors

v00(G0)(1) =
1

2

1Z
0

e(1�t)B0G0(t)dt

=
1

2

1Z
0

e(1�t)B0 [G0(t)�G0(1)] dt+
1

2

1Z
0

e(1�t)B0G0(1)dt

= �1
2
B�1
0 G0(1) +

1

2
B�1
0 eB0G0(1) +

1

2

1Z
0

e(1�t)B0 [G0(t)�G0(1)] dt:

De même

v00(G0)(0) = �1
2

1Z
0

etB0G0(t)dt

= �1
2

1Z
0

etB0 [G0(t)�G0(0)] dt�
1

2

1Z
0

etB0G0(0)dt

=
1

2
B�1
0 G0(0)�

1

2
B�1
0 eB0G0(0)�

1

2

1Z
0

etB0 [G0(t)�G0(0)] dt

v0+(G+)(1)

=
1

2
B�1G+(1)�

1

2
B�1eBG+(1)�

1

2

2Z
1

e(t�1)B [G+(t)�G+(1)] dt;

3.5 Conditions nécessaires sur les données aux inter-
faces

On suppose que u�, u0, et u+ véri�ent8>><>>:
u� 2 C ([�1; 0] ;D(B2)) \ C2([�1; 0] ;E)
u0 2 C([0; 1] ;D(B2

0)) \ C2([0; 1] ;E)
u+ 2 C([1; 2] ;D(B2)) \ C2([1; 2] ;E);

alors
u�(0) = u0(0) 2 D(B2); u0(1) = u+(1) 2 D(B2);

et pour tout � 2 [�1; 0]

(u�)
0 (�) = lim

� 0�!�

u�(�)� u�(�
0)

� � � 0
2 D(B2) = D(A);
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on déduit aussi que
(u�)

00 (�) 2 D(B2):

De manière similaire, pour tout

� 1 2 [0; 1] ; (u0)0 (� 1) ; (u0)00 (� 1) 2 D(B2);

et pour tout
� 2 2 [1; 2] ; (u+)0 (� 2) ; (u+)00 (� 2) 2 D(B2);

Il s�ensuit que (
(u�)

00 (0) = G�(0) +B2u�(0) 2 D(B2)

(u0)
00 (0) = G0(0) +B2

0u0(0) 2 D(B2);

et (
(u0)

00 (1) = G0(1) +B2
0u0(1) 2 D(B2)

(u+)
00 (1) = G+(1) +B2u+(1) 2 D(B2):

En utilisant la première condition d�interface

u� (0) = u0 (0) ;

on a

(u0)
00 (0) = G0(0) +B2

0u0(0)

= G0(0) +B2
0u�(0)

= G0(0) +B2
0B

�2 �(u�)00 (0)�G�(0)
�
;

à partir de laquelle on déduit la première condition nécessaire de compatibilité suivante

G0(0)�B2
0B

�2G�(0) = (u0)
00 (0)�B2

0B
�2 (u�)

00 (0) 2 D(B2):

La deuxième condition d�interface

u0 (1) = u+ (1) ;

donne

(u0)
00 (1) = G0(1) +B2

0u0(1)

= G0(1) +B2
0u+(1)

= G0(1) +B2
0B

�2 �(u+)00 (1)�G+(1)
�
;

qui implique la deuxième conditions nécessaire de compatibilité suivante

(u0)
00 (1)�B2

0B
�2 (u+)

00 (1) = G0(1)�B2
0B

�2G+(1) 2 D(B2):

Remarque 3.3 Dans le cas
B2
0B

�2 = I;

les conditions nécessaires et su¢ santes aux interfaces sont�
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 D(B) et

�
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 D(B):
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3.6 Analyse de u� au voisinage de �1
On suppose la condition nécessaire f� 2 D(B2) = D(A): Rappelons que

u� (x) = e�xB�� + e(1+x)B�� + v�(G�)(x);

où, du (3.8), on a
�� = �eB�� � v�(G�)(�1) + f�:

Puis le comportement de B2u� (x) au voisinage de �1 est celui de la fonction

e(1+x)BB2 [�v�(G�)(�1) + f�] +B2v�(G�)(x):

On a

v�(G�)(�1)

=
1

2

0Z
�1

e(t+1)BB�1 [G�(t)�G�(�1)] dt+
1

2

0Z
�1

e(t+1)BB�1G�(�1)dt

= �1
2
B�2G�(�1) +R�(G�)(�1);

et le terme R�(G�)(�1) est régulier puisque

B2
�
R�(G�)(�1)

�
2 DB(�;+1);

voir lemme 2.9.
Maintenant, à partir de l�étude et des résultats sur le comportement de B2v�(G�)(x) au

voisinage de �1 voir (3.9), nous concluons que le comportement de B2u� (x) au voisinage
de �1 est le même que

e(1+x)B
�
1

2
G�(�1) +B2f�

�
+
1

2
e(1+x)BG�(�1)

= e(1+x)B
�
G�(�1) +B2f�

�
:

Du lemme 2.9; B2u�(:) a les propriétés suivantes de la régularité maximale au voisinage de
�1 (

B2u�(:) 2 C([�1; 0[ ;E) ssi [G�(�1) +B2f�] 2 D(B2) = D(A)

B2u�(:) 2 C�([�1; 0[ ;E) ssi [G�(�1) +B2f�] 2 DB(�;+1):
Pour l�analyse de u+ au voisinage de 2 on peut utiliser les mêmes techniques que l�analyse de
u� au voisinage de �1; on obtient la régularité maximale suivante de B2u+(:) au voisinage
de 2. (

B2u+(:) 2 C([1; 2[ ;E) ssi [G+(2) +B2f�] 2 D(B2) = D(A)

B2u+(:) 2 C�([1; 2[ ;E) ssi [G+(2) +B2f�] 2 DB(�;+1):
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3.7 Analyse de u� à l�interface f0g � ]0; 1[

u� ' v (G�) (x)� p+e
�xB��1(I � e2B0)B0B

�1f�

+e�xB��1 �I + e2B0
�
g� +R�eg

= R�eg + v (G�) (x)� p+e
�xB��1(I � e2B0)B0B

�1
�

�eBf� � eB0B�1
0 	+ e

Bv (g�) (�1)
+eB0B�1

0 v0 (G0) (1)� v (G�) (0) + v (G0) (0)

�
+e�xB��1 �I + e2B0

� � �p�eBf� + p+B
�1eB0	+ p�e

Bv (g�) (�1)� p+B
�1eB0v0 (G0) (1)

�p�B�1v0 (G�) (0) +B
�1p+v

0 (G0) (0)

�
= R�eg + v (G�) (x)

�p+e�xB��1(I � e2B0)B0B
�1 [v (G0) (0)� v (G�) (0)]

+p+e
�xB��1(I � e2B0)B0B

�1 ��eB0B�1
0 	

�
+��1e�xB

�
I + e2B0

�
B�1 [p+v

0 (G0) (0)� p�v
0 (G�) (0)]

+��1e�xB
�
I + e2B0

�
B�1 �p+B�1eB0	

�
:

Or on a
[v (G0) (0)� v (G�) (0)] =

1

2

�
B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
�
+R�eg;

et
p+v

0 (G0) (0)� p�v
0 (G�) (0) =

p+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0) +R�eg;

donc on obtient

u� ' R�eg + v (G�) (x)

+
1

2
p+e

�xB��1(I � e2B0)B0B
�1 �B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
�

+��1e�xB
�
I + e2B0

�
B�1

�
p+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�

u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG�(0)

+
1

2
p+e

�xB��1(I � e2B0)B0B
�1 �B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
�

+e�xB��1 �I + e2B0
�
B�1

hp+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

i
:

On a

� = �p+(I � e2B0)B0B
�1 �I � e2B

�
� p�

�
I + e2B

� �
I + e2B0

�
= �

�
p+(I � e2B0)B0B

�1 �I � e2B
�
+ p�

�
I + e2B

� �
I + e2B0

��
= �

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
�
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u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG�(0)

�1
2
p+e

�xB��1(I � e2B0)B0B
�1 �B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�

+e�xB��1 �I + e2B0
�
B�1

hp+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

i
' R�eg +

1

2
B�2e�xBG�(0)

+
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0)
�
p+B0B

�1� �B�2 (G�(0))�B�2
0 (G0(0))

�
�1
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

I + e2B0
� �
p+B

�1B�1
0 G0(0) + p�B

�2G�(0)
�
;

u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG�(0)

+L

+M

On écrit que

L =
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0)
�
p+B0B

�1� �B�2G�(0)�B�2
0 G0(0)

�
=

1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0)
�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
�
��

B�2G�(0)�B�2
0 G0(0)

�
+
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

(I � e2B0) [�p�I �Opereg]��
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�

=
1

2
e�xB

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�
+Opereg

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

B�2G�(0)�B�2
0 G0(0)

�
=

1

2
e�xB

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�
+Opereg

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

+
p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2
0 G0(0):

M = �1
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

I + e2B0
� �
p+B

�1B�1
0 G0(0) + p�B

�2G�(0)
�

= �1
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p+B
�1B�1

0 G0(0) + p�B
�2G�(0)

�
+Opereg

= �p+
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�1B�1
0 G0(0) +Opereg

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0) +Opereg:
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Il reste

u� ' R�eg +
1

2
B�2e�xBG�(0)

+
1

2
e�xBB�2G�(0) +Opereg

�1
2
e�xBB�2

0 G0(0)

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

+
p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2
0 G0(0)

�p+
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�1B�1
0 G0(0) +Opereg

�p�
2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

u� ' R�eg + e�xBB�2G�(0)

�1
2
e�xBB�2

0 G0(0)

�p�e�xB
�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

+
1

2
e�xB

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p�B
�2
0 � p+B

�1
0 B�1�G0(0)

u� ' R�eg

+e�xB
h
I � p�

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1i

B�2G�(0)

�1
2
e�xB

h
I �

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p�I � p+B0B
�1�iB�2

0 G0(0)

u� ' R�eg

+e�xB
h
I � p�

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p+B0B
�1 + p�I � p+B0B

�1�iB�2G�(0)

�1
2
e�xB

h
I �

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1 �

p+B0B
�1 + p�I � 2p+B0B�1�iB�2

0 G0(0)

u� ' R�eg

+e�xB
�
p+B0B

�1� �p+B0B�1 + p�I +Opereg
��1

B�2G�(0)

�e�xB
�
p+B0B

�1� �p+B0B�1 + p�I +Opereg
��1

B�2
0 G0(0)

u� ' R�eg

+e�xB
�
p+B0B

�1� �p+B0B�1 + p�I +Opereg
��1 �

B�2G�(0)�B�2
0 G0(0)

�
:
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Théorème 3.1 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1:On

suppose que
f� 2 D(B2):

Alors

1. u� est la solution du notre problème sur ]�1; 0[
2. u� 2 C ([�1; 0] ;D(B2)) \ C2 ([�1; 0] ;E) si et seulement si

B2f� +
g�(�1)

d
2 D(B);

et �
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 D(B):

Théorème 3.2 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) avec 0 < � < 1:On

suppose que
f� 2 D(B2):

Alors

1. u� est la solution du notre problème sur ]�1; 0[
2. B2u�(:) ; u

00
� 2 C� ([�1; 0] ;E) si et seulement si

B2f� +
g�(�1)

d
2 DB(�;+1);

et �
g�(0)

d
� g0(0)

d0

�
2 DB(�;+1):

3.8 Analyse de u0 au voisinage de l�interface f0g � ]0; 1[

u0 ' R�eg + v (G0) (x)

+exB0��1p�
�
I + e2B

�
f�

+exB0��1 �I � e2B
�
g�;

on remplace f� et g� on obtient

u0 ' R�eg + v (G0) (x)

+exB0��1p�
�
I + e2B

�� �eBf� � eB0B�1
0 	+ e

Bv (g�) (�1) + eB0B�1
0 v0 (G0) (1)

�v (G�) (0) + v (G0) (0)

�
+exB0��1 �I � e2B

� � �p�eBf� + p+B
�1eB0	+ p�e

Bv (g�) (�1)� p+B
�1eB0v0 (G0) (1)

�p�B�1v0 (G�) (0) +B
�1p+v

0 (G0) (0)

�
;
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donc

u0 ' R�eg + v (G0) (x)

+exB0��1p�
�
I + e2B

� �
�eB0B�1

0 	� v (G�) (0) + v (G0) (0)
�

+exB0��1 �I � e2B
� �
+p+B

�1eB0	� p�B
�1v0 (G�) (0) +B

�1p+v
0 (G0) (0)

�

u0 ' R�eg + v (G0) (x)

+exB0��1p�
�
I + e2B

�
(v (G0) (0)� v (G�) (0))

+exB0��1 �I � e2B
�
B�1 [p+v

0 (G0) (0)� p�v
0 (G�) (0)]

u0 ' R�eg + v (G0) (x)

+exB0��1p�
�
I + e2B

��1
2

�
B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
��

+exB0��1 �I � e2B
�
B�1

�
p+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�

v (G0) (x) =
1

2

xZ
0

e(x�t)B0B�1
0 G0 (t) dt+

1

2

1Z
x

e(t�x)B0B�1
0 G0 (t) dt:

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

+exB0��1p�
�
I + e2B

��1
2

�
B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
��

+exB0��1 �I � e2B
�
B�1

�
p+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�

� = �p+(I � e2B0)B0B
�1 �I � e2B

�
� p�

�
I + e2B

� �
I + e2B0

�
= �

�
p+(I � e2B0)B0B

�1 �I � e2B
�
+ p�

�
I + e2B

� �
I + e2B0

��
= �

�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
�

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

p�
�
I + e2B

��1
2

�
B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
��

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

I � e2B
�
B�1

�
p+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

+I

+II
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I = �exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

p�
�
I + e2B

��1
2

�
B�2 (G�(0))�B�2

0 (G0(0))
��

= �exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 ��

p�I + p+B0B
�1 +Opreg

�
� p+B0B

�1 �Opreg
�

�
�
I + e2B

��1
2

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
��

= �exB0
�
I + e2B

��1
2

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
��

+exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1��1

2

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
��
+Opereg

II = �exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

I � e2B
�
B�1

�
p+
2
B�1
0 G0(0) +

p�
2
B�1G�(0)

�
= �exB0

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �p+

2
B�1B�1

0 G0(0) +
p�
2
B�2G�(0)

�
+Opereg

I + II = �exB0
�
I + e2B

��1
2

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
��

+exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1��1

2

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
��

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �p+

2
B�1B�1

0 G0(0) +
p�
2
B�2G�(0)

�
+Opereg

I + II = �1
2
exB0

��
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
��

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1�B�2

0 G0(0)

+
1

2
exB0

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1 � p�I

�
B�2G�(0)

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

+I

+II

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

�1
2
exB0

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1�B�2

0 G0(0)

+
1

2
exB0

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1 � p�I

�
B�2G�(0)
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u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

�1
2
exB0

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1�B�2

0 G0(0)

+
1

2
exB0

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 ��

p+B0B
�1 + p�I +Opereg � p�I �Opereg � p�I

�
B�2G�(0)

u0 ' R�eg +
1

2
exB0B�2

0 G0 (0)

�1
2
exB0

�
B�2G�(0)�B�2

0 G0(0)
�
+
1

2
exB0B�2G�(0)

�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1�B�2

0 G0(0)

�p�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

B�2G�(0)

u0 ' R�eg + exB0B�2
0 G0 (0)� exB0

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1�B�2

0 G0(0)

�p�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

B�2G�(0)

u0 ' R�eg + exB0
h
I �

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

p+B0B
�1�iB�2

0 G0(0)

�p�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

B�2G�(0)

u0 ' R�eg + exB0
�

I � ([p+B0B�1 + p�I +Opereg])
�1�

[p+B0B
�1 + p�I +Opereg � p�I �Opereg]

�
�B�2

0 G0(0)

�p�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

B�2G�(0)

u0 ' R�eg + p�e
xB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

B�2
0 G0(0)

�p�exB0
��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1

B�2G�(0)

u0 ' R�eg + p�B
�2exB0

��
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
���1 �

B2B�2
0 G0(0)�G�(0)

�
3.9 Analyse de u0 au voisinage de 1

u0 ' R�eg + v0 (G0) (x)

+e(1�x)B0B�1
0 v00 (G0) (1)� e(1�x)B0B�1

0 	
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u0 ' R�eg + v0 (G0) (x)

+e(1�x)B0B�1
0 v00 (G0) (1)

�e(1�x)B0B�1
0 �

�1
2 �

�1
1

�
p�v

0
+ (G+) (1) + p+v

0
0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�1

0 �
�1
2 �

�1
1 (p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1))

�e(1�x)B0B�1
0 �

�1
1 B0v0 (G0) (1)

�e(1�x)B0B�1
0 v00 (G0) (1)

u0 ' R�eg + v0 (G0) (x)

�e(1�x)B0B�1
0 �

�1
2 �

�1
1

�
p�v

0
+ (G+) (1) + p+v

0
0 (G0) (1)

�
�e(1�x)B0B�1

0 �
�1
2 �

�1
1 (p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1))

�e(1�x)B0��1
1 v0 (G0) (1) :

Or on a
p�v

0
+ (G+) (1) + p+v

0
0 (G0) (1) =

p�
2
B�1G+ (1)�

p+
2
B�1
0 G0 (1)

p+B0v0 (G0) (1)� p�Bv+ (G+) (1) =
p�
2
B�1G+ (1)�

p+
2
B�1
0 G0 (1)

v0 (G0) (1) = R�eg � 1
2
B�2
0 G0 (1)

u0 ' R�eg + v0 (G0) (x)

�e(1�x)B0B�1
0 �

�1
2 �

�1
1

�p�
2
B�1G+ (1)�

p+
2
B�1
0 G0 (1)

�
�e(1�x)B0B�1

0 �
�1
2 �

�1
1

�p�
2
B�1G+ (1)�

p+
2
B�1
0 G0 (1)

�
�e(1�x)B0��1

1

�
�1
2
B�2
0 G0 (1)

�
u0 ' R�eg + v0 (G0) (x)

�e(1�x)B0B�1
0 �

�1
2 �

�1
1

�
p�B

�1G+ (1)� p+B
�1
0 G0 (1)

�
+
1

2
e(1�x)B0��1

1 B�2
0 G0 (1) :

On a

��1 = �
�
p+B0B

�1 + p�I +Opereg
��1

�1 =
�
I + 2p�(I + e2B)e2B0��1�

�1 = I +Opereg

��1
1 = [I +Opereg]�1 ' I

�2 =
�
�p+I + p�BB

�1
0 (I + e2B)(I � e2B)�1

�
=

�
�p+I + p�BB

�1
0 +Opereg

�
��1
2 =

�
�p+I + p�BB

�1
0 +Opereg

��1
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u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

�e(1�x)B0B�1
0

�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1
[I +Opereg]�1

�
p�B

�1G+ (1)� p+B
�1
0 G0 (1)

�
+
1

2
e(1�x)B0B�2

0 [I +Opereg]�1G0 (1)

u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

�e(1�x)B0B�1
0

�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1G+ (1)� p+B
�1
0 G0 (1)

�
+
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1
0 B�1G+ (1)� p+B

�2
0 G0 (1)

�
+
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

u0 ' R�eg +
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1
0 B�1�G+ (1)

+e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0 � p+I � p�BB

�1
0

�
B�2
0 G0 (1)

+
1

2
e(1�x)B0B�2

0 G0 (1)

u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1
0 B�1�G+ (1)

+e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0

�
B�2
0 G0 (1)

u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1
0 B�1�G+ (1)

+e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0 � p+I + p+I

�
B�2
0 G0 (1)

u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1
0 B�1�G+ (1)

+e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0p+
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1
B�2
0 G0 (1)
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u0 ' R�eg + e(1�x)B0B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1
0 B�1�G+ (1)

+e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0 � p+I � p�BB

�1
0

�
B�2
0 G0 (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
h
I � p+

�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1i
B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1B�1
0

�
G+ (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
h
I �

�
p�BB

�1
0 � p+I � p�BB

�1
0

� �
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1i
B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�B

�1B�1
0

�
G+ (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0

�
B�2
0 G0 (1)

�e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0

�
B�2G+ (1)

u0 ' R�eg

+e(1�x)B0
�
p�BB

�1
0 � p+I +Opereg

��1 �
p�BB

�1
0

� �
B�2
0 G0 (1)�B�2G+ (1)

�
:

Et on aura les théorèmes suivants

Théorème 3.3 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) et

g+
d
2 C� ([1; 2] ;E)

avec 0 < � < 1: Alors

1. u0 est la solution de notre problème sur ]0; 1[

2. u0 2 C ([0; 1] ;D(B2)) \ C2 ([0; 1] ;E) si et seulement si�
g0(0)

d0
� g�(0)

d

�
2 D(B0);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 D(B0):

Théorème 3.4 Soient
g�
d
2 C� ([�1; 0] ;E) et g0

d0
2 C� ([0; 1] ;E) et

g+
d
2 C� ([1; 2] ;E)

avec 0 < � < 1: Alors
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1. u0 est la solution de notre problème sur]0; 1[ :

2. B2
0u0(:); u

00
0 2 C� ([0; 1] ;E) si et seulement si�

g0(0)

d0
� g�(0)

d

�
2 DB0(�;+1);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 DB0(�;+1):

3.10 Analyse de u+ au voisinage de 1

u+ ' e(x�1)B
�
I � e2B

��1
v+ (G+) (1)

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
B�1
0 v00 (G0) (1) + e

(x�1)B �I � e2B
��1

v0 (G0) (1)

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
���1

2 �
�1
1

�
p�v

0
+G+(1) + p+v

0
0G0 (1)

�
+e(x�1)B

�
I � e2B

��1
���1

2 �
�1
1 (p+B0v0G0(1)� p�Bv+G+ (1))

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
���1

1 B0v0 (G0) (1)

+e(x�1)B
�
I � e2B

��1
�v00G0 (1)

+v+G+ (x) :
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� = �B�1

0 �1 + 2p+e
2B0��1 �I � e2B

�
B�1

u+ ' R�eg + v+G+ (x)

�e(x�1)B
�
�1
2
B�2G+(1)

�
+ e(x�1)BB�1
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B�2
0 G0(1)
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0 +Opereg
� �
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0 G0(1)
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��
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B�2
0 G0(1)

�
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��1
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��1
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�
:

Donc on aura les théorèmes suivants

Théorème 3.5 Soient
g0
d0
2 C� ([0; 1] ;E) et g+

d
2 C� ([1; 2] ;E) avec 0 < � < 1:On suppose

que
f+ 2 D(B2):

Alors

1. u+ est la solution de notre problème sur ]1; 2[ :

2. u+ 2 C
�
[1; 2] ;D(B2

r;d)
�
\ C2 ([1; 2] ;E) si et seulement si

B2f+ +
g+(2)

d
2 D(B);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 D(B):
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Théorème 3.6 Soient
g0
d0
2 C� ([0; 1] ;E) et g+

d
2 C� ([1; 2] ;E) avec 0 < � < 1:On suppose

que
f+ 2 D(B2):

Alors

1. u+ est la solution de notre problème sur ]1; 2[

2. B2u+(:); u
00
+ 2 C� ([1; 2] ;E) si et seulement si

B2f+ +
g+(2)

d
2 DB(�;+1);

et �
g0(1)

d0
� g+(1)

d

�
2 DB(�;+1):



Chapitre 4

Dynamique de population dans deux
patchs

4.1 Introduction

Dans le papier de Cantrell, R. S., et Cosner, C. [4] on a trouvé une étude intéressante sur
les modèles de di¤usion en dynamique de population incluant des comportements individuels
aux frontières et applications. Cette étude a été détaillée dans une dimension spatiale.
Notre objectif dans ce travail est d�analyser la situation analogue dans l�espace à deux

dimensions. Plus précisément, nous nous occuperons de l�étude de l�analyticité de C0 semi-
groupe généré par le processus de dispersion dans deux habitats sous une condition d�asymé-
trie et une condition de dispersion continue (skewness condition) à l�interface qui représentent
le comportement des individus aux limites.
Ces problèmes sont basés sur les équations de type parabolique établies dans un paysage

constitué par deux habitats di¤érents :


 = 
� [ 
+;
où (


� = ]�l; 0[� ]0; 1[

+ = ]0; L[� ]0; 1[ ;

avec l, L > 0. L�équation de di¤usion est

@u

@t
(t; x; y) =

(
d�:�u�(t; x; y) + F�(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
�
d+:�u+(t; x; y) + F+(u(t; x; y)) dans ]0; T [� 
+;

(4.1)

sous la condition initiale

u(0; x; y) =

(
'�(x; y) dans 
�

'+(x; y) dans 
+;
(4.2)
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les conditions aux bord8>>>>>><>>>>>>:

u�(t;�l; y) = f�(t; y); y 2 ]0; 1[
u�(t; x; 0) = u�(t; x; 1) = 0; x 2 ]�l; 0[
u+(t; x; 0) = u+(t; x; 1) = 0; x 2 ]0; L[
@u+
@x

(t; L; y) = f+(t; y); y 2 ]0; 1[ ;

(4.3)

la continuité de la dispersion à l�interface �0 = f0g � ]0; 1[ ;(
d�:�u�(t; 0; y) + F�(u�(t; 0; y)) = d+:�u+(t; 0; y) + F+(u+(t; 0; y))

y 2 ]0; 1[ ;
(4.4)

et les conditions d�interface d�asymétrie (skewness interface conditions)

(1� p)d�
@u�
@x

(t; 0; y) = pd+
@u+
@x

(t; 0; y); y 2 ]0; 1[ : (4.5)

Nous avons utilisé les notations naturelles

u� = uj]0;T [�
�, u+ = uj]0;T [�
+ ;

avec
u�(x)(y) : = u�(x; y):

Ici u(t; x; y) représente la densité de la population, 
+ est le refuge et 
� est la zone tampon
avec leurs coe¢ cients de di¤usion correspondants d+ et d�. L�équation (4.1) décrit la di¤usion
di¤érente dans les habitats avec leur croissance diminution des fonctions logistiques F� et
F+. Les conditions aux bords (4.3) signi�ent simplement que les individus meurent lorsqu�ils
atteignent les autres parties des limites ]�l; L[�f0g et ]�l; L[�f1g (ce qui signi�e que notre
domaine délimité est entouré d�un habitat hostile) ; la densité de population est donnée sur
f�lg�]0; 1[ par exemple et son �ux également sur fLg�]0; 1[.
Comme a été spéci�é dans [4], les conditions (4.4) sont essentielles dans ce travail et

expriment le fait que le processus de dispersion ne permet pas aux individus de se coincer à
n�importe quel emplacement �xe et ne permet pas de barrières impénétrables à la dispersion,
il faut donc supposer sa continuité dans tout le domaine.
En�n, les conditions d�interface dans (4.5) sont basées sur un mouvement brownien biaisé

caractérisé par le paramètre p 2]0; 1[ qui est la probabilité qu�un individu sur l�interface se
déplacera dans le refuge 
+. Bien sûr, lorsque p = 1=2 les conditions signi�ent la continuité
du �ux.
La justi�cation des conditions (4.5) est due au fait que le temps locale du processus avec

p 6= 1=2 est discontinue, voir par exemple Otso Ovaskainen et Stephen J. Cornell dans [33].
Notons également que lorsque nous considérons les di¤érents types d�habitats, la réponse

des individus à l�interface est importante pour le comportement global du mouvement.
On commence par le cas linéaire stationnaire, on considère donc que la partie linéarisée

des fonctions logistiques, c�est-à-dire(
F�(u�) = �r�u� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
F+(u+) = r+u+ sur ]0; L[� ]0; 1[ ;

ici r+ est le taux de croissance dans le refuge 
+ et r� est le taux de mortalité dans la
zone tampon 
�.
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4.2 Etude de l�équation spectrale

On s�intéresse à l�étude de l�opérateur suivant

Lu =
(
d��u� � r�u� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d+�u+ + r+u+ sur ]0; L[� ]0; 1[ ;

où u véri�e8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(Bound.C.)

8>>>>>><>>>>>>:

u = 0 dans ]�l; L[� f0g
u = 0 dans ]�l; L[� f1g
u� = 0 dans f�lg � ]0; 1[
@u+
@x

= 0 dans fLg � ]0; 1[

(Interf.C.) d�:�u�(0; y)� r�u� = d+:�u+(0; y) + r+u+; y 2 ]0; 1[ ;

(Skew.C.) (1� p)d�
@u�
@x

(0; y) = pd+
@u+
@x

(0; y); y 2 ]0; 1[ :

On doit étudier l�équation spectrale

Lu� �u = g; (4.6)

dans un espace adapté, où u véri�e (Bound.C.), (Interf.C.) et (Skew.C.).
On rappelle que les constantes r�; r+; d�; d+ sont strictement positives, p 2]0; 1[ et � est

dans un secteur dé�ni dans le chapitre 2 Section 2.

4.3 Formulation opérationnelle de l�équation spectrale

On considère l�espace de Banach

E = C0([0; 1]) = f' 2 C([0; 1]) : '(0) = '(1) = 0g ;

muni de la norme sup de C([0; 1]). On dé�nit l�opérateur A dans E comme suit(
D(A) = f' 2 C2([0; 1]) : '(0) = '(1) = 0 et '00 2 C0([0; 1])g
(A') (y) = '00(y):

Ensuite, nous savons que cet opérateur linéaire fermé véri�e8<: D(A) = E; pour � 2 ]0; �[ ; �(A) � S��� [ f0g et
9C > 0 : 8z 2 S��� [ f0g ; k(zI � A)�1kL(E) �

C

1 + jzj ;
(4.7)

d�autre part on sait qu�il esixte une boule B(0; �), � > 0, telle que �(A) � B(0; �) et l�ésti-
mation (4.7) reste vraie dans S��� [ B(0; �). Ici �(A) est l�ensemble résolvant de A:
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Remarque 4.1 La condition '00 est nulle en 0 et 1 dans la dé�nition de D(A) est nécessaire
pour dé�nir correctement l�opérateur A dans E. Ce n�est pas une restriction puisque nous
supposons naturellement que la dispersion spatiale en direction de la variable y en dehors du
domaine est nulle.

Remarque 4.2 1. On peut considérer les espaces plus naturels

E = C0([0; h]) = f' 2 C([0; h]) : '(0) = '(h) = 0g ;

ou
E = C0(U) =

�
' 2 C(U) : ' = 0 sur @U

	
;

où U est un ouvert borné de R2:
2. Notons que les dimensions l, L et h des deux habitats sont importantes pour l�analyse
du spectre de L , comme cela a été démontré dans [4] dans une dimension. Nous
étudierons la situation similaire pour notre problème dans le chapitre suivant.

Les notations de fonctions vectorielles bien connues

u�(x)(y) := u�(x; y);

alors on écrit le problème (4.6) dans E; comme suit :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

8>><>>:
u00�(x) + Au�(x)�

r�
d�
u�(x)�

�

d�
u�(x) =

g�(x)

d�
sur ]�l; 0[

u00+(x) + Au+(x) +
r+
d+
u+(x)�

�

d+
u+(x) =

g+(x)

d+
sur ]0; L[(

u�(�l) = 0
u0+(L) = 0�
d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�)
= d+

�
u00+(0

+) + Au+(0
+)
�
+ r+u+(0

+)

(1� p)d�u
0
�(0

�) = pd+u
0
+(0

+):

Notons qu�il n�y a aucune raison que la condition

d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�) = d+
�
u00+(0

+) + Au+(0
+)
�
+ r+u+(0

+);

Implique la continuité de la densité elle-même sur l�interface. En tenant compte de nos
conditions de limites et de transmission, il est clair que la continuité de la dispersion spatiale
en direction de la variable x est en quelque sorte plus «nuancée» que celle en direction de
la variable y. C�est pourquoi on étudie notre travail dans l�espace suivant

E =
�
u 2 C ([�l; L]n f0g ;E) : 9 u(0�) 2 E, 9u(0+) 2 E;
et uj[�l;0[ 2 C� ([�l; 0[;E) ; uj]0;L] 2 C� (]0; L];E)

	
:

Maintenant on utilisera les résultats suivants
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Lemme 4.1 Soit U un ouvert borné de Rn. Alors toute fonction  2 C� (U ;E) Peut être
étendu en fonction dans C�

�
U ;E

�
. En particulier C� (U ;E) � C

�
U ;E

�
.

La preuve est dans CL. Zuily et H. Que¤élec [39]. Et par conséquent on a(
C� ([�l; 0[;E) = C� ([�l; 0];E)
C� (]0; L];E) = C� ([0; L];E) ;

ce qui implique que les espaces C� ([�l; 0[;E) et C� (]0; L];E) sont équipés des mêmes normes
que C� ([�l; 0];E) et C� ([0; L];E) :
Posons

E =
�
u 2 C ([�l; L]n f0g ;E) : uj[�l;0[ 2 C� ([�l; 0];E) et uj]0;L] 2 C� ([0; L];E)

	
:

Alors E est un espace de Banach muni de la norme

kukE = max
�
ku�kC�([�l;0[;E) ; ku+kC�(]0;L];E)

�
= max

�
ku�kC�([�l;0];E) ; ku+kC�([0;L];E)

�
:

La fonction g 2 E telle que (
g� = gj[�l;0] 2 C� ([�l; 0] ;E)
g+ = gj[0;L] 2 C� ([0; L] ;E) ;

(avec 0 < � < 1). Ce n�est pas di¢ cile de montrer que l�hölderianité de g� et g+ implique
l�hölderianité globale de g sur [�l; L] si et seulement si

g�(0) = g+(0):

On ne supposera pas cette condition.
Précisons le domaine de L :

D(L) =

8>>>><>>>>:
u 2 E : 8x 2 [�l; L]n f0g u(x) 2 D(A);
u� 2 C2 (]� l; 0[;E) ; u+ 2 C2 (]0; L[;E) ;
x 7!

�
u00�(x) + Au�(x)

�
2 C� ([�l; 0[;E) ;

x 7!
�
u00+(x) + Au+(x)

�
2 C� (]0; L];E) ;

et (Bound.C.), (Interf.C.), (Skew.C.).

9>>>>=>>>>; :

4.4 Etude de l�équation de la résolvante

Fixons un petit nombre "0. On suppose que le nombre complexe � veri�e

jarg(�)j < � � "0:
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Notre équation spectrale pour L écrit :

(PA)

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

8>><>>:
u00�(x) + Au�(x)�

r�
d�
u�(x)�

�

d�
u�(x) =

g�(x)

d�
= G�(x) sur ]�l; 0[

u00+(x) + Au+(x) +
r+
d+
u+(x)�

�

d+
u+(x) =

g+(x)

d+
= G+(x) sur ]0; L[�

u�(�l) = 0
u0+(L) = 0�
d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�)
= d+

�
u00+(0

+) + Au+(0
+)
�
+ r+u+(0

+)

(1� p)d�u
0
�(0

�) = pd+u
0
+(0

+):

Posons

A� = A� r�
d�
I � �

d�
I; A+ = A+

r+
d+
I � �

d+
I;

qui ont le même domaine
D(A�) = D(A+) = D(A);

que l�opérateur �A, nous pouvons véri�er que cet opérateur ,

�A� = �A+
r�
d�
+

�

d�

est sectoriel dans E. En fait, nous pouvons facilement prouver que ] �1; 0] � �(�A�) et,
si nous posons

M(�A�) :=M(�A�; �) := sup
t>0



t(�A� + tI)�1


 ;

Ensuite, nous obtenons pour tout � véri�ant

jarg(�)j < � � "0;

M(�A�) 6 sup
t>0

0BB@ t

cos

�
1
2
arg

�
r�
d�
+

�

d�
+ t

�� 1���� r�d� + �

d�
+ t

����
1CCA :

On destingue deux cas :

1. si jarg(�)j < �=2 alors on a évidemment pour t > 0���� r�d� + �

d�
+ t

���� = d

�
�

d�
;�t� r�

d�

�
> r�
d�
+ t;

où d(; ) est la distance euclidienne.

2. Si �=2 6 jarg(�)j < � � "0���� r�d� + �

d�
+ t

���� = d

�
�

d�
;�t� r�

d�

�
>
�
r�
d�
+ t

�
sin�;

avec � 2]"0; �=2] et alors���� r�d� + �

d�
+ t

���� = d

�
�

d�
;�t� r�

d�

�
>
�
r�
d�
+ t

�
sin "0:
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Par conséquent il existe une constante C indépendante de � telle que

M(�A�) 6 sup
t>0

0BB@ t

cos

�
1
2
arg

�
r�
d�
+

�

d�
+ t

�� 1���� r�d� + �

d�
+ t

����
1CCA

6 C

cos ��"0
2

sup
t>0

0BB@ t���� r�d� + t

����
1CCA

=
C

sin("0=2)
sup
t>0

0BB@ t���� r�d� + t

����
1CCA <1:

Ainsi
�A� 2 Sect [� � arcsin (1=M(�A�))]

avec M(�A�) est indépendant de �, voir Proposition 2.1.1 dans [20].
Maintenant, puisque

jarg(�)j < � � "0;

alors il existe un petit "0(r+; d+) > 0 tel que

"0(r+; d+) < "0 et

����arg� �

d+
� r+
d+

����� < � � "0(r+; d+);

Nous obtenons alors de manière similaire, mais di¤éremment

�A+ 2 Sect (� � arcsin [1=M(�A+)]) ;

avec M(�A+) indépendant de �:
Nous déduisons également que les opérateurs suivants

B = � (�A)1=2 , B� = �
�
�
�
A� r�

d�
I � �

d�
I

��1=2
; B+ = �

�
�
�
A+

r+
d+
I � �

d+
I

��1=2
;

de mêmes domaines
D(B�) = D(B+) = D(B);

sont bien dé�nis et génèrent des semigroups analytiques sur E, voir [20] p.81 et aussi [3].
D�autre part, en utilisant la proposition 3.1.2 dans [20], on en déduit que8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

pour tout z 2
n
z 2 Cn f0g : jarg(z)j 6 �

2
+ � (B�)

o
;

(B� � zI)�1



 6 C�
jzj ;

et pour tout z 2
n
z 2 Cn f0g : jarg(z)j 6 �

2
+ � (B+)

o
;

(B+ � zI)�1



 6 C+
jzj ;

(4.8)
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où les constantes
C�; C+; � (B�) et � (B+) ;

sont indépendantes de �.
Posons

p� = (1� p)d�, p+ = pd+:

Notre équation spectrale
Lu� �u = g 2 E ;

s�écrit comme suit 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(
u00� (x)�B2

�u� (x) = G�(x) sur ]�l; 0[
u00+ (x)�B2

+u+ (x) = G+(x) sur ]0; L[�
u�(�l) = 0
u0+(L) = 0�
d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�)
= d+

�
u00+(0

+) + Au+(0
+)
�
+ r+u+(0

+)

(1� p)d�u
0
�(0

�) = pd+u
0
+(0

+):

Alors
u�(x) = e(x�a�)B��� + e(b��x)B��� + v�(G)(x);

avec ��; �� 2 E ; a� = �l; b� = 0 : a+ = 0; b+ = L et

v�(G�)(x) =
1

2

xZ
a�

e(x�t)B�B�1
� G�(t)dt+

1

2

b�Z
x

e(t�x)B�B�1
� G�(t)dt:

Donc

u� (x) = e(x+l)B��� + e�xB��� + v�(G�)(x), x 2 ]�l; 0[
u+ (x) = exB+�+ + e(L�x)B+�+ + v+(G+)(x), x 2 ]0; L[ ;

et

v�(G�)(x) =
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�B�1
� G�(t)dt+

1

2

0Z
x

e(t�x)B�B�1
� G�(t)dt;

v+(G+)(x) =
1

2

xZ
0

e(x�t)B+B�1
+ G+(t)dt+

1

2

LZ
x

e(t�x)B+B�1
+ G+(t)dt;

qui donnent

u0� (x) = B�e
(x+l)B��� �B�e

�xB��� + v0�(G�)(x), x 2 ]�l; 0[
u0+ (x) = B+e

xB+�+ �B+e
(L�x)B+�+ + v0+(G+)(x), x 2 ]0; L[ ;
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u0� (0) = B�e
lB��� �B��� + v0�(G�)(0)

u0+ (0) = B+�+ �B+e
LB+�+ + v0+(G+)(0).

Les conditions aux limites(
u� (�l) = �� + elB��� + v�(G�)(�l) = 0
u0+ (L) = B+e

LB+�+ �B+�+ + v0+(G+)(L) = 0;

donnent (
�� = �elB��� � v�(G�)(�l)
�+ = eLB+�+ +B�1

+ v0+(G+)(L):

La condition de continuité (The interface dispersal condition)

d�
�
u00�(0)�B2

�u�(0)
�
� r�u�(0) = d+

�
u00+(0)�B2

+u+(0)
�
+ r+u+(0)

devient
d�G�(0) + �u�(0) = d+G+(0) + �u+(0)

ou

d�G�(0) + �
�
elB��� + �� + v�(G�)(0)

�
= d+G+(0) + �

�
�+ + eLB+�+ + v+(G+)(0)

�
;

et puisque

u0� (0) = B�e
lB��� �B��� + v0�(G�)(0)

u0+ (0) = B+�+ �B+e
LB+�+ + v0+(G+)(0),

La condition d�asymétrie (the skewness condition)

p�(u�)
0(0)� p+(u+)

0(0) = 0;

donne

p�
�
B�e

lB��� �B���
�
� p+

�
B+�+ �B+e

LB+�+
�

= �p�v0�(G�)(0) + p+v
0
+(G+)(0):

On obtient le système8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�� = �elB��� � v�(G�)(�l)
�+ = eLB+�+ +B�1

+ v0+(G+)(L)

p�
�
B�e

lB��� �B���
�
� p+

�
B+�+ �B+e

LB+�+
�

= �p�v0�(G�)(0) + p+v
0
+(G+)(0)

�
�
elB��� + ��

�
� �

�
�+ + eLB+�+

�
= d+G+(0)� d�G�(0) + �v+(G+)(0)� �v�(G�)(0);
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qui équivaut à8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�� = �elB��� � v�(G�)(�l)
�+ = eLB+�+ +B�1

+ v0+(G+)(L)

p�
�
elB��� � ��

�
� p+

�
B�1
� B+�+ �B�1

� B+e
LB+�+

�
= B�1

�
�
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
:= (I)�

elB��� + ��
�
�
�
�+ + eLB+�+

�
=
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0) := (II);

ainsi 8>><>>:
�� = �elB��� � v�(G�)(�l)
�+ = eLB+�+ +B�1

+ v0+(G+)(L)
p�
�
elB��� � ��

�
� p+

�
B�1
� B+�+ �B�1

� B+e
LB+�+

�
= (I)�

elB��� + ��
�
�
�
�+ + eLB+�+

�
= (II);

en utilisant les deux première équations, on obtient

p�
�
elB��� � ��

�
� p+

�
B�1
� B+�+ �B�1

� B+e
LB+�+

�
= p�

�
elB�

�
�elB��� � v�(G�)(�l)

�
� ��

�
�p+

�
B�1
� B+�+ �B�1

� B+e
LB+

�
eLB+�+ +B�1

+ v0+(G+)(L)
��

= �p�
�
e2lB��� + ��

�
� p�e

lB�v�(G�)(�l)� p+B
�1
� B+�+

+p+B
�1
� B+e

2LB+�+ + p+B
�1
� B+e

LB+B�1
+ v0+(G+)(L)

= �p�
�
I + e2lB�

�
�� � p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
�+

+p+B
�1
� eLB+v0+(G+)(L)� p�e

lB�v�(G�)(�l);

et �
elB��� + ��

�
�
�
�+ + eLB+�+

�
= elB�

�
�elB��� � v�(G�)(�l)

�
+ ��

�
�
�+ + eLB+

�
eLB+�+ +B�1

+ v0+(G+)(L)
��

=
�
I � e2lB�

�
�� �

�
I + e2LB+

�
�+

�elB�v�(G�)(�l)� eLB+B�1
+ v0+(G+)(L);

le système ci-dessus devient8>>><>>>:
�p�

�
I + e2lB�

�
�� � p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
�+

= (I)� p+B
�1
� eLB+v0+(G+)(L) + p�e

lB�v�(G�)(�l) := (I 0)�
I � e2lB�

�
�� �

�
I + e2LB+

�
�+

= (II) + elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1
+ v0+(G+)(L) := (II

0);

or (
�p�

�
I + e2lB�

�
�� � p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
�+ = (I

0)�
I � e2lB�

�
�� �

�
I + e2LB+

�
�+ = (II

0):
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Le déterminant abstrait de ce système est

��;p�;p+ = p�
�
I + e2lB�

� �
I + e2LB+

�
+p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

� �
I � e2lB�

�
:

Pour l�inversibilité de ��;p�;p+ ; on utilisera le H
1-calcul pour les opérateurs sectoriels.

On rappele que les opérateurs
�
I + e2lB�

�
;
�
I + e2LB+

�
;
�
I � e2LB+

�
et
�
I � e2lB�

�
sont

bornés inversibles par application la Proposition 2.3.6, page 60 dans A. Lunardi [30].

4.5 Inversibilité du déterminant ��;p�;p+

On pose
r�
d�
= ��;

�

d�
= ��;

r+
d+
= �+,

�

d+
= �+;

considérons ! 2]0; �[ et rappelons que

S! = fz 2 Cn f0g : jarg zj < !g :

On considère la fonction suivante

e�;p�;p+ : S! 3 z 7�! e�;p�;p+(z);

dé�nie comme suit

e�;p�;p+(z)

= p�

�
1 + e�2l(z+��+��)

1=2
��

1 + e�2L(z+�+��+)
1=2
�

+p+

�
z + �+ � �+

�1=2�
z + �� + ��

�1=2 �1� e�2L(z+�+��+)
1=2
��

1� e�2l(z+��+��)
1=2
�
;

il est clair que cette fonction est holomorphe et bornée puisque

Re
�
z + �� + ��

�1=2
> 0 et Re

�
z + �+ � �+

�1=2
> 0;

donc e�;p�;p+ 2 H1(S!). D�autre part on sait que l�opérateur �A a un H1(S!) calcul
fonctionnel borné ; donc on a

��;p�;p+ = e�;p�;p+(�A):
On a ��e�;p�;p+(z)��

>
 
p+

�����
�
z + �+ � �+

�1=2�
z + �� + ��

�1=2
�����
����1� e�2L(z+�+��+)

1=2
���� ����1� e�2l(z+��+��)

1=2
����

+ p�

����1 + e�2l(z+��+��)1=2���� ����1 + e�2L(z+�+��+)1=2����� � ����cos��2
����� ;
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où

� = arg

 �
z + �+ � �+

�1=2�
z + �� + ��

�1=2
!
+ arg

�
1� e�2L(z+�+��+)

1=2
�

+arg

�
1� e�2l(z+��+��)

1=2
�
� arg

�
1 + e�2l(z+��+��)

1=2
�

� arg
�
1 + e�2L(z+�+��+)

1=2
�
;

alors

j�j
6

���arg �z + �+ � �+
�1=2 � arg �z + �� + ��

�1=2���
+

����arg�1� e�2l(z+��+��)
1=2
�
� arg

�
1 + e�2l(z+��+��)

1=2
�����

+

����arg�1� e�2l(z+��+��)
1=2
�
� arg

�
1 + e�2L(z+�+��+)

1=2
����� :

Maintenant puisque
z 2 S! = fz 2 Cn f0g : jarg zj < !g ;

alors, on peut remarquer qu�il existe !��;�� 2]0; !=2[ et !�+;�+ 2]0; !=2[; (avec !��;�� <
!�+;�+) tels que 8<: 2l

�
z + �� + ��

�1=2 2 S!��;��
2L
�
z + �+ � �+

�1=2 2 S!�+;�+ ;
en utilisant le lemme 2.7 dans le chapitre 2 Section 2, on a8>><>>:

����arg�1� e�2l(z+��+��)
1=2
�
� arg

�
1 + e�2l(z+��+��)

1=2
����� < !��;�����arg �z + �+ � �+

�1=2 � arg �z + �� + ��
�1=2��� 6 !�+;�+ ;

d�où on en déduit

j�j < !�+;�+ � !��;�� + !��;�� + !�+;�+ < 2!�+;�+ < !;

et ��e�;p�;p+(z)��
>

 
p+

�����
�
z + �+ � �+

�1=2�
z + �� + ��

�1=2
�����
����1� e�2L(z+�+��+)

1=2
���� ����1� e�2l(z+��+��)

1=2
����

+ p�

����1 + e�2l(z+��+��)1=2���� ����1 + e�2L(z+�+��+)1=2����� � cos�!2� ;
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ou ��e�;p�;p+(z)�� > p�

����1 + e�2l(z+��+��)1=2���� ����1 + e�2L(z+�+��+ )1=2���� cos�!2�
> p�

h
1� e��=(2 tan(!��;�� )

i h
1� e��=(2 tan(!�+;�+ )

i
cos
�!
2

�
> p�

�
1� e��=(2 tan(!=2)

�2
cos
�!
2

�
> 0;

puisque pour tout z 2 S!, on a

tan(!��;��) 6 tan(!=2) et tan(!�+;�+) 6 tan(!=2):

Alors la fonction e�;p�;p+(z) ne s�annule pas dans S! et la fonction 1=e�;p�;p+(z) est bornée,
donc appartient à H1(S!): Donc

1=e�;p�;p+

1 6 C

p�
=

C

(1� p)d�
:

Nous concluons alors que ��;p�;p+ est borné inversible et8><>:
��1
�;p�;p+

=
�
1=e�;p�;p+

�
(�A)


��1

�;p�;p+





L(E)

6 C

(1� p)d�
:

Notons que la constante C est indépendante des habitats et du paramètre �.
Maintenant de l�équation

��;p�;p+A
�1 = A�1��;p�;p+ ;

Il s�ensuit que
��1
�;p�;p+

A = A��1
�;p�;p+

;

surD(A), puisque��1
�;p�;p+

est un opérateur borné surD(A). Alors par interpolation��1
�;p�;p+

est borné sur n�importe quel espace d�interpolation (D(A); E)�;q (voir la dé�nition dans [19])
on a donc la même estimation


��1

�;p�;p+





L((D(A);E)�;q)

6 C

(1� p)d�
:

4.6 Résolution de l�équation spectrale

Rappelons que8<:
(I) = B�1

�
�
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
(II) =

1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0);

et (
(I 0) = (I)� p+B

�1
� eLB+v0+(G+)(L) + p�e

lB�v�(G�)(�l)
(II 0) = (II) + elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L);
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alors

(I 0) = (I)� p+B
�1
� eLB+v0+(G+)(L) + p�e

lB�v�(G�)(�l)
= B�1

�
�
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
�p+B�1

� eLB+v0+(G+)(L) + p�e
lB�v�(G�)(�l);

(II 0) = (II) + elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1
+ v0+(G+)(L)

=
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

+elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1
+ v0+(G+)(L):

Du système (
�p�

�
I + e2lB�

�
�� � p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
�+ = (I

0)�
I � e2lB�

�
�� �

�
I + e2LB+

�
�+ = (II

0);

on a (
�� = �

�1
�;p�;p+

�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�+ = �
�1
�;p�;p+

�
�p�

�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)
�
;

et

�� = �elB��� � v�(G�)(�l)
= ���1

�;p�;p+
elB�

��
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
��

�v�(G�)(�l);

d�où on en déduit

u� (x) = e(x+l)B��� + e�xB��� + v�(G�)(x)

= ���1
�;p�;p+

elB�e(x+l)B�
�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�e(x+l)B� [v�(G�)(�l)]
+��1

�;p�;p+
e�xB�

�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

+v�(G�)(x);

maintenant, en utilisant

p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)

= p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

� �1
�
[d+G+(0)� d�G�(0)] +

�
+p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
[v+(G+)(0)� v�(G�)(0)]

+p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

� �
elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L)
�

�B�1
�
�
I + e2LB+

� �
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
�
�
I + e2LB+

� �
p�e

lB�v�(G�)(�l)� p+B
�1
� eLB+v0+(G+)(L)

�
;
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on obtient pour x 2 ]�l; 0[ ;

u� (x)

= e(x+l)B��� + e�xB��� + v�(G�)(x)

= ���1
�;p�;p+

elB�e(x+l)B�
�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�e(x+l)B� [v�(G�)(�l)]
+��1

�;p�;p+
e�xB�

�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

+v�(G�)(x);

or

u� (x)

= ��1
�;p�;p+

�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)

�
���1

�;p�;p+

�
e�xB� � e(x+2l)B�

� ��
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�e(x+l)B� [v�(G�)(�l)]
+v�(G�)(x):

De la même manière, nous avons

�+ = eLB+�+ +B�1
+ v0+(G+)(L)

= ��1
�;p�;p+

eLB+
��
�p�

�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)
��

+B�1
+ v0+(G+)(L);

et pour tout x 2 ]0; L[ ;

u+ (x)

= ��1
�;p�;p+

�
exB+ + e(2L�x)B+

� �
�p�

�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)
�

+B�1
+ e(L�x)B+v0+(G+)(L)

+v+(G+)(x):

4.6.1 La non-continuité de la densité

Comme nous l�avons mentionné, la densité de la population n�est pas continue dans toute
l�interface. En e¤et, nous avons

u� (0)

= ��1
�;p�;p+

�
I � e2lB�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�elB� [v�(G�)(�l)] + v�(G�)(0);

et

u+ (0) = ��1
�;p�;p+

�
I + e2LB+

� �
�p�

�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)
�

+B�1
+ eLB+v0+(G+)(L) + v+(G+)(0);
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alors

u� (0)� u+ (0)

= ��1
�;p�;p+

�
I � e2lB�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

+��1
�;p�;p+

�
I + e2LB+

� �
p�
�
I + e2lB�

�
(II 0) +

�
I � e2lB�

�
(I 0)
�

�elB� [v�(G�)(�l)]�B�1
+ eLB+v0+(G+)(L)

+v�(G�)(0)� v+(G+)(0);

mais

��;p�;p+ = p�
�
I + e2lB�

� �
I + e2LB+

�
+ p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

� �
I � e2lB�

�
;

alors

u� (0)� u+ (0)

= ��1
�;p�;p+

�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

� �
I � e2lB�

�
+p�

�
I + e2LB+

� �
I + e2lB�

��
(II 0)

+��1
�;p�;p+

��
I + e2LB+

� �
I � e2lB�

�
�
�
I � e2lB�

� �
I + e2LB+

��
(I 0)

�elB� [v�(G�)(�l)]�B�1
+ eLB+v0+(G+)(L)

+v�(G�)(0)� v+(G+)(0)

= (II 0)� elB� [v�(G�)(�l)]�B�1
+ eLB+v0+(G+)(L)

+v�(G�)(0)� v+(G+)(0);

Maintenant, rappelons que

(II 0) = (II) + elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1
+ v0+(G+)(L)

=
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

+elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1
+ v0+(G+)(L);

donc

u� (0)� u+ (0)

=
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

+elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1
+ v0+(G+)(L)

�elB� [v�(G�)(�l)]�B�1
+ eLB+v0+(G+)(L)

+v�(G�)(0)� v+(G+)(0)

=
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] 6= 0;

puisque
d+G+(0)� d�G�(0) = g+(0)� g�(0) 6= 0:
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4.7 u 2 D(L)
On doit véri�er que u 2 D(L). Rappelons que pour tout x 2]� l; 0[

u� (x)

= ��1
�;p�;p+

�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)

�
���1

�;p�;p+

�
e�xB� � e(x+2l)B�

� ��
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�e(x+l)B� [v�(G�)(�l)] + v�(G�)(x);

et pour tout x 2 ]0; L[ ;

u+ (x)

= ��1
�;p�;p+

�
exB+ + e(2L�x)B+

� �
�p�

�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)
�

+B�1
+ e(L�x)B+v0+(G+)(L) + v+(G+)(x):

On doit montrer que u 2 D(L) c�est-à-dire8>><>>:
i) u� 2 C� ([�l; 0[;C0([0; 1]))
ii) u0�; u

00
� 2 C ([�l; 0[;C0([0; 1]))

iii) x 7!
�
u00�(x)�B2

�u�(x)
�
2 C� ([�l; 0[;C0([0; 1])) ;8>><>>:

iv) u+ 2 C� (]0; L];C0([0; 1]))
v) u0+; u

00
+ 2 C (]0; L];C0([0; 1]))

vi) x 7!
�
u00+(x)�B2

+u+(x)
�
2 C� (]0; L];C0([0; 1])) ;

et toutes les conditions aux bords, d�asymétrie et de dispersion sont véri�ées.
Notons que iii) et vi) impliquent que�

u00�(0
�)�B2

�u�(0
�)
�
et
�
u00+(0

+)�B2
+u+(0

+)
�
;

existent.
Montrons par exemple iii). On a, pour tout x 2]� l; 0[

B2
�u�(x)

= ��1
�;p�;p+

B2
�
�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)

�
���1

�;p�;p+
B2
�
�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
I + e2LB+

�
(I 0)

�B2
�e

(x+l)B� [v�(G�)(�l)] +B2
�v�(G�)(x);

et

u00�(x)

= ��1
�;p�;p+

B2
�
�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)

�
���1

�;p�;p+
B2
�
�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
I + e2LB+

�
(I 0)

�B2
�e

(x+l)B� [v�(G�)(�l)] + v00�(G�)(x):
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On a

v�(G�)(x) =
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�B�1
� G�(t)dt+

1

2

0Z
x

e(t�x)B�B�1
� G�(t)dt;

v0�(G�)(x) =
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�G�(t)dt�
1

2

0Z
x

e(t�x)B�G�(t)dt

= w1(x) + w2(x):

Posons pour " > 0 assez petit

w1"(x) =
1

2

x�"Z
�l

e(x�t)B�G�(t)dt; w2"(x) = �
1

2

0Z
x+"

e(t�x)B�G�(t)dt;

alors

w01"(x) =

0@1
2

x�"Z
�l

e(x�t)B�G�(t)dt

1A0

=
1

2
e"B�G�(x� ") +

1

2

x�"Z
�l

B�e
(x�t)B�G�(t)dt;

=
1

2
e"B�G�(x� ") +

1

2

x�"Z
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2

x�"Z
�l

B�e
(x�t)B�G�(x)dt;

w01"(x) =
1

2
e"B� [G�(x� ")�G�(x)] +

1

2
e(x+l)B�G�(x)

+
1

2

x�"Z
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt;

de même, on obtient

w02"(x) =

0@�1
2

0Z
x+"

e(t�x)B�G�(t)dt

1A0

=
1

2
e"B�G�(x+ ") +

1

2

0Z
x+"

B�e
(t�x)B�G�(t)dt;
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=
1

2
e"B�G�(x+ ") +

1

2

0Z
x+"

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2

0Z
x+"

B�e
(t�x)B�G�(x)dt;

=
1

2
e"B� (G�(x+ ")�G�(x)) +

1

2
e�xB�G�(x)

+
1

2

0Z
x+"

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt:

D�autre part, on a

�B2
�v�(G�)(x)

= �1
2

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt�

1

2

xZ
�l

B�e
(x�t)B�G�(x)dt

�1
2

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt�

1

2

0Z
x

B�e
(t�x)B�G�(x)dt;

= �1
2

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt�

1

2

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
G�(x)�

1

2
e(x+l)B�G�(x)�

1

2
e�xB�G�(x) +

1

2
G�(x);

On en déduit 

[w01"(x) + w02"(x)]�B2
�v�(G�)(x)�G�(x)




6 k[G�(x� ")�G�(x)]k+ k[G�(x+ ")�G�(x)]k

+
1

2








xZ

x�"

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt








+
1

2








x+"Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt








6 C

0@"� + xZ
x�"

(x� t)��1 dt+

x+"Z
x

(t� x)��1 dt

1A kG�kC�([�l;0];E) ;
et ce dernier terme tend vers 0 quand "! 0. Il s�ensuit

v00�(G�)(x)�B2
�v�(G�)(x) = G�(x);
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par conséquent

u00�(x)�B2
�u�(x)

= v00�(G�)(x)�B2
�v�(G�)(x) = G�(x);

d�où on déduit que

x 7!
�
u00�(x)�B2

�u�(x)
�
2 C� ([�l; 0[;C0([0; 1])) ;

et
d�
�
u00�(x) + Au�(x)

�
� r�u�(x) = �u�(x) + d�G�(x):

Puisque nous avons calculé u�(0�), nous en déduisons que la limite

lim
x!0�

�
d�
�
u00�(x) + Au�(x)

�
� r�u�(x)

�
;

existe et �
d�
�
u00�(0

�) + Au�(0
�)
�
� r�u�(0

�)
�
= �u�(0

�) + d�G�(0):

Similairement, on obtient, pour tout x 2]0; L[

d+
�
u00+ (x) + Au+ (x)

�
+ r+u+ (x) = �u+ (x) + d+G+(x);

qui implique

d+
�
u00+
�
0+
�
+ Au+

�
0+
��
+ r+u+

�
0+
�
= �u+(0

+) + d+G+(0):

4.8 Estimation de l�opérateur résolvant

4.8.1 la norme ku�k1
Ici x 2 [�l; 0]. Toutes les constantes C dans cette sous-section sont indépendantes de �

en vertu de (4.8).
Premièrement on estime

(a) =
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�B�1
� G�(t)dt+

1

2

0Z
x

e(t�x)B�B�1
� G�(t)dt

=
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�B�1
� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2

0Z
x

e(t�x)B�B�1
� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�B�1
� G�(x)dt+

1

2

0Z
x

e(t�x)B�B�1
� G�(x)dt;
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or

(a) =
1

2
B�2
�

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
�

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
� e(x+l)B�G�(x) +

1

2
B�2
� e�xB�G�(x)�B�2

� G�(x):

On a

k(a)kE 6 C


B�2

�


 kG�kC�([�l;0];E)

6 C







�
A� r�

d�
I � �

d�
I

��1




 kG�kC�([�l;0];E)
6 C���� �d� + r�

d�

���� kG�kC�([�l;0];E) :
Maintenant on estime

(b) = v�(G�)(�l) =
1

2

0Z
�l

e(t+l)B�B�1
� G�(t)dt

=
1

2
B�2
�

0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt+

1

2
B�1
�

0Z
�l

e(t+l)B�G�(�l)dt

=
1

2
B�2
�

0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt+

1

2
B�2
�
�
elB� � I

�
G�(�l);

comme ci-dessus, on obtient

k(b)kE 6 C


B�2

�


 kG�kC�([�l;0];E)

6 C���� �d� + r�
d�

���� kG�kC�([�l;0];E) :
Pour le troisième terme suivant

(c) = v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

=
1

2

LZ
0

etB+B�1
+ G+(t)dt�

1

2

0Z
�l

e�tB�B�1
� G�(t)dt;
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on écrit

(c) =
1

2

LZ
0

etB+B�1
+ G+(t)dt�

1

2

0Z
�l

e�tB�B�1
� G�(t)dt

=
1

2

LZ
0

B�1
+ etB+ (G+(t)�G+(0)) dt+

1

2

LZ
0

B�1
+ etB+G+(0)dt

�1
2

0Z
�l

B�1
� e�tB� (G�(t)�G�(0)) dt�

1

2

0Z
�l

B�1
� e�tB�G�(0)dt;

alors

(c) =
B�2
+

2

LZ
0

B+e
tB+ (G+(t)�G+(0)) dt

�B
�2
�
2

0Z
�l

B�e
�tB� (G�(t)�G�(0)) dt

+
1

2
B�2
+

�
eLB+ � I

�
G+(0) +

1

2
B�2
�
�
I � elB+

�
G�(0);

dont il suit

k(c)kE 6 C


B�2

+



 kG+kC�([0;L];E) + C


B�2

�


 kG�kC�([�l;0];E)

6 C���� �d+ � r+
d+

���� kG+kC�([0;L];E) +
C���� �d� + r�
d�

���� kG�kC�([�l;0];E) ;
l�estimation similaire est obtenue pour tous les termes de u� (x). Résumons que nous avons,
pour tous les complexes � tels que �

jarg(�)j < � � "0
j�j > r+;

l�estimation

ku�k
C([�l;0];E)

6 C���� �d+ � r+
d+

���� kG+kC�([0;L];E) +
C���� �d� + r�
d�

���� kG�kC�([�l;0];E) :
De la même manière, nous obtenons pour tous les complexes � tels que jarg(�)j < � � "0;

ku+k
C([0;L];E)

6 C���� �d+ � r+
d+

���� kG+kC�([0;L];E) +
C���� �d� + r�
d�

���� kG�kC�([�l;0];E) :
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4.8.2 Estimation de la semi-norme [u�]�
Comme ci-dessus, toutes les constantes C dans cette sous-section sont indépendantes de

� en vertu de (4.8). Nous devons maintenant estimer la semi-norme

[u�]� = sup
x1;x22[�l;0]
x1 6=x2

ku�(x1)� u�(x2)kE
jx1 � x2j�

;

on rappelle que

u� (x)

= ��1
�;p�;p+

�
e�xB� � e(x+2l)B�

� �
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

�e(x+l)B� [v�(G�)(�l)]
+v�(G�)(x);

où

p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)

= p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

� �1
�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

�
+p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

� �
elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L)
�

�B�1
�
�
I + e2LB+

� �
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
�
�
I + e2LB+

� �
p�e

lB�v�(G�)(�l)� p+B
�1
� eLB+v0+(G+)(L)

�
;

puisque

p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)

= p+B
�1
� B+

�
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)]

�
+p+B

�1
� B+ [v+(G+)(0)� v�(G�)(0)]

�p+B�1
� B+e

2LB+

�
1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

�
+p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

� �
elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L)
�

�B�1
�
�
I + e2LB+

� �
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
�
�
I + e2LB+

� �
p�e

lB�v�(G�)(�l)� p+B
�1
� eLB+v0+(G+)(L)

�
;

donc on peut écrire

p+B
�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)

=
1

�
p+B

�1
� B+ [d+G+(0)� d�G�(0)] + (III);
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où le terme (III) est régulier, c�est-à-dire au moins dans le domaine de B�: On obtient pour
la représentation de u�

u� (x) =
1

�
p+B

�1
� B+�

�1
�;p�;p+

e�xB� [d+G+(0)� d�G�(0)]

+��1
�;p�;p+

e(x+2l)B�
�
p+B

�1
� B+

�
I � e2LB+

�
(II 0)�

�
I + e2LB+

�
(I 0)
�

+��1
�;p�;p+

�
e�xB� � e(x+2l)B�

�
[(III)]

�e(x+l)B� [v�(G�)(�l)]
+v�(G�)(x):

On a

e(x+l)B� [v�(G�)(�l)] =
1

2
e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

e(t+l)B�B�1
� G�(t)dt

1A

=
1

2
e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

e(t+l)B�B�1
� (G�(t)�G�(�l)) dt

1A
+
1

2
e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

e(t�x)B�B�1
� G�(�l)dt

1A

=
1

2
B�2
� e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt

1A
+
1

2
B�2
� e(x+l)B�

�
elB�G�(�l)�G�(�l)

�
;

et

v�(G�)(x)

=
1

2

xZ
�l

e(x�t)B�B�1
� G�(t)dt+

1

2

0Z
x

e(t�x)B�B�1
� G�(t)dt

=
1

2
B�2
�

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
�

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
� e(x+l)B�G�(x) +

1

2
B�2
� e�xB�G�(x)�B�2

� G�(x):
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En résumé, nous obtenons

u� (x)

=
1

�
p+B

�1
� B+�

�1
�;p�;p+

e�xB� [d+G+(0)� d�G�(0)] + (IV )

�1
2
B�2
� e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt

1A
�1
2
B�2
� e(x+l)B�

�
elB�G�(�l)�G�(�l)

�
+
1

2
B�2
�

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
�

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
� e(x+l)B�G�(x) +

1

2
B�2
� e�xB�G�(x)�B�2

� G�(x);

or

u� (x)

=
1

�
p+B

�1
� B+�

�1
�;p�;p+

e�xB� [d+G+(0)� d�G�(0)] + (IV )

�1
2
B�2
� e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt

1A
�1
2
B�2
� e(x+l)B�elB�G�(�l) +

1

2
B�2
� e(x+l)B�G�(�l)

+
1

2
B�2
�

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
�

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

+
1

2
B�2
� e(x+l)B� (G�(x)�G�(�l)) +

1

2
B�2
� e(x+l)B�G�(�l)

+
1

2
B�2
� e�xB� (G�(x)�G�(0)) +

1

2
B�2
� e�xB�G�(0)

�B�2
� G�(x);
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où le terme (IV ) est régulier. Posons8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

w1(x) =
1

2

xZ
�l

B�e
(x�t)B� (G�(t)�G�(x)) dt

w2(x) =
1

2

0Z
x

B�e
(t�x)B� (G�(t)�G�(x)) dt

	 =

0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt:

Ensuite, nous savons que

[w1]� 6 C kG�kC�([�l;0];E) ; [w2]� 6 C kG�kC�([�l;0];E) ;

en appliquant exactement les mêmes techniques dans [36], p. 46. D�autre part on a

	 2 DB�(�;+1) = DA (�=2;+1) ;

ce qui implique que

x 7! e(x+l)B�

0@ 0Z
�l

B�e
(t+l)B� (G�(t)�G�(�l)) dt

1A 2 C� ([�l; 0] ;E) :

On écrit maintenant

w3(x) = e�xB� (G�(x)�G�(0)) + e�xB�G�(0) := w31(x) + w32(x);

on remarque que
lim
x!0�

w3(x) = G�(0);

puisque G�(0) 2 E = D(A) = D(B�), ainsi w3 2 C([�l; 0] ;E) et on sait que

w31 2 C� ([�l; 0] ;E) ;

en vertu de [36], (voir p. 47 l�hölderianité de la fonction dans (4.19)). D�autre part

w32 2 C� ([�l; 0] ;E) ;

si et seulement si
G�(0) 2 DB�(�;+1) = DA (�=2;+1) :

Similairement on obtient

x 7! e(x+l)B�G�(�l) 2 C� ([�l; 0] ;E) ;

si et seulement si
G�(�l) 2 DB�(�;+1) = DA (�=2;+1) :
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En résumé, si on suppose que

g+(0); g�(0); g�(�l) 2 DA (�=2;+1) ;

on a

[u�]� 6 C

j�j kg+(0)� g�(0)kDA(�=2;+1)

+C


B�2

�


 kg�kC�([�l;0];E)

+C


B�2

�


 h

elB�G�(�l)

DA(�=2;+1) + kG�(�l)kDA(�=2;+1)i

+C


B�2

�


 kg�(0)kDA(�=2;+1) ;

or 

B�2
�


 = 




�

�
�
�
A� r�

d�
I � �

d�
I

���1




 6 C���� �d� + r�
d�

���� ;
ainsi

[u�]� 6 C

j�j kg+(0)� g�(0)kDA(�=2;+1) +
C���� �d� + r�
d�

���� kg�kC�([�l;0];E)
+

C���� �d� + r�
d�

����
h

elB�G�(�l)

DA(�=2;+1) + kG�(�l)kDA(�=2;+1)i

+
C���� �d� + r�
d�

���� kg�(0)kDA(�=2;+1) :

4.8.3 Estimation de la semi-norme [u+]�
Comme dans les deux sous-sections ci-dessus, toutes les constantes C ici sont indépen-

dantes de � en vertu de (4.8).
Rappelons que

u+ (x)

= ��1
�;p�;p+

�
exB+ + e(2L�x)B+

� �
�p�

�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)
�

+B�1
+ e(L�x)B+v0+(G+)(L)

+v+(G+)(x);

où (
(I 0) = (I)� p+B

�1
� eLB+v0+(G+)(L) + p�e

lB�v�(G�)(�l)
(II 0) = (II) + elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L);8<:
(I) = B�1

�
�
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

�
(II) =

1

�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0);
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puisque

�p�
�
I + e2lB�

�
(II 0)�

�
I � e2lB�

�
(I 0)

= �p�
�
I + e2lB�

� �
(II) + elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L)
�

�
�
I � e2lB�

� �
(I)� p+B

�1
� eLB+v0+(G+)(L) + p�e

lB�v�(G�)(�l)
�

= �p�
�
I + e2lB�

� �1
�
[d+G+(0)� d�G�(0)] + v+(G+)(0)� v�(G�)(0)

�
�p�

�
I + e2lB�

� �
elB�v�(G�)(�l) + eLB+B�1

+ v0+(G+)(L)
�

�
�
I � e2lB�

� �
B�1
�
�
�p�v0�(G�)(0) + p+v

0
+(G+)(0)

��
�
�
I � e2lB�

� �
�p+B�1

� eLB+v0+(G+)(L) + p�e
lB�v�(G�)(�l)

�
:

On a

v+(G+)(x) +B�1
+ e(L�x)B+v0+(G+)(L)

=
1

2

xZ
0

e(x�t)B+B�1
+ G+(t)dt+

1

2

LZ
x

e(t�x)B+B�1
+ G+(t)dt

+
1

2
B�1
+ e(L�x)B+

LZ
0

e(L�t)B+G+(t)dt:

Et puisque

1

2
B�1
+ e(L�x)B+

LZ
0

e(L�t)B+G+(t)dt

=
1

2
B�2
+ e(L�x)B+

LZ
0

B+e
(L�t)B+ [G+(t)�G+(L)] dt

+
1

2
B�1
+ e(L�x)B+

LZ
0

e(L�t)B+G+(L)dt

=
1

2
B�2
+ e(L�x)B+

LZ
0

B+e
(L�t)B+ [G+(t)�G+(L)] dt

�1
2
B�2
+ e(L�x)B+G+(L) +

1

2
B�2
+ e(L�x)B+eLB+G+(L);
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et

1

2

xZ
0

e(x�t)B+B�1
+ G+(t)dt+

1

2

LZ
x

e(t�x)B+B�1
+ G+(t)dt

=
1

2
B�2
+

xZ
0

B+e
(x�t)B+ (G+(t)�G+(x)) dt

+
1

2
B�2
+

LZ
x

B+e
(t�x)B+ (G+(t)�G+(x)) dt

+
1

2
B�1
+

xZ
0

e(x�t)B+G+(x)dt+
1

2
B�1
+

LZ
x

e(t�x)B+G+(x)dt

=
1

2
B�2
+

xZ
0

B+e
(x�t)B+ (G+(t)�G+(x)) dt

+
1

2
B�2
+

LZ
x

B+e
(t�x)B+ (G+(t)�G+(x)) dt

+
1

2
B�2
+ exB+ [G+(x)�G+(0)] +

1

2
B�2
+ exB+G+(0)

+
1

2
B�2
+ e(L�x)B+ [G+(x)�G+(L)] +

1

2
B�2
+ e(L�x)B+G+(L)

�B�2
+ G+(x):

Maintenant, puisque

B�2
+



 = 




�
�
�
�
A+

r+
d+
I � �

d+
I

���1




 6 C���� �d+ � r+
d+

���� ;
l�estimation de [u+]� est obtenue comme [u�]� si on suppose

g+(0); g+(L) 2 DA (�=2;+1) ;

et on obtient

[u+]� 6 C

j�j kg+(0)� g�(0)kDA(�=2;+1) +
C���� �d+ � r+
d+

���� kg+kC�([0;L];E)
+

C���� �d+ � r+
d+

���� kg+(L)kDA(�=2;+1)
+

C���� �d+ � r+
d+

���� kg+(0)kDA(�=2;+1) :
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Toute cette analyse nous amène à considérer l�espace naturel suivant

E� =
�
u 2 C ([�l; L]n f0g ;E) : 9 u(0�) 2 E0, 9 u(0+) 2 E0; (4.9)

u(�l) = 0; u(L) 2 E0, uj[�l;0[ 2 C� ([�l; 0[;E) et
uj]0;L] 2 C� (]0; L];E)

	
;

où
E0 = DA (�=2;+1) =

�
' 2 C� ([0; 1]) : '(0) = '(1) = 0

	
;

puis, on peut montrer que E� est un espace de Banach muni de la norme

kukE� = max
�
ku�kC�([�l;0[;E) ; ku+kC�(]0;L];E)

�
+max

�

u�(0�)

C�([0;1]) ;

u+(0+)

C�([0;1]) ; ku+(L)kC�([0;1])� :
Nous concluons ensuite par le résultat principal suivant

Théorème 4.1 L�opérateur de dispersion L dé�ni dans les deux habitats décrits dans (4.6)
génère un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0) dans l�espace de Banach
E�

Remarque 4.3 Notons que la condition que la densité de la population disparaisse sur la
limite extérieure de la zone tampon 
� est naturelle et le fait que sur fLg�]0; 1[ et sur
l�interface f0g�]0; 1[ nous avons une Hölder-condition continue est en quelque sorte réaliste

Remarque 4.4 Nous pouvons spéci�er la fermeture du domaine D(L) en utilisant les fa-
meux petits espaces de Banach continus Hölder.



Chapitre 5

Etude spectrale du problème initial

5.1 Introduction

Ici il s�agit de revenir au problème avec les paramètres l; L

(P1A)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equats)

8>>>>>><>>>>>>:

u00�(x) + Au�(x)�
r

d
u�(x) =

g�(x)

d
dans ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
dans ]0; 2L[

u00+(x) + Au+(x)�
r

d
u+(x) =

g+(x)

d
dans ]2L; 2L+ l[

(Bounda C.)

(
u�(�l) = f�

u+(2L+ l) = f+

(Transmission. C.)
�
u�(0) = u0(0)
u0(2L) = u+(2L)

(Skewness C.)

(
(1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0)

pd0u
0
0(2L) = (1� p)du0+(2L):

Dans le cas de conditions aux limites homogènes, on considère le problème aux valeurs
propres � et vecteurs propres v :

(P1ASp)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Equats)

8>><>>:
dv00�(x) + dAv�(x)� rv�(x) = �v�(x) dans ]�l; 0[
d0v

00
0(x) + d0Av0(x) + r0v0(x) = �v0(x) dans ]0; 2L[

dv00+(x) + dAv+(x)� rv+(x) = �v+(x) dans ]2L; 2L+ l[8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(BTS)

(Bound. C.)

(
v�(�l) = 0
v+(2L+ l) = 0

(Transmi. C.)
�
v�(0) = v0(0)
v0(2L) = v+(2L)

(Skew. C.)

(
(1� p)dv0�(0) = pd0v

0
0(0)

pd0v
0
0(2L) = (1� p)dv0+(2L):
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Ici

v(x) =

8>><>>:
v�(x) dans ]�l; 0[
v0(x) dans ]0; 2L[

v+(x) dans ]2L; 2L+ l[ :

Cette étude de valeurs propres est très importante pour l�analyse du problème complet
d�évolution. En e¤et, posons8>>>>>>><>>>>>>>:

D(H)= fv 2 C ([�l; 2L+ l]; E) ; v� 2 C2 ([�l; 0]; E) ; v0 2 C2 ([0; 2L]; E)
v+ 2 C2 ([2L; 2L+ l]; E) et (BTS)g

Hv =

8>><>>:
dv00� � rv� dans ]�l; 0[
d0v

00
0 + r0v0 dans ]0; 2L[

dv00+ � rv+ dans ]2L; 2L+ l[ ;

et (
D(M) =C ([�l; 2L+ l]; D(A))

(Mv) (x) = Av(x);

et il s�agit alors de résoudre l�équation spectrale

(H +M)� = ��: (5.1)

Supposons maintenant qu�il existe une valeur � et une fonction � véri�ant cette équation,
alors l�équation de di¤usion introduite au début

@u

@t
(t; :) = (H +M) (u(t; :)) (5.2)

admet pour solutions
u(t; :) = �(:)e�t:

5.2 Réduction du modèle général

On signale que le modèle qui dépend de temps (3.1)v (3.5) est assez compliqué à analyser
complètement, cependant on peut évaluer l�e¤et de la variation des di¤érents paramètres
dans le modèle sur la stabilité globale de l�environnement en déterminant le taux moyen de
croissance démographique ou de decroissance prévu par le modèle. Le modèle complet peut
être écrit sous forme condensée comme en 5.2, où (H +M) est le générateur in�nitésimal de
la dispersion et de processus de la croissance. Si on peut trouver une fonction positive �(x)
dans le domaine de (H +M) telle que

(H +M)� = ��

pour une constante � alors l�équation

@u

@t
(t; :) = (H +M) (u(t; :))
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aura des solutions sous la forme
u(t; :) = �(:)e�t

qui croit ou décroit exponentiellement avec le taux �:
L�équation 5.1 est un problème de valeur propre. Ces problèmes sont révélés utiles dans

de nombreuses études sur les e¤ets spatiaux via des modèles de di¤usion ; voir, par exemple,
Cantrell et Cosner [4].
Dans ce problème, les équations dans 3.1 donnent8>><>>:

dv00�(x) + dAv�(x)� rv�(x) = �v�(x) dans ]�l; 0[
d0v

00
0(x) + d0Av0(x) + r0v0(x) = �v0(x) dans ]0; 2L[

dv00+(x) + dAv+(x)� rv+(x) = �v+(x) dans ]2L; 2L+ l[ :

(5.3)

En utilisant 5.3 la condition (Transmission. C.) dans (P1ASp) devient équivalente à la valeur
de ��(x) sur les interfaces en x = 0 et x = 2L, ie

��(0) = �0(0); et �0(2L) = �+(2L): (5.4)

Remarque 5.1 (Cas dimension 1) Dans le cas � = 0 notons que

A� = 0

donc si
v = et�

alors
@v

@t
= v = (A+ I)v;

Donc la fonction �, devient une fonction propre pour A+ I avec � = 1 puisque

(A+ I)� = �:

Ainsi �, est également une fonction propre pour un générateur de semi-groupe avec � =
1 6= 0 ( donc 5.4 est véri�ée.) Une simpli�cation supplémentaire de l�analyse peut être faite
en notant que le problème est complètement symétrique autour de x = L, de sorte que la
solution, �(x) peut être construite en résolvant le problème sur l�intervalle �l < x < L avec
la condition

d�

dx
(L) = 0;

par symétrie on obtient la solution dans L < x < 2L+ l:

On considère donc le problème simpli�é suivant (compte tenu de l�idée de Cantrell et
Cosner, voir [4] page 194) uniquement sur deux habitats

(Equats)

8>><>>:
u00�(x) + Au�(x)�

r

d
u�(x) =

g�(x)

d
dans ]�l; 0[

u000(x) + Au0(x) +
r0
d0
u0(x) =

g0(x)

d0
dans ]0; L[
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avec les conditions aux limites et de transmission suivantes :8>>>><>>>>:
(Bounda C.)

(
u�(�l) = f�

u00(L) = f+

(Transmission. C.) u�(0) = u0(0)
(Skewness C.) (1� p)du0�(0) = pd0u

0
0(0);

et on fait une étude brève de ce problème en gardant surtout les dimensions L et l:

5.3 Laplacien et conditions de Dirichlet

Cas de la dimension 1

On veut résoudre le problème suivant : trouver � 2 R tel que sur (0; 1), le problème :8<:
�u00 = �u
u(0) = 0
u(1) = 0;

admet une solution non nulle.

Remarque 5.2 Il ne s�agit pas d�un problème de Cauchy !

1. Cas � < 0 : On pose : � = �!2. Les solutions sont de la forme :

u(x) = A cosh(!x) +B sinh(!x):

On remarque que u(0) = 0 entraîne A = 0 et que u(1) = 0 implique

B sinh(!) = 0:

La seule possibilité est
u = 0:

2. Cas � = 0 : u est alors a¢ ne et donc

u = 0:

3. Cas � > 0 : On pose : � = !2. Les solutions sont de la forme :

u(x) = A cos(!x) +B sin(!x):

On trouve encore A = 0 et
B sin(!) = 0:

Si B = 0, on obtient la solution triviale nulle. si B 6= 0, alors

sin(!) = 0;

donc
! = n� , avec n 2 Z, n 6= 0:
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On a donc trouvé une famille de � qui conviennent :

�n = n2�2:

On peut clairement se restreindre à n � 1: Pour chaque �n, l�ensemble des solutions
est de dimension 1 et est associé à la fonction

un(x) = sin(n�x):

On note que
u1 > 0 sur (0; 1) :

Remarque 5.3 Les �n sont appelées les valeurs propres de l�opérateur �@2x avec condition
de Dirichlet.

Cas de la dimension 2

Ici, on se place sur C = (0; 1)� (0; 1) et on cherche des solutions simples de :�
�@2x � @2y

�
 = � , avec  = 0 sur @C;

sous la forme :

 (x; y) = f(x)g(y) avec f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = 0:

La séparation des variables donne

�f
00(x)

f(x)
� g00(y)

g(y)
= �:

Cela entraine

�f
00(x)

f(x)
= �1

et

�g
00(y)

g(y)
= �2,

avec
� = �1 + �2:

Cela mène au choix :
f(x) = cun(x) et g(y) = dum(y);

avec
�1 = (n�)

2 ;

et
�2 = (m�)

2 :

On pose
�n;m =

�
n2 +m2

�
�2:

Cette famille de � répond complètement à la question. Cela peut se montrer via les séries de
Fourier. On peut aussi voir que pour un � donné dans cette famille, l�espace des solutions
est de dimension �nie.
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5.4 L�équation spectrale

On étudie l�opérateur suivant

Lu =
(
d��u� � r�u� sur ]�l; 0[� ]0; 1[
d+�u+ + r+u+ sur ]0; L[� ]0; 1[ ;

où u satisfait8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(Bound.C.)

8>>>>>><>>>>>>:

u = 0 dans ]�l; L[� f0g
u = 0 dans ]�l; L[� f1g
u� = 0 dans f�lg � ]0; 1[
@u+
@x

= 0 dans fLg � ]0; 1[

(Interf.C.) d�:�u�(0; y)� r�u� = d+:�u+(0; y) + r+u+; y 2 ]0; 1[ ;

(Skew.C.) (1� p)d�
@u�
@x

(0; y) = pd+
@u+
@x

(0; y); y 2 ]0; 1[ :

On doit étudier l�équation spectrale
Lu = �u; (5.5)

dans un espace approprié, où u véri�e (Bound.C.), (Interf.C.) et (Skew.C.),
c�est-à-dire

(P )

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(Eqs)

(
d��u� � r�u� = �u� sur ]�l; 0[� ]0; h[
d+�u+ + r+u+ = �u+ sur ]0; L[� ]0; h[

(Bound.C.)

8>>>>>><>>>>>>:

u = 0 dans ]�l; L[� f0g
u = 0 dans ]�l; L[� fhg
u� = 0 dans f�lg � ]0; h[
@u+
@x

= 0 dans fLg � ]0; h[

(Interf.C.) u� = u+ sur f0g � ]0; h[

(Skew.C.) (1� p)d
@u�
@x

(0; y) = pd0
@u0
@x
(0; y); y 2 ]0; h[ :

5.4.1 Formulation opérationnelle de l�équation spectrale

Considérons l�espace de Banach suivant

E = C0([0; 1]) = f' 2 C([0; 1]) : '(0) = '(1) = 0g ;

muni de la norme-sup sur C([0; 1]). On dé�nit l�opérateur A dans E par(
D(A) = f' 2 C2([0; h]) : '(0) = '(h) = 0 et '00 2 C0([0; h])g
(A') (y) = '00(y):
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Ensuite, nous savons que cet opérateur linéaire fermé véri�e8<: D(A) = E; pour tout � 2 ]0; �[ ; �(A) � S��� [ f0g et
9C > 0 : 8� 2 S��� [ f0g ; k(�I � A)�1kL(E) �

C

1 + j�j ;
(5.6)

d�autre part on sait que il esixte une boule B(0; �), � > 0, telle que �(A) � B(0; �) et
l�éstimation dans (5.6) reste vraie S��� [ B(0; �). Ici �(A) l�ensemble résolvant de A:

Remarque 5.4 La condition '00 est nulle en 0 et 1 dans la dé�nition de D(A) est nécessaire
pour dé�nir correctement l�opérateur A dans E. Ce n�est pas une restriction puisque nous
supposons naturellement que la dispersion spatiale en direction de la variable y en dehors du
domaine est nulle.

Remarque 5.5 1. On peut considérer les espaces plus naturels

E = C0([0; h]) = f' 2 C([0; h]) : '(0) = '(h) = 0g ;

ou
E = C0(U) =

�
' 2 C(U) : ' = 0 sur @U

	
;

où U est un ouvert borné de R2:
2. Notons que les dimensions l, L et h des deux habitats sont importantes pour l�analyse du
spectre de L, comme cela a été démontré dans [4] dans une dimension. Nous étudions
la situation similaire pour notre problème.

On utilise les notations des fonctions vectorielles bien connues

v�(x)(y) := v�(x; y);

alors on écrit le problème (5.5) dans E; comme suit :

(P1ASp)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(Equats)

(
d�v

00
�(x) + d�Av�(x)� r�v�(x) = �v�(x) sur ]�l; 0[

d+v
00
+(x) + d+Av+(x) + r+v+(x) = �v+(x) sur ]0; L[

(BTS)

8>>>><>>>>:
(Bound. C.)

(
v�(�l) = 0
v0+(L) = 0

(Transmi .C.) v�(0) = v+(0)

(Skew. C.) (1� p)d�v
0
�(0

�) = pd+v
0
+(0

+):

Ici

v(x) =

(
v�(x) sur ]�l; 0[
v+(x) sur ]0; L[ :

Et pour être complet, dans toute cette étude, la dimension par rapport à la variable cachée
y (qui apparaît dans A) doit être considérée et aura son importance.
Cette étude des valeurs propres est très importante pour l�analyse du problème complet

de l�évolution.
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5.4.2 Étude spectrale du problème initial

On utilise essentiellement Cosner [4],p. 194-195 où ils détaillent cette étude dans une
dimension spatiale. Dans notre travail, on analye la situation analogue dans l�espace de deux
dimensions.
On étudie le problème suivant8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(Equats)

(
d�v

00
�(x) + d�Av�(x)� r�v�(x) = �v�(x) sur ]�l; 0[

d+v
00
+(x) + d+Av+(x) + r+v+(x) = �v+(x) sur ]0; L[

(BTS)

8>>>><>>>>:
(Bound. C.)

(
v�(�l) = 0
v0+(L) = 0

(Transmi .C.) v�(0) = v+(0)

(Skew. C.) (1� p)d�v
0
�(0

�) = pd+v
0
+(0

+):

(5.7)

On rappelle que le spectre de l�opérateur A est l�ensemble des valeurs suivantes

�k = �
k2�2

h2
; k = 1; 2; :::::;

Avec les fonctions propres correspondantes : y 7�! sin
�
k�
y

h

�
. Par conséquent, les valeurs

propres de l�opérateur d�A sont

�k = �
k2�2

h2
d�; k = 1; 2; :::::;

et les vecteurs propres correspondants

'k(y) = sin

 
k�
p
d�

h
y

!
:

On pose maintenant
� = �+ �k:

Nous chercherons les vecteurs propres de notre problème abstrait sous la forme suivante :

v�(x) = w�(x)'k:

Par conséquent l�équation spectrale sur ]0; L[

d+v
00
+(x) + d+Av+(x) + r+v+(x) = �v+(x)

devient
d+w

00
+(x)'k + d+w+(x)A'k + r+w+(x)'k = (�k + �)w+(x)'k

alors �
d+w

00
+(x) + (r+ � �)w+(x)

�
'k + (d+A'k � �k'k)w+(x)

= 0

=
�
d+w

00
+(x) + (r+ � �)w+(x)

�
'k
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Cela exige que
r+ > �, (5.8)

puisque �r� < r+.
On suppose que r+ � � > 0 et donc w+(x) > 0 sur ]0; L[ :
Il reste à trouver �:
On se concentre sur

d+w
00
+(x) + (r+ � �)w+(x) = 0; x 2 ]0; L[ ;

la condition
v0+(L) = 0 = w0+(L)'k

impose que
w0+(L) = 0;

d�ou

w+(x) = � cos

�r
r+ � �

d+
(x� L)

�
; x 2 ]0; L[ ;

et donc les vecteurs propres pour x 2 ]0; L[ sont

v+;k(x) = w+(x)'k = � cos

�r
r+ � �

d+
(x� L)

�
� 'k:

Tout d�abord, il faut avoir � > 0 pour la positivité de v+;k(x). D�autre part, on doit aussi

garantir la positivité de cos
�r

r+ � �

d+
(x� L)

�
pour tout x 2 [0; L] ; ce qui implique que

��
2
6
r
r+ � �

d+
(x� L) 6 �

2
;

or
r+ � �

d+
(L� x)2 <

�2

4
;

il su¢ t d�avoir
r+ � �

d+
L2 <

�2

4
;

donc

� > r+ �
�2d+
4L2

: (5.9)

Par conséquent, on obtient la relation suivante entre � et r+

r+ �
�2d+
4L2

< � < r+: (5.10)

De même, on écrit sur ]�l; 0[
v�(x) = w�(x)'k;

� = �+ �k;
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donc sur ]�l; 0[ l�équation

d�v
00
�(x) + d+Av�(x)� r�v�(x) = �v�(x),

devient
d�w

00
�(x)'k + d�w�(x)A'k � r�w�(x)'k = (�k + �)w�(x)'k;

d�où �
d�w

00
�(x)� (r� + �)w�(x)

�
'k + (d�A'k � �k'k)w�(x)

= 0

=
�
d�w

00
�(x)� (r� + �)w�(x)

�
'k:

Ainsi, la séparation des variables exige que�
d�w

00
�(x)� (r� + �)w�(x)

�
'k = 0;

or

w00�(x)�
�
r� + �

d�

�
w�(x) = 0:

Par conséquent, l�équation est écrite.
Nous ne connaissons pas le signe de r� + �, alors nous examinerons les possibilités des

trois cas :
� > �r�; � = �r�; � < �r�:

w00�(x)�
�
r� + �

d�

�
w�(x) = 0:

Finalement on obtient

w�(x) =

8>>>><>>>>:
C1 � sinh

�r
r� + �

d�
(x+ l)

�
; si � > �r�

C2 � (x+ l) si � = �r�
C3 � sin

�r�r� � �

d�
(x+ l)

�
; si � < �r�

; où Ci > 0:

Finalement les vecteurs propres pour x 2 ]0; L[ ;

v+;k(x) = w+(x)'k = � cos

�r
r+ � �

d+
(x� L)

�
� 'k (5.11)

et pour x 2 ]�l; 0[

v�;k(x) = w�(x)'k (5.12)

=

8>>>>>><>>>>>>:

C1 � sinh
�r

r� + �

d�
(x+ l)

�
� 'k si � > �r�

C2 � (x+ l) � 'k si � = �r�

C3 � sin
�r�r� � �

d�
(x+ l)

�
� 'k si � < �r�:



116

Rappelons que la valeur propre principale de notre problème (5.7) est de la forme suivante

� = �� �2

h2
d�;

Par conséquent, nous devons chercher la plus grande. Rappelons que(
v�;k(x) = w�(x)'k, pour x 2 ]�l; 0[
v+;k(x) = w+(x)'k; pour x 2 ]0; L[ :

Pour déterminer cette valeur de �, nous devons utiliser les conditions de transmission et
d�asymétrie (

v�(0) = v+(0)

(1� p)d�v
0
�(0

�) = pd+v
0
+(0

+);
(5.13)

c�est-à-dire (
w�(0)'k = w+(0)'k

(1� p)d�w
0
�(0

�)'k = pd+w
0
+(0

+)'k;

en utilisant (5.12) et (5.11), on obtient l�équation suivante

(1� p)d

pd0
f (�; r+; L; d+) = g (�; r�; l; d�) ; (5.14)

où

f (�; r+; L; d+) =

cot

s
(r+ � �)

d+
Lr

r+ � �

d+

;

et

g (�; r�; l; d�) =

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

tan

0B@
vuut(�r� � �)

d�

1CAl
vuut(�r� � �)

d�

si � < �r�

l si � = �r�

tanh

0@p�+ r�
d�l

1A
vuut�+ r�

d�

si � > �r�:

5.5 Discussion en dimension 2

5.5.1 signe de w0�(0
�)

D�après la condition d�asymétrie 5.13, il est clair que

w0�(0
�) = lim

x�!0�
w0�(x);
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et la même chose pour
w0+(0

+) = lim
x�!0+

w0+(x):

On a pour x 2 ]0; L[8>>><>>>:
w0+(x) = ��

r
r+ � �

d+
sin

�r
r+ � �

d+
(x� L)

�
w00+(x) = ��

�
r+ � �

d+

�
cos

�r
r+ � �

d+
(x� L)

�

d+w
00
+(x) = (�� r+) � cos

�r
r+ � �

d+
(x� L)

�
= (�� r+)w+(x) > 0;

puisque r+ > �. Il s�ensuit que la fonction w0+diminue strictement sur ]0; L[, d�autre part
w0+(L) = 0 dont on déduit que

w0+(0
+) = lim

x�!0+
w0+(x) > 0;

ce qui implique que
w0�(0

�) = lim
x�!0�

w0�(x) > 0:

On rappelle que

w0�(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

C1

r
�+ r�
d�

cosh

r
�+ r�
d�

(x+ l) si � > �r�

C2 si � = �r�

C3

r�r� � �

d�
cos

�r�r� � �

d�
(x+ l)

�
si � < �r�;

donc
w0�(0

�) > 0

si et seulement si

cos

�r
�r� � �

d�
l

�
> 0;

d�où

� > �r� �
�2d�
4l2

: (5.15)

5.5.2 Etude des valeurs propres

Rappelons ici toutes nos conditions sur les valeurs propres mentionnées ci-dessus8>><>>:
r+ �

�2d+
4L2

< � < r+

� > �r� �
�2d�
4l2

:



118

Par conséquent, le taux moyen de croissance qui résulte de notre problème en dimension 2
est

�0 = �0 �
�2d

h2
:

On peut écrire

�0 = �0 �
�
r+ �

�2d+
4L2

�
+ r+ �

�2d+
4L2

� �2d+
h2

= �0 +
�2d+
4L2

� �2d+

�
1

4L2
+
1

h2

�
;

La première remarque : est que si L croît et h �xé (élargir le refuge) de sorte que �0
croisse et donc �0 augmente ce qui est logique étant donné la condition de transmission dans
x.
La deuxième remarque : nous agrandissons la zone du refuge

Srefuge = L� h;

si L est �xé et h croît alors �0 augmente (comme en dimension 1)
si h est �xe et L croît alors �0 augmente (comme en dimension 1)
si h augmente et L augmente alors �0 augmente (comme en dimension 1)
La troisième remarque : nous laissons �xés tous les paramètres et on augmente r+ et

r�, alors �0 augmente (comme dimension 1).

5.5.3 Signi�cation de �0
On a

�0 = �0 �
�2d

h2
;

�0 est écrit en fonction de L; l; r�; r+; d�; d+ et p tous les paramètres du problème.
�0 est la valeur fondamentale du problème = la première valeur propre.
Une première conclusion immédiate est que : �0 croît par rapport de L parce que si L

augmente,
(1� p)d�
pd+

f (�; r+; L; d+) diminue alors g (�;�r�; l; d�) ne change pas (voir [4]
FIG.3.1).
Si tous les facteurs incluant p sont �xés, alors si r+ augmente �0 augmente ; et si r�

diminue �0 augmente (c�est le bon sens).
Donc, cela suppose des hypothèses on les fera plus loin.
D�autre part, quand l augmente (donc la zone tampon augmente) �0 augmente (c�est le

bon sens).
Il y a une limite pour les e¤ets béné�ques de la zone tampon.
Si h augmente, �0 augmente (logique).
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Perspectives

Voici ci-dessous quelques perspectives de poursuite de recherche dans la thématique de
ce travail

1. Etudier le cas non linéaire en revenant au problème initial où cette fois-ci les fonctions
F et F0 sont non linéaires.

2. Etudier le problème stationnaire linéarisé dans le cadre fonctionnel Lp:

3. Etudier le problème stationnaire linéarisé avec des coe¢ cients de di¤usion variables.

4. Entamer un aspect nouveau de recherche complémentaire lié en particulier à la dyna-
mique de population dans divers patchs.
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Résumé
Ce travail est consacré à l�étude de certains problèmes de dispersion décrivant une dyna-

mique de population dans trois habitats (dont un refuge et deux défavorables) et qui incluent
des comportements individuels aux frontières entre les régions. Ces problèmes sont modéli-
sés par des équations aux dérivées partielles de type parabolique. Ce genre de processus est
appelé mouvement brownien biaisé.
Tenant compte la géometrie cylindrique des patchs ou des habitats on montre que la

méthode qui s�adapte le mieux est celle qui utilise la théorie des équations di¤érentielles à
coe¢ cients opérateurs.
Les techniques utilisées ici sont basées essentiellement sur la théorie des semi-groupes, les

puissances fractionnaires d�opérateurs linéaires, les espaces d�interpolation, et le H1- calcul
pour les opérateurs sectoriels.
Dans une première étape : l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la

solution du problème linéaire stationnaire nous permet d�obtenir des conditions nécéssaires
et su¢ santes sur les données aux niveau des interfaces. La deuxième étape est consacrée
à l�étude de l�analycité du C0-semi-groupe généré par le processus de dispersion dans deux
habitats avec une condition de dispersion continue à l�interface. Dans la dernière étape on
fait l�étude spectrale du problème initial qui est très importante pour l�analyse du problème
complet d�évolution.

Mots clés : Dynamique de population, équation de di¤usion, habitats, mouvement brow-
nien, équation di¤érentielle abstraite, semi-groupe, puissances fractionnaires d�opérateurs, les
espaces d�interpolation, les espaces de hölder, le H1-calcul, opérateurs sectoriels.

Abstract
This work is devoted to the study of some dispersal problems describing a population

dynamics in three habitats (including a refuge and two unfavorable ones) and which include
individual behaviors at the borders between the regions. These problems are modeled by
parabolic partial di¤erential equations. This kind of process is called skew Brownian motion.
Taking into account the cylindrical geometry of patches or habitats, it is shown that the

method that best adapts is that which uses the theory of di¤erential equations with operator
coe¢ cients.
The techniques used here are based essentially on the theory of semi-groups, the fractio-

nal powers of linear operators, the interpolation spaces, and the H1- calculus for sectoral
operators.
In a �rst step : the study of the existence, the unicity and the maximum regularity of

the solution of the stationary linear problem allows us to obtain necessary and su¢ cient
conditions on the data at the level of the interfaces. The second step is devoted to the study
of the C0-semi-group analycity generated by the dispersion process in two habitats with a
continuous dispersal condition at the interface. In the last step we make the spectral study
of the initial problem which is very important for the analysis of the complete problem of
evolution.

Key words : Population dynamics, di¤usion equation, habitats, Brownian motion, abs-
tract di¤erential equation, semi-group, fractional powers of operators, interpolation spaces,
hölder spaces, H1-calculus, sectorial operators.
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