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Introduction

0.1 Motivation

Le travail accompli dans cette thése s’intéresse a I’étude de quelques modéles de diffu-
sion en dynamique de population incluant des comportements individuels aux frontieres et

applications.
Une définition naive du concept de la diffusion peut-étre formulée de la maniére suivante
(selon Akira Okubo and Simon A. Levin [32]) : " c’est la tendance que posséde un

ensemble de particules concentrés autour d’un point de ’espace a se propager
ailleurs dans le temps pour occuper graduellement un plus grand (ou plus petit)
espace ".

La diffusion est un phénoméne qu’on rencontre dans de nombreuses situations concrétes
comme en dynamique de population. Il existe alors plusieurs sortes de modéles mathé-
matiques pour décrire I’évolution, de cette derniére.

Certains d’entre eux utilisent les équations aux dérivées partielles (EDP) : ils se basent
sur la loi suivante :

Taux de changement de la densité de population
(Rate of the change in density)

= taux de dispersion + taux de croissance (ou de décroissance),

modélisés par des équations d’évolution de type

% poAu+ f(u)
(*) or
donnée initiale

Conditions aux bords,

ou u(xy,xs,...,t) est la densité locale de population et f(u) (généralement non linéaire)
désigne le taux net de changement de population dii soit aux naissances soit aux déces. f(u)

u
est de type ru( (1 — E) par exemple et est dite "croissance logistique".

On s’interesse ici, a certains problémes, modélisés par des EDP décrivant une dynamique
de populations dans trois habitats (dont un refuge) et incluant des comportements individuels
aux frontieres.

Compte tenu de la géométrie cylindrique des "patchs", on montre que la méthode qui
s’adapte le mieux est celle qui utilise la théorie des semi-groupes et les équations différentielles
a coefficients opérateurs.

Il y a aussi des équations de type

ou _
(%) ot

Conditions aux bords et Condition initiale,

= ou
D.Au+ f(u) + ; ségNi@)a—xi

avec la masse de Dirac dg et N = (N1, N, ..., N,,) est le vecteur conormal a la surface S.
Ce dernier modeéle correspond au mouvement brownian "biaisé¢" ou assymétrique (appelé en



anglais : skew brownian motion) représenté par le terme "drift" généralisé :

& 0
> Si5sNi($)a§,

=1

ou intervient la masse de Dirac sur l'interface S et dont le coefficient s; traduit ’assymétrie
(the squewness). L’effet de ce terme est traduit par une condition de transmission signifiant
la perméabilité & travers S.

Il existe d’autres modeéles du méme genre concernant des fluides entre le milieu poreux
et les fissures ou ceux liés a des concentrations de traceurs dans un réseau de fissures.

Ces modeles tiennent compte de 'effet aléatoire introduit par une probabilté p comme
on le verra. En général les populations possédent des caractéristiques déterministes mais les
individus qui les composent ont presque toujours des comportements aléatoires.

Il existe aussi d’autres modeles plus généraux qui considérent des systémes d’EDP de
type précédent ou interviennent plusieurs espéces de populations, voir par exemple [35]. On
trouvera a ce sujet plusieurs modéles exposés dans le travail de [22].

Dans R.S. Cantrell et C.Cosner [4] les auteurs construissent de modéles de dispersion
d’une population qui incorporent la réaction des individus aux interfaces entre les types
d’habitats.

Ce genre de processus est appelée mouvement brownien biaisé (Skew Brownian Motion).

Ces modeles prennent la forme d’EDP avec des conditions, aux interfaces entre les régions,
sur les densités et les flux de population.

La fragmentation des paysages est augmentée par les effets du développement humain.

Dans certains cas, la fragmentation est préméditée et les fragments sont désignés comme
des réserves naturelles, des zones tampons, des zones agricoles, des banlieues, et ainsi de
suite.

Il est souhaitable d’avoir des modeéles spatialement explicites (SEPMs) qui peuvent ex-
pliquer I'hétérogénéité de I’environnement et le comportement des individus aux frontieres,
voir Dunning et al. [23]. Les modeéles de population Spatialement explicites,(SEPMs), sont
des outils de plus en plus utiles pour les écologistes, les biologistes, qui s’intéressent a la
préservation des espéces et les gestionnaires territoriaux ou fonciers.

Dans ce travail on étudie certains problémes de dispersion de la dynamique de populations
qui intégrent des réponses aux interfaces entre les differents types d’habitats.

Ces problémes sont basés sur des équations aux dérivées partielles de type parabolique
situées dans le paysage suivant constitué par trois habitats différents

Q=0_UQUQ,,

ou

Q- =]-1,0] x]0,1]
Qo =1]0,2L] x]0,1]
Qy =]2L,2L +1[ x]0,1],
avec [, L > 0. L’équation de diffusion est
d.Au_(t,z,y) + F(u(t,z,y)) dans 0,7 x Q_
%(t,x,y) =< do.Aug(t,z,y) + Fo(u(t,z,y)) dans 0,7 x Qg
d-Auy(t,z,y) + F(u(t,z,y)) dans |0,7[ x Q,



sous la condition initiale

¢_(z,y) dans Q_
w(0,z,y) = ¢ ¢o(z,y) dans
<,0+(.Z',y) dans Q+7

les conditions aux limites

( U_(t,—l,y):f_(t,y), yE]O,l[
u_(t,z,0) =u_(t,z,1) =0, z€]-L0]

uop(t, z,0) = ug(t,x,1) =0, x€]0,2L[
uy(t,z,0) =uy(t,z,1) =0, x€l]2L,2L+1]
\ 'LL+<t,2L—|—l,y):f+(t,y>, ye]()?l[?

les conditions de continuité aux interfaces I'o = {0} x |0, 1], 'y, = {2L} x ]0, 1]

u()(taO?y) = u7<t707y)7 Yy € ]07 1[
u()(ta 2L7y) = u+(t72L7y>7 Yy S ]07 1[7

et les conditions d’interfaces d’assymetrie sont

ou_ Oug
(1 - p>dW(tv Oa y) - pd()%(ta Ovy)7 ye }Oa 1[
auo aU+
—(t,2L =(1-— —(t,2L 1.
de 6&: (ta 73/) ( p)d (91: (tv ay)a Yy S ]07 [

Nous avons utilisé ci-dessus les notations naturelles
U_ =ugqQ_, Uy =UgQy, Uy = UgQ,-
Ici, u(t, z,y) représente la densité de la population, €y c’est le refuge alors que
Q_uUQy,,

est la zone tampon avec leurs coefficients de diffusion correspondants d et d.

0.2 Historique

Plusieurs travaux ont traité ce genre de problémes dans différents cadres (cadre Biologie
et cadre EDA) :

1. Dans le cadre Biologique on peut citer les travaux suivants :

a) Le travail de Cantrell et Cosner [4], Probléme de dynamique de population dans
la dimensionl, ils ont construit des modeéles de dispersion d’une population qui
incorporent la réaction des individus aux interfaces entre les types d’habitats.



b) Le travail de Cantrell et Cosner [5], ou ils ont traité la construction du mouve-
ment Brownien (Skew Brownian Motion), ils ont utilisé des modeles de diffusions
avec interfaces, en particulier des modéles mathématiques en sciences médicales
et de la santé.

c) Le travail de Antoine Lejay [1] : Il a traité la construction du mouvement Brow-
nien et quelques applications.

2. Dans le cadre ’EDA on peut citer les travaux suivants :

a) Le travail de Belhamiti et al [2] qui ont étudié dans les espaces de Holder un
probléme aux limites et de transmission dans un domaine avec couche mince.

b) Le travail de MINT AGHRABATT Fatimetou avec RABAH Labbas [16] ou ils ont
traité deux classes de problémes aux limites et de transmission de nature différente

— Une classe de problémes aux limites et de transmission posés dans un domaine
formé d’un corps fixe juxtaposé avec une couche mince d’épaisseur petite o > 0.
Pour cette classe , 'étude a été faite a 0 fixé et puis ils ont fait ’étude compléte
du probléme lorsque 6 — 0

— L’autre classe de problémes aux limites et de transmission posés dans deux corps
joints par une couche mince d’épaisseur petite § > 0 (modélisant la colle). Ces
deux classes sont complétement étudiées dans le cadre fonctionnel des espaces
de Holder.

— Des résultats nouveaux d’existence, d'unicité et de régularité maximale pour les
solutions de ces deux classes de problémes sont démontrés sous des conditions
nécessaires et suffisantes de compatibilité sur les données vérifiées aux
interfaces.

c) Signalons aussi le travail du G. Dore et al [11] ou ils ont étudié un probléme de
transmission avec un parameétre 0 trés petit, ils ont traité ce probléme séparément
sur deux intervalles |—1,0][ et ]0, 5[ dans le cadre fonctionnel L”, dans ce travail
ils ont utilisé le H*°—calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels.

d) Le travail de FAVINI et al [17] , ou les auteurs ont traité un probléme de trans-
mission avec une équation fondamentale qui modélise I’équilibre transversal d’une
plaque isotrope mince de surface moyenne rectangulaire

Q =la,b[ x ]e,d[,
gouvernée par le bilaplacien

0*u 49 0*u N 0*u B
oxt 0x20y? Oyt

1.

0.3 Notre modéle

On consideére 'habitat global = |-, 2L + [[xk (bi-dimensionnel ou (n+1)-dimensionnel )]
formé par le refuge (du milieu)
QQ = ]0, QL[ X k7



auquel sont juxtaposées a gauche et a droite deux zones tampon "buffer zone" (habitat de
gauche et habitat de droite) :

Q,=1-0,0[xk, Qu=]2L,2L+1]xk,

ou k peut étre un ouvert borné de R”, n > 1, a frontiére réguliére k.
Pour simplifier, on prendra k =|0, 1] et (z, y) désignera la variable générique de 2. Notons

FO = {0} X k, FQL = {QL} x k.

Un probléme similaire & (x*) en mode stationnaire, est :

.

0 0
wAu + pu + s—u(50 + s—uégL = g dans Q
Ox ox

(PO) u=0sur |—{,2L + [ x Ok
u=f_sur {—l} xk
u=f,sur {2L+ 1} xk,

\

ol Jq est la distribution de Dirac en 0, et do7, est la distribution de Dirac en 2L, u est la
densité d’'une population vivant dans un environnement comportant une "piéce" favorite dite
refuge 0y = |0, 2L[ x k séparée d’une région moins favorable, ici 2, U 24 comportant deux
frontiéres I'y et I'y7, plus ou moins perméables.

Ici, le second membre g peut étre, par exemple, un élément source de I’espace

C(Q\Ty UTy;) = C([-1,0[xk) U C(]0,2L[xk) U C(]2L, 2L + 1] x k)

—r sur |—[,0[ xk
p=1 1o sur |0,2L] xk
—r sur |2L,2L + ([ x k,

avec ry et r strictement positifs (croissance et décroissance de la population dans les zones
tampon respectives),
d sur |—0,0[xk
p=1< doy sur ]0,2L[ x k
d sur |2L,2L+ 1] x k,

ou d et dy (strictement positifs aussi) sont les coefficients de diffusion dans les "patch"
correspondants.

0.4 Description des chapitres et résultas obtenus

Ce travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d’analyse
fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail. En particulier le H*°—calcul fonctionnel pour
les opérateurs sectoriels [13], le calcul fonctionnel de Dunford, la théorie des semi-groupes



[34], les espaces d’interpolation [20] et [38], et les espaces de Holder avec leurs propriétés
fondamentales.

Le deuxiéme chapitre contient quelques résultats et lemmes techniques avec leurs
preuves, tres utiles pour notre travail.

Au troisiéme chapitre on considére le probléeme d’évolution en mode linéaire station-
naire comme suit

p

dAu_ —ru_ = g_ sur |—({,0[ x |0, 1]
(Egs) ¢ doAug + roug = go sur |0,2L] x ]0,1]
dAu, —ru, = gy sur |2L,2L +1[ x ]0,1]
u=0 dans |-[,2L + [ x 0k
(Bound.C.) ¢ w_ = f_ dans {—{} x]0,1]
(P1) uy = fy dans {20 +1} x]0,1]
u_ =wugp sur {0} x]0,1]

(Interf.C.){ w =, sur {20} x1]0,1]

ou_ ou

(Skew.C.) v v
i 20 oL y) = (1 — 2 @2L ), y € 10.1]
L Pao aLU YY) = p ax yY), Y ) .

Ici p €]0, 1] représente la probabilité de se déplacer a droite de l'interface I'g, (et donc
1 — p a sa gauche). Lorsque
p=1/2,

les conditions de transmission dans (Skew.C.) traduisent tout simplement la continuité du
flux & travers les interfaces {0} x k et {2L} x k.

On supposera dans notre travail le cas intéressant du mouvement brownien biaisé corres-
pondant a ’hypothése

p#1/2.
Dans ce travail on a privilégié la direction de déplacement de la population dans I'axe de
la variable z. On a supposé aussi, qu’en dehors de I’habitat global = ]—[,2L + [ x k, la

région extérieure est complétement hostile (d’ou la condition au limite sur |—1, 2L + [[ x Jk)
excepté sur {—(} x k et {2L 4 1} x k ou on pourrait aussi supposer nulle la densité).

Ce modele peut représenter le comportement d’une population de poissons dans une
riviere ou les interfaces {0} x k et {2L} x k peuvent étre des "filets", etc......

On va se focaliser sur I’étude compléte de ce probléme (P1). Notre méthode sera basée
essentiellement sur les techniques des équations différentielles opérationnelles et la théorie
des semigroupes.

Le probléme linéaire stationnaire peut s’écrire sous la forme opérationnelle suivante, en
définissant 'opérateur A dans 'espace de Banach £ = C|0, 1]

{ D(A) = {¢ € C2[0,1] : (0) = (1) = 0}
Ap ="
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Dans le cas on E = L9(0,1), (q €]1,+00[), cet opérateur sera défini par

{ D(A) = {@ € W21(0,1) : ¢(0) = ¢(1) = 0}
Ap = ",

( ( r _ g-(z)
u’ (z) + Au_(x) — Eu_(x) == sur |—1,0]
" 7o o 90<x)
(Equats) {  ug(z) + Aug(z) + d—ouo(x) =4 sur ]0,2L]
" r _ 9+(@)
\ u+(x)+Au+(:1:)—C—Zu+(a:) = +d sur |2L0,2L +1[
(PA) (Bond.C.) { u-(=h) = f-
ur (2L +1) = fy
u_(0) = up(0)

(Interfaces.Cont)
up(2L) = uy(2L)

(1 = p)du’(0) = pdoup(0
pdoug(2L) = (1 — p)du!, (2L)

(Skew.C) {

\

oul A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) dans un espace de Banach complexe
E vérifiant 'hypothése d’ellipticité de Krein suivante

C

p(A) D [0, +0cf et IO > 0: YA 20, [[(A= A7, ) < T

avec p(A) est ’ensemble résolvant de A, ici D(A) n’est pas nécessairement dense ; le second
membre g est tel que

9- = g/1-10 € C°([=1,0], E)
90 = g/p2r) € C°([0,2L] , E)
9+ = gprarwy € C°([2L, 2L + 1], E),

les résultats obtenus sont donnés par (voir [26]) : Solvability of elliptic differential equations,
set in three habitats with skewness boundary conditions at the interfaces.

Théoréme 0.1 Soient % e C'([-1,0]; E) et % e C?([0,1];E) avec 0 < § < 1.0n

SUppose que 0

f- € D(B?).
Alors

1. u_ est la solution du notre probléme sur |—1, 0]
2. u_ € C([-1,01;D(B?*)NC?*(]-1,0]; E) si et seulement si

9-(=1) _—=rav

B*f + y € D(B),
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et

(52-2)

Théoréme 0.2 Soient % € C'([-1,0];E) et % € C’([0,1];E) avec 0 < 6 < 1.0n

suppose que 0
f- € D(B?).

Alors

1. u_ est la solution du notre probléme sur |—1, 0]
2. Bu_(.),u € C%([-1,0]; E) si et seulement si

B*f + -1 € Dp(f, +00),

d
et 0 0
(£0 20 ¢ g1

Théoréme 0.3 Soient % € C%([~1,0]; E) et % e C9([0,1]: E) et % e C([1,2]; E)
avec 0 < 0 < 1. Alors °

1. g est la solution de notre probléme sur ]0,1]

2. ug € C([0,1]; D(B?)) N C%([0,1] ; E) si et seulement si

<god(01) B g+(§1)> e D(By).

Théoréme 0.4 Soient % € C'([-1,0]; E) et % € CY([0,1];E) et % e C([1,2]; E)
avec 0 < 6 < 1. Alors "

1. g est la solution de notre probléme sur]0,1].
2. B2ug(.), ug € C°([0,1]; E) si et seulement si
(90(0) 9-(0)

dg - T) c DBO<(9,+OO>,

dy d

(90(1) g+(1)) € Dy (0, +00).

Théoréme 0.5 Soient % € C?([0,1]; E) et % € C?([1,2]; E) avec 0 < 0 < 1.0n suppose
0
que

f+ € D(B?).
Alors,
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1. uy est la solution de notre probléme sur |1, 2]
2. uy € C([1,2]; D(B?)NC?%([1,2]; E) si et seulement si

B%;+%f)eD@)

(90d(01) B gﬂﬁ”) D)

Théoréme 0.6 Soient % € C?([0,1]; E) et % € C%([1,2]; E) avec 0 < 0 < 1.0n suppose
0
que

f+ € D(B?).
Alors

1. uy est la solution de notre probléme sur |1, 2]
2. B*u,(.), uy € CY([1,2]; E) si et seulement si

g+(2)

B2f++ S DB(Q, +OO),

do d

(90(1) 9+(1)> € Dp(0, +00).

Dans le quatriéme chapitre on étudie la dynamique de population en deux patchs,
on signale que dans le papier de Cantrell, R. S., et Cosner, C. [4] on a trouvé une étude
intéressante sur les modeles de diffusion en dynamique de la population incluant des com-
portements individuels aux frontiéres et applications. Cette étude a été détaillée dans une
dimension spatiale.

Notre objectif dans ce chapitre est d’analyser la situation analogue dans I’espace a deux
dimensions. Plus précisément, nous nous occuperons de ’étude de I'analyticité de Cy semi-
groupe généré par le processus de dispersion dans deux habitats sous une condition d’asymé-
trie et une condition de dispersion continue (skewness condition) a 'interface qui représentent
le comportement des individus aux limites. Ces problémes sont basés sur les équations diffé-
rentielles partielles de type parabolique établies dans le paysage suivant constitué par deux
habitats différents :

Q=0_UQ,,
ou
Q- =1]-1,0[x 0,1
Q+ = ]O7L[ X ]07 1[7

avec [, L > 0. L’équation de diffusion est

ou d_Au_(t,z,y) + F_(u(t,z,y)) dans 0,7 x Q_
(t,:v,y) = {

E d+.AU+(t,JZ, y) + F+(u(t7$7y)) dans ]O>T[ X Q+7
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sous la condition initiale

v_(z,y) dans Q_
u(0,z,y) =
§0+("L‘7y) dans Q—l—a

les conditions aux bords

( U_(t, _l’y) = f—(tvy)7 Yy € ]O) 1[
u_(t,z,0) =u_(t,x,1) =0, z€]-1,0]
uy(t,z,0) =uy(t,x,1) =0, z€]0,L]
aU+ .

L 8_x<t’L’y) - f+(t7y)a Yy S ]07 1[7

La continuité de la dispersion a l'interface I'y = {0} x ]0, 1,

d_.Au_(t,0,y) + F_(u_(t,0,y)) = dy.Auy(t,0,y) + Fy (us(t,0,y)),
y €10,1[,

et les conditions d’interface d’asymeétrie (skewness interface conditions)

Ou-

ou
(1= p)d-——(1,0,y) =pd+a—;(t,0,y), y €10,1].

Comme dans le chapitre précédent u(t,x,y) represente la densité de la population, Q.
est le refuge or €2 est la zone tampon avec leurs coefficients de diffusion correspondants d_,
et d_. Léquation (1) décrit la diffusion différente dans les habitats avec leur croissance ou
décroissance des fonctions logistiques F, et F_.

Nous commencgons par examiner I’analyse du cas fixe stationnaire. Nous ne considérerons
donc que la partie linéarisée des fonctions logistiques, c¢’est-a-dire

{ F (u-)=—r_u_ sur |—[,0[x]0,1[
Fi(uy)=ryu; sur |0, L[ x ]0,1[,

ici 7y est le taux de croissance dans le refuge €2, et r_ est le taux de mortalité dans la
zone tampon )_.
Dans ce chapitre on étudie I'opérateur suivant

d_Au_—r_u_  sur |-1,0] x]0,1]
u =
diAuy +ryuy sur |0, L[ x 0, 1],

ou u vérifie

. (w=0 dans |—[, L[ x {0}
u=0 dans |—I, L[ x {1}
(Bound.C.) { , —o dans {—{} x]0,1]
8U+
\ E_0 dans {L} x]0,1]

(Interf.C.) d_.Au_(0,y) —r_u_ =d;.Auy(0,y) +ryuy, y €]0,1],

ou_ B Ju
| (Skew.C.) (1 =p)d-——=(0,y) = pds—-=(0.y), y €]0.1[.
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On doit donc étudier
Lu— u =g, (2)

dans un espace adapté , ou u verifie (Bound.C.), (Interf.C.) and (Skew.C.).
Remarque 0.1 Les dimensions [, L et h des deux habitats sont importantes pour l’analyse

du spectre de L , comme cela a été démontré dans [4] dans une dimension. Nous étudierons
la situation similaire pour notre probléme dans le chapitre suivant.

La formulation opérationnelle de I’équation (2) dans ’éspace de Banach F, s’écrit comme
suit :

( u’ (z) + Au_(x) — 2—:u_(x) - %u_(x) = g:i_(_zﬂ) sur |—1,0]
! (z) + Au, (z) + ;—:M(I) - imr(x) - gt;f) sur 10, L]

{ d_ [u”(07) 4+ Au_(07)] — r_u_(07)
=dy [u](0") + Auy (07)] + rpus (07)
[ (1 =p)d-u’(07) = pd !y (07),

{ D(A) = {p € C*([0,1]) : ©(0) = ¢(1) = 0 et ¢" € Cy([0,1])}
(Ap) (y) = ¥"(y).

avec

Notons qu’il n’y a aucune raison que la condition
d_ [u’(07) + Au_(07)] —r_u_(07) = dy [ (07) + Auy (07)] + riu (07),

implique la continuité de la densité elle-méme sur l'interface. En tenant compte de nos
conditions de limites et de transmission, il est clair que la continuité de la dispersion spatiale
en direction de la variable z est en quelque sorte plus «nuancée» que celle en direction de
la variable y C’est pourquoi nous étudierons notre travail dans I’espace suivant

& = {ueC([-,L\{0};E): Ju(07) € E, Ju(0") € E,
et w0 € c? ([-1,0[; E) y Ujlo,L] € c? (Jo, LJ; E)} .

On peut conclure par le résultat principal suivant

Théoréme 0.7 L’opérateur de dispersion L défini dans les deux habitats décrits dans (2)
géneére un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0) dans l’espace de Banach
E« (voir 4.9 dans chapitre 4).

Remarque 0.2 Notons que la condition que la densité de la population disparaisse sur la
limite extérieure de la zone tampon Q_ est naturelle et le fait que sur {L} x]0,1] et sur
Uinterface {0} x]0, 1[ nous avons une Holder-condition continue est en quelque sorte réaliste.

Remarque 0.3 Nous pouvons spécifier la fermeture du domaine D(L) en utilisant les fa-
meux espaces de Banach continus (petits espaces de Hdélder).
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Au cinquiéme chapitre on fait I’étude spectrale du probléme initial, il s’agit de revenir
au probléme avec les parametres [, L

( e r g

()

u’ () + Au_(x) — au_(x) = _T dans ]—1,0]
(Equats) < wuf(z) + Aug(x) + Z—Zuo(x) = go;j“) dans ]0,2L][
()

| (o) + Aug (o) = Ju(a) =+

d
u_(=1l)=f_
ur(2L+1) = fy

dans |2L,2L +1]

(P14) (Bounda C.) {
o u_(0) = uo(0)

(Transmission. C.) { wo(2L) = u (2L)

(1 = p)du’_(0) = pdoug(0)
pdoug(2L) = (1 — p)du’, (2L).

(Skewness C.) {

\

1. dans le cas de conditions aux limites homogénes, on considére le probleme aux valeurs
propres o et vecteurs propres v :

( dv" (z) + dAv_(z) —rv_(xz) = ov_(z) dans |—I,0[
(Equats) { dovy(x) + doAvo(x) + rove(z) = ovg(x) dans ]0,2L]
dv' (z) + dAvy(x) — rvy(z) = ovy(x) dans |2L,2L + 1]
v_(=1)=0
(P1ASp) (Bound. C.) { or(2L 4 1) = 0

) v_(0) = v9(0)
(BTS) (i, 0) { TN

(1 = p)dv’(0) = pdovy(0)
pdovy(2L) = (1 — p)dv’, (2L).

(Skew. C.) {

Ici

v_(z) dans |—[,0]
v(x) =< wvo(z) dans ]0,2L]
vy(z) dans [2L,2L+1].

Cette étude de valeurs propres est trés importante pour I’analyse du probléme complet
d’évolution. En effet, posons

DH) = {veC([-,2L+1],E),v_ € C*([-1,0], E) ,vo € C*([0,2L], E)
vy € C*([2L,2L +1], E) et (BTS)}
dv” —rv_ dans |—[,0]
Hv = dovg +rovg  dans |0,2L]
dv'l —ruy dans |2L,2L +[;
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et { D(M) =C ([—1,2L + 1], D(A))

(M) () = Av(z);

et il s’agit alors de résoudre I’équation spectrale
(H+ M) ¢ =0o¢.

En effet, supposons qu’il existe une valeur o et une fonction ¢ vérifiant cette équation,
alors I’équation de diffusion introduite au début

ou
E(t, )=MH+ M) (ult,.))

admet pour solutions
u(t,.) = ¢(.)e”"

2. Dans un premier temps, on reconsidére le probléme simplifié suivant (compte tenu de
'idée de Cantrell and Cosner, voir [4] page 194) uniquement sur deux habitats

u” () + Au_(z) — gu,(x) = 9-(2) dans |-[,0]

(Equats) . (C:i)
ull(z) + Aug(z) + —uo(z) = g0 dans 0, L[,
do do
avec les conditions aux limites et transmission suivantes :

u_(—=1l)=f_

(Bounda C.) { , =)
ug(L) = fy

(Transmission. C.) u_(0) = up(0)

(Skewness C.) (1 —p)du’_(0) = pdyug(0).

Et on refait une étude bréve de ce probléme en gardant surtout les dimensions L et [.
Dans ce chapitre on étudie 'opérateur

r d-Au_ —r_u_  sur |-[,0] x]0,1]
u =
diAuy +ryuy sur |0, L[ x 0, 1],

ou wu satisfait

(

(u=0 dans |-[, L[ x {0}
u=0 dans |—1, L[ x {1}

(Bound.C.) u. =0 dans {—1} x ]0,1]
8U+
| S = 0 dans {L} x]0,1]

(Interf.C.) d_.Au_(0,y) —r_u_ =d;.Auy(0,y) +ryuy, y €]0,1],

Ou_ B Ju
| (Skew.C.) (1 =p)d-——=(0,y) = pds—-=(0.y), y €]0.1[.
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Nous devons étudier ’équation spectrale
Lu = ou,
dans un espace approprié £, ou u vérifie (Bound.C.), (Interf.C.) et (Skew.C.),
c’est-a-dire

( d_-Au_ —r_u_=ocu_ sur |—[,0[x]0,h]

(Eaqs)

diAuy +riuy = our  sur |0, L[ x ]0,h[

(u=0 dans |-, L[ x {0}

u=20 dans |—l, L[ x {h}
(P) (Bound.C.) 3, _ g dans {—I} x 0, h[

Ouy
\ Ox
(Interf.C.) u_ =uy sur {0} x]0,h[

=0 dans {L} x]0,A[

Ou_ Juyg
(Skew.C.) (1= p)d——(0,y) = pdo——(0,y), y €]0,h[.
3 Ox Ox
alors on écrit le probléme (2) dans E, comme suit :
( d_v"(x)+d_Av_(x) —r_v_(z) =ov_(x) sur |—I,0]
(Equats)
d v (z) + dyAvy(x) + 7’+v+(1’) ovy(x) sur |0,L]
(P1ASp) (Bound. C.) { g )l) 0
(BTS)

(Transmi .C.) v_(0) = v4(0)
(Skew. C.) (1 —p)d_v"(07) = pd;0/ (0%).

B v_(xz) sur |—I,0]
v(e) = { vy(x) sur |0, L].

Ici

Et pour étre complet, dans toute cette étude, la dimension par rapport & la variable cachée
y (qui apparait dans A) doit étre considérée et aura son importance.

Cette étude des valeurs propres est trés importante pour I'analyse du probléme complet
de I’évolution.

La on utilise essentiellement Cantrell et Cosner [4], ou ils détaillent cette étude dans une
dimension spatiale. Dans notre travail, on analye la situation analogue dans ’espace de deux
dimensions. Nous chercherons les vecteurs propres de notre probléme abstrait sous la forme
suivante :

Ve () = we(7)py.

Telle que w, (x) est la solution de ’équation spectrale

d vl (z) + dy Avy () + rivg (@) = ovp () sur [0, L],
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et w_(x) la solution de I’équation spectrale
d_v"(z)+d_Av_(z) —r_v_(z) =ov_(z) sur ]-1,0[,

et o, sont les vecteurs propres correspondants de 1'opérateur d A.



Chapitre 1

Notions et Rappels

Dans ce chapitre on donne quelques définitions, et notions utilisées dans ce travail.
Nous considérons E un espace de Banach complexe.

1.1 Opérateurs linéaires fermés
1. Un opérateur linéaire A (de domaine de définition D(A)) dans E est un opérateur
linéaire fermé si et seulement si pour toute suite (), .y C D(A) telle que
T, — x et Az, — 1y,

onazx € D(A)et Az =y.
2. On dit que A est fermable si et seulement s’il admet une extention fermée, c-a-d pour
toute suite (1,,),,y C D(A) vérifiant

x, — 0 et Ax,, — 1y,

onay=0.

1.2 Semi-groupes

Définition 1.1 Soit (G(1)),cr, une famille d’opérateurs linéaires continus dans E. On dit
que cette famille forme un semai-groupe si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0)=1.

2. Vs, t e Ry, G(t +s5) = G(t)G(s).

Si, dans la définition ci-dessus, R est remplacé par R, alors on dit que la famille (G(t)),cr

constitue un groupe.

Définition 1.2 On dit que le semi-groupe (G(t)),c, est fortement continu (et on le note
Co semi-groupe) si et seulement si pour tout x € E; l'application

Gt)r: Ry — FE
t — Gtz

est continue 1.e
VreE; lim |G(t)r — z||; = 0.
t—0

19
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Définition 1.3 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t))teRM lopéra-
teur linéaire A défini par :

D(A) = {gp e E; lim w ea:z'ste},

t—0t

et

t —
Ap = lim —G( )¢ ('0.

t—0t

Définition 1.4 Soit le secteur A = {2z € C; ¢, < argz < ¢y, ¢ <0< @y} et pour z €
A soit G(z) est un opérateur borné. La famille (G(2)),.n C L(E) est dite semi-groupe
analytique si

1. G(0) =Ig
. G(21 + 22) = G(21)G(22), pour tout z1,29 € A

2
.l = E
3 i G(2)p = ¢, pour tout v €
4

.z — G(z) est analytique sur A.

1.3 Espaces d’interpolation

Soit E un espace de Banach. Pour p € [1,+o0c[, on note par LY (R, E), I'espace de
Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour tout t € R, & valeurs dans E et
telles que

1
P

+oo
dt
P
JIOIET | =1l e <+
0

Si p = +00, on définit

LRy, E) ={f: Ry — E est fortement mesurable et sup ||f(t)||; < oo}.
0<t<+o0

Soient Ejy E; deux espaces de Banach, tels que EyNEy C Ey C Ey+ Ey et C EgNEy C
E, C Ey+ E;.
Pour I'espace d’interpolation (Ey, E1), , on a les définitions équivalentes suivantes

Définition 1.5 On dit que x appartient a (Eo, E1),,,,0 <6 <1, p € [1,+0oq] si et seulement
St,
{ i)Vt > 0,3ug(t) € Ep, Jui(t) € Ey tels que x = up(t) + uy(t)

i)t %ug € LP (R, Fy) et t'~%u; € LP (R, E)).

Définition 1.6 On dit que x appartient a (Ep, El)gjp st, et seulement il existe une fonction
u: Ry — EyN FEy telle que

i) = ﬁ(g%

i)t %u € LP (R, Ep) ett'Pue LP (R, E;).
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Définition 1.7 On dit que x appartient a (Ey, El)e,p si, et seulement si il existe une fonction
u:R — EyN E; telle que

o = [uty)dy
R
ii)e %y € LP (R, Ey), e~y c LP (R, E)).

Définition 1.8 (définition discréte) On dit que x appartient a (Ey, E1),,, si et seulement
St,
Vn €Z:x=wv,+w,, avecwv, € Ey,w, € E;

D leunll, < 00 D [lemuwal, < oo

nez ne”L

1.4 Espaces de Holder

Définition 1.9 Soient E un espace de Banach complexe et C ([0,1], E) ’espace de Banach
des fonctions continues de [0,1] & valeurs dans E, muni de la norme

= g -
£l = max £ (1)

On considere, pour 0 < 0 < 1, l’espace

c?((0,1], E) = {f e (0.1]. )/ sup O = G)le +oo,}

t-sz0 |t —s|’

munt de la norme
176~ F ()l
t— s/’

Cet espace est un espace de Banach appelé espace holderien d’ordre 0.

||f||c9(E) - ||f||C(E) + sup
t—s#0

1.5 Théoréme des traces
Théoréme 1.1 On dit que x appartient o (Ep, El)e,p si, et seulement si, il existe une fonc-
tion u : Ry — Ey telle que

i)t'u € LP ()

i)ty € LP (Ey)

iii)x = u(0), trace de u en 0.

Définition 1.10 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C E, muni de sa
norme du graphe :
Ve € D(A); ||zl peay = llzllp + 1 Azllp -

On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard
Da(0;p) = (D(A); E)1-0,p,
oup € [1;4+00] et 0 <0 < 1.
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Quand 'opérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de D 4(0;p) ainsi.

Théoréme 1.2 Soient p € [1;+00] et 0 < 6 < 1.
1. Supposons que p(A) D RY et qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1 C
YA>0,[[(A =AD" |, ) < 5
alors
Da(O;p)={z € E: tPAA—tD) zeLr (Ry;E)}, sip# +o0
D4(0;4+00) = {x € E :sup HteA (A— tI)fleE <C< —l—oo} :
>0
et

lellpsorso0) = el +sup |"A (A = 2D) 2 .
Voir P. Grisvard [19].
2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans E
Du(O;p)={zecE:t7" (e —1)xe L’ (R;E)}.
Voir J. L. Lions [29].

3. Si A génére un semi-groupe analytique borné dans E, alors

Du(0;p) ={z e E:t'"PAe'z € " (R E)}.

1.6 Calculs fonctionnels de Dunford et H*

Dans cette partie, on met en évidence une classe de fonctions permettant de définir
I'image d’un opérateur sectoriel (voir chapitre 2, section 2), enfin, on introduit une notion
assez nouvelle en analyse et introduite par A. McIntosh dans [31], & savoir le calcul fonctionel
H™.

1.6.1 Formule de Cauchy-Integrale de Dunford-Riesz

Définition 1.11 Soit U un ouvert de C. On note H(U), l’espace des fonctions holomorphes,
de U dans C.

Pour f € H(U), K un compact a bord de U et 2z a I'interieur de K, la formule de Cauchy
assure que
1 fA)

- d\
/(z0) 2m Jp A—2z9

ou I' est le bord positivement orienté de K.

Définition 1.12 Le calcul fonctionel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule
précédente pour construire f(T) ou T est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.
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Plus précisément si T € L(F) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o (T)
(le spectre de T') alors on définit I'integrale de Dunford-Riesz par

F(T) = 5 / SO (A = T) ™V,

ou I' est le bord positivement orienté d’un compact a bord K contenant o (7') et contenu
dans U.
L’application
¢: HU) — L(E)
fo— D)
est un homomorphisme d’algébre qui vérifie entre autre
(z")(T)=T"sin e N.

Il s’agit d’étendre, sous certaines conditions, ce calcul fonctionnel aux opérateurs sectoriels.

1.6.2 Fonctions holomorphes
On considére w € [0, 7| et on définit

B {z € C\ {0} : |arg z| <w} siw €]0,7]
a 10,400 siw=0.

w .

Nous abordons dans cette sous-section des classes de fonctions holomorphes définies de la
maniere suivante

Définition 1.13 Soit ¢ € |0, 7[. On désigne par :

1. H (S¢) 'ensemble des fonctions holomorphes définies sur Se.
2. H*® (S¢p) est espace des fonctions f de H (Sy) vérifiant

sup | f (2)] < oo
z€Sp

L’espace H* (S¢) muni de la norme
[f1% = sup {[f (A)] : larg A| < ¢},

est un algebre de Banach.
3. H§® (S¢p) est l'espace des fonctions f de H* (S¢) vérifiant

Js e R :supglax{|z|s,|z|75} If (2)] < 0.
ZESP

4. H,(S¢) est espace des fonctions f de H> (S,), qui admettent un prolongement ho-
lomorphe sur un voisinage de 0 et qui vérifient

3s >0/ |f(2)| <O (]2]™), (quand |z| — +o0).
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La proposition suivante donne quelques caractérisations de 'espace Hg° (S,,)

Proposition 1.1 Soit ¢ € ]0,7[ et soit f : S, — C, une fonction holomorphe. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

1. La fonction f appartient & Hg® (S,).
2. Il existe C' > 0 et s > 0 tels que

Vz e S,, |f(2)| < Cmin{|z|°,|2|"}

3. Il existe C' > 0 et s > 0 tels que

2

Vz € S, <C——sr
285 F IS O m

Il existe C' > 0 et s > 0 tels que

Vz e S, \f(z)|§0< 2" > .

Pour la preuve voir [20]

1.6.3 Calcul fonctionnel de Dunford

On suppose que w € [0, 7r[. A est un opérateur linéaire dans un espace de Banach complexe
E est dit sectoriel d’angle w si

1. o(A) C S, et

2. M(A,w'):= sup |[MA—=X)7| < oo pour tout ' €]w, 7.
AE(C\SWI

Nous écrivons alors cela A € Sect(w).
On consideére donc ici w € |0, 7] et A € Sect(w).

Définition 1.14 Soit f € HS® (S,) U H, (S,) ot ¢ € |m,w[. On pose alors

F) =5 [TV - a7

ot la courbe I' est définie comme suit

1. Si f € H{® (S,), on fixze W' € |p,w| et on prend pour I, le bord orienté positivement
de Sw/.

2. Si feH,(S,), on firte w € Jp,w| et on prend pour T, le bord orienté positivement de
S UB(0,7).(our est un réel strictement positif, choisis de sorte que f soit holomorphe
au voisinage de B (0,7)), f (A) ainsi défini ne dépend pas du chois de w' ou r.
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Définition 1.15 Si f € Hg° (S,) + H, (S,) alors
f=g+h,

ol
g e HSO(S@), her(Scp)'

On pose alors

f(A) = g(A) + h(A).
Proposition 1.2 Si f,g € H§° (S,) + H, (S,) alors
1. f(A) € L(E).
2. (cf +dg) (A) = e (f(A)) + d (g9(A)) on c,d € C.
1.6.4 Extention du calcul fonctionnel

On considére encore w € |0, 7] et A € Sect(w).

Définition 1.16 On pose, pour ¢ € |0, 7|

A(S,) = {feH(Sw)/HneN:% eHgO(S@)Jer(S@)}.

Notons que A(S,) contient Hg® (S,) + Hy (S,) , mais aussi toutes les fonctions rationnelles
qui ont leurs poles hors de S, et en particulier les constantes.

Définition 1.17 Pour tout f € A(S,) ot ¢ € Jw,n[, on définit f(A) en posant

sy =+ (G5 ) .

(14 2)"
Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.3 Si f € A(S,) avec ¢ € |w, 7|, alors

—_

. f(A) est un opérateur fermé sur FE.
. Si A est borné alors f(A) est borné.

DO

3. 1(A) =1, (2")(A) = A" oun € N*.
4.0¢ S, = <%) (A) = f(A) (M — A)" et en particulier

<)\ i Z) (A= —A)",

Remarque 1.1 Dans le cas particulier ot A est injectif et dans loptique de définir A?,
pour tout o € C, on s’intéresse a une nouvelle classe de fonctions.
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1. On pose pour ¢ € ]0, 7]

B(sw):{feﬂ(s@)/aneN:%eﬁm@)}.

2. Si A est injectif, pour tout f € B(S,), (¢ € |w,7[), on définit f(A) en posant

FA) = ((L+ A2 A" <L("”)> (A).

(14 2z)2n
Proposition 1.4 Si f € B(S,) avec ¢ € |w, 7], alors

1. f(A) est un opérateur fermé sur F.

2. Si A est borné et inversible alors f(A) est borné.

Remarque 1.2 §i f est dans lintersection de deux des espaces de fonctions holomorphes
précédemment définis, f(A) admet alors deux formules de définition et ces formules coin-
cident.

1.6.5 Calcul fonctionnel H*

Le calcul fonctionnel H* est nouveau concept important, et il étroitement lié au calcul
fonctionnel de Dunford pour les opérateurs sectoriels. Cette notion a été traitée, par exemple,
par A. MclIntosh (voir [31]) et par M. Cowling, I. Doust, A. McIntosh,A. Yagi (voir [8]). Les
preuves de certains résultats (dans un cadre plus général) cités ici ont été effectuées par Dore
et Venni (voir [13]).

Considérons w € |0, 7] et A € Sect(w), on a la définition suivante

Définition 1.18 L’opérateur A admet un calcul fonctionnel H*® borné s’il existe o > w et
Cy, > 0 tels que
Ve H®(S,), on ait |f(A)] < C,lfI%. (L.1)

avec
/1% = sup{|f(N)] : larg A| < o}

On note par H®(FE) l’ensemble des opérateurs sectoriels sur E admettant un calcul fonc-
tionnel H*™ borné, et par

o% =inf{p > w: 1.1 est vrai}, l'angle H™.
Il est difficile dans la pratique de montrer qu’un opérateur admet un calcul fonctionnel H™ ]
mais beaucoup d’opérateurs ont cette propriété. Signalons a titre illustratif (voir [10]).
1. Opérateur m-accrétif dans un espace de Hilbert.

2. Générateur d'un Cy-semi-groupe borné sur les espaces LP, 1 < p < oo.

3. Générateur positif (ou négatif) d’un semi-groupe de contraction sur les espaces L?,
1<p<oo.

Maintenant, nous donnons quelques résultats sur le calcul fonctionnel H* pour les opé-
rateurs injectifs et sectoriels.
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Proposition 1.5 Soit ¢ € |0, [ et soit A € Sect(p), un opérateur injectif & image dense et
vérifiant la propriété suivante

AC, > 0:Vf € Hy (S,), on ait || f(A)| < Cy|fI% -
Alors, Uopérateur A admet un calcul fonctionnel H™ borné.
Preuve. Voir [8], corollaire 2.2. =

Proposition 1.6 Soient ¢ € (0,7 et A € Sect(p), un opérateur injectif o image dense.
Soient f et g deux éléments de H), (S,). Alors

f(A) +g(A) € (f +9)(4),
et
F(A)g(A) € (fg) (A).
Dans le cas ou g € L(E), alors
f(A) +9(A) = (f +9)(A),

et
f(A)g(A) = (fg) (A).

St en particulier A admet un calcul fonctionnel H*™ borné, alors

¢: H®(S,) — L(E)
foo— fA),

est un isomorphisme d’agébre.

Preuve. Voir [§] =

Proposition 1.7 Soient ¢ € |0,w] et A € Sect(p), un opérateur injectif o image dense.
Soit f un élément non identiquement nul de H, (S,), tel que

1/feH,(S,) et 1/feL(E).
Alors f(A) admet un inverse borné donné par la formule suivante
[F(A)) =1/f(A).
Preuve. Voir [12] Proposition 4.3. =

Remarque 1.3 Pour un opérateur A sectoriel d’angle spectral o, il est possible de définir sa
racine carré (A)"* (Voir [15]). De plus la racine carré (A)*? est aussi un opérateur sectoriel

d’angle spectral /2 (voir [15]). La proposition suivante donne un résultat analogue sur le
calcul H™.

Proposition 1.8 Soient ¢ € 10, 7| et A € Sect(p), un opérateur injectif a image dense. On
suppose que A admet un calcul fonctionnel H™ (S,) . Alors l'opérateur

B = (A)",

est sectoriel, injectif a image dense, et admet un calcul fonctionnel H* (SSO/Q) )
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Preuve. Voir [12], proposition 4.4. m

On rappelle que pour un opérateur A sectoriel d’angle spectral appartenant a |0, /2],
alors —A est générateur d'un semi-groupe analytique borné (voir [14]). Maintenant, si de
plus lopérateur A est injectif et & image dense, le semi-groupe peut alors étre obtenu par
I'intermédiaire du calcul fonctionnel H*. D’ou la proposition suivante

Proposition 1.9 Soient ¢ € |0,7/2] et A € Sect(p), un opérateur injectif a image dense.
Pour t € [0,400], on considére la fonction f, € H™® (Sﬂ/z), définie par

ft o H*™ (Sﬂ'/Z) — C

2 — fi(z) = e

Alors ¥Vt > 0, Uopérateur f;(A) est borné et (fi(A)),., est le semi-groupe analytique généré
par —A.

Preuve. Voir [12], proposition 4.4. =
Nous terminons cette section en donnant un résultat de convergence.

Proposition 1.10 Soient ¢ € 10, 7/2[ et A € Sect(p), un opérateur injectif a image dense.
Soit 0 € ]0,1] et considérons les fonctions fs,g € H™® (S,) telles que les hypothéses suivantes
sotent vérifiées

1. fs — g presque partout sur S, lorsque 6 — 0,

2. sup|f]7, < oo.
4€]0,1]

3. fs (A) est uniformément borné.

Alors g (A) est borné; et f5 (A) converge fortement vers g (A) dans £ (F) , lorsque 6 — 0.

1.7 Dynamique de population

Une population est un groupe d’organismes vivant dans le méme habitat qui appar-
tiennent a la méme espeéce.

1.7.1 Caractéristiques d’une population

Dynamique de la population : le changement de la population en raison de :
1. Taille de la population : nombre d’individus.

2. Densité de la population : taille de la population dans un certain espace & un
moment donné.

3. Dispersion de la population : répartition spatiale de I’habitat.

4. Structure par &age : proportion de personnes dans chaque groupe d’dge dans la
population.

Démographie : C’est 1’étude statistique des populations, faire des prédictions sur la
facon dont une population va changer.
Quelques principales caractéristiques des populations :
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1. La taille de la population : Nombre d’invidus dans une zone.
Taux de croissance :Taux de natalité (natalité)-Taux de mortalité (mortalité).
Combien de personnes sont nés (vs) combien meurent.

Taux de natalité (b) — Taux de mortalité (d) = Taux d’accroissement naturel (r).

Natalité : Nombre d’individus ajoutés par la reproduction.

Taux brut de natalité : Naissances pour 1000.

Taux de fécondité total : Nombre moyen d’enfants nés vivants par femme dans sa vie.
Mortalité : Nombre d’individus décédés.

Taux brut de mortalité Décés pour 1000

2. La densité de la population : (ou la densité de population écologique) : Est la
quantité d’individus dans une population par unité de surface de I’habitat. Donc c’est
la mesure de la population par unité de surface ou de volume unitaire.

Certaines espéces existent dans des densités élevées :-Souris.

Certaines espéces existent en faible densité :-lions de montagne. La mesure de la po-
pulation par unité de surface ou de volume unitaire est donnée par

Densité pop = nombre de personnes + unité d’espace.

Dng.

La densité dépend de

(a) La structure sociale (population)
(b) La relation d’accouplement.

(c) La période de 'année.
3. :Les facteurs qui affectent la densité :

(a) Immigration : Circulation des personnes dans une population.

(b) Emigration : Circulation des personnes en dehors d’une population.

(c) Facteurs dépendent de la densité : Les facteurs biotiques dans I'environne-
ment qui ont un effet quand la taille de la population augmente de plus en plus.

Exemples : maladie, compétition, parasites.

(d) Facteurs indépendent de la densité : Les facteurs abiotiques dans I’environ-
nement qui affectent les populations indépendamment de leur densité.

Exemples : température, tempétes, destruction de ’habitat, sécheresse, facteurs qui
influent sur ’avenir de la croissance démographique.

4. Dispersion de la population : La dispersion de la population est la répartition
spatiale de la distribution.
Il y a trois classifications principales de la dispersion d’une population :
(a) agglutinées (clumped), (b) uniforme, (c) aléatoire (Random).

(a) Agglutinées (clumped) : les individus sont regroupés dans des groupes.
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Exemple : Oiseaux grégaires.
(b) Uniforme : Les individus sont réguliérement espacés dans ’environnement.
Exemple : Créosote brousse en raison de I’antagonisme entre les individus.
(c) Au hasard (Random) : Les individus sont dispersés au hasard dans I’environnement

Exemple : Pissenlits en raison de la distribution aléatoire des ressources dans l’environ-
nement.

Solemon: Blology, S/e
Figure 51.1

>, %o, ® ®e“®e &  clumped
® o :. .:. .4_.__

e
...‘.°.o°.'.o- ° _even
o [ ] .. =
..°........ e (uniform)
(b)
o .. 9
© o ... e ©
e® 8 o S e 2, random
@
...o..o.o.o..

Saunders College Publishing

Dispersion de la population

4. Pyramide des ages :
La structure par 4ge d’une population est généralement représentée graphiquement.

La population est généralement divisée en prereproductives, reproductives et postreproduc-
tives.

La structure par 4ge d'une population détermine si la taille va croitre, diminuer ou stagner.

1.7.2 La croissance de la population

Les facteurs qui influent sur 'augmentation et la diminution de la taille d’une population
d’organismes au fil du temps sont :

La disponibilité de nourriture- les prédateurs- les parasites- des événements catastrophiques-j
la concurence d’autres espéces- la migration- 'appauvrissement de I'habitat.

La croissance démographique dépend de :

1. Taux de natalité.

2. Taux de mortalité.

3. Les taux d’immigration (dans la zone).
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4. Taux d’émigration (zone de sortie).

e, Immigration

+
+

Natality —— | Population

Emigration

Les populations montrent deux types de croissance :

—— Mortality

1. Exponentiel : Courbe en forme de J, la croissance est indépendante de la densité

de la population.

2. Logistique : Courbe en forme de S, la croissance est dépendante de la densité de la

population.




Chapitre 2

Lemmes techniques

Dans ce chapitre on énonce quelques lemmes techniques qui sont tres utiles pour la suite

de ce travail.

On considére A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) vérifiant ’hypothese d’el-

lipticité selon Krein [25] suivante :

C

p(A) D [0,+oc] et IC > 0:VA >0, [|(A- )\I)*1||L(E) < Y

ot p(A) est ’ensemble résolvant de A.
L’ypotheése (2.1) implique qu'il existe 0 € }O, g [ et rg > 0 tels que
p(A) D s(ro, bo),
ou s(ro, ) est défini par
s(ro,00) = {z € C\ {0} : |z| = ro et |argz| < 0o} U B(0,19),

ot 'estimation (2.1) est encore vérifiée pour A € s(rg, 0p).
Pour les mémes rg et 0y ci-dessus, on définit les secteurs suivants :

27‘0,90 = C\5<T07 90)7

et
S(ro,00) = {t € C\ A0} : |t| = /1o et |argt| < (m—0y)/2}.

On considérera la courbe v de Jordan joignant coe™® & coe™ et définie par

Y= 827"0,907
et
c=sinfy/2
co = /ToC
Co 200

C1 = Co = .
YTt TP 1+ 20

Notons que pour tout z € X, 4,, il est clair que

Rev—2z = ¢.

32

(2.1)

(2.2)
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2.1 Lemmes
(pour plus de détails voir [2] ou [16])

Lemme 2.1 Soit (z;) - C S(ro,00). Alors

Zzi > (Z ]zJ) sin(fy/2).

Preuve. Pour z; € S(rg,0p) avec i =1,2,....,n et z; # 0, nous avons

1=1,2,....,n

cos(arg (z;)) > 0,

CoS <arg (2”: zz>> = Re ( ” zz> = Xn:Rezi
i=1 i=1 i=1

— Z |2;| cos(arg (z;)).

et

n

>

=1

Puisque z; € S(r9,6p), on a
—(m —00)/2 < arg (z;) < (7 —6o)/2,

ce qui nous donne
cos(arg (z;)) = cos(m — 0p)/2 = sin(fy/2) = c.

Remarque 2.1 Pour z €7, |z| =2 rg, § >0 et x € |]—1,0[U]0,4[, on a

([ Re(v/—20) >0 et Re(yv/—z]z]) >0

}arg(\/—_zﬁ){ = |arg(v/—zz)| = g — % >0

Re(y/=28) = o cos (5 - %) = ]sf**sin ().
\

Lemme 2.2 Il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € 3, 9, on a :

x 0 0
’]. + 6_\/_7'Z > 000 = min (]_ — 6—7r/2tan(5—70); 1— e_ré/z CcoS (g — _U)) >0

Preuve. Soit z € ¥, 9, avec |z| = ry (on rappelle que r( est assez petit) on a

o)
COSs ) b) ,

)1 _|_6—\/jz 2 1 _e—Re\/TZ =1 _e—ré/2cosu -1 _efré

c 7T+€07T 00
avec —— === .
vee v 2 729
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Pour z € %,, 4, avec |z| > 19, on a

2 2

‘1—1—6_‘m

‘1+€—Re\/—7—um\/_7

. 2
_ ’67Re\/jz(eRe\/jz+efzIm\/jz

— e 2Rev—2 (eZRe‘/jz + 2eRe V=2 cos (Im \/—z) + 1)

(e‘QRe‘/Tz + 1) 1+ 92e  Rev=z g (Im v/ —z) )

6
Maintenant, si Re/—z < 7/ [2 tan(g - 50)] ,alors
7
!Im \/—z‘ < Re \/—ztan(g - 50) < g,
ainsi
cos (Im \/—z) >0,
donc
‘1 +eV7E > 1.
. m to
Si Rev/—z =7/ 2tan(§ - E) ,on a
6
Im v/—z| = Re \/—ztan(g - 50) > g,
cos (Im \/—z) <0,
et donc
2 2
‘1 Lo VET > e2RevE g gp2Revr (1 _ efRe\/jz)
2 (1 . 67r/2tan<72‘920)>2 .
n

Lemme 2.3 Pour tout z € ¥,,4, on a :

‘1_6—@ s Revez o
1+ Re/—2

(crest la constante définie au 2.2).

Preuve. pour la démonstration nous avons besoin de I'inégalité suivant : pour tout = € R,

1 T

1—679621— - 9
142 14«2

alors pour tout z € ¥, g, nous avons

>1 _efRe\/jz

Y

‘1—6’\/’7
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et comme
1_6—Re\/jz>1_ 1 _ Re+/—2 ’
1+Rev/—2z 1+ Re/—z
donc
‘l—e_\/jz > .
]

Remarque 2.2 De la méme fagon on a pour tout z € X, g,

1463V > 0, >0,

et
‘1 _ oWV

> 5.01 > O,

( les constantes Cy,, ¢; sont indépendantes de ¢).

Lemme 2.4 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense
verifiant I”hypothése d’ellipticité (2.1), alors :

Preuve. On rappelle que :
donc

cette inclusion est évidente.
D’autre part, soit x € D (\/—A) alors

r = limz,,
ou
Ty = (—A)_1/2yn €D <\/ —A) ,
mals .
Ty = <_A>71/2?/n = %ir /y 212 (A — z)_l Yndz,
alors

z, = (—A) "%y, € D(4),

vu que 'intégrale existe et dont les éléments & I'interieur sont dans D(A).Par conséquent

r = limz,, € D(A).

Pour une autre preuve de ce lemme voir [20]. ®
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Remarque 2.3 On peut aussi montrer de la méme maniére que

o 0 (V1))

pour tout v € 0,1].
Lemme 2.5 Pour r assez grand (r > \), Vz € 7v,,3k > 0 tels que
z+7r| > kr = |2+7| 2> k|2,

et
lz—7r|Zkr=|z—7r| > k|z|.

Lemme 2.6 3C' > 0 ne dépendant que de  tel que pour tout v > 0 on a

|dz| C

Y

Vo 10,1], Vz € 7.

Preuve. C’est une conséquence du lemme précédent. On pose

Y=%UM =),

avec
Yy={z€v:]z] <1},
et
Y=Y, ={2€7:|z] >r}.
Alors
f |dz| :f |dz| f |dZ|
JEEARE SRR, BT
f |dz‘ _ f |dz|
5 |z £ 7] ]2]" ‘zlev |z 7] [2]*
z|<r
i ldz|
<
i
k 11—«
< ; U’Z’ ]o
k I—a k
< ==
T re
|dz| e |dz|
S0 = oo
v 12 ] ]2 ezl
“+o0o |dZ|
< kf| |1+a
—q1to© k
< k = —
1) = &

Voir aussi [28] =
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2.2 Quelques résultats sur les opérateurs sectoriels

On considére w € [0, 7| et on définit

g . {z € C\ {0} : Jargz| <w} siw €]0,n]
. 10,400 siw=0.

On utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.7 Soit 1) €|0,7/2[. Pour tous z € S,, on a
1. |arg(l —e ?) —arg(l4+e?)| <n

m

2. |1+e2|>C,=1—¢ 2tan7 5 g

o leosn e 22
1+ |z|cosn 1+ |z]cosn

La preuve compléte de ce lemme est dans [11], Proposition 4.10, p.1880.

Lemme 2.8 Soient w,z € C\{0}. On a

argw — arg z

w+z| = (Jw| + |2]) |cos 5

Voir Proposition 4.9, p.1879 dans [11].

Maintenant on rappelle quelques résultas de Haase [20]. On suppose que w € [0, 7[. A un
opérateur linéaire dans un espace de Banach complexe F, est dit sectoriel d’angle w si

1. o(A) C S, et

2. M(A,w'):= sup |[|AMA— M) < oo pour tout ' €w,7|.
AEC\S,,/

Nous écrivons alors cela A € Sect(w).
L’angle suivant
wa r=min{w € [0,7[: A € Sect(w)},

s’appelle 'angle spectral de A. Nous rappelons les propriétés suivantes de 1’ensemble
Sect(w). Il est clair que I'assertion 2 implique necessairement que A est fermé.

Proposition 2.1 Si | —00,0[C p(A) et

M(A) :== M(A, 7)== sup |[t(A + tI) || < o,
>0

alors M(A) > 1 et
A € Sect(m — arcsin(1/M(A)).

Soit A est un opérateur sectoriel et soit v €]0,1/2]. Alors A” € Sect(vw,), ainsi —A¥
genére un semigroue analytique . Voir Haase [20] p. 80-81.
La proposition suivante donne quelques détails sur les propriétés des opérateurs sectoriels.
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Proposition 2.2 Soient w' € 10, 7[ et A € Sect(w). On a les résultats suivants :

1. Si A est injectif alors A™! € Sect(w)

2. La famille d’opérateurs (A + 6I),. est uniformément sectorielle d’angle w, cela est
justifié par I'inégalité

M(A+46LW) <c(a) M(A W), (0>0, W € (a,7))
3. La famille d’opérateurs (eA).-¢ est uniformément sectorielle d’angle «, cela est justifié

par 1’égalité
M ((eA)eso, ') = M (A,W'), V' € (w,m) et Ve > 0.

Pour la preuve voir Haase [20].
On considére maintenant I’espace suivant

H*(S,) ={f: f est une fonction holomorphe et bornée sur S},
avec w €0, 7[; nous rappelons que si f € H*(S,) alors 1/f € H*(S,) et
(1/£)(A) € L(E),

alors f(A) est inversible d’inverse borné et

LS = 1/ NH@), (2.3)

voir par exemple [8].

2.3 Quelques résultats sur les semigroupes analytiques

Soit (B, D(B)) un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach complexe E. On
suppose que B est inversible et génére un semigroupe analytique (e'Z);.o, qui n’est pas
nécessairement continu en 0. Alors il existe deux constantes positives a et M tels que pour
tout t >0 et m &€ N*, on a

e, < M~

H Bme” HL(E) < Mpt~me™ .

Voir par exemple [34], p. 70, propriétés (6.5), (6.6) et (6.7).
On rappelle les résultats suivants de [36]

Lemme 2.9 Soit ¢ € E et x € C?([0,T]; E) avec T > 0, alors

1. B¢ — ¢ quand ¢ — 0T ssi ¢ € D(B) (voir [36] proposition 1.2, p.20)
2. £ ePp e CU0,T);E) ssi ¢ € Dg(0,+00) (voir [36] Proposition 1.12; p.29)
3
3. & / Bel& 8 [x(t) — x(&)]dt € C%([0,T]; E) N B(0,T; Dg(f, +00)) (voir [36] Théo-

0
réme 4.5; p.53).
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Ici C%([0,T]; E), 6 €]0,1[, est un espace de Holder d’exposant 6.

Proposition 2.3 Soit L un opérateur générateur d’un semi-groupe analytique généralisé
(€) 10
x>0

1. Soit p € E. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes (voir [36])

(a) etp € C(0,1];B).

(b) ¢ € D(L).
2. Soit 0€10,1[,9 € C?([0,1];E),p € E. Posons

S(x) = ey +/ ey (s)ds, x € [0,1].
0

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes (voir [36])

(a) SeC ([0,1]; EYNnC ([0,1]; D (L)) .

(b) o€ D(L) et g(0)+ Ly € D(L).
On rappelle que pour un opérateur P dans E qui vérifie p(P) D ]0, +o0[ et
¢
A

3C > 0,YA >0, |[(P— Al <

)

)_1H£(E)

les propriétés de 'espace d’interpolation Dp (6, +00)
Dp (0, +00) = {x € E :sup HtaP(P - tI)flmH < +oo} .
>0

sont données dans [19)].

Proposition 2.4 Soient 0 € |0, 1] et L un opérateur générateur d’un semi-groupe analytique
généralisé (exL)@O.
1. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) et e C?([0,1];E).
(b) v € D (0,+00).
2. Soit g € C([0,1]; E) et ¢ € E. Posons

S(z) = ey +/ eIy (s)ds, z €0,1].
0

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) S eCY([0,1]; E)nC?([0,1];D (L)) .

(b) g€ C?([0,1];E), o€ D(L) et g(0) + Ly € Dy, (0, +0).
3. Soit g € C°([0,1]; E). Alors

L/O e (g (s) — g (0)) ds € Dy (8, +00).

Pour plus de détails voir [36].



Chapitre 3

Le probléme linéaire stationnaire

Cette partie est consacrée a I’étude du probléme linéaire stationnaire. (voir [26]).

3.1 Notre modéle

On considére 'habitat global
Q=0_UQuUQ,,

tel que

Q- =]-1,0] x]0,1]

Qg =10,2L[ x ]0,1]

QO =12L, 2L+ 1] x]0,1[,
avec [, L > 0.

L’équation de la diffusion est
d.Au(t,x,y) + F(u(t,z,y)) dans |0,7T[ x Q_
%(t,x,y) = do.Au(t,z,y) + Fo(u(t,z,y)) dans ]0,T] x Qq
d.Au(t,z,y) + F(u(t,z,y)) dans ]0,T[ x Q,
sous la condition initiale

¢_(z,y) dans Q_

u(0,2,y) = ¢(x,y) = § #olz,y) dans L
¢, (z,y) dans Q.

Posons
U— = Uljo,T[xQ—> U0 = UJ0,T[xNQos U4+ = UJ0,T[xQ 5

les conditions aux bords donnent

( u*(ta _lay) = f*(hy)a y e ]071[
u_(t,z,0) =u_(t,z,1) =0, x € |-1,0]

up(t, z,0) = up(t,xz,1) =0, x €]0,2L]
uy(t,z,0) =uy(t,xz,1) =0, x € |2L,2L + |
Cui (6,20 + 1 y) = fo(t,y),y €10, 1]

40
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La continuité du flux a travers les interfaces I'y = {0} x]0, 1[, I'yr, = {2L} x]0, 1] est traduite
par les conditions

uo(t,0,y) = u—(t,0,9), y €10, 1] (3.4)
uo(t,2L,y) = us(t,2L,y), y €]0,1[, '
et les conditions de 'assymétrie (the squewness interface conditions)
ou_ ou
(1 - p>d_(t7 07 y) = de_O(ta 07 y)7 Yy e }Oa 1[
Ox Ox (3.5)
6u0 8U+ '
do——(t,2L,y) = (1 — p)d——(¢,2L 1].
poax(v ;y) ( p) ax<7 7y)7y€]07 [

ici p €]0, 1] représente la probabilité de se déplacer a droite de l'interface I'y, (et donc 1 —p
a sa gauche). Lorsque

p=1/2,
les conditions de transmission dans (Skew.C.) traduisent tout simplement la continuité du
flux a travers les interfaces {0} x |0, 1] et {2L} x |0, 1].

Ici u(t, z,y) représente la densité de la population, 2y est le refuge, alors 2_US2, sont deux
zones tampon "buffer zone" (habitat de gauche et habitat de droite) auxquels correspondent
les coefficients de diffusion dy et d. L’équation (3.1) désigne la diffusion dans les habitats
avec Fy et I représentent la croissance et la décroissance de la population dans les zones
tampons respectives. Dans les conditions aux bords (3.3a) la densité de la population est
fixée sur {—1} x ]0,1[ et {2L + [} x |0, 1[. Les conditions (3.4) explicitent la continuité de la
densité de la population, les conditions dans (3.5) sont basées sur la notion du mouvement
brownien "biaisé (skew brownian motion) caractérésée par le parametre p € |0, 1].

On supposera dans notre travail le cas intéressant du mouvement brownien biaisé corres-
pondant a ’hypothése

p#£1/2. (3.6)
Ici, on a privilégié la direction de déplacement de la population dans ’axe de la variable x.
On a supposé aussi, qu’en dehors de 'habitat global Q = |—[,2L + [ x k avec k = ]0, 1],

(Pour simplifier, on prendra k =]0, 1[ et (z,y) désignera la variable générique de €Q.) la région
extérieure est complétement hostile (d’ou la condition au limite sur |-, 2L + [ x k) excepté
sur {—1} x k et {2L + [} x k ot on pourrait aussi supposer nulle la densité).

Ce modele peut représenter le comportement d’une population de poissons dans une
riviere ou les interfaces {0} x k et {2L} x k peuvent étre des "filets".

On va se focaliser sur I’étude compléte du probléme stationnaire linéarisé. Notre méthode
sera basée essentiellement sur les techniques des équations différentielles opérationnelles et
la théorie des semigroupes.

Donc on considére uniquement la partie linéaire des fonctions logistiques

F(u(t,z,y)) = —ru_  sur |—1,0[ x ]0, 1]
Fo(u(t,z,y)) =roup sur ]0,2L[ x ]0,1]
F(u(t,z,y)) = —ruy sur |2L,2L + 1] x ]0, 1],
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ici g est le taux de croissance dans le refuge, et r le taux de mortalité dans les zones

tampons.

Buffer zone

Buffer zone

\ 4
d dAu, —

oduy + 1roly = gy

/ Refuge \ . X

L o0u du, u Ju
(1 _P.)dE= r 0 5 pdoa—;= (1—-p)d 6x+
Densité de population dans trois habitats.
Par conséquent, notre probléme stationnaire devient
( dAu_ —ru_ =g_ sur |—1,0[ x ]0,1]
(Egs) 8 doAug + roug = go  sur |0,2L[ x |0, 1]
dAu, —ruy = g, sur |2L,2L +1[ x ]0,1]
u=0 dans |—[,2L + [ x Ok
(Bound.C.) ¢ u_ = f_ dans {—I} x]0,1]
(P) uy = f4 dans {2L + 1} x ]0,1]
u_ =ug sur {0} x 0,1
(Interf.C.) " {03 0.1
ug =u, sur {2L} x]0,1]
ou_ Guo
1 —p)d——(0,y) = pdg——(0 €10,1
( p) 8.1'(,3/) p08$<7y)>y ]7 [

pdo 2 (2L, y) = (1 — p)d 2 (2L, y), y € 10,11,

\ ox ox

ol g_, go et g+ quelques fonctions données dans un espace approprié.
Le but de cette partie est de donner une analyse complete de (P), afin d’étudier le
probléme d’évolution (3.1)~ (3.5).
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3.2 Formulation opérationnelle
On définit 'opérateur A dans l’espace de Banach £ = C'[0, 1]
{ D(A) = {p € C*([0,1] : p(0) = p(1) = 0}
(Ap) (y) = ¢"(y).
Dans le cas ou E = L9(0,1), (¢ €]1,+00[), cet opérateur sera défini par
{ D(A) = {¢ € W2(0,1) : p(0) = ¢(1) = 0}
Ap = ¢,

et c’est ce cadre qui sera détaillé dans un premier temps.
Les notations usuelles suivantes des fonctions & valeurs vectorielles

us(2)(y) = ux(®, ), uo(2)(y) = uo(2,y),

permettent alors d’écrire le probléme précédent (P) sous la forme opérationnelle suivante

( ( u’ (z) + Au_(x) — gu_(x) = géx) sur |—1,0]

(Equats) §  ug(z) + Aug(z) + ;—Zuo(x) = gocgj) sur |0,2L[

\ u (z) + Auy (x) — §u+(x) = g+c(ix) sur |2L,2L + |
() (Bond.C.) { u-(=) = f-
ur(2L+1) = fy
u_(0) = ug(0
(Interfaces.Cont) { uo((21>}) _ UEF ()2L)
(Skew.C) { (1 = p)du’(0) = pdouy(0)
pdoug(2L) = (1 — p)du’, (2L),

\

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) dans un espace de Banach complexe £
vérifiant 'ypothese d’ellipticité de Krein. Ici D(A) n’est pas nécessairement dense ; le second
membre g est tel que

9- = 9/1-10 € C°([=1,0], E)

go = 9g/[0,2L] € 09([()’ 2L] 7E>

9+ = gjprar+y € C°([2L,2L + 1], E),

(avec 0 < 0 < 1).

Remarque 3.1 L’hélderianité de g_, go, g+ implique L’ hélderianité globale de g sur [—1,2L + 1]
st et seulement si g_(0) = go(0) et go(2L) = g+ (2L), on ne supposera pas cette condition.
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3.3 Résolution du probléme opérationnel

3.3.1 Inversibilité du déterminant

Proposition 3.1 les opérateurs
A = —p (I—e*P)I—e*PYByB™ —p_(I + e*P)(I + *P)
Ay = [I+2p_(I+eP)ePA™
Do = [-pid+p-(I+e®) (I —eP)BB;Y],

sont linéaires continus inversibles et d’inverses bornés, avec

o= g men[ (o)

_r _T
k = d et k’o do.

Preuve. On rappelle que les opérateurs I — €250, [ 4 2B [ — 2B et I + €*P sont bornés
et inversibles, voir ([30]) p.60, Proposition 2.3.6. On applique ce résultat dans cette sous

section.
On commence par ’étude de I'opérateur suivant afin de I'inverser.

A, = pi(I =PI +e2P)Y BB + p_(I + *P)(I — *P) 7,

puisque
A = —p (I—e*P)YI—e*BYByB™' —p_(I +e*P)(I + *P)
= —(I =) (I +eP)A,.
On utilise le H*°-calcul en considérant la fonction

LW VTR
PRI 1) Clii) IO G
Virk (rememy ()

Maintenant soit z € S, 5, avec
Sk ={2€ C\ {0} : Jargz| <net |z| >ko} avecne]0,n].

Alors f € H*(S, k). On a, pour tout z € S, 4,

s = [ () (e )
T Vark (terih) U1 = eavER)

— e Z"“O) (1 + 6_2Vz+k>

p+V'z — ko (1 +lp
Vet k (I+e2ik) | |7 (1= e2/ah)

arg wi; — arg wy
2

COS

J
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ou
( _2\/ﬁ>
_P+vE— ko ( ’
vzt k ( + e 2V
(1 +e” )
BT ey
\
Alors
argw; = argy/z — kg —argVz + k + arg (1 — 6_2m> — arg (1 + e_2m>
argwy = arg (1 + 672‘/@) —arg <1 — e’2vz+k) ,
et
argw; — arg wsp
= arg\/z — ko —argVvz + k +arg (1 —672*/%) — arg (1+672m>
+arg (1 —e z+k) —arg (1 + 6—2\/,sz>
largw; — argwy| < |arg <1 — 6*2\/”7"‘) — arg (1 1 672\/z+k)’
+ |arg (1 — 672‘/%) —arg (1 + 6*2\/%)‘
+ <arg z— ko — arg\/z—l——k:> ;
on a

arg (1 — 6_2\/Z+k) — arg (1 4 e 2VETR )‘ < arg (\/z+ k) <X ; 1
il n’est pas difficile de voir qu’il existe un petit nombre réel posotif gq € |0,

7| tel que
)arg (1 — e’2vz’k°> — arg (1 + e Z*ko) < arg (\/z — kg) < %_60,

largw; — argws| < arg (\/z+k> + arg (\/z—k()) +arg\/z— ko —argVvz+k
<

™ =1 — ¢€o,
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et

s = R (e TE) (e )
T Vark (terih) U1 = eavE)

—2vz—k —2vz+k
poi=e (L= TE) || (1)

T™T—T"T — €&
> + |p_ cos
Vit k (1te2ih) | P = v 2
(1 + 6_2\/”7)
Z

o (1= Ve sin (g0/2)

L4 |2+ B[ cos (%)
4|z 4 k|M?
> p_sin(go/2) cos (3;”) (1 — e‘”/mn(%")) > 0.

> p_sin(g9/2)

(1 _ €—7r/2tan<7r2;"))

Donc 1/f € H®(Sy,)- ®

Premier cas

On considére le cas
ro=—r et dy=d,

qui correspond a la situation ot la population a le méme comportement aux zones tampons.
On déduit que

BB '=1, pe+p_=d,
et
(1 — e_2m> <1 + e‘2m>
f(z) = ps (L4 2/ +p- (1= e—2Varh)
(1 + e 2VEtk 26*2\/”7’“) (1 — e2VER 26*2\/”7’“)
= P+ (14_672@) +p- (1_672\/@)

2p+672\/z+k 2p_672\/z+k
Py TP — = + -
(1 te 2\/z+k) (1 —e 2x/z+k)

_ d(l 2pe 2T 2(1_]9)6_2@)

1+ e 2V=Fk) " (1 — e 2V=tk)
= dg(z).

Il est clair que g et 1/g appartient & H>(S, x,). On écrit que

(Ben- (5t ea- (5



47

ou

2p€—2\/z+k 2(1 _ p)e—Q\/z+k
(1 + 6—2\/z+k) o (1 _ 6—2\/z+k)
2})(3_2\/”?C 2(1 - p)e‘z‘/m

(Lt e 2verm) | (1 e 2vrh)

1—

2p6—2\/z+k (1 _ 6—2\/z+k) _ 2(1 _ p)e—2\/z+k (1 + 6—2\/z+k‘)

2pe_2‘/m 2(1 — p)e‘Q\/ZJTk 7
(1+e2Vath) (1 — e 2Vath)

(14 e72V2HF) (1 — em2VaHk) (1 —

1
donc (—) (—A) € L(F) qui nous assure que g(—A) est inversible et a un inverse borné et
g

[g(=A)]"" = (1/g)(—A).
On obtient donc
Proposition 3.2 L’opérateur
A = —p (I—e*P)ByB™HI —e*P) —p_(I + e*B)(I + *P)
= —pi(I— P01 — ) — p_ (I + €*P)(I 4 €*0)
— ([P + A,

est inversible d’inverse borné.

Deuxiéme cas : ByB~! # |
En écrivant A, comme suit
A, = po(l—e2BY(I+e2B) 1B B L 4 p_ (I +¢2B)(I — ¢2B)1
= pi(]+e2Po 26280 ([ 4 2BY 1B B 1 p (I — 2B 4 2¢2B)(] — ¢2P)
= py BB 4 p_I —2p (I + 2P BB~ + 2p_e?P(1 — 2P) 71,
on a aussi
Vi—ko  2piVz = koe VR N 2p_e 2VFHk
Vet+k Vatk(l4+e2VEh) o (1— e 2VzHE)
Vz—ko—Vz+k+Vz+k 2Nz — kge 2V7ko
IR Vetk T ek (Lt )

2p76_2‘/2+7k
=~

f(z) = p_+py

= p_+py— pi(k + ko) 2z — ke VR
T Vet k(VEe—ko+ Vet k) Vatk(14e2h)
op_e 2tk
+

(1 e2very’
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_ _ P (k + ko)
flz)= - +p.) |1 (p— +p) Vet k(Vz—Fo+Vz+k)
 pr ke R N 2p_e 2VEHH
(p-+p) Vet k(1 +e2ah)  (po+py) (1—e25F) |

Il es clair de (3.7) que f/(p— +p+) et 1/(f/ (p— +p+)) appartiennent & H*(S, x,) et de
I’égalité ci dessus on déduit que

(75 5)

1-(f/(p-+p+)) o (1= -+,
e ) o= (s 5 e e

et en utilisant (2.3), A, est inversible et

-1 _ 1
A*_Qﬁ@:wﬁ)

Remarque 3.2 Notons que, dans A, les opérateurs By et B agissent par ’action BoB™1.

> (—A) € L(E).

Proposition 3.3 L’opérateur A est inversible et

AT = (1= B) (I 4 2P) AL

3.3.2 Représentation formelle de la solution

Afin de ne pas compliquer inutilement les calculs, on prendra les constantes d’intervalles
[l =1et L = 1/2 quitte a faire des translations de la variable x. Notre probléme devient
alors

( ( r g ()

u” (z) + Au_(x) — 3u,(x) == dans |—1,0[
. " To _ go()
(Equations) ug(x) + Aug(z) + d—oug(az) =T dans 10, 1]
\ v (x) + Augy (x) — z1L+(x) = 9+(7) dans |1,2[

d d

(Boundary C.) {

(Transmission C.) {

(Skewness C.) {

\
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On commence par résoudre le probléme suivant

(

u” () — B*u_(z) = G_(z) dans ]—1,0]
uf(x) — Biug(x) = Go(z) dans ]0,1]
u_(—1) = f-

up(l) =W

(Transmission C.) u_(0) = uo(0)

_ (Skewness C.) p_u’ (0) = pyuy(0).

(Equations) {

(PpB,) § (Boundary C.) {

Alors
u_(z) = e Pa_+eMIBR_ o (Go)(x), x € —1,0]
up () = e"Poag + 6(1_I)B050 + 9 (Go) (x), = €]0,1],

u () = —Be*Ba_ 4+ BeMIB3 1o (G)(x), z€]—1,0]
up (r) = Boe “Boay — Boe BB v (Go) (), z €]0,1],

avec a_, 8_, o, By € E et

T 0
v (G) () = % / e(x‘t)BB‘lG_(t)dtJr% / (DB B1G (1)t
—1 x
1/ 1
Vo (Go) (IL‘) = 5 / e(x_t)BOBo_lGo (t) dt + 5 / e(t_x)BOBo_lGo (t) dt.
0 T
On a
u_ (=1)=ea_+H_+uv(g)(-1)=f
U6 (1) = Boe BOO[() - BOEO + v (Go) (].) = ‘I/,
u' (0) = —Ba_+ BePp_ 4+ (G_)(0), z€]—1,0]
uy (0) = Boag — BoeP By +v' (Go) (0), x €]0,1],
et

{ Bo=—ela_—v(g-)(=1)+ f- (38

By =e Boag + By (Go) (1) — By'¥;
les conditions de transmission
u_ (0) = ug (0)
{ p— (u-)" (0) = py (uo)' (0) = 0,

donnent
a_+eBp_ —ay—ePgs,

= —v(G-) (0) + v (Gy) (0),
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. (—04— + 635_) — D+ (BilBOOéo - 3713063050)
= —p-B7W'(G-)(0) + B~ 'p;' (Go) (0),

on remplace 5_ et 3, on obtient
a+eB (—ePa_ —v (g ) (—1) + f2) —ag — e (e Poag + By'v' (Go) (1) — By ')
= —v(G-)(0) + v (Go) (0),
et
p- (—a-+e? (—ePa_ —v(g-) (1) + f-))

—DP+ (BilBOOéO - BilBoeB0 (e BOQO + BJW (GO) (1) - Balqj))
= —p_B W' (G_)(0) + B 'p v’ (Gy) (0),

on rassemble

(I—e*B)a_— (I+e*P)ag =

—eP (=v(g-) (1) + fo) + ™ (Bg v (Go) (1) = By '¥) — v (G-) (0) + v (Go) (0),

—p- (I +e*P)a —pi(I - e*™)BoB g
= —p-B7W'(G-)(0) + B™'psv' (Go) (0) +p-e”v (g-) (=1) = p-e" f- = p. B~ e (Go) (1)
+p. B lePow.

En utilisant (3.8), on obtient le systéme

{ (I — 623) a_ — ([ + eQBO) ag = [«
—p- (I +eP)a_ —p (I —e®)ByB g = g.,
( fo= =P (—v(g) (=) + ) + P (By "' (Go) (1) + By 'W) — v (G-) (0) + v (Gy) (0)
= —ePf =P B+ ePu(g-) (=1) + P By (Go) (1) — v (G-) (0) + v (Go) (0)
g« = —p-B7WW' (G-) (0) + B~'p;v' (Go) (0) + p-ePv (g-) (=1) — p-e” f- — py. B~'ePou' (Go) (1)
+p B lePow
= —p-e’f_+p. BV +p_ePv(g-) (=1) = ps B eV (Go) (1) — p-B~'v' (G-) (0)
| +B7'pv’ (Go) (0),

le déterminant de ce systéme est

A = —p(I—-eP)ByB " (I —e*P) —p_ (I+¢P) (I+e*™)
= —p (I —e*P) ([ — 623) BBt —p_ (I + €2B> (I + 6230) ,

qui est inversible, on obtient donc

o = AT [-plI— W) BB .+ (I4+) gl
o = A7 [ (1) aft (I - ) 0]
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t
‘ { B_=—ePAT [—pi(I = 2P)ByB fo + (I +€*) g.] —v(g-) (-1) + f-

By =€ A [p_ (I+eP)a_fi+ (I —e*P)g.] + By'v' (Go) (1) — By'¥;

les solutions s’écrivent, pour = €] — 1, 0]

u_(z) = e Pa_+ PB4+ (G) (x)

u-(z) = e AT [=p (I =) BB~ fu + (I + €*™) g.]
_(+m)B B A1 [—p+(l _ e2B°)BoB_1f* + (I + 6230) g*]
—v(g-) (=1) + f- +v(G-) (2),

u_(r) = —preBATHI —eP)ByB7f,
+e P AT (I 4 ¢2P0) g,
Ay B BEAY ([ 2By Bl g
(BB AL (] 4 ¢20) g,
—eH 08y () (=1) + M0 (G2) (2).

Et pour x €]0, 1], on obtient

up () =e *Bo oy + 6(1_:”)3060 + v (Gy) (2)

up (z) = +eAp_(I+€°P) f.
xBOA—l( —2B) g,
o (e (147) 1)
(1 (A [(1 - ) )
—i—e(l DB By (Go) (1))
_e0Bo gy
+v (Gy) () .

Maintenant on passe a . .
On résoud

(Equations) /[ (z) — B*uy(z) = G4(z) dans ]1,2[
ui(1) = uo(l) = H ()
ut(2) = f+

(Ps) (Boundary C.) {

avec la condition
pdoug(1) = (1 — p)du/, (1).

qui va nous permettre de trouver V.



52

Or on a

up (z) = +e"Ap_ (I —i— e*?) f.
+e"ATH(T = ) g.
+ell=2)Bo (eBOA [p- ([+62B) fi])
e (o1 [(1 - ) )
+e<1 DB (B (Go) (1 ))
0B gy
+0(Go) (2),

H(V) = wuo(1)
= 42PNy ([ + 623) I
+2ePoATT (I — 623) G
+(By ' (Go) (1))
—By'v
+v (Go) (1),

donc
uy () = e(“l)Bou + 6(27w)35+ + 4 (G4(1)) (),

avec 9
1 1 t
v, (G+ ()) (I) — 2/ (x— t)BB 1g+d< )dt—f— 2/ (t— x)BB—lg+d( )dt,
1

les conditions aux limites

donnent

{ ar+eBy vy (Gi()) (1) = H(9)
ePay + B, +vy (Gi(1)(2) = fy,

de la deuxiéme égalité on a
By =—elay — v (G() (2) + fy,
on remplace dans la premiere égalité
ap+e” [—ePay —vp (G4() (2) + fi] v (GL() (1) = H (P),

(I —e*P)ay =e"u (G4() (2) =P fr — vy (G() (1) + H (V)

ay = (I=eP) " Po (Go() (@) = (T=e) P fy = (1= eP) o (G () (1)

-1

+ (I -y H(V),
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d’ou
By = —eayp — vy (GL()(2) + f+
| (I=e) TP (Ga()) (2) = (=) TP f = (I =€) Ty (Gh() (1)
+(I—eB) " H (D)
—vy (G4() (2) + f+
5= | T=e") 7P (GL()) ()= (I =) P f —eP (1= %) oy (G () (1)
i +eB (I —e2P) ™" H (V)

—vy (G1()) (2) + f+
_ [(1 —e2B) B 4 J] o — [(1 —e2B) 2B 4 J] ve (GL() (2)
—eP (I =) o (G() (1) = €B (I —*P) " H (D)

B = [(T=e?) e a] - [(1- ) e 4 1] 0y (G()) (2)
—eP (I - €2B)71 vs (Go() (1) —eP (I - 623)71 H(¥),

1

By = (I=eP) " fi= (1=¢P) o (G4()) (2) —® (T = P) oy (G1 () (1)
—eP (1 - ) H (),

donc la solution s’écrit

uyp(z) = e VPay + e85, 40, (Gy() (),

P) P, (G())(2) - Bf+ )
) (G4()) (1) +
I

+e(2—z)B

_ z—1)B ([_62
uy(z) = el (—(I—
(=) "= (1 - ) < e )

e () oy () (1) P (7 - ) 1 (v)

) ()

i (G4 (.

w0 = =) GO @) = e (=)
el (1= ) 0y (G () (1) + eV (1= ) T H ()
4e2-1)B (] _ 623)_1 fi— e(2-0)B (I — 623)_1 vy (G4() (2)
eI (1 PP) 0y (G () (1) = P (1= )T ()
01 (G4() (@),

pour trouver ¥ on utilise
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avec nos notations
p-=(1-p)d
p+ = pdo,
qui donne
pidy(1) = pud, (1),

pyBoePoaq
—p+3050
—p-Bay
+p-BePp,
= p v\ (G4() (1) = pyvy (Go) (1)

pyBoePo AT [ (I+ eQB) fe + (] — 623) g*}
—pi By (A7 [p_ ([+e2B)f + (I =€) g.] + By'vy (Go) (1) — By '0)

_pB<<f— )™ P, (G.()) (2) — (1 - 23)_‘je3f+—(f—e23>‘1v+<a+<.>><1>)
+ (I —€e*P) H(P)

s (I=eB) 7 = (1= eP) o (Go() (2) — €8 (T —€2B) oy (G4 () (1)
p-Be < B (I 28" 1H(\IJ) )
= p,vﬁr (G+()) (1) - p+vé (Go) (1)

—p+ ¥
—p B (I+¢P) (I—¢*P) " H (D)
= P (G() (1) - pwo(Go)(l) peBoe AT [po (1+ ) fot (1= e*) g.]
+p+ By (e AT [p_ (I +€*P) f. +( e*?) g.] + By "' (Go) (1))
0B (1= )7 P (G4() @) = (= e2B) T e 1 = (1= 7)oy (G1()) (1))

—p_Be® ((1 - €2B)_1 fe— ([ - 623) vy (Gi() (2) — € (—7 - €2B)_1 v+ (G4(1)) (1)) )
H (V) = 2PNy (I + ezB) fot2ePo A1 (I — 628) G +By 1) (Go) (1)—By "W+ (Go) (1) ,I

donc

—p+¥
0B oy -1 [ 260 AT p_ (I 4 €2B) f, + 2PN (I — €2B) g,
B e) (=) By (Ga) (1) = By 1+ 0(Go) (1)

= p-v} (G4() (1) = p1wg (Go) (1) . = psBoe AT [p_ (I + ) fu+ (I = €*F) g.]
+p By (e AT [p_ (T4 €*P) fu+ (I — €*P) ] + By'v' (Go) (1))

0B (1= )7 ePu, (G4() @) = (T = eB) T e f = (1= 7)oy (G1()) (1))
—pBeP (1= )7 fr = (1= ) o, (G () (2) = € (T = 7)oy (G1()) (1)
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et
—p+ ¥
+p B (I+¢P) (I —e*P) " By'w
0 (G4 () (1) = Py (Go) (1) — py Boc® A [p (I+¢*) £, 4 (I - ¢27) g,
+p By (A7 [p_ (I+€°P) fo + (I — €*P) g.] + By (Go) (1))
+p_B ((I — 623)_1 P (GL())(2) — (I - 623)_1 ePfy—(I- 623)_1 vy . 1))
—p_BeP ((I — 623)71 fy— (I — 623)71 vy (Go(1)(2) —e ( €2B) ' vy (G4 (1)) (1)>
o5 apy-1 | 26P°ATIp_ (14 €*P) f. +2e PO AT (1 -
+p-B (I +¢*) (I —e*7) { +(B Ly (G)O) (1) + v (Go) (5) ) ]
[pil+p (I+¢®) (1= )7 BBy | w
= p-v, (G()) (1) = ps+vp (Go) (1) — P+Bo€B°A_ [p- (I+¢*) fot (I = ") g.]
B (A [p (14 ¢) fo+ (T — ) g.] + B! (Go) (1)
0B (1= )™ ePo, (G4() (2) - (I—e2B>‘ L= (1= ¢P) oy (G40) (1)
—p-Be” ((I - 623)_1 J+ — (I - 623)_1 vi (G()) (2) —€” (I B 623)_1 v4 (G4(.)) (1))
+p-B (I +¢*P) (1 —¢*B) 2eP0 A p_ (14 €*P) fo+ iiB(OGAO)l( 1()1— e*?) g. + By "' (Go) (1) 1
et donc

U= ATIA (pov! (G)(1) + prug(Go)(1))
+2p ATATBeP (I = 2P) vy (G1)(2) — 1)
FATIAT (p Boto(Go)(1) — p_Bu. (G4)(1)) + A5 Bovo(Go) (1)
+4p> AT D' BeP P AT v (G_)(—1) — f-) + v)(Go)(1)
20  ATTATHI 4 e*B)ePP AT By (py + A1) (v0(Go)(0) — v_(G-)(0))
F2 ATIATN 4+ ) A (py i (Go)(0) — p-v! (G-)(0) .

Pour trouver ¥ 1l faut inverser
Ar = [=pel+p (1+e) (1- ) BBy
_ (]_623)71 [p+ (1_623) —p_ (I+€23) BBo_l} :

et
Ap =T +2P (I+¢*P) (I —eP) " 2Pt

pour inverser A; et A, on utilise les mémes techniques pour A
avec

A= = [py(I — €) (I — 28) BeB~ + p_ (I +¢*P) (I + e2P)] .
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3.4 Analyse de v_(G_), v(Gy) et v (G)

3.4.1 Analyse de v_(G_) sur (-1,0)

On a pour, z € |—1,0]

T 0

1 1

v (@) @)= / OPBIAG (it + / (DB B1G (f)dt,
~1 x

alors on peut écrire

v (G-)(x)

_ %/e(w—t)BB—1 [G_(t) — G_(x)] dt + %/e(t—x)BB—l (G_(t) — G_(x)]dt

-1

5B (G (2) — G (~1)
%e‘xBB‘? G (z) = G_(0)] = B*G_(x)

+%€(z+1)BB_2G_(—1) + %e_zBB_2G_ (0)
= R_(z)+ 5 1(z) + 5 o(z),

ou
1 1
S__i(z) = 56(”1)33_267’_(—1), S_o(x) = §e_xBB_2G_(O).

De la proposition 2.3, R_ a la propriété de la régularité maximale suivante
Vo € [-1,0], R_(x) € D(B?) et x+— B*R_(x) € C°([-1,0]; F),
alors que pour S_ _; et S_ nous avons seulement
S_ 1 €C(]-1,01;D(B?) et S_o€ C([-1,0[; D(B?).
Le comportement de B%S_ _;(x) au voisinage de —1 est celui de

%e(”“)BG_(—l), (3.9)

et le comportement de B2S_ () au voisinage de 0 est celui de

%ewBG(O).

3.4.2 Analyse de vy(Gp) sur (0,1)
Rappelons que, pour z € ]0,1]

T 1

1 1
"U()(Go)(l‘) = §/€(x_t)BOBO_1G0(t)dt + §/€(t_x)BOB()_1G0(t)dt,
0 T
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qui peut étre écrit comme suit

vo(Go) ()
_ %/e‘xtBOB (Golt) — Go(l’)]dtJF%/ (=080 BT Gy () — Go(w)] dt

1
—B;?Go(z) + 569630352 [Go(r) — Go(0)]
+;e(1 DB B2 [Go(x) — Go(1)]
"‘%exBOBOQGO(O) + %e“"”)BOBﬁGo(l)
= Ro(ZL’> —+ SO’()(.I) —+ 5071(.73),

ou

1 1
Soo(z) = §exB°BO‘QG0( ), Soa(z) = e e1=2)Bo B2 (1).

Du lemme 2.9, le terme Ry a la propriété de la régularité maximale suivante
Vo € [0,1] Ro(x) € D(B?) et x+— B2Ry(z) € C%([0,1]; E),
alors que pour Sy et Sy nous avons seulement
Sop € C(10,1]; D(B3)) et Sp1 € C([0,1]; D(BR)).

Le comportement de B2Sy(x) au voisinage de 0 est celui de
1
§€IBO GO(O),

et le comportement de B3Sp () au voisinage de 1 est celui de

1
ée(l_x)BOGo(l).

3.4.3 Analyse de v, (G,) sur (1,2)

On a, pour z € |1, 2]

04(G4) (@)
- 3 / BTG (1) — G (o)) de+ / e TPBTGL(1) - Ga(a)) de

1

5 VBB (G () — G4 (1)

g6, () - 6,2)) - BGL ()

1 1
+§e($—1)BB—2G+(1> + 56(2_$)BB_2G+(2)
= Ry(z) + Sia(x) + Spa(2),
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ou

1 1
Sialz) = 56(%1)3372G+< ), Syalz) = ¢ > IPB2GL(2).,

Du lemme 2.9 , le terme R, a la propriété de la régularité maximale suivante

Vo € [1,2] Ry(x) € D(B*) et x+ B*R,(x) € C’([1,2]; E),

alors pour les termes S, ; et S o on a seulement

Le comportement de B%S, ;(x) au voisinage de 1 est celui de

et le comportement de B2S, »(z) au voisinage de 2 est celui de

S.1€C(1,2];D(B?%) et S.,€ C([1,2[; D(B?)).

S VEG (1),

56(27‘%)BG+ (2) .

3.4.4 Analyse des dérivées

Analysons le comportement des dérivée de v_(G_), v9(Go) et v (G4 ), afin d’étudier la

régularité de la solution de notre probléme. Pour tout z € |—1,0], on a

v_(G-)(x)
1 1 ; 1

(z—t)B - (t—z)B 1 .
2/e 2/e G (1)t + 5B (1)
—1

et alors

-1

1
2

SB7G ()

= ——B'G_(0) + %B‘leBG_(O) + % / P IG_(t) — G_(0)] dt.

-1

Similairement, pour tout = € ]0,1[, on a

1

vo(Go)(w

[\DI»—t

0 T

/ex tBOG()dt—§/ (t=0)Boq (¢)dt,
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et alors
1 1
W(E)() = / 0BG (1)dt
0
1 1
= 3 / =050 (G (t) — Go(1)] dt + 5 / =0 G (1) dt
0
]' -1 1 1 _Bo ]' 1 tBO
= —3By'Go(1) + 5By ™G +§ — Go(1)] dt.
0
De méme
1 1
WGO) = 5 [ Got
0
1 1]
- -1 / P [Go(r) — Gol(0)] di — 5 / !B Gy (0)dt
0 0
1
1 -1 1 —1_Bp 1 tBo
= §BO GO(O) — §BO (& Go(O) — § € [GQ('[J) - Go(O)] dt
0
v} (G1)(1)
2
| 1 15 1 (t-1)B
= BTG (1) 5B e’ G(l) — 5 [ e [G4(t) — G (1)) dt,

1

3.5 Conditions nécessaires sur les données aux inter-
faces

On suppose que u_, ug, et u, vérifient

u_ € C([=1,0;D(B%) N C2([~1,0]; E)
uo € C([0,1]: D(B3)) N C2([0, 1] E)
u, € C(11,2]5 D(B?) N C2([1,2]; ).

alors
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on déduit aussi que

(u-)" (1) € D(B?).

De maniére similaire, pour tout

71 €[0,1], (uo) (1), (uo)" (1) € D(B?)

Y

et pour tout

Ta € [17 2] 9 (U+)/ (T2) ) (U+)H (TQ) S D(B2)7
Il s’ensuit que

{ (u_)"(0) = G_(0) + B*u_(0) € D(B?)
(u0)" (0) = Go(0) + Biuo(0) € D(B?),

{ (u0)" (1) = Go(1) + Biuo(1) € D(B?)

(uy)" (1) = G (1) + B*u, (1) € D(BY).
En utilisant la premiére condition d’interface

u_(0) = ug (0),

on a

(u0)" (0) = Go(0) + Bjug(0)
Go(0) + B2u_(0)
= Go(0) + B{B~? ((u-)" (0) — G_(0)) ,

a partir de laquelle on déduit la premiére condition nécessaire de compatibilité suivante

Go(0) = BB*G_(0) = (uo)" (0) — ByB~* (u-)" (0) € D(B?).

La deuxiéme condition d’interface

up (1) = uy (1),
donne

(u0)" (1) = Go(1) + Biuo(1)
Go(1) + B{B™? ((us)" (1) — G4(1))

qui implique la deuxiéme conditions nécessaire de compatibilité suivante

(u0)" (1) = B3B~ (us)" (1) = Go(1) — BiB~2G.(1) € D(B?).
Remarque 3.3 Dans le cas
BiB?=1,

les conditions nécessaires et suffisantes aux interfaces sont

(-1 2) o o (242 240) e
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3.6 Analyse de u_ au voisinage de —1
On suppose la condition nécessaire f_ € D(B?) = D(A). Rappelons que
u_(z) =e*Pa_ + 183 1o (G ) (),

ot, du (3.8), on a

B =—ePa_ —v_(G_)(—1) + f_.

Puis le comportement de B?u_ () au voisinage de —1 est celui de la fonction

BBy (G)(—1) + f_] + B*_(G_)(x).

On a
v (G)(~1)
_ %/e(tﬂ)BB_l [G_(t) — G_(~1)]dt + %/e(t“’BB‘IG_(—l)dt
= —2BC_(-)+ R (G)(-1),

et le terme R~ (G_)(—1) est régulier puisque
B? [R™(G-)(—1)] € Dp(, +o0),

voir lemme 2.9.

Maintenant, & partir de I’étude et des résultats sur le comportement de B*v_(G_)(z) au
voisinage de —1 voir (3.9), nous concluons que le comportement de B*u_ (x) au voisinage
de —1 est le méme que

2
6(1+x)B [G,(—l) + B2f,] )

1 1
e(l-i—a:)B |:—G_(—1) + Bzf_ + 56(1+x)BG_(—1)

Du lemme 2.9, B*u_(.) a les propriétés suivantes de la régularité maximale au voisinage de
-1

{ B?u_(.) € C([-1,0[; E) ssi [G_(—1)+ B%>f_] € D(B?) = D(A)
Bu_() € C%([~1,0[; E) ssi [G_(—1)+ B%f_] € Dg(0, +0).

Pour 'analyse de u au voisinage de 2 on peut utiliser les mémes techniques que I’analyse de

u_ au voisinage de —1, on obtient la régularité maximale suivante de B*u, (.) au voisinage
de 2.

{ B?u, () € C([1,2[; E) ssi [G4(2)+ B*f_] € D(B?) = D(A)
B*u, () € C%[1,2[; E) ssi [G(2)+ B?f_] € Dg(0,+0).
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3.7 Analyse de u_ a l’interface {0} x |0, 1]

<
|
12

v(G_)(x) — pre " PAHI — 2P)ByB~ f,
+e PATH (I + e*0) g, + Réyg

—eBf —ePoByU +ePu(g)(~1
+eP0 By (Go) (1) — v (G-) (0) + v (G
)

4B A —p_eBf_ B7teBow 4+ p_eBo( )( 1) — p B~ Py’ (Gy) (1)
sBA-1 (] 4 o2Bo p_e’f_+pg / p g- + 0
reTAT (T e) Lo B (G_) (0) + BTp.t! (Go) (0)

= Rég+v(G_)(x) — pre *BATHI — *P)ByB™ [ )
0

) (0)

= Rég+v(G-)(2)
—pre AT = e*P) BoB~" [u (Go) (0) — v (G-) (0)]
+pie PATHI — ) BB~ [—e™ By U]
+A e P (I 4 €*P0) B~ [pyo' (Go) (0) — p_v' (G_) (0)]
+Atem B (] + 6230) B! [p+B_1eB°\I/} :

Or on a

[v(Go) (0) = v (G-) (0)] = 5 (B~*(G-(0)) — By (Go(0))) + Rég.

et

p+v/ (Go) (0) = p-v/ (G-) (0) = BBy Go(0) + E-BT'G_(0) + Reég,

donc on obtient

12

Rég+ v (G_) (x)

+%p+ewBA1(1 PP BB (B (G_(0)) — By (Go(0)))

+A e P (I +e*P0) B! {p—;BOIGO(O) + p?_BflG_ (0)}

U—

1
u_ o~ Rég—l—éB’?e’xBG,(O)

2 PATN - ¢250) ByB (B2 (G (0)) - By? (Gol0))

2
+e™BATY (T 4 ¢2P0) B [%BglGO(O) v %B‘lG_ (0)} .
On a
A = —p.(I—-eP)BB™' (I —e*P) —p_ (I+¢€*) (I+eP)

— [p+(I = e2P)ByB™ (I — €*P) + p_ (I + €*7) (I + ¢*™)]
— [p+BOBfl +p_ I+ Opereg}
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12

12

1
Rég + 537267’”36’_ (0)
1

—§p+e_xBA_l(I — e?P)ByB™' (B2G_(0) — By *Go(0))
+e T BAT (T + 2P0) B [%30—100(0) + %B—la(oﬂ

1
Rég + §B_26"”BG_(0)

-e B [p+BoB~" 4+ p_I+ Opereg]_l (I — ePo) [p+BoB~"] (B7?(G_(0)) — B

1
Rég+ B2 "8G _(0)

~

U_

On écrit que

L

-2
0

(Go(0)))

B [psBoB™ + p_I + Opereg] " (I +¢*™) [p. B By Gy(0) + p-BG_(0)] ,

2

+L

+M
% B pyBoB™ + p_I + Opereg] ™ (I — %) [py BoB™'] (B~2G_(0) — By%Go(0))
% B [p+BOB_l +p_ I+ Operegrl (I — e2Po) (D BoB™' +p_I+ Opereg| x
(B72G_(0) — By2Go(0))
+%e_xB [p+BoB™" +p_I+ Operegrl (I — e*P0) [—p_I — Opereg] x
(B2G_(0) - B;Ga(0))
;e_xB (B72G_(0) — B;*Go(0)) + Opereg
—192;6 P lpsBoB™ ' +p_ I+ Operegrl (B72G_(0) — By G (0))
%e’”B (B72G_(0) — By?Go(0)) + Opereg
—%e B [p+BOB’1 +p_ I+ Opereg}_l B2G_(0)
—l—% —oB [p BB '+ p_ I+ Opereg] ! By 2Go(0).

—e "B [p+BOB_1 +p_ I+ Opereg]

e B [p BoB™' 4+ p_I+ Opereg] -

p2+ e "” [P BoB '+ p_ I+Oper69] - B™'By'Go(0) 4 Opereg

p—

~5¢ " [p+BoB™! +p-1 + Opereg] BTG _(0) + Opereg.

I+ €2P0) [py BBy Go(0) + p-B2G_(0)]
[

p+B7'By'Go(0) + p-B~*G_(0)] + Opereyg
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I1 reste
1
u_ ~ Rég+ 53726713(;,(0)

1
+§e_“TBB_2G_(0) + Opereg

1
—§e_zBBa2Gg(0)
—%eﬂB [p BoB™' 4+ p_I + Opereg B

1

“Blp,BoB™" + p_I + Opereg 2G0

+ e B [p, ByB™ + p_I + Opereg| B~ 'B;'G(0) + Opereg

I
I
] —1
——e —eB +BOB’1+p,I+Opereg] B

u_ =~ Rég+e "PB2G_(0)

1
—§e—fBBO—2GO(0)

—p_e P [p BoB~' + p_I + Operey] - B2G_(0)

1 B}
+5¢ [pyBoB™ +pI + Opereg] " (p-Ba? = ps By ' BY) Go(0)

u_ =~ Rég
+e 7B [I —p_ [p+BoB " +p_I + Operegrl} B2G_(0)

1 _
—Ee_xB [I — [p+BOB_1 +p_ I+ Opereg] ! (p_l —p+BOB_1)] By 2Go(0)

u_ =~ Rég
—zB -1 -1 -1 -1 -2
+e [I —p_ [p+BoB~ ' +p_I + Opereg]  [pyBoB~ +p_I — p.ByB ]] B™*G_(0)
1 _
—56_“3 [I — [p+BoB_1 +p I+ Opereg} ! (p+BOB_1 +p_I— 2p+BOB_1)} By2Go(0)
u_ =~ Rég
e 7B [p+BoB~"] [p+BoB~' + p_I + Operey] ! B2G_(0)
B [p+BoB™Y] [p+BoB™" + p_I + Opereg] " By*Gy(0)
u_ =~ Rég

+e P [p.BoB™'] [p+BoB™' + p_I + Ope'reg]_1 (B2G_(0) — By2Go(0)) .
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Théoréme 3.1 Soient % € C%([-1,0]; E) et % € C°([0,1];E) avec 0 < § < 1.0n
0

f_ € D(BY).

suppose que

Alors

1. u_ est la solution du notre probléme sur |—1,0[
2. u_ € C([-1,0]; D(B*)NC?([-1,0]; E) si et seulement si

B + %‘Z_l) e D(B),

et
9-0) _ 90\ _ 57
— D(B).
(- 20 e Dimy
Théoréme 3.2 Soient % e C'([-1,0]; E) et % € C?([0,1];E) avec 0 < 6 < 1.0n
suppose que 0
f- € D(B?).

Alors

1. u_ est la solution du notre probléme sur |—1, 0]
2. Bu_(.),u € C%([~1,0]; E) si et seulement si

B*f + %_1) € Dp(f, +00),

(9_<0>_M

7 s ) € Dg(0, +00).

3.8 Analyse de u; au voisinage de l’interface {0} x |0, 1]

up ~ Rég+v(Go)(x)
+€xBOA71p, ([ 4+ 623) f*
+€ngA—1 (] o 623) s,
on remplace f, et g, on obtient
uy =~ Rég+v(Gy) (z)
IBOAfl T 2B
v Ay (1) —0(G) (0) + v (Go) (0)

wBo A— —p-ePf-+p B7lePW 4 p_ePu(g-) (~1) — pp. B~ e (Go) (1)
AT 1= | 0 B ]

—ePfo—e® B+ Pu (g-) (=1) + P By o' (Go) (1) )
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donc
up = Rég+v(Go)(x)
FAT Y (T4 ) (BB — 0 (G) (0) + v (Go) (0)
+e AT (T = €*P) [+p B e W — p_ B (G-) (0) + B~ 'piv' (Go) (0)]

uy =~ Rég+v(Gy) ()
+e AT p_ (I +€*P) (v(Go) (0) — v (G-) (0))
FeA (T = 28) B [p, 0! (Go) (0) — po (G) (0)

uy ~ Rég+v(Gy)(x)

+e"BoATIp_ (I + 623) <1

3 (B7(G-0) - B (Gol0))

+e" AT (I - €e*P) B! {%Bgl(}o(o) + %_B—IG_(O)]

T

1
1 1
v (Go) (x) = 5 / e DBo BIIG (t) dit + 3 / =B BIIG (t) dt.

0
1
Uy Rég+§exB°Bo_2Go(0)

TetBoAly ([ + 623) (% (B_2 (G_(0)) — By? (G0<O))))

+e" AT (I — e*P) B! {p—;BO‘lGO(O) + p?_B‘lG_(O)]

A = —p.(I—e*P)ByB~! (I- 623) —p_ (I+ €2B) (I+ €2B0)
= — [pr(I = )ByB™' (I — &*P) +p_ (I +¢€°P) (I +&*™)]
= — [p+BOB_1 +p_ I+ Opereg}

uy =~ Rég-+ %exBOBO_QGO (0)
¢ ([p+BoB ™t + p- + Opereg]) ™ p- (1 +¢*%) (% (B~(G-(0) - By (Go(0)>))

_¢tBo ([erBoBil +p_I+ Opereg])_l ([ — ezB) B! {%BolGo(O) + pT_BlG(O)}

1
Uy = Rég + §€xBOB(;2G0 (0)

+1
+1I
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_ 1
I = e (e Bob 4T+ Opereq]) - (14¢) (5 (57 (G-0) - 5% (Gul0) )
= —e*Bo ([erBoBfl +p_ I+ Opereg])_l [(p,f +py BB + Opreg) — py BB~ — Opreg]

x (I+¢e*P) (é (B*G_(0) — B(;?Go(o))>

= Do (1 4+ ¢P) (% (BG-(0) - BJQGO(O)))

_ 1
+¢7B0 ([p, BoB~ + p_I + Opereg)) 1 (ps BoB~Y] (5 (B72G_(0) — BO_QGO(O))) + Opereg

IT = —e"™ ([psBoB™' +p_I+ Opereg})_l (I-¢eP)B™! {%BolGO(O) + p?_BlG(O)l

= —e"? ([p+BoB™ +p_I+ Opereg})_l {%BlBolGO(O) + 197_32(;_(0)} + Opereg

[+1I = —eP0 (I 4 ¢*P) (% (B™G-(0) - BE2G0(0)))

+emBo ([p+BoB_1 +p_ I+ Opereg])fl [p+BOB_1] (% (B_QG_(O) — BO_QGO(O)))

—¢"Po ([py ByB™' + p_I + Opereg]) ™ [%BlBolGo(O) + %BQG(O)] + Opereg

I+11 = —%exf’o ((B2G_(0) — By2Go(0)))
—erbo ([p+BOB’1 +p_ I+ Opereg})_l [erBoB’l] By 2Go(0)
—l—%exBO ([p+BoB_l +p_ I+ Opereg])f1 (erBoB_l —p,I) B2G_(0)
;L eByp2
Uy o~ Reg+§e”” °By“Go (0)

+1
+I1I

12

w = Rég+ 5o B;Go (0)
_%ewo (B72G_(0) — By*Gy(0))
_eajBO ([p_l,-B()B_l +p_-[ + Opereg})_l |:p+B0B_1:| BO_2GO<O>

—i—%emBO ([p+BOBfl +p_ I+ Opereg] )_1 (p+BOB*1 — p_I) B2G_(0)
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1
Rég + éemBOBJZGO (0)

Uy =
1
—569“90 (B72G_(0) — By G (0))
—e"P ([ps BB +p_I + Opereg]) [p+BoB~"] By *Go(0)
1 _
+§eIB° ([p+BOB’1 +p_I+ Opereg]) ' x
(p+BOB’1 +p_I + Opereg — p_I — Opereg — p,[) B2G_(0)
1
Uy = Rég + §€IBOB(;ZG0 (0)

—%exf’o (B72G_(0) — By *Go(0)) + %e”BOB_QG_(O)
—"0 ([py BoB™ + p_I + Opereg)) ™" [ps BoB™"] By 2Go(0)
—p_e"P ([p4+BoB~' + p_I + Operegl) ! B2G_(0)

uy Rég+exBOB_2GO( ) — e*Po ([p BB '+ p_ I—I—Opereg]) [p+BoB_1] By2Go(0)
—p_e” ([p ByB™' 4+ p_ I+Ope7“egD ! B2G_(0)

uy ~ Rég+ "B [I — ([p+BoB_1 +p_ I+ Opereg})_l [p+BgB_l]] By 2Go(0)
—p_eBo ([erBUB’l +p I+ Opereg])_l B2G_(0)

I — ([p+BoB™" + p_I + Opereg]) ~ x }XB(;zGO(O)

~ R , xBg
Up eqg+e |: [p+BOB_1 +p7[ + Opereg — p,] — Opereg]

—p_e*Po ([p+BoB~" + p_I + Opereg] )_1 B2G_(0)

Uy ~ Reg+p e’ ([p ByB™' +p_ [+Ope7“eg]) By2Go(0)
—p_e” ([p BoB™' + p_I + Opereg|) ! B2G_(0)

up ~ Rég+p_B~*e"™ ([p+ BoB™" + p_I + Opereg])_l (B*By*Go(0) — G_(0))

3.9 Analyse de uy au voisinage de 1

up ~ Rég+ o (Go) ()
+el=0Bo o1yl (G) (1) — et 2B Brlw
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ug ~ Rég+ vy (Go)(z)
+el950 Bty (Go) (1)
_e(l—w)BOBo—lA;lAl_l (p_vﬁr (G1) (1) + pivgy (Go) (1))
_e(lfw)BOBoflAzflAlfl (p+BOU0 (Go) (1> —p-Buy (G+) (1))
—e170B0 BIYAT! Bovg (Go) (1)
_6(1—@3030_11)6 (Go) (1)

up =~ Rég+ vy (Go) (x)
_e(lfz)BoBO*lAzflA (p U+ G+ + p+U(/) (GO) (1>)
_e(l—ﬂc)BOBglA;lA " (p1Bovg (G0)< ) — p-Buy (G4) (1))
_e(lfx)BOAlflvo (GO) (1)

Or on a P p
Pl (G1) (1) + i (Go) (1) = 2= B7G (1) - 25 By Go (1)
piBovo (Go) (1) = p-Bos (G1) (1) = 276, (1) - 225516y (1)
A
vo (Go) (1) = Rég — §Bo 2Go (1)
uy =~ Rég+ vy (Go) ()
_1=0)Bo prIACIA L (1%3—1(;Jr (1) — %Bo—lGo (1)>
. A A-1A—1 (P— Pt p-
_e )BOBO 1A2 1A1 1 (73 1GJr (1) — %Bo 1Go (1))
—elmmBoA L] (—%BO_QGO (1))
ug ~ Rég+ vy (Go) ()
—el=0)Bo prIASIA T (p_B_1G+ (1) = p4+ By 'Go (1))
+%€(1—x)BoA1—1BO—2GO (1) )
On a

A = —[py BB 4 p I+ Opereg]_1
Ar = [I+2p (I+eP)e A
A1 = I+ Opereg
ATY = [I+ Opereg] " ~1
Ay = [=pil +p-BB; (I +e*P) (I — )]
= [-pi! +p-BB;' + Opereg|
A;' = [-pid +p BBy + Opereg)”
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12

1
Rég + 56(1_3”)30362@0 (1)
—e1=9Bo B [ BBy — py I + Opereg] " [T+ Opereg)™ (p-B7'Gy (1) — py By Go (1))

1
+§€(1—$)BOBO—2 [[ + Opereg]il GO (1)

1
Rég + ée(lfx)BOBJQGo (1)

Uy =
—x — — -1 - .
—6(1 )BQBOI [p_BBol—p+]+Op€7’€g] (p_B 1G+ (1)—p+BO 1G0 (1))
1
—|—§e(1_:”)B°BO_2G0 (1)
; 1 (1—z)Bo p—2
uy =~ Rég+ 56 By=Go (1)

eI [y BBy — p, 1+ Opereg] " (p-By' BTG (1) p, By*Go (1))
1
5l OB G (1)

w ~ Rég+ %6(1_”3030‘ “Go (1)
80 [y BBt~ po T+ Opereg] " [p_Bi B Gy (1)
T [p_BBO_I ol Opereg} -1 [p_BBO_l —pid — p_BBo—l] BO—QG() (1)
Lm0
uy =~ Rég+ eI DPBI2G, (1)
—e=950 [p BBy —p. I+ Opereg] " [p-By'B™'] G+ (1)
+ellmMBB2Gy (1)
—el0 [p BBy — pyI + Opereg] " [p-BBy"] By*Go (1)

12

Rég + 0B B2 (1)

_e(1-2)Bo [p_BBal —pid+ Opereg] - [p_Bolefl} G (1)

+el™B B2 (1)

—e( =% [p BBy = py I+ Opereg] ™ [p-BBy" = py +p.1] By*Go (1)

U

12

Rég + P BI2Gy (1)

—6(1 )Bo [p_BBO 1 p+] + Opereg} [p_BO 'B 1] G+ (1)
+€(1—m)BoB()—2GO (1)

e 26 (1)

—e=0B0p [p BBy — p.I + Opereg] " ByGy (1)

Uo
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uy =~ Rég+ eI PPBI2G, (1)
—x — -1 - -
_(1=2)Bo [p—BBo L p T+ Opereg} [p_BO 'B 1} Gy (1)
—x — -1 N N .
+e172)Bo [p,BB0 Y p T+ Opereg} [p,BBO ' —p,I—p_BB, 1} By?Gy (1)
ug =~ Rég
+e(1-7)Bo [[ — py [p-BBy" — piI + Opereg) _1} By*Go (1)
—e(1=%)Bo [p_BBo_l —pil + Opereg] o [p—B_lBo_l} G4 (1)
Up ~ Rég

4 1-2)Bo [1 — [p-BBy' = p.I —p_BB;'] [p-BBy' — pyI + Opereg] _1] By*Go (1)
—x — -1 - —
_(1-2)Bo [p-BBy" — piI + Opereg|  [p-B'By'| G4 (1)

Uy =

+e=95 [p BB — p I+ Opereg] " [p-BB;'] By*Go (1)

—el172)Bo [p_BBO_1 —pil + Opereg} o [p—BBO_l] B7?G4 (1)

Rég
+e1=980 [ BBy' — p, I + Opereg] i [p-BBy'] (By?Go (1) — B7?G4 (1)) .

Et on aura les théorémes suivants

g

Theéoréme 3.3 Soient - € C ([~1,0]: E) et % e C9([0,1]: E) et % e C%([1,2]; E)

avec 0 < 0 < 1. Alors

0

1. g est la solution de notre probléme sur]0,1]

2. Ug €

C ([0,1]; D(B?)) N C?([0,1]; E) si et seulement si

<g(;z(00) B ng0>> e D(By),

(QO_(U ~ 9+_(1>) e D(By).

do d

Théoréme 3.4 Soient = € C?([~1,0]; E) et % ¢ C?([0,1]; E) et Cadys C?([1,2]; E)

avec 0 < 0 < 1. Alors

d ’ do d
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1. g est la solution de notre probléme sur]0, 1].
2. Biuo(.), uj € C?([0,1]; E) si et seulement si

(22 - =) € D5 +c0),

dy d

(go(l) g+(1)) € D, (0, +00).

3.10 Analyse de u, au voisinage de 1

uy, ~ @B (I - 623)_1 vy (G1) (1)
-1

+ele VB (1 = ¢28) ™ Bl (Go) (1) + e VP (I = e27) ™ (Go) (1)
+elm DB (1= e2P) T ANTTAT! (p-v, G (1) + p1v)Go (1))

+e@ DB (1 = 2P) T AATAT (py BowoGo(1) — p_Bu, Gy (1))
el DB (1 — e2P) T AAT Byug (Go) (1)

+e@DB (1 2B) T Nt Gy (1)

+vyGy (7).

Avec
A= —By'A 4+ 2p P AT ([ — 623) B!

Uy =~ Rég + ’U+G+ (ZI:)
1 1
_ 1B (_53—2@(1)) + elr=DB B (—530‘2610(1))
1
+e(a}—1)B (_§BO—QGO(1))
+e@V8 [~ Byt 4 Opereg) [~p+I +p-BBy" + Opereg] "
[I + Opereg]™ (%B_lGJr(l) - %Bo_lGo <1>>
+e 08 [~ Byl 4 Opereg) [~pi I +p-BB;" + Opereg] '
[I + Opereg] ™ (%B’IGJr(l) - %BEIGO (1))

1
t+el@-1)B [_Bgl + Operg] I+ Opereg]_l By <_§BO2G0(1>>

1
+el@—1B [_Bo—l + Operg] <—§BO_2G0(1>>
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uy ~ Rég+ 53726(%1)BG+ (1)

1 1
+§e(w—1)BB—2G+(1) . Ee(x_l)BB()_3GO(1)

1
—§€(x71)BB072G0(1)

_i_e(:cfl)BBofl [—erI +p7BB071 + Opereg] -1 <%B61G0 (1) — %BflGJr(l))

+€(w—1)BB()—1 [—pJJ +p_BBU_1 + Opereg] -1 <%BO—1GO (1) — Z%B—lGJr(l))

1
+§e(x—1)BB()—2GO(1)

1
—|—§6(z_1)BBO_3GO(1)

u, =~ Rég+ B2 VBG, (1)

1
_§e(m—1)BB0—2G0<1)

1 e _ _ -1 _ -
+§e( VBBt [—p+[ +p_ BBy + Opereg] (p+BO 'Go (1) —p_B 1G+(1))
1 _ _ -1 _ _
+5e "Bt [=py T +p-BBg" + Opereg]  (p By Go (1) = p-B™'G.(1))

1
+§e(x71)BBOfQGO(1)

12

1
_§€(x71)BBO72G0(1)

Uy

1 —
+§€($_1)BP+BO_2 [—p+I+p_BB;" + Opereg] gen (1)

1 —
—5e VP By B [=pi I +p BBy + Opereg] " G (1)
P+
2
_%e(r—l)B [_er] +p_BB;' + Opereg} - B™'By'GL(1)

1
5B Gy(1)

+ 6(1*1)330*2 [_er[ + p,BBal + Opereg} ! Go (1)
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Rég+ B~ 2" VBG (1)

Uy o~
e IE B G (1)
+e@ By, [—pJJ +p_BB;' + Opereg] - By*Go (1)
—e@ DBy BB [—p, T+ p BByt + Opereg] ™ G (1)
+%e(”ﬂ‘1)BBO‘2GO(1)

uy =~ Rég

telrDB (I —p BBy [=piI +p_ BBy + Opereg] _1) B~*G+ (1)

+el@= DBy, [—p+] +p_BBy" + Opereg] - By*Go (1)

uy =~ Rég
telz—1)B (I — [-p+I+p_BB;' + Opereg}_l [p-BBy' —pyl +p+ﬂ> BG4 (1)
jLe(l“*l)BpJr [—p+[ +p_ BBy + Opereg} ! By2Gy (1)

Uy = Rég
—e@ B, [—pi] +p_BBy" + Opereg] ' BG. (1)
+el@= DBy [—p4I +p_BBy"' + Opereg] - By *Go (1)

u, ~ Rég
+e@ P, [—p,I +p_BBy' + Opereg] " (By2Go (1) — B2G. (1))
Donc on aura les théorémes suivants

Théoréme 3.5 Soient % € C9([0,1]; E) et % € C%([1,2]; E) avec 0 < 0 < 1.0n suppose
0

que
f+ € D(B?).
Alors

1. uy est la solution de notre probléme sur |1,2].
2. uy € C([1,2]; D(B2,)) NC*([1,2]; E) si et seulement si

9+(2) ==
= € D(B),

(go(l) _ g+(1)> e D(B).

B*f +

do d
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Théoréme 3.6 Soient 2° € C° ([0,1); E) et 9% e v ([1,2]; E) avec 0 < 0 < 1.0n suppose

do d

f+ € D(B?).

que

Alors

1. uy est la solution de notre probléme sur |1, 2]
2. B*u,(.), u] € C?([1,2]; E) si et seulement si

Bf, + g*f) € Dg(0, +00),
et . .
(%0) - g%d()> € Dgp(6,400).



Chapitre 4

Dynamique de population dans deux
patchs

4.1 Introduction

Dans le papier de Cantrell, R. S., et Cosner, C. [4] on a trouvé une étude intéressante sur
les modeles de diffusion en dynamique de population incluant des comportements individuels
aux frontiéres et applications. Cette étude a été détaillée dans une dimension spatiale.

Notre objectif dans ce travail est d’analyser la situation analogue dans I’espace a deux
dimensions. Plus précisément, nous nous occuperons de ’étude de I'analyticité de Cy semi-
groupe généré par le processus de dispersion dans deux habitats sous une condition d’asymé-
trie et une condition de dispersion continue (skewness condition) a 'interface qui représentent
le comportement des individus aux limites.

Ces problémes sont basés sur les équations de type parabolique établies dans un paysage
constitué par deux habitats différents :

Q=0_UQ,,

ol Q_ =]—1,0[ x ]0,1]
{ 0, =10,L[ x]0,1],

avec [, L > 0. L’équation de diffusion est

u d_.Au_(t,x,y) + F_(ult,a,y)) dans ]0,T[x O
at d+.Au+(t,x,y)+F+(u(t,x,y)) dans ]OaT[ X Q+a
sous la condition initiale
v_(x,y) dans €_
u(0,z,y) = (0) (4.2)
py(z,y) dans Q.
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les conditions aux bord

u-(t,—ly) = f-(t,y), yel01]
u_(t,z,0) =u_(t,z,1) =0, z€]|-10]
u(t,,0) = uy(t,z,1) =0, z€l0,L] (4.3)
| Ly = oty veloal,

la continuité de la dispersion a U'interface I'y = {0} x ]0,1],

d_.Au_ (t7 07 y) + F_ (U_ (t’ 07 y)) = d+‘Au+(t7 07 y) + F+(U+(t, 07 y))
(4.4)
y €10,1],
et les conditions d’interface d’asymétrie (skewness interface conditions)
ou_ ou
(1= p)d-——(t,0,y) = pdy—=(t,0,), y €]0,1[. (4.5)

Nous avons utilisé les notations naturelles

U— = UJo,T[xQ_» Ut = W0, T[xQy

avec
us(z)(y): = us(z,y).

Ici u(t, z,y) représente la densité de la population, €2, est le refuge et {2_ est la zone tampon
avec leurs coefficients de diffusion correspondants d, et d_. L’équation (4.1) décrit la diffusion
différente dans les habitats avec leur croissance diminution des fonctions logistiques F_ et
F. . Les conditions aux bords (4.3) signifient simplement que les individus meurent lorsqu’ils
atteignent les autres parties des limites |—I, L[ x {0} et |—I, L] x {1} (ce qui signifie que notre
domaine délimité est entouré d’un habitat hostile) ; la densité de population est donnée sur
{—=1}x]0, 1] par exemple et son flux également sur {L}x]0, 1[.

Comme a été spécifié dans [4], les conditions (4.4) sont essentielles dans ce travail et
expriment le fait que le processus de dispersion ne permet pas aux individus de se coincer a
n’importe quel emplacement fixe et ne permet pas de barriéres impénétrables a la dispersion,
il faut donc supposer sa continuité dans tout le domaine.

Enfin, les conditions d’interface dans (4.5) sont basées sur un mouvement brownien biaisé
caractérisé par le parametre p €]0, 1] qui est la probabilité qu'un individu sur 'interface se
déplacera dans le refuge €2,. Bien sir, lorsque p = 1/2 les conditions signifient la continuité
du flux.

La justification des conditions (4.5) est due au fait que le temps locale du processus avec
p # 1/2 est discontinue, voir par exemple Otso Ovaskainen et Stephen J. Cornell dans [33].

Notons également que lorsque nous considérons les différents types d’habitats, la réponse
des individus a l'interface est importante pour le comportement global du mouvement.

On commence par le cas linéaire stationnaire, on considére donc que la partie linéarisée
des fonctions logistiques, c’est-a-dire

{ F (u-)=—r_u_ sur |—1,0[x]0,1]
Fi(uy) =riuy sur 10, L[ x |0, 1],

ici v, est le taux de croissance dans le refuge 2, et r_ est le taux de mortalité dans la
zone tampon {2_.
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4.2 Etude de ’équation spectrale

On s’intéresse a I’étude de 'opérateur suivant

r d_Au_ —r_u_  sur |—[,0[x]0,1]
u =
diAuy +7ryuy sur |0, L] x 10, 1],

ou u vérifie

. (4w =0 dans |1, L[ x {0}
u=0 dans |—I, L] x {1}
(Bound-C.) 4 4, —0 dans {~1} x 0, 1]

aU+ .
\ %—0 dans {L} x]0,1]

(Interf.C.) d_.Au_(0,y) —r_u_ =d;.Auy(0,y) +riuy, y €]0,1],

au_ . 8u+
(Skew.C.) (1= p)d-——(0.y) = pd—=(0,y), y €0, 1[.

\

On doit étudier I’équation spectrale
Lu— du =g, (4.6)

dans un espace adapté, ou u vérifie (Bound.C.), (Interf.C.) et (Skew.C.).
On rappelle que les constantes r_, 7, ,d_, d sont strictement positives, p €]0, 1[ et A est
dans un secteur défini dans le chapitre 2 Section 2.

4.3 Formulation opérationnelle de I’équation spectrale

On considére ’espace de Banach
E = Co([0,1]) = {p € C([0,1]) : 9(0) = ¢(1) = 0},
muni de la norme sup de C([0,1]). On définit Popérateur A dans £ comme suit

{ D(A) = {p € C*([0,1]) : p(0) = (1) = 0 et ©" € Co([0,1])}
(Ap) (y) = ¢"(y)-

Ensuite, nous savons que cet opérateur linéaire fermé vérifie

D(A) = E; pour n €10, 7[, p(A) D Sz U{0} et

' -1 _
340 >0:Vz € Sy U{0}, [[(1 — A) | ) < 1+ |2

(4.7)

d’autre part on sait qu’il esixte une boule B(0,6), § > 0, telle que p(A) D B(0,0) et I'ésti-
mation (4.7) reste vraie dans S;_, U B(0,6). Ici p(A) est I’ensemble résolvant de A.
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Remarque 4.1 La condition ¢ est nulle en 0 et 1 dans la définition de D(A) est nécessaire
pour définir correctement 'opérateur A dans E. Ce n’est pas une restriction puisque nous
supposons naturellement que la dispersion spatiale en direction de la variable y en dehors du
domaine est nulle.

Remarque 4.2 1. On peut considérer les espaces plus naturels

E = Co([0, h]) = {¢ € C([0,h]) : p(0) = ¢(h) = 0},

ou

E=Co(U)={peCU):¢=0surdU},
ot U est un ouvert borné de R2.

2. Notons que les dimensions |, L et h des deux habitats sont importantes pour ’analyse
du spectre de L , comme cela a été démontré dans [4] dans une dimension. Nous
étudierons la situation similaire pour notre probléme dans le chapitre suivant.

Les notations de fonctions vectorielles bien connues

us(z)(y) = us(z,y),

alors on écrit le probléme (4.6) dans £, comme suit :

( u’ (z) + Au_(x) — ;—:u_(:p) - diu_(x) = gd_(x) sur |—1,0]
" T_Jr o i _ g+<:U)
L)+ Au0) + o) = o) = 2 s oz

d_ [W'(07) + Au_(07)] —r_u_(07)
= dy [Ulfr(m) + AU+(0+)} + rpus(01)

| (1 - p)d_u (07) = pd.at, (07).

Notons qu’il n’y a aucune raison que la condition

d_[u”(07) + Au_(07)] = r_u_(07) = dy [/ (0T) + Aur(07)] + rou (0F),

Implique la continuité de la densité elle-méme sur l'interface. En tenant compte de nos
conditions de limites et de transmission, il est clair que la continuité de la dispersion spatiale
en direction de la variable x est en quelque sorte plus «nuancée» que celle en direction de
la variable y. C’est pourquoi on étudie notre travail dans I’espace suivant

E = {ueC (-, LI\{0};E): 3u(07) € E, Ju(0") € E,
et w_gof € C? ([—1,0[ E) ,upo,r) € C? (0, L]; E) } .

Maintenant on utilisera les résultats suivants
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Lemme 4.1 Soit U un ouvert borné de R™. Alors toute fonction ¢ € C?(U; E) Peut étre
étendu en fonction dans C? (U; E) En particulier C° (U; E) C C (U; E)

La preuve est dans CL. Zuily et H. Queffélec [39]. Et par conséquent on a

C?(10, L) B) = C* ([0, L E) ,
ce qui implique que les espaces C? ([—1,0[; E) et C? (]0, L]; E) sont équipés des mémes normes

que €7 (|1, 0]; E) et C° (0, L]; E)
Posons

£ = {’LL eC ([—l, L}\ {O} ; E) SU|-10] € c? ([—Z,O]; E) et ujo,) € c? ([O,L]; E)} .
Alors £ est un espace de Banach muni de la norme
lule = maix (llu—llooroge) » et leogom )
= max (|[u-lloo 10 > 1o lowgo.cym) ) -
La fonction g € £ telle que

9- = gli10 € C?([=1,0]; E)
9+ =gl € C?([0,L]; E),

(avec 0 < 0 < 1). Ce n’est pas difficile de montrer que I’hslderianité de g_ et g, implique
I'holderianité globale de g sur [—[, L] si et seulement si

9-(0) = g+(0).
On ne supposera pas cette condition.
Précisons le domaine de L :

u€&:Va e[, L\{0} u(z) € D(A),
ufecm 1,0f >,u+ec2<],L[,E>,

D(L)=<¢ z— [u" )+Au( )] € C?([-1,0} E),
x»—>[ (z) + Auy(z)] € C?(J0,L]; E),

(Bound C.), (Interf.C.), (Skew.C.).

4.4 Etude de I’équation de la résolvante

Fixons un petit nombre £9. On suppose que le nombre complexe \ verifie

larg(\)| < 7 — 0.
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Notre équation spectrale pour £ écrit :

( uz@g+-Au_@g-§—u_@g-§lu @ﬂ::gd@O::G_@qur]—LO[
)+ Au o) + S o) = o) = 28— ) sur o2

—1)
)
u” ( )+ Au_(07)] — r_u_(07)
[Ulfr 0+ )+ Aui (0%)] +rui (07)

| (1= p)d_u_(07) = pduad, (07).

Posons \ \
Tr_ Ty
A =A——I1——1I A=A+ —1——1
T r=At Tt
qui ont le méme domaine
D(A_) = D(As) = D(A),
que l'opérateur —A, nous pouvons vérifier que cet opérateur ,

r_ A
A = A= A
LT
est sectoriel dans E. En fait, nous pouvons facilement prouver que | — c0,0] C p(—A_) et,

si nous posons

M(=A-) = M(=A_7) = sup [[t(=A- + 1),

>0
Ensuite, nous obtenons pour tout A vérifiant

larg(A)] < m — &y,

t 1

<
_) < 3
=01 cos {% arg (d + a +t>}

On destingue deux cas :

a

1. si Jarg(\)| < 7/2 alors on a évidemment pour ¢ > 0

LA ma( A i) sy
P R e I I ’

ou d(,) est la distance euclidienne.
2. Sim/2 < |arg(N\)| < 7 — &9

A =d i—t—r—f > r;+t sin o
_ _ d_’ d )~ \d_ ’

avec a €leg, /2] et alors

A ma (2 o) s () s
d d = d_ 5 d d_ Sl €.




82

Par conséquent il existe une constante C' indépendante de A telle que

t 1
M(-A-) < sup 3 3
=0 larg (=4 2 g t)| |22+ 2= 4t
COS 3 arg d q q q
C t
< == S | T
COS =5~ >0 =y
i ‘
C t -
= ——=Su  EEE—— 0.
sin(20/2) 120 | |7 R t'
d_

Ainsi

—A_ € Sect|m — arcsin (1/M(—A_))]
avec M(—A_) est indépendant de A, voir Proposition 2.1.1 dans [20].

Maintenant, puisque
larg(A)] < m — &y,
alors il existe un petit eo(ry,dy) > 0 tel que
Ao

arg <a — i) ‘ <m—eo(re,dy);
Nous obtenons alors de maniére similaire, mais différemment

—Ay € Sect (m —arcsin [1/M(—A)]),

avec M (—A,) indépendant de A.
Nous déduisons également que les opérateurs suivants

1/2 1/2
oo w2 e (29

de mémes domaines

go(ry,dy) <eo et

D(B.) = D(B,) = D(B),
sont bien définis et générent des semigroups analytiques sur F, voir [20] p.81 et aussi [3].
D’autre part, en utilisant la proposition 3.1.2 dans [20], on en déduit que

(

pour tout z € {z € C\ {0} : Jarg(2)| < g—l— e(B_)} :
C_
B_— )Y <=,
=) < &
et pour tout z € {z € C\ {0} : |arg(z)| <

%+E(B+)}7

L

\
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ou les constantes

sont indépendantes de \.

Posons

Notre équation spectrale

s’écrit comme suit

7(07) + Au_(07)] — r_u_(07)
= dy [u(07) + Auy (07)] +ryuy (0)

(| (1= p)d_u’(07) = pdu/ (0F).
Alors
uy(z) = elwmae)Bep 4 e(bi—w)BiBi + v (G)(z),
avec ay, fy € Fya_=—l,b_=0:a, =0,b;y =L et
x bt
1 1
Ui(Gi)(x) = i/e(mt)BiBilGi@)dt + i/e(tw)BiBilGi(t)dt
a+ x
Donc
u_(x) = a4 4o (G)(x), we]-1,0]
uy (2) = ePrag+eIPBL 40 (Gy)(x), ©€]0,L],
et
1 [ 1
v_(G_)(z) = §/e(z_t)3 t)dt + 5/ t=0)B-p=1G_(t)dt,
-1
1 1
vy (Gy)(x) = 5/6(‘70 DB+ plG ()dt+2/ (=B p1G (t)dt
0

qui donnent

T

B_e@thB-, B_e_meﬁ_ + 0 (G-) (), = €]-1,0]
By Bra, — B+6(L*I)B+ﬁ+ + v (Gy)(z), 2 €]0,L][,
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u (0) = B_eP-a_—B_3_ +v (G_)(0
u, (0) = Byay — Bie"P 8, + 9/, (G1)(0).

Les conditions aux limites

u_ (=) =a_+eP B +v (G )(=1)=0
uy (L) = Bye"Pray — BB, + v, (G4 )(L) =0,

donnent

{ a_=—eB-3 —v (G_)(-1)
B, =elBra, + BLW, (GL)(L).

La condition de continuité (The interface dispersal condition)

d_ [u"(0) = B2u_(0)] — r_u_(0) = d [u}(0) — Biu;(0)] + ryus(0)

devient
d_G_(0) 4+ Au_(0) =d G (0) + Auy(0)
ou
d_G_(0)+ A [P a_ + B_+v_(G_)(0)]
= diG(0) + A [ag + "B, + 0 (G1)(0)],
et puisque

u (0) = B_ePa_ —B B +v (G0
uy (0) = Byay — Bie"™ 5L + 0\ (G1)(0),

La condition d’asymeétrie (the skewness condition)
p—(u—)"(0) = p1(us)'(0) = 0,
donne

p- (B—elB_a— - B—B_) — P+ (B+04+ - B+€LB+B+)
= —p-v_(G-)(0) + p+v! (G4)(0).

On obtient le systéme

(a_=—eP-B_ —v (G_)(-])
8, = e Pra, + By, (GL)(D)
p— (B_e'P~a_ = B_f_) —ps (Biag — BpelPif,)
= —p-v_(G-)(0) + pv, (G4)(0)
A [elB*a, + ﬁ_} —A [a+ + eLB+B+]
(| =d G4(0) = d-G_(0) + vy (G4)(0) — Av_(G-)(0),

A
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qui équivaut a

(.= —eB-p_ —v_(G_)(])
B, = o, + BYW,(GL)(L)
p_(eB-a_—B_) —py (B-'Bya, — BZ'ByefPr,)
= B2 [=p_v (G )(0) + ps v/ (G1)(0)] := (I)
[eB-a_ + B_] — [ay +eXB+ 3, ]

= LG (0) —d-C(0)] + v, (G)(0) —v_(C)(0) = (I]),

ainsi
a_=—eP-8_—v (G_)(-I)
B, = e"a, + Brw,(G)(L)
[ (elB*a, — ﬁ_) —py (B:1B+a+ — B:1B+6LB+B+) = (1)
[eP-a_ +B_] — [ay +eMBp. ] = (I1);

en utilisant les deux premiére équations, on obtient

p_ (elB‘a, — B,) — Dy (B:IB+04+ — B:lB+eLB+B+)
— p (P [~ Bl — v (G)(-D)] - B)
—ps (BZ'Bray — BZ'ByetPr [e"Pray + BYW (GL)(L)])
= —p [P B+ 8] —pePo (G ) (=) - ps B-'Bray
+p+leB+eQLB+a+ + py BZ' BB B, (GL)(L)
_ [I—I— 6213,} 8. —p+B_1B+ [] 2LB+] .
1p B (GL)(L) — poe P (G)(-1),

et

[ePa_ 4+ B_] — [as + P+ B,]
= B [—elB—ﬁf — "U_(G_)(—l)] + 3
- [04+ +etr [GLB+04+ + B;lvjr(GJr)(L)H
- (T—Y g~ (14 ),
—Bu (G)(1) — BB, (GL)(D),
le systéme ci-dessus devient
|:I + €2ZB,] ﬁ _p+B:lB+ [I _ €2LB+:| oy
() B (L) o (L)1) = (1)
( 213_) (] + 62LB+) a,
— (I1) + ¢/B-v_(G_)(—1) + P+ B0 (G)(L) = (IT),

or —p_ |:[+€2le] 5 p+B 1B |:I 2LB+] oy = (Il)
(I _ 62lB,) 6— _ (I—i— €2LB+) oy = (I[/).
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Le déterminant abstrait de ce systéme est

Anp pe = b (I+€¥P7) (I+2P+)
+p+B:1B+ ([ . €2LB+) ([ o €2lB_) )

Pour l'inversibilité de Ay ,_ ., on utilisera le H*-calcul pour les opérateurs sectoriels.
On rappele que les opérateurs (I + e*5-) (I 4 e2B+) (I — e B+) et (I — e*P-) sont
bornés inversibles par application la Proposition 2.3.6, page 60 dans A. Lunardi [30].

4.5 Inversibilité du déterminant A,, .

On pose
T_ /\ Ty )\

R B s s -
B P—7 d_ ’ d+ P+7 d+

considérons w €]0, 7| et rappelons que

= A-i-7

S, ={z € C\ {0} : |arg z| < w}.
On considére la fonction suivante
Exp_py P Ow D ZF— e/\,p—,p+(2)a

définie comme suit

Exp_.p+ (2)

= p_ (1 + e_%(z“*ﬂ—)m) (1 + 6_2L<Z+A+—p+)l/2>

(2 + A = /)+)1/2 —2L(24As—py)'? ~2(z4x-+p_)"
+py 1/2 l—e i 1—e B ;
(z + A+ p,)

il est clair que cette fonction est holomorphe et bornée puisque

1/2

Re(z+A +p)"?>0 et Re(2+A; —p,)"* >0,

donc ey, ,. € H*(S,). D’autre part on sait que l'opérateur —A a un H*>(S,,) calcul
fonctionnel borné; donc on a

AAvP*?Z)‘F = €A7p*7p+ (_A) N

On a
‘6>\7p*7p+(z)}
1/2
— / /
> (p, (Z + Ay p+)1/2 1— 6—2L(2+/\+—p+)1 2’ 1— 6—2l(z+A,+p,)1 ?
(z + A+ p_)

+p- ‘1 4 2(ate )

‘ 1 4 e 2E(=H+ )"

)

()
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ou
1/2
Z+ A — 1/2
P = arg ( + p+)1/2 + arg (1 €—2L(z+/\+—p+> )
(z + A+ ,0,)
+arg (1 — e_Ql(Z“’Lp)l/Q) — arg (1 + o~ 2(z4rtp-)" )
— arg (1 + e~ 2L (=2 —p2) ! > ;
alors

||
< ‘arg (z—l—)\+ —,0+)1/2 —arg (z—l—)\, —1—,0_)

/ /
arg (1 — e*w(”’\‘“’—)l 2) —arg <1 + 6721(”’\‘“’—)1 2) ‘
/ /
arg <1 — e*m(”’\‘“—)l 2) —arg (1 + 672L<Z+)‘+7”+)1 2> ‘ )

1/2

+

_I_

Maintenant puisque

z€8,={z€C\{0}:|argz| < w},
alors, on peut remarquer qu'il existe wy_, €]0,w/2[ et wr, ,, €J0,w/2[, (avec wr_, <
W0, ) tels que

1/2

A(z+A+p ) €S, ,

2L (24X —p. )P €S

WAL,y

en utilisant le lemme 2.7 dans le chapitre 2 Section 2, on a

/ /
arg (1 _ o A(Ate)! 2) — arg <1 4o 2(=Ap)! 2)

arg (z+)\+ —p+)1/2 — arg (z+)\, +p_)1/2’ < Wiy p, s

< Wi_p_

d’ou on en déduit

|®‘ < wA+7p+ o w)‘—vp— + w)‘—zp— + w>‘+7p+ < 2w}‘+»p+ < w’

et
‘6A7P—7p+ (Z)‘
1/2
AL — 1/2 1/2
> Dy (Z + Ap P+)1/2 1— €—2L(z+/\+—p+) 1— e—2l(z+/\,+p,)
(z +A_+ p,)

1/2

+ p- ‘1 + 6_21(2“*”*)1/2

‘1 e 2= tAe )

) s (2).
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ou

1/2 >1/2

COS (

> D |:1 . e*ﬂ/(2tan(w>\_7p_)i| [1 . 67”/(2'53'“(”)\4.,04_)] COS<

> p (1 e m/@taner2)? o (g) > 0:

)
)

‘6,\,p7,p+(2’)‘ > ’1+e 1(z4A-+p_)

‘1—1—6 L —ps

N[ E | &

puisque pour tout z € S, on a
tan(wy_, ) < tan(w/2) et tan(w,, ,,) < tan(w/2).

Alors la fonction ey,_,. (2) ne s’annule pas dans S, et la fonction 1/ey,_,, (2) est bornée,
donc appartient & H*>(S,,). Donc

C C

exprlle < o= 7= pa

Nous concluons alors que Ay ,,_,,. est borné inversible et
1
A)\p D+ (1/6>\,p—,p+) (—A4)

C
< .
ce)  (1—p)d-

-1
H A/\m— P+

Notons que la constante C' est indépendante des habitats et du parameétre .
Maintenant de 1’équation

Ayp p ATH=ATTA

yP—sP+

Il s’ensuit que
1 1
A, o A=AAY, L.,
sur D(A), puisque A} »_p, st un opérateur borné sur D(A). Alors par interpolation ALl Np_p
est borné sur n’importe quel espace d’interpolation (D(A), E),,, (voir la définition dans [19])
on a donc la méme estimation
C
< —.
L(D(A).B)ag) (1 —p)d_

-1
‘ ‘ A)\vpf P+

4.6 Reésolution de I’équation spectrale
Rappelons que
(I) = B=" [=p-v(G-)(0) + p+v/. (G4)(0)]
(IT) = { [4,G4(0) = d_G_(O)] + 0,(G)(0) — v_(G)(0),

et
{ (I'") = (I) — p+ BZ'eEP+! (G1)(L) + p_e'B-v_(G_) (1)

(I1') = (I1) + e'P-v_(G-) (=) + "%+ BT (G4 )(L);
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alors
(I = (I)=py BP0/ (G)(L) + p_e'P-v_(G-)(-1)
= BZ' [-p v (G-)(0) + pyv (G4)(0)]
—p BZ'e" P! (GL) (L) + p-ePo_(G)(-1),
(I1') = (1) + P o (G)(~1) + €5+ B0, (G2)(L)

= LG (0) -G (0)] +v,(G)(0) ~v-(G)(0)

+e' o (Go) (1) + e B (GL)(L).

Du systéme
([—i—teB*)ﬂ p+B 1B ([ 2LB+) +:([/)
( 2lB )ﬁ_ (I+€2LB+) o = (I]/),

on a { 6_ _ A)\; o [p+BilB+ (] _ 62LB+) (I[’) _ (I + 62LB+) (]I)j|
ay =05, o [-p- (T+e¥5) (I1) — (I —e¥5-) (I')],
et
a = =B~ —( (=)
= AA; 2 €7 ([pe B2 By (1 = &5) (IT') — (I + e225%) (I)])

_U—(G—)(_l)7
d’ou on en déduit

u_(z) = e"MPa_+e B+ (Go)()

_ A/\; p+elB_e(ac+l)B_ [p+leB+ (I 2LB+) ([I) (I + 62LB+) (I’)]
—eTE- Ty (G_)(-1)]

+AL e [py BT B (I = 2P) (IT') — (I + 2P+ (1))

+o-(G-)(x);
maintenant, en utilisant
pBT'By (I —e*MP4) (I1') — (I +*MP4) (1)
= P BB (1= ) | S [d.GL(0) — d_G_(0)] +

Spe BB, (T — 954 [0, (G )(0) — v (G_)(0)

+p BT By (I — *"P4) [P 0_(G_) (=) + e"P+ By (G4)(L)]
B! (I 4 e*5+) [=pvL(G)(0) + p1 vy (G4)(0)]

(14 4P [pelP-u_(GL)(—) — po BP0, (G (D)

2LB,

1
A
[v4
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on obtient pour x € |—1,0[,

u_ (z)
_ e(erl)B_& + efccB_B +u_ (G )(1’)
= —A) . @P TP I BB (I = MP) (IT) — (1 4 2M24) (1))
—eTHE o (G ) (=)
+ALL L e P [py BDI By (1 — MP%) (IT') — (1 + 225+ (1')]
+u-(G-)(2),
u_ (z)
_ A/\; o (ef:pB (2B )[p B~'B, (1— 2LB+) (II’)]
A)\; o (efxB_ . e(ach2l)B_) [([ + €2LB+) ([/)}
—eE o (Go) ()]
+u_(G_)(x).
De la méme maniére, nous avons
B, = ePray + B, (GL)(L)
AT 1 6LB+ ([—p, ([+€2lB_) ([[l) . ([ 2lB ) ([/>])

Ap— P+

+B (G4)(L),

et pour tout z € |0, L[,

uy ()
— A)\; o ( xB4 + 6(2L7x)B+) [—p, ([ + 6213_) (I[/) o ([ . eZlB_) (Ilﬂ
BBy, (G)(L)

o (G ) ().

4.6.1 La non-continuité de la densité

Comme nous I’avons mentionné, la densité de la population n’est pas continue dans toute
Iinterface. En effet, nous avons
u_ (0)
= Ay L (I =) [py BT By (I — P (IT) — (1 4 *P+) (I')]
—e'" [o_(G-)(=D)] + v-_(G-)(0),

et

uyp (0) = A, - (I+ ) [—p_ (I +€¥P-) (IT') — (I = *5-) (1))

+B e Pl (G )(L) 4+ v (G4)(0),
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alors

u—(0) —uy (0)
= Ayl L, (I=e®P) [py BI'By (I — M) (1) — (I 4 *P+) (1')]
ALy, (T +€50) [p (T+eMP7) (1) + (I — 7)) (I')]
—eP o (G-)(=D)] = Byl (G4 )(L)
+0_(G)(0) = v4(G4)(0);

mais
Arp po =D- (I 4+€*P) (I +e*P) +p, BBy (I — 2B+ (I — B,

alors

u_ (0) = us (0)
= AU [P BB (I ) (1)
+p_ (I+€MP4) (I+e*P)] (1T)

FARL g ({18107 (12 620) = (1= c200) (1 240 1
¢ o (G)(~D)] — By eMPr, (G)(L)
o (G)0) 2 (G)0)
= (1) = P o (G)(D)] — B M (Gy)(L)

F_(G_)(0) — v (G)(0);
Maintenant, rappelons que
(IT) = (I1) + P (G_)(~1) + €5 By, (G (L)
= LG (0) — d_G_(0)] + 14 (G4)(0) — v_(G_)(0)

A
+e'P-o_(G_)(=1) + e"P+ B (G1)(L),

donc
u_ (0) —uy (0)
_ % (- G4 (0) — d_G_(0)] + v (G)(0) — v_(G_)(0)
+e! o (G) (1) + P B (G (L)
—eB= [ (G_)(=1)] — B{*e" P/ (G )(L)
—i—v (G-)(0) — vy (G4)(0)
= 7 1d:G(0) = d-G-(0)] #0,
puisque

d+G1(0) = d-G_(0) = g4(0) — g-(0) # 0.



4.7 wue€ D(L)

On doit vérifier que u € D(L). Rappelons que pour tout = €] — [, 0]

u_ (z)

_ A)\;} " (efxB p(@+2)B ) [p B~'B, (1— 2LB+) (II’)}
A)\; o (e—xB_ . e(z—i—?l)B_) [(I + 62LB+) (I/)}

—e P o (G)(=D)] + v (G)(=),
et pour tout z € |0, L[,

us ()

— A)\; - ( B + e(2L—x)B+) [_p_ (I+ eZZB,) ([I,) o (I o 62”87) (I,)}

FBI DB (GL)(L) + vy (Gy)(@).
On doit montrer que u € D(L) c’est-a-dire

i) u_ € C?([=1,0[; Co([0,1]))
i) u_,u = 0[ Co([0,1]))
) — B2u_(z)] € C?([-1,0[; Co([0,1])),

eC
iii) v — [u” (z
i) uy € C?(]0, L]; Co([0, 1]))
o) s, u] € C (10, L]; Co([0, 1))
vi) & o [ul (@) — B, (2)] € C7 (0, LI Co([0.1])).
et toutes les conditions aux bords, d’asymétrie et de dispersion sont vérifiées.
Notons que i) et vi) impliquent que

W (07) = BRu(0)] et [w(0%) = Bu, (07)],

existent.
Montrons par exemple #ii). On a, pour tout x €] — [, 0[

B*u_(r)
_ A)\; p+B2 ( —xB_ e(:r:+2l)B_) [p B~ 1B+ ([ 2LB+) ([[I)]
A/\; o z (e—xB, _ e(z‘+2l) ,) (I+ €2LB+) (I/)
—B2eOE o (GL)(=D)] + B2u-(G-)(w),
et
u” (x)
— A)\; p+B2 ( —xB_ e(:r:—‘r2l )B_ ) [p B B ([ 2LB+) (III)]
AT 1 z (e—xBf . 6(1’—1—2l)B ) (I + 62LB+) (I/)

Ap—,p+

B2l [ (G ()] 4+ (G ) ().
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On a .
v_(G-)(x) = %/e(ﬂc_t)BB:lG_(t)dt + %/e(t_“)BleG_(t)dt,
-1 T
1 [ 1]
V(GO (x) = §/e(x_t)B‘G_(t)dt - §/e(t_$)B‘G_(t)dt
-l T

= wi(x) + we(x).

Posons pour £ > 0 assez petit

r—¢€

0
1 1
wie(z) = i/e(zt)B‘G(t)dt, wae () = —§/e(t‘”)B‘G(t)dt,
+e

-1 x

alors

—l—%/Be(xt)B‘G (x)dt,
%
W) = e G- —e) ~ G ()] + 3eIP-C(a)
+% / B_e@ VB (G_(t) — G_(z)) dt,
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1 1
= §G€B*G_(a7 +e)+ 3 B_e"=0B-(G_(t) — G_(z)) dt

—n"x_\o

1
—1—5 B_e=0B-G_(z)dt,

—nt_\o

1 1 .5
= ¢ (G +e) — G_(0) + e PG (a)

= / B_c=5 (G_(t) — G_(x)) dt.

T

D’autre part, on a

—B2v_(G-)()

T xT

- _% / B_e" B (G_(t) — G_(v))dt — % / B_e"B-G_(x)dt

-1 —1
1 r 1 /
—§/Be(t“”)B‘ (G_(t) — G_(x))dt — §/Be(tI)B‘G(:U)dt,

1 1 1 1
- = (z+)B_ _ ~ _—zB_ -
—|—2G_(x) 5¢ G_(x) 5¢ G_(x)+ 2G_(w),

On en déduit

[[wic () + wie ()] — B2o-(
< MG-(z—¢) =G ()] + I

L1
2

‘Q Q
B
+
&
|
-
O

/ B_e@ DB (G_(t) — G_(x)) dt

—€
T+€

= / B_el5- (G_(t) ~ G_(x)) dt

xT

x xr+e
< C (59+/($t)“dt+/(t$)“dt> 1G N co-1.0:8) »

—¢ T

et ce dernier terme tend vers 0 quand € — 0. Il s’ensuit

(G (@) — B2o_(G-)() = G_(a);
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par conséquent

u” (2) — B*u_(7)
= V(G ) - B (G (@) = G (x),

d’ou on déduit que
x— [u” () - Bzu,(a:)] € C%([~1,0[; Cy([0,1])),
et
d_ [u' (z) + Au_(2)] — r_u_(z) = Mu_(z) + d_G_(z).

Puisque nous avons calculé u_(07), nous en déduisons que la limite

lim [d_ [u”(z) + Au_(z)] — r_u_(z)],

rz—0~

existe et
[d_ [u”(07) + Au_(07)] = r—u_(07)] = Au_(07) + d_G_(0).

Similairement, on obtient, pour tout x €]0, L[
dy [uf] (x) + Auy ()] +ryuy (2) = duy (2) + d G (),
qui implique

dy [u (07) + Auy (07)] + riuy (07) = Auy (07) + . G(0).

4.8 Estimation de ’opérateur résolvant

4.8.1 la norme |u_||

Ici € [—1,0]. Toutes les constantes C' dans cette sous-section sont indépendantes de A
en vertu de (4.8).
Premierement on estime

T

0

1 1

@ = 5 [P BIG e+ [ G s
2 x

+
[
D
=
L
=
3
R
—~
=
QL
~
+
DO | —
8 —
mf‘\
T
&
"
|O:J
B
R
=]
S~—
IS
u(‘#
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or
(a) = %B2 / B_e@ DB (G_(t) — G_(x)) dt
21
1 0
+§B:2 / B_e=9B-(G_(t) — G_(x)) dt
1 (z+1)B 1 2 _—xB 2
+§Be G()+§Be G_(x) G_(x)
On a

@)z < CIBZ2[1IG-Nlcoi0:m)

r_ A\
< cf(a-Fr-71) 16 losgeanm
C
< ﬁHG—HCf)([—l,O];E)'
d_ ' d_
Maintenant on estime
1 0
) = v (@)D= / DB B (1)t
—1
0 1 0
= B 2/3 (t+0B (t)—G_(—l))dt+§B:1/e(t+l)BG_(—l)dt
-1

B2 B,e““)B— (G_(t) — G_(=D)dt + lp- (e —1)G_(-1),

—I

1
2
comme ci-dessus, on obtient

IO)lp < CBZ2|1G-llco(_10:5)
C
m 1G-Nlco—r01.8) -

i T a

<

Pour le troisiéme terme suivant

(©) = v (G4)(0) = v (G-)(0)

L 0
1 1
— 5/ B BIIGL(t)dt — 5/6“9—13316*(1t)ci1t,
0 —1
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on écrit
L 1 0
(c) = %/etB+B;1G+(t)dt — §/e_tBB:1G_(t)dt
0 -1
i i
— E/Bfet3+ (G4 (t) — G4(0)) dt + §/19;16“9+c;+(o)olzs
0 0
1 1
-5 / Ble B (G_(t) — G_(0))dt — 3 / B~ lte 'B-G_(0)dt,
-1 —1
alors
B2 [
© = 5 [Bue (G - GO) dt
0
B2
- / B_e "B~ (G_(t) — G_(0)) dt
—1
+%B+2 (e"P+ — 1) G4(0) + %B_Q (I —€P+)G_(0),

dont il suit

Il < C|B2 1G oo, + € | B2 1G-llcoq-100,m)

C C

1G+ oo,y + ™ 1

< o ‘ ||G—||09([—z,0];E) ,

A Ty

d, d,

PR

'estimation similaire est obtenue pour tous les termes de u_ (z). Résumons que nous avons,
pour tous les complexes A tels que

larg(A)| < m — &
‘)\l > Ty,

I'estimation

C C
Hu_”cqu,o];E) < /\—T—&- ||G+||CG([01L];E) + X 7| “G—HCG([—LO}%E) )
& d. T
De la méme maniére, nous obtenons pour tous les complexes \ tels que |arg(\)| < m — &g,
C C
il oy S ™ 1Gllcoo,nym) + ™ G-l co(-1,01) -
dy  dy ’d_ d_‘
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4.8.2 Estimation de la semi-norme [u_]|,

Comme ci-dessus, toutes les constantes C' dans cette sous-section sont indépendantes de
A en vertu de (4.8). Nous devons maintenant estimer la semi-norme

U_\T1) — U_(Ty
[u_]e — sup || ( ) (9 )HE’
z1,22€[—1,0] ’xl - ZL’2|
T17£T2

on rappelle que

u_ ()

_ A)\; o (e—a:B, . 6(;z—',—2l)B,) [p+B:1B+ ([ . 62LB+) (II/> . (] + 62LB+) (]lﬂ
—eHE o (G-) (=)
+u(G-)(x),

ou
p+B 1B+ ([ 2LB+) ([II)_([+€2LB+) ([/)

G (0) — -G (0)] + v.(C4)(0) — v-(C)(0)
+p B2 By (I — &P4) [P0 (G_) (=) + "+ By W (G4 )(L)]
LB (T4 @) [op! (G)(0) + patly (G4 )(0)]

)

- ([+ €2LB+) [P v —(G)(— _p+B:1€LB+U;(G+)(L)] ;

— p+B lB (_[ 2LB+)

puisque
by BB, (1= ) (I1) = (14 240 (1)
— BB | [0GL0) - .G-(0)]
b BB, [0 (G )(0) — v (G)(0)]
BB [ LILGL0) — dG-(0] + 2 (G1)(0) — v- (G0

+p BZ'By (I — P4 [P0 (G_) (=) + "+ By W (G )(L)]
=BT (I + %) [=p_v (G-)(0) + p+v! (G4 )(0)]
— (1 ) [l (G)(—1) — py B (G ) (L]

donc on peut écrire
p+B lB+ ([ 2LB+) (I[I)— ([+62LB+) ([/)

_ %mgl& (G4 (0) — d_G_(0)] + (IIT),
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ou le terme (I11) est régulier, c’est-a-dire au moins dans le domaine de B_. On obtient pour
la représentation de u_

1 — e~
U_ (Q]) = Xp+Ble+A/\; p+ B [d+G+<) d,G,(O)]

—i—A)\p K (e +20) B [p B! B, (]_ 2LB+) (IT') — (I+62LB+) (I')}
+A>\p o (679537 - (m+2[ ) [(I[I)]

—el B o (GL)(=D)]

+v_(G_)(x).

On a .
e(erl)B_ [U,(G,)(—l)] — %e(zH)B_ (/ (t+1)B IG ( )d)
—1
0
_ %G(I+Z)B_ (/e(tJrl)BBl (G,<t) _ G,(—l)) dt)
~1
0
+%G(I+Z)B /e(t—x)B BlG(l)dt)
—1
1 0
= BC 2e(at)B- ( / B_eDB—(GQ_(t) — G(l))dt)
~1
+%B2e(m+l)3_ (GIB_G,(—U _ G,(—l)) ’
et
v (G-)(x)
1 [ 1]
_ —/e(’”t G()dt+-/<m BG ()t
2 2
—1 T

B / B_e9P (G_(t) — G_(x)) dt
1 z+1)B 1 -2 _—zB 2
+5 B2 PG () + B G_(x) G (x)
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En résumé, nous obtenons

or

Epgl&%;,p;w [d4G4(0) = d-G_(0)] + (IV)
B ( /O BB~ (G_(t) — G_(~1)) dt)
_% B2l B- (e;;— G_(~1) — G_(~1))

+%B_2 / B0 (G(t) — G- (x)) dt

JF%B:2 /0 B_e" D (G_(t) — G_(x)) dt

T

1 1
—|—§B:2€(x+l)3* G_(z)+ §B:2e_”g3* G_(r) — B*G_(z);

u_ ()
1 _ - —z
XP+B_IB+AA;_,p+€ P 1dy G4 (0) —d-G_(0)] + (IV)
0
_%B—2e(ac+l)B (/Be(t—i-l)B (G_(t) _ G_(—l)) dt)
—1
—%B:%(‘”“)Bem G_(—1)+ %B:Qe(“l)BG_(—Z)
5B / B_e@P (G (1) = G_()) dt
—1
1 0
2B / B 9B~ (G_(t) — G_(2)) dt

x

5B (G (1) — G (1)) + %B_Ze(“l)B— G (—1)
1 1
+§B:26_$B* (G_(x) — G_(0)) + 5B:%—ﬂ“-f‘fc;_(o)

—B*G_(z);
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ou le terme (IV') est régulier. Posons

( T

wy(z) = %/Be(‘”—t)B (G_(t) — G_(x))dt

-l

wy(z) = %/B_e(tx)B— (G_(t) — G_(x))dt

Ensuite, nous savons que
[wi]y < C HG—HC"([—I,O];E) ) [wa]y < C ”G—”C@([fl,o};E) J
en appliquant exactement les mémes techniques dans [36], p. 46. D’autre part on a
Ve Dp (0,400) =Dy (0/2,+00),

ce qui implique que

z > (Tt B- / B_e"VB—(G_(t) = G_(=1))dt | € C°([-1,0]; E).

1
On écrit maintenant
ws(x) = e P (G_(z) — G_(0)) + e P~ G_(0) := w31 () + wsa(x),

on remarque que

lim ws(z) = G_(0),

r—0~

puisque G_(0) € E = D(A) = D(B_), ainsi w3 € C([—,0]; E) et on sait que

wy € C° ([~1,0]; E),
en vertu de [36], (voir p. 47 'holderianité de la fonction dans (4.19)). D’autre part
wg € C7 ([=1,0]5 B),

si et seulement si

G_(0) € Dp_(0,400) = D4 (0/2,+).
Similairement on obtient

v TG (=) € O ([-1,0]; B),

si et seulement si

G_(—1) € Dp (0,+00) = D4 (0/2,400).
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En résumé, si on suppose que

g+(0>7 g_(O), g—(_l) S DA (‘9/27 +OO) )

on a
C
[u_]p < W 19+(0) — g*(O)HDA(G/Q,Jroo)
+C ||B:2H 19-llco(—1.0:m)
—2 |B_
+C B2 [l G- (=Dl p 02,400y + 16— (Dl p012,400)
+C”B 2H||g ||DA (0/2,400) 1
or 1
o (ao = AN ¢
= |- [ (-] < iy
d_  d_
alnsi
C C
[U—]e < W||9+(0)—9—(0)||DA(9/2,+00)‘|’—)\ " ||9—||09([—z,01;E)
FREN
¢ B-q_(—1 G_(—1
7 1€ G (=D 02,400y + 1G- (Dl 4007250
d—+di
C
+ N\ - ||9—<0)||DA(9/2,+0<>)'
i

4.8.3 Estimation de la semi-norme [u.],

Comme dans les deux sous-sections ci-dessus, toutes les constantes C' ici sont indépen-
dantes de A en vertu de (4.8).
Rappelons que

us (z)
= AGL ("B 4 eCEIEY [ (14 ¢HE-) (IT) — (I — e25-) (1)]
BP0, (L)L)
04 (G4) (),
o { (I'") = (I) — p+ BZ e+ (G1)(L) + p_e'B-v_(G_) (1)
(I1') = (IT) + e'P-v_(G-) (=) + e+ B (G )(L),

(1) = B=' [=p-v_(G-)(0) + p+v} (G4)(0)]
(I1) = ; [d+G1(0) = d_G_(0)] + v+ (G+)(0) — v (G-)(0),
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puisque
—p_ (I—i— e2lB_) ([I/) o (I— e2lB_) (I/)
— —p (T + ) [(IT) + éP-v_(G_) (1) + e*P+ BT W, (G4 )(L)]
— (T =) [(1) = pe BT M0/ (G (L) + p-e o (G)(-1)]

= (1) |5 4G (0) — d-G- ()] + 0, (GL)(0) — v (G-)(0)

)

—p_ (I +€P7) [ePv (G_)(=1) + "+ B W, (G4 )(L)]
— (I =e¥") [BZ! [=p-v"(G)(0) + p1v, (G4)(0)]
—(I—teB— [ p.B~? LB+U+(G V(L) 4 p_eB-v_(

]
G_)(=)].

On a

H(G)(@) + B OB (G (L)

1
/61‘ tB+B Vel L(t)dt + §/e(t_x)B+B;1G+(t)dt

0 T

DN | —

L
+%B;16(L_$)B+ / LB+ G (t)dt.
0

Et puisque

—i—%B;le(L_””)B*/e(L_t)B+G+(L)dt

0
L

1
= LB / B e84 (G (1) — G ()] dt
0

1 1
—§B;2€(L_w)3+ G+<L) + iB;2€(L_$)B+ eLB+ G+(L>,
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et
x L

1 1
3 / e DB BTG (H)dt + 3 / DB BTG (H)dt

o
8

xT

= 12 Bt @0 - G

0

L
_}__B_I2/_B+€(t_$)BJr (G+(t) — G+(l’)) dt

1 1
+5B e G (x) — Gi(0)] + 5 By 2™+ GL(0)

2 2

Lo 1y i
LB (6, (0) - G (1)) + LB IR G (1)
—B;2G+(.T)

Maintenant, puisque
B2 = |- |- (ax"t7_ i B
H ” " { ( d ! d [) 1

I'estimation de [u4], est obtenue comme [u_], si on suppose

g+(0)> g-l—(L) € DA (0/27 —l—OO) ’

¢
A e
dy dy

~X Y

et on obtient

C C
[uly < W 19+(0) — 9—(0)||DA(9/2,+0<>) + ™ . r ||g+||09([0,L];E)
dy  dy
C
+)\—7,+ Hg+(L)HDA(9/2,+oo)
dy dy
C
+ \ r ||9+(0)||DA(9/2,+00) .
dy dy
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Toute cette analyse nous améne a considérer ’espace naturel suivant

& = {ueC (-, L\{0};E): 3 u(07) € Ey, 3u(0") € Ey, (4.9)
u(—1) = 0,u(L) € Ey, w10 € C? ([~1,0[; E) et
upo,r) € C° (10, L] E) }
Ey = D4 (0/2,+00) = {¢ € C?([0,1]) : p(0) = ¢(1) = 0} ;

puis, on peut montrer que &, est un espace de Banach muni de la norme

& maX(Hu*“C’e([fl,O[;E)>”u+HCQ(}O,L];E)>

+ max (Hu,<07)”09([071}) ) ||u+<0+)}|ce([071}) ) Hu+(L>”C"([O,l])) :

[l

Nous concluons ensuite par le résultat principal suivant

Théoréme 4.1 L’opérateur de dispersion L défini dans les deuz habitats décrits dans (4.6)
génére un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0) dans l’espace de Banach

Es

Remarque 4.3 Notons que la condition que la densité de la population disparaisse sur la
limite extérieure de la zone tampon S)_ est naturelle et le fait que sur {L} x]0,1[ et sur
Uinterface {0} x]0, 1[ nous avons une Hélder-condition continue est en quelque sorte réaliste

Remarque 4.4 Nous pouvons spécifier la fermeture du domaine D(L) en utilisant les fa-
meux petits espaces de Banach continus Hélder.



Chapitre 5

Etude spectrale du probléme initial

5.1 Introduction

Ici il s’agit de revenir au probléme avec les parametres [, L

( ( r g- ()

u” (z) + Au_(x) — au_(a:) == dans ]—1,0[
" To o gO(‘T)
(Equats) § wug(z) + Aug(x) + d—oug(a:) =T dans ]0,2L][
7 T o g+(£L')
\ u (z) + Aug (x) — Eu+(x) == dans |2L,2L +1]

(P1A) { (-

(Bounda C.)
ur(2L+1) = fy

u_(0) = up(0)

up(2L) = uy(2L)

(1 —p)du’_(0) = pdyuy(0)

pdoug(2L) = (1 — p)du’, (2L).

(Transmission. C.) {

(Skewness C.) {

\

Dans le cas de conditions aux limites homogénes, on considére le probleme aux valeurs
propres o et vecteurs propres v :

( dv" (z) + dAv_(z) —rv_(x) = ov_(x) dans ]—I,0]
(Equats) ¢ dovg(z) + doAve(z) + rove(z) = ovp(x) dans ]0,2L[
dv' (x) + dAvy(x) — rvy(x) = ovy(x) dans |2L,2L + 1]
v_(=1)=0
(P1AS) (Bound. C.) { or (2L 1) = 0

v_(0) = vy(0)

(BTS) (Transmi. C.) { v(2L) = vy (2L)

(1 = p)dv”(0) = pdovy(0)
pdovy(2L) = (1 — p)dv’, (2L).

(Skew. C.) {

106
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Ici
v_(z) dans |-[,0]

v(x) =< vo(z) dans 0,2L]
vy(xz) dans [2L,2L+1].

Cette étude de valeurs propres est trés importante pour I'analyse du probléme complet
d’évolution. En effet, posons

( D(H)={v e C([-1,2L +1],E),v_ € C?([-1,0], E) v, € C?([0,2L], E)
v, € C?(2L,2L+1],E) et (BTS)}

dv” —ru_ dans ]—1,0]
Hv =< dovj +rovg  dans 0,21

dv’l —rvy dans |2L,2L +1[;

et { D(M) =C ([-1,2L + 1], D(A))

(Mv) (x) = Av(z);

et il s’agit alors de résoudre I’équation spectrale
(H+ M) ¢ =0o¢. (5.1)

Supposons maintenant qu’il existe une valeur o et une fonction ¢ vérifiant cette équation,
alors I’équation de diffusion introduite au début

ou
a7 (1) = (4 M) (u(t, ) (5-2)

admet pour solutions

5.2 Réduction du modeéle général

On signale que le modéle qui dépend de temps (3.1)« (3.5) est assez compliqué a analyser
complétement, cependant on peut évaluer l'effet de la variation des différents parameétres
dans le modele sur la stabilité globale de I’environnement en déterminant le taux moyen de
croissance démographique ou de decroissance prévu par le modéle. Le modéle complet peut
étre écrit sous forme condensée comme en 5.2, ou (H + M) est le générateur infinitésimal de
la dispersion et de processus de la croissance. Si on peut trouver une fonction positive ¢(x)
dans le domaine de (H + M) telle que

(H+M)¢ =09

pour une constante o alors I’équation

ou

E(t’ )=(H+M)(ult,.)
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aura des solutions sous la forme
u(t,.) = ¢(.)e”
qui croit ou décroit exponentiellement avec le taux o.

L’équation 5.1 est un probléme de valeur propre. Ces problémes sont révélés utiles dans
de nombreuses études sur les effets spatiaux via des modeéles de diffusion ; voir, par exemple,
Cantrell et Cosner [4].

Dans ce probléme, les équations dans 3.1 donnent

dv" (z) + dAv_(z) — rv_(z) = ov_(z) dans |—I,0[
dovy (x) + doAvg(x) + Tovo(x) = ove(z) dans ]0,2L] (5.3)
dv' (z) + dAvy(x) — rvi(x) = ovy(x) dans |2L,2L +1].

En utilisant 5.3 la condition (Transmission. C.) dans (P1ASp) devient équivalente a la valeur
de o¢(x) sur les interfaces en z = 0 et © = 2L, ie

¢_(0) = ¢o(0), et ¢g(2L) = ¢, (2L). (5.4)

Remarque 5.1 (Cas dimension 1) Dans le cas o0 = 0 notons que

Ap =10
donc st

v=c¢elo
alors 9

8_175) =v=(A+1)v,
Donc la fonction ¢, devient une fonction propre pour A+ I avec o = 1 puisque
(A+1)6 =0

Ainsi ¢, est également une fonction propre pour un générateur de semi-groupe avec o =
1 #0 (donc 5.4 est vérifiée.) Une simplification supplémentaire de l’analyse peut étre faite
en notant que le probléme est complétement symétrique autour de x = L, de sorte que la
solution, ¢(z) peut étre construite en résolvant le probléme sur l'intervalle —l < x < L avec
la condition

9

= ()’
7 (L)
par symétrie on obtient la solution dans L < x < 2L + 1.

On considére donc le probléme simplifié suivant (compte tenu de 'idée de Cantrell et
Cosner, voir [4] page 194) uniquement sur deux habitats

u (z) + Au_(x) — =u_(x) = g_c(ix) dans ]—1,0]

To - go()
(@)= 2

(Equats)

dans |0, L]
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avec les conditions aux limites et de transmission suivantes :

(Bounda C.) { u-(=D) = J-

(Transmission. C.) u_(0) = un(0)
(Skewness C.) (1 — p)du’ (0) = pdyug(0),

et on fait une étude bréve de ce probléme en gardant surtout les dimensions L et [.

5.3 Laplacien et conditions de Dirichlet

Cas de la dimension 1

On veut résoudre le probléme suivant : trouver A € R tel que sur (0, 1), le probléme :

—u" = \u
u(0) =0
u(l) =0,

admet une solution non nulle.

Remarque 5.2 I ne s’agit pas d’un probléeme de Cauchy!

1. Cas A\ <0 : On pose : A\ = —w?. Les solutions sont de la forme :
u(z) = Acosh(wz) + Bsinh(wz).
On remarque que u(0) = 0 entraine A =0 et que u(1) = 0 implique
Bsinh(w) = 0.

La seule possibilité est
u = 0.

2. Cas A\ =0 : u est alors affine et donc
u = 0.
3. Cas A\ >0 : On pose : A\ = w?. Les solutions sont de la forme :
u(z) = Acos(wx) + Bsin(wx).

On trouve encore A =0 et
Bsin(w) = 0.

Si B =0, on obtient la solution triviale nulle. si B # 0, alors
sin(w) =0,

donc
w=mnm, avecn € Z, n # 0.
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On a donc trouvé une famille de \ qui conviennent :

On peut clairement se restreindre a n > 1. Pour chaque \,, ’ensemble des solutions
est de dimension 1 et est associé a la fonction

Uy (z) = sin(nwx).

On note que
up >0 sur (0,1).

Remarque 5.3 Les )\, sont appelées les valeurs propres de l'opérateur —0* avec condition
de Dirichlet.

Cas de la dimension 2

Ici, on se place sur C' = (0,1) x (0,1) et on cherche des solutions simples de :
(—82 — 8;) = X\, avec p =0 sur 9C,
sous la forme :
¥ (z,y) = f(x)g(y) avec f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = 0.

La séparation des variables donne

f"@) gy
fla)  gly)
Cela entraine
@),
f(z)
et ”( )
9" _
9(y) A
avec
A=A+ Ao

Cela méne au choix :
f(x) = cun(z) et g(y) = dum(y),

avec

A= (mT)Q,
et

)\2 = (m?T)Z .
On pose

A = (n® +m?) 2,

Cette famille de A répond complétement a la question. Cela peut se montrer via les séries de
Fourier. On peut aussi voir que pour un A donné dans cette famille, I’espace des solutions
est de dimension finie.
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5.4 L’équation spectrale

On étudie 'opérateur suivant

r d_-Au_ —r_u_  sur |—[,0[x]0,1]
u =
dyAuy +riuy sur |0, L[ x 0, 1],

ou u satisfait

(

((w=0 dans ]—I, L[ x {0}
u=0 dans |—I,L[x {1}

(Bound.C.) §, — 0 dans {=1} x]0,1]
\ ?—; —0 dans {L} x]0,1]
(Interf.C.) d_.Au_(0,y) —r_u_ = dy.Auy(0,y) +ryug, y€]0,1],

ou

_ - 8U+
\ (Skew.C.) (1—p)d—a—x(0,y)—pd+%(0,y), y €]0,1[.

On doit étudier ’équation spectrale
Lu = ou, (5.5)
dans un espace approprié, ou u vérifie (Bound.C.), (Interf.C.) et (Skew.C.),
c’est-a-dire
( d-Au_ —r_u_=ocu_ sur |—1,0][x]0,h]
(Eas)
diAuy +riuy = ouyr  sur |0, L[ x ]0,h[
((w=0 dans ]—I, L[ x {0}
u=0 dans |—I, L[ x {h}
(P) (Bound.C.) ¥, — 0 dans {=1} x]0,h[

aU+ .
5 0 dans {L} x]0,A|

(Interf.C.) u_ =uy sur {0} x]0,h[

Ou_ . 8U0
| (Skew.C.) (1= p)d——(0,y) = pdo—5~(0,), y €0, h.

5.4.1 Formulation opérationnelle de I’équation spectrale

Considérons l'espace de Banach suivant

E = Co([0,1]) = {¢ € C([0,1]) : ¢(0) = (1) = 0},

muni de la norme-sup sur C([0, 1]). On définit 'opérateur A dans F par

{ D(A) = {p € C*([0,h]) : ©(0) = p(h) = 0 et " € Co([0,h])}
(Ap) () = ¢"(y).
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Ensuite, nous savons que cet opérateur linéaire fermé vérifie

D(A) = E; pour tout n € 10, 7[, p(A) D Sx—p, U{0} et

3C > 0: YA € Spy U{0}, (M — A) | 1 >0

< —
1+ |l

d’autre part on sait que il esixte une boule 5(0,6), § > 0, telle que p(A) O B(0,0) et
’éstimation dans (5.6) reste vraie S;_, U B(0,6). Ici p(A) I'ensemble résolvant de A.

Remarque 5.4 La condition ¢ est nulle en 0 et 1 dans la définition de D(A) est nécessaire
pour définir correctement 'opérateur A dans E. Ce n’est pas une restriction puisque nous
supposons naturellement que la dispersion spatiale en direction de la variable y en dehors du
domaine est nulle.

Remarque 5.5 1. On peut considérer les espaces plus naturels

E = Cy([0,h]) = {p € C([0,R]) : p(0) = ¢(h) = 0},
ou B -
E=Co(U)={peCU):¢=0surdU},
ot U est un ouvert borné de R?.

2. Notons que les dimensions l, L et h des deux habitats sont importantes pour l’analyse du
spectre de L, comme cela a été démontré dans [4] dans une dimension. Nous étudions
la situation stmilaire pour notre probléme.

On utilise les notations des fonctions vectorielles bien connues

v (2)(y) = v(2,y),

alors on écrit le probléme (5.5) dans E, comme suit :

! Equats) { dv:: (x) +d_Av_(x) —r_v_(z) = ov_(z) sur |—,0]
dyv (z) + dyAvy(z) + rivg(x) = ovy(x) sur ]0, L]
(P1ASp) Bound. ¢y § D7
P (Bound. C.) V(L) =0
(BTS)
(Transmi .C.) v_(0) = v, (0)
\ (Skew. C.) (1 —p)d_v"(07) = pd;0/ (0%).

Ici

B v_(z) sur |—[,0]
o) = { vy(z) sur |0,L].

Et pour étre complet, dans toute cette étude, la dimension par rapport a la variable cachée
y (qui apparait dans A) doit étre considérée et aura son importance.

Cette étude des valeurs propres est trés importante pour I'analyse du probléeme complet
de I’évolution.



5.4.2 Etude spectrale du probléme initial

On utilise essentiellement Cosner [4],p. 194-195 ou ils détaillent cette étude dans une
dimension spatiale. Dans notre travail, on analye la situation analogue dans ’espace de deux

dimensions.
On étudie le probléme suivant

r (Baata) { d_v"(x)+d_Av_(x) —r_v_(z) =ov_(x) sur |-1,0[
div" (z) + dyAvy(z) + rivg(x) = ovy(x) sur |0, L[
(Bound. C.) { UI‘(_Z) =0 (5.7)
(BTS) v L) =0
(Transmi .C.) v_(0) = v4.(0)
L (Skew. C.) (1 —p)d_v"(07) = pd, v/ (07).

On rappelle que le spectre de I'opérateur A est I’ensemble des valeurs suivantes

k*m?
)\k - —?7 /{? - ]_,2, ..... y

Avec les fonctions propres correspondantes : y — sin (lmr%) Par conséquent, les valeurs

propres de 'opérateur di A sont

k2n?
He = —?di, k= 1,2, ..... s

et les vecteurs propres correspondants

On pose maintenant
O = b+ Hg-
Nous chercherons les vecteurs propres de notre probléme abstrait sous la forme suivante :
v (7) = w(2)py
Par conséquent I’équation spectrale sur |0, L]
d+'l}l(x) + d+AU+(£E) + 7“+’U+(:L') = O'U+(l')

devient
dyw'y (@) + dywy (2)Agy, + rowy (2)g, = (g, + 1) wi(z) gy,

alors
(dyw!l(z) + (ry — p)wy (@) op + (dr Apy — iypr) w ()

"

= (dawl (@) + (rs — ) we () oy
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Cela exige que
Ty > W, (58>

puisque —r_ < 7.
On suppose que ry — > 0 et donc wy(z) > 0 sur |0, L].
Il reste & trouver .
On se concentre sur

diwll(z) + (ry —p)wi(z) =0, z€]0, L],

la condition
impose que

d’ou

w (2) :ﬁcos( ”d_“(x—L)), zelo, I,

+
et donc les vecteurs propres pour z € |0, L[ sont

beale) = w2 = feos (| [ 0= 1))

Tout d’abord, il faut avoir 5 > 0 pour la positivité de vy x(z). D’autre part, on doit aussi

garantir la positivité de cos ( Tt d_ a (x — L)) pour tout = € [0, L] ; ce qui implique que
+
7 =) T
_ <l
;S\ o BT hsy
or )
r+ — @ 2 T
L — < —

il suffit d’avoir

donc

(5.9)
Par conséquent, on obtient la relation suivante entre p et

7T2d+
T e

<< Ty (5.10)

De méme, on écrit sur |—[,0[
v-(z) = w_(2)py,

U:M+Mk,
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donc sur |-, 0] 'équation
d_v"(z)+dyAv_(x) —r_v_(z) = ov_(x),

devient
d_w” (2)py, + d_w_(z) A, — r-w_(x)py, = (1 + 1) w-(z)py,

d’ou

(d_w” (x) — (r— + p)w_(x)) @), + (d_Apy — ppey) w_()
0

(dw” (2) — (r + ) w_(2)) @1

Ainsi, la séparation des variables exige que

(d_w” () — (r— + p)w_(z)) @y = 0.

W (z) — (rdf “) w_(z) =0,

Par conséquent, ’équation est écrite.
Nous ne connaissons pas le signe de r_ + i, alors nous examinerons les possibilités des
trois cas :

or

> —r_, p=—r_, p<-—-r_.

w" (z) — (T—df “) w_(z) = 0.

Finalement on obtient

Cl-sinh( r_d+u(:c+l)>, siop>—r_

w_(r) =% Cy-(x+1) si pu=-r_ , ou C;>0.
Cg-sin( %(:c—i—l)), siop<—r_

Finalement les vecteurs propres pour z € |0, L[,

veale) =) = poos (| - 1)) (5.11)
et pour z € |—I,0[
v k(@) = v (D, (512
(
C'1~sinh( T_+M(x+l)) S st > —re

= Cy-(z+1) -y, siop=—-r_

Cg~sin( u(:c—i—l)) CQp Sip < —r_.
\
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Rappelons que la valeur propre principale de notre probléme (5.7) est de la forme suivante

71.2

o=l — ﬁdi,
Par conséquent, nous devons chercher la plus grande. Rappelons que

{ v_ k() = w_(x)p,, pour z € |—I,0]
vy x(x) = wi(x)py,, pour x €]0,L].

Pour déterminer cette valeur de u, nous devons utiliser les conditions de transmission et
d’asymétrie

v_(0) =v4(0
(0) = v4.(0) (5.13)
(1 =p)d-v_(07) = pd 2/ (07),
c’est-a-dire
w-(0)ipy, = wi(0)py
(1 = p)d_w’ (07)¢y = pdsw, (07)¢y;
en utilisant (5.12) et (5.11), on obtient I’équation suivante
1—p)d
%f (/L,?"+,L,d+) :g(lu’arfalad*)a (514)
pbag
ou
cot 4 / %L
+
f([L,T+,L,d+) = — ’
rr — K
V  dy
et )
[ | T2,
d_ .
J E— siopu<-—r_
d_
g(pr—lid) =41 siop=-—r_
Vi tTr—
tanh | ————
d_l
TE siopu>-—r_.
\ d_

5.5 Discussion en dimension 2
5.5.1 signe de w’_(07)
D’apres la condition d’asymétrie 5.13, il est clair que

w' (07) = lim w' (),

z—0~
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et la méme chose pour

On a pour = € ]0, L]

w' () = —p r+d— P sin < T+d_ o (x — L)>

-
w“@Z—@Ciif%“( mﬂ““_LO

el (a) = u =) eos (/P 0 1)) = (=) wne) >0,

puisque 7 > p. Il s’ensuit que la fonction w’, diminue strictement sur ]0, L[, d’autre part
w', (L) = 0 dont on déduit que

w' (0%) = mlE}I(l)erir(x) > 0,

ce qui implique que
w' (07) = lim w' (x) > 0.

z—0~

4 M+r_cosh u—i_?n_(x—kl) siop>—r_
d_ d_
Cs

Siop=—r_

On rappelle que

Cy iﬁzﬂam(.iﬁzﬂ@+n> a—

\ d_ _
donc
w' (07) >0

si et seulement si

—1] >0

CoS ( ' ) ,
d’ou 2
Ted_
—r_ — .1
> —r YiE (5.15)

5.5.2 Etude des valeurs propres

Rappelons ici toutes nos conditions sur les valeurs propres mentionnées ci-dessus

m2d, <
Ty — r
Ty SRS
m2d_
> —r_ —
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Par conséquent, le taux moyen de croissance qui résulte de notre probléme en dimension 2

est
m2d
70 =Ho = T

On peut écrire

. |: 7T2d+ :| 7T2d+ 7T2d+

T S 4z R

2
m d+ 2 1 1
= + —nmdy |— + —
Ho ™ g2 A TR
La premiére remarque : est que si L croit et h fixé (élargir le refuge) de sorte que pq
croisse et donc oy augmente ce qui est logique étant donné la condition de transmission dans
x.
La deuxiéme remarque : nous agrandissons la zone du refuge
S, =Lxh
refuge )
si L est fixé et h croit alors oy augmente (comme en dimension 1)
si h est fixe et L croit alors oy augmente (comme en dimension 1)
si h augmente et L augmente alors oy augmente (comme en dimension 1)
La troisiéme remarque : nous laissons fixés tous les parametres et on augmente r et
r_, alors oy augmente (comme dimension 1).

5.5.3 Signification de o
On a

m2d
00 = Mg — W?
oo est écrit en fonction de L,l,r_,r,,d_,d, et p tous les paramétres du probléme.
0¢ est la valeur fondamentale du probléme = la premiére valeur propre.
Une premiére conclusion immédiate est que : o croit par rapport de L parce que si L

(1-p)

d_
augmente, - f(u,ry, Lydy) diminue alors g (u, —r_,l,d_) ne change pas (voir [4]
pay

FIG.3.1).

Si tous les facteurs incluant p sont fixés, alors si r, augmente oy augmente; et si r_
diminue o augmente (c’est le bon sens).

Donc, cela suppose des hypothéses on les fera plus loin.

D’autre part, quand [ augmente (donc la zone tampon augmente) oy augmente (c’est le
bon sens).

Il y a une limite pour les effets bénéfiques de la zone tampon.

Si h augmente, oo augmente (logique).
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Perspectives

Voici ci-dessous quelques perspectives de poursuite de recherche dans la thématique de
ce travail

1.

Etudier le cas non linéaire en revenant au probléme initial ou cette fois-ci les fonctions
F' et Fj sont non linéaires.

2. Etudier le probléme stationnaire linéarisé dans le cadre fonctionnel LP.

3. Etudier le probléme stationnaire linéarisé avec des coefficients de diffusion variables.

4. Entamer un aspect nouveau de recherche complémentaire lié en particulier & la dyna-

mique de population dans divers patchs.
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Résumé

Ce travail est consacré a ’étude de certains problémes de dispersion décrivant une dyna-
mique de population dans trois habitats (dont un refuge et deux défavorables) et qui incluent
des comportements individuels aux frontiéres entre les régions. Ces problémes sont modéli-
sés par des équations aux dérivées partielles de type parabolique. Ce genre de processus est
appelé mouvement brownien biaisé.

Tenant compte la géometrie cylindrique des patchs ou des habitats on montre que la
méthode qui s’adapte le mieux est celle qui utilise la théorie des équations différentielles a
coefficients opérateurs.

Les techniques utilisées ici sont basées essentiellement sur la théorie des semi-groupes, les
puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires, les espaces d’interpolation, et le H°- calcul
pour les opérateurs sectoriels.

Dans une premiére étape : ’étude de I'existence, 'unicité et la régularité maximale de la
solution du probléme linéaire stationnaire nous permet d’obtenir des conditions nécéssaires
et suffisantes sur les données aux niveau des interfaces. La deuxiéme étape est consacrée
a I’étude de 'analycité du Cy-semi-groupe généré par le processus de dispersion dans deux
habitats avec une condition de dispersion continue & l'interface. Dans la derniére étape on
fait I’étude spectrale du probléme initial qui est trés importante pour I'analyse du probléme
complet d’évolution.

Mots clés : Dynamique de population, équation de diffusion, habitats, mouvement brow-
nien, équation différentielle abstraite, semi-groupe, puissances fractionnaires d’opérateurs, les
espaces d’interpolation, les espaces de holder, le H>-calcul, opérateurs sectoriels.

Abstract

This work is devoted to the study of some dispersal problems describing a population
dynamics in three habitats (including a refuge and two unfavorable ones) and which include
individual behaviors at the borders between the regions. These problems are modeled by
parabolic partial differential equations. This kind of process is called skew Brownian motion.

Taking into account the cylindrical geometry of patches or habitats, it is shown that the
method that best adapts is that which uses the theory of differential equations with operator
coefficients.

The techniques used here are based essentially on the theory of semi-groups, the fractio-
nal powers of linear operators, the interpolation spaces, and the H*- calculus for sectoral
operators.

In a first step : the study of the existence, the unicity and the maximum regularity of
the solution of the stationary linear problem allows us to obtain necessary and sufficient
conditions on the data at the level of the interfaces. The second step is devoted to the study
of the Cj-semi-group analycity generated by the dispersion process in two habitats with a
continuous dispersal condition at the interface. In the last step we make the spectral study
of the initial problem which is very important for the analysis of the complete problem of
evolution.

Key words : Population dynamics, diffusion equation, habitats, Brownian motion, abs-
tract differential equation, semi-group, fractional powers of operators, interpolation spaces,
holder spaces, H*-calculus, sectorial operators.
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