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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le mathé-

maticien Rolf Nevanlinna ([32] ; [7]) est devenue un outil très indispensable dans l�étude des

propriétés des solutions des équations di¤érentielles linéaires dans le domaine complexe. En

particulier, la croissance et l�oscillation des solutions de ces équations.

Pour l�équation di¤érentielle du second ordre

f 00 + e�zf 0 +B(z)f = 0; (0.0.1)

où B(z) est une fonction entière d�ordre �ni, il est connu que toute solution de l�équation

(0.0.1) est une fonction entière et si f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes

de l�équation (0.0.1), alors au moins une des deux solutions f1 et f2 est d�ordre in�ni ([26],
P. 167-168).

D�autre part, il existe des équations di¤érentielles de la forme (0.0.1) possédant au moins

une solution d�ordre �ni. Par exemple, la fonction f(z) = ez est une solution d�ordre �ni de

l�équation (0.0.1) avec B(z) = �(1 + e�z).

Alors la question qui se pose est : Quelle condition doit-on imposer sur B(z) pour garantir

que toute solution non nulle de l�équation (0.0.1) soit d�ordre in�ni ?

Plusieurs auteurs tels que Amemiya et Ozawa [1], Gundersen [19], Langley [31], frei [16]

et Ozawa [34] ont étudié ce problème. Ils ont démontré que si B(z) est un polynôme non

constant ou une fonction entière transcendante d�ordre di¤érent à un, alors toute solution

non nulle de l�équation (0.0.1) est d�ordre in�ni.
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En 2002, Chen [9] a considéré l�équation (0.0.1) mais dans le cas où B(z) est une fonction

entière d�ordre égal à un.

Dans le même article, il a étudié ce problème pour des équations di¤érentielles linéaires du

second ordre de la forme

f 00 + h1(z)e
azf 0 + h0(z)e

bzf = 0; (0.0.2)

où hj(z)(j = 0; 1) sont des fonctions entières d�ordre strictement inférieur à un, a et b sont

des nombres complexes non nuls. Ses travaux ont été plus tard généralisés pour les équations

di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur (voir par exemple ([11], [12])).

Di¤érents chercheurs ([7], [10], [29]) se sont intéressés à l�étude des équations di¤érentielles

linéaires de la forme :

f 00 + h1(z)e
P (z)f 0 + h0(z)e

Q(z)f = 0; (0.0.3)

où P (z) et Q(z) sont des polynômes non constants et hj(z)(j = 0; 1) sont des fonctions

entières. Ces résultats ont été aussi étendus pour les équations di¤érentielles linéaires d�ordre

supérieur (voir par exemple ([37]).

Belaïdi [5] a étudié l�ordre de croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires

de la forme :

f (k) + hk�1(z)e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+ h1(z)e

P1(z)f + h0(z)e
P0(z)f = 0; (0.0.4)

où k � 2 est un nombre entier, Pj(z)(j = 0; 1; :::; k� 1) sont des polynômes non constants et
hj(z) (6� 0) (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes.

En 2011, Peng et Chen [35] ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre de croissance des solutions des

équations di¤érentielles linéaires du second ordre de la forme

f 00 + e�zf 0 + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0; (0.0.5)

où Aj(z)(j = 1; 2) sont des fonctions entières d�ordre strictement inférieur à un, a1 et a2
sont des nombres complexes non nuls. Sous certaines conditions, ils ont démontré que toute

solution non nulle de l�équation (0.0.5) est d�ordre in�ni et d�hyper-ordre égal à un.
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Habib et Belaïdi [20] ont ensuite généralisé les résultats du Peng et Chen pour l�équation

di¤érentielle suivante :

f (k) +

k�1X
j=1

(Dj(z) +Bj(z)e
bjz)f (j) + (D0(z) + A1(z)e

a1z + A2(z)e
a2z) f = 0; (0.0.6)

où k � 2 est un nombre entier, As(z) ( 6� 0) (s = 1; 2), Bj(z) ( 6� 0) (j = 1; :::; k� 1) et Dm(z)

(m = 0; 1; 2; :::; k � 1) sont des fonctions entières d�ordre �ni; a1; a2; bl (l = 1; :::; k � 1) sont
des nombres complexes.

Ils ont aussi considéré dans [19] l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f (k) +

k�1X
j=1

(Bj(z)e
bjz +Dj(z)e

djz)f (j) + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0; (0.0.7)

où k � 2 est un nombre entier, As (z) (6� 0) (s = 1; 2), Bj (z) ( 6� 0), et Dj (z) ( 6� 0) (j =
1; 2; :::; k � 1) des fonctions entières d�ordre �ni; a1; a2; bj; dj (j = 1; : : : ; k � 1) sont des
nombres complexes. Ils ont démontré que toute solution non nulle f de l�équation (0.0.7) est

d�ordre in�ni et d�hyper-ordre est égal à un.

Dans cette thèse, on va considérer les résultats de Peng et Chen et ceux de Habib et Belaïdi

pour démontrer di¤érents résultats concernant la croissance des solutions méromorphes de

certaines équations di¤érentielles linéaires.

Cette thèse est composée de quatre chapitres :

Le premier chapitre comporte quelques dé�nitions, notions et résultats de la théorie de Ne-

vanlinna nécessaires par la suite pour notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de l�ordre et l�hyper-ordre de croissance des

solutions méromorphes de l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) +

k�1X
j=1

(Dj(z) +Bj(z)e
Pj(z))f (j) +

�
D0(z) + A1(z)e

Q1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�
f = 0; (0.0.8)

où k � 2 est un nombre entier, Qs(z)(s = 1; 2) et Pj(z) (j = 1; : : : ; k�1) sont des polynômes
non constants, As(z) (6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) (6� 0) (j = 1; :::; k�1) et Dm(z) (m = 0; 1; :::; k�
1) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni.
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Dans le troisième chapitre, on va étudier la croissance des solutions méromorphes de l�équation

di¤érentielle linéaire

f (k) +

k�1X
j=1

�
Bj(z)e

Pj(z) +Dj(z)e
Rj(z)

�
f (j) +

�
A1(z)e

Q1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�
f = 0; (0.0.9)

où k � 2 est un nombre entier, Qs(z)(s = 1; 2), Pj(z); et Rj(z) (j = 1; : : : ; k � 1) sont des
polynômes non constants, As(z) (6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) (6� 0) et Dj(z) (6� 0) (j = 1; :::; k�1)
sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni.

Dans le dernier chapitre, on s�intéressera à l�hyper-ordre des solutions méromorphes trans-

cendantes des équations di¤érentielles linéaires de la forme :

f (k) +
k�1X
j=0

�
Aj (z) e

Pj(z) +Bj (z) e
Qj(z)

�
f (j) = 0; (0.0.10)

où k � 2 un nombre entier, Pj(z) etQj(z)(j = 0; : : : ; k�1) sont des polynômes non constants,
Aj(z) et Bj(z) (j = 0; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni:



Chapitre 1

Quelques éléments de La théorie de R.
Nevanlinna.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Dé�nition 1.1.1 ([24], [27]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe

a, on désigne par n(t; a; f) le nombre des racines de l�équation f(z) = a situées dans le

disque jzj � t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t;1; f)

le nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj � t. Chaque pôle étant comptée avec

son ordre de multiplicité

Posons

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r, a 6=1; (1.1.1)

N (r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+n (0;+1; f) log r; (1.1.2)

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r, a 6=1; (1.1.3)

N (r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+n (0;+1; f) log r; (1.1.4)
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m (r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

2�Z
0

log+
1

jf (rei�)� ajd� ; a 6=1; (1.1.5)

m (r;1 ; f) = m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei���� d�;

(1.1.6)

où

log+ x = max f0; log xg =
�
log x; x > 1
0; 0 < x � 1 : (1.1.7)

n(t; a; f) le nombre des racines distincts de l�équation f(z) = a situées dans le disque jzj � t.

n(t;1; f) le nombre des pôles distincts de la fonction f dans le disque jzj � t.

N(r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r et m(r; a; f)

est dite fonction de proximité de f .

Dé�nition 1.1.2 ([24], [27]) Soit f une fonction méromorphe non constante. On dé�nit la

fonction caractéristique T (r; f) de la fonction f par :

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) : (1.1.8)

Exemple 1.1.1 Soit la fonction f(z) = eaz
n
; où n 2 N� et a 2 C�:

Posons a = jaj ei' et z = rei�: Alors

jf(z)j =
��f(rei�)�� = ejajr

n cos(n�+')

D�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d� = 1

2�

2�Z
0

log+ejajr
n cos(n�+')d�:

Par un changement de variable, on a

m(r; f) =
1

2n�

2n�+'Z
'

log+ejajr
n cos(�)d� =

1

2�

2�Z
0

log+ejajr
n cos(�)d�

=
jaj rn
2�

"Z �
2

0

cos (�) d� +

Z 2�

3�
2

cos (�) d�

#
=
jaj
�
rn:
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Ainsi

T (r; f) =
jaj
�
rn: (1.1.9)

Exemple 1.1.2 ([24, p. 7]) Pour la fonction f (z) = ee
z
; on a

T (r; f) � er

(2�3r)
1
2

; r ! +1:

Exemple 1.1.3 ([7]) Pour la fonction f(z) = eaz
n

z
, où n 2 N� et a 2 C�, on a

T (r; f) =
jaj
�
rn +O(log r); r ! +1:

Proposition 1.1.1 ([32]) Une fonction méromorphe est une fonction rationnelle si et seule-

ment si

T (r; f) = O(log r); r ! +1:

1.2 Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna.

Théorème 1.2.1 ([32]) Soit f une fonction méromorphe non constante et soit

f (z)� a =
+1P
i=m

Ciz
i; Cm 6= 0; m 2 Z (1.2.1)

la série de Laurent de (f � a) à l�origine.

Alors pour tout nombre complexe a, on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jCmj+ ' (r; a) ; (1.2.2)

où

j' (r; a)j 6 log 2 + log+ jaj : (1.2.3)

Remarque 1.2.1 Le premier Théorème fondamental peut être exprimé sous la forme :

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) ; r ! +1 et a 2 C: (1.2.4)

Proposition 1.2.1 ([24], [27]) Soient f; f1; : : : ; fn (n 2 N�) des fonctions méromorphes et
�; �; ; � 2 C avec �� � � 6= 0:
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Alors on a

a) T

 
r;

nY
k=1

fk

!
�

nX
k=1

T (r; fk) pour n � 1:

(1.2.5)

b) T (r; fn) = nT (r; f); n 2 N�:
(1.2.6)

c) T

 
r;

nX
k=1

fk

!
�

nX
k=1

T (r; fk)+log n; pour n � 1:

(1.2.7)

d) T

�
r;
�f + �

f + �

�
= T (r; f)+O(1) en supposant que f 6� ��=:

(1.2.8)

1.3 Croissance d�une fonction méromorphe.

1.3.1 Ordre et Hyper-ordre de croissance.

Dé�nition 1.3.1 ( [24] [32]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l�ordre de croissance

de f est dé�ni par :

�(f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
(1.3.1)

Proposition 1.3.1 ( [24] [32]) Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors on a

1) �(f + g) � max f�(f); �(g)g
2) �(fg) � max f�(f); �(g)g
3) Si �(f) < �(g), alors �(fg) = �(f + g) = �(g):

Remarque 1.3.1 Si f est une fonction entière, alors l�ordre de croissance de f est dé�ni

par :
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�(f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
lim
r!+1

log logM(r; f)

log r
; (1.3.2)

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :

Exemple 1.3.1 Pour la fonction f(z) = ez; on a M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j = er:

D�où

�(f) = lim
r!+1

log log er

log r
= 1:

Exemple 1.3.2 Pour la fonction f (z) = eaz
n

z
; où n 2 N� et a 2 C�, on a �(f) = n:

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors l�hyper-ordre de f est dé�ni par :

�2(f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
(1.3.3)

Remarque 1.3.2 Si f est une fonction entière, alors l�hyper-ordre de f est dé�ni par :

�2(f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
= lim

r!+1

log log logM(r; f)

log r
; (1.3.4)

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :

Exemple 1.3.3 ([24, p. 7]) Pour la fonction f (z) = ee
z
, on a � (f) = +1 et �2 (f) = 1:

1.3.2 Exposant et Hyper-exposant de convergence des zéros d�une
fonction méromorphe.

Dé�nition 1.3.3 ([24] [32]) L�exposant de convergence des zéros d�une fonction méromorphe

f est dé�ni par :

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

: (1.3.5)

Exemple 1.3.4 Pour la fonction f (z) = ez; on a �(f) = 0:

Exemple 1.3.5 Pour la fonction f (z) = ez + b avec b 2 C�, on a �(f) = 1:
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Dé�nition 1.3.4 ([24] [32]) L�exposant de convergence des zéros distincts d�une fonction

méromorphe f est dé�ni par :

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

: (1.3.6)

où N(r; 1
f
) =

R r
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+n
�
0; 1

f

�
log r; et n(t; 1

f
) désinge le nombre des zéros

distincts de f situées dans le disque jzj � t.

Dé�nition 1.3.5 ([24] [32]) L�hyper-exposant de convergence des zéros d�une fonction mé-

romorphe f est dé�ni par :

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

: (1.3.7)

Dé�nition 1.3.6 ([24] [32]) L�hyper-exposant de convergence des zéros distincts d�une fonc-

tion méromorphe f est dé�ni par :

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

: (1.3.8)

1.3.3 Mesure linéaire et Mesure logarithmique.

Dé�nition 1.3.7 ([25]) On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) par :

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt; (1.3.9)

où �E est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

Exemple 1.3.6 La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 7] [ [9; 11] � [0;+1) est donnée
par :

m (E) =

+1Z
0

�
E
(t) dt =

7Z
2

dt+

11Z
9

dt = 7:

Dé�nition 1.3.8 ([25]) On dé�nit la mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) par :

ml (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt; (1.3.10)
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où �F est la fonction caractéristique de l�ensemble F:

Exemple 1.3.7 La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; e5] � [1;+1) est donnée
par :

ml (F ) =

+1Z
1

�
F
(t)

dt

t
=

e5Z
1

dt

t
= 5:



Chapitre 2

Croissance des solutions méromorphes
de certaines équations di¤érentielles
linéaires d�ordre supérieur

2.1 Introduction et résultats

Pour l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f 00 + e�zf 0 +B(z)f = 0; (2.1.1)

où B(z) est une fonction entière, on sait que toute solution de l�équation (2:1:1) est une

fonction entière et si f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l�équation

(2:1:1), alors au moins une des deux solutions f1 et f2 est d�ordre in�ni [[16]; p. 167� 168].

D�autre part, il existe des équations di¤érentielles de la forme (2:1:1) possédant au moins

une solution d�ordre �ni. Par exemple, l�équation (2:1:1) avec B(z) = �(1 + e�z) possède la

solution d�ordre �ni f(z) = ez.

Une question naturelle qui se pose est : Quelles sont les conditions sur B(z) qui garan-

tissent que toute solution f (6� 0) de (2.1.1) soit d�ordre in�ni ? Ozawa [34], Gundersen [19],
Amemiya et Ozawa [1], et Langley [31] ont étudié ce problème. Ils ont démontré que toute

solution f (6� 0) de (2.1.1) est d�ordre in�ni lorsque B(z) est un polynôme non constant ou
une fonction entière transcendante avec � (B) 6= 1:

Récemment, Peng et Chen [35] ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de l�équation

(2:1:1) et ils ont démontré le résultat suivant :
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Théorème 2.1.1 ([35]) Soient Aj(z) (6� 0) (j = 1; 2) des fonctions entières avec �(Aj) < 1;
a1; a2 deux nombres complexes tels que a1a2 6= 0 et a1 6= a2 (supposons que ja1j � ja2j). Si
arg a1 6= � ou a1 < �1, alors toute solution f (6� 0) de l�équation

f 00 + e�zf 0 + (A1 (z) e
a1z + A2 (z) e

a2z) f = 0 (2.1.2)

est d�ordre in�ni et �2(f) = 1.

Récemment dans([20]; [6]), les auteurs ont étendu le Théorème 2.1.1 pour des équations dif-

férentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¤cients fonctions entières comme suit :

Théorème 2.1.2 ([20]) Soient k � 2 un entier, As(z) (6� 0) (s = 1; 2), Bj(z) (6� 0) (j =
1; :::; k�1); Dm(z) (m = 0; 1; 2; :::; k�1) des fonctions entières avecmaxf�(As); �(Bj); �(Dm)g
< 1; bl (l = 1; :::; k � 1) des constantes complexes telles que (i) arg bl = arg a1 et bl = cla1

(0 < cl < 1) (l 2 I1) et (ii) bl sont des constantes réelles telles que bl � 0 (l 2 I2); où I1 6= ?,
I2 6= ?, I1\ I2 = ? et I1[ I2 = f1; : : : ; k� 1g et a1; a2 sont deux nombres complexes tels que
a1a2 6= 0 et a1 6= a2 (supposons que ja1j � ja2j): Si arg a1 6= � ou a1 est un nombre réel tel

que a1 <
b

1� c
; où c = maxfcl : l 2 I1g et b = minfbl : l 2 I2g; alors toute solution f (6� 0)

de l�équation di¤érentielle

f (k) +
k�1X
j=1

(Dj(z) +Bj(z)e
bjz)f (j) + (D0(z) + A1(z)e

a1z + A2(z)e
a2z) f = 0 (2.1.3)

véri�e �(f) = +1 et �2(f) = 1.

Théorème 2.1.3 ([6]) Soient Aj(z) (6� 0) (j = 1; 2), Bl(z) (6� 0) (l = 1; :::; k � 1); des
fonctions méromorphes avec maxf�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k�1)g < 1; bl (l = 1; :::; k�
1) des constantes complexes telles que (i) bl = cla1 (0 < cl < 1) (l 2 I1) et (ii) bl sont

des constantes réelles telles que bl � 0 (l 2 I2); où I1 6= ?, I2 6= ?, I1 \ I2 = ? et

I1 [ I2 = f1; : : : ; k � 1g et a1; a2 sont deux nombres complexes tels que a1a2 6= 0 et a1 6= a2

(supposons que ja1j � ja2j): Si arg a1 6= � ou a1 est un nombre réel tel que a1 <
b

1� c
; où

c = maxfcl : l 2 I1g et b = minfbl : l 2 I2g; alors toute solution f (6� 0) dont les pôles sont
de multiplicité uniformément bornée de l�équation di¤érentielle

f (k) +Bk�1(z)e
bk�1zf (k�1) + � � �+B1(z)e

b1zf 0 + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0 (2.1.4)
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véri�e �(f) = +1 et �2(f) = 1.

Dans ce chapitre, on continue la recherche pour ce type de problèmes. On va étendre les

résultats précédents pour certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. On va

prouver les résultats suivants :

Théorème 2.1.4 ([3]) Soient k � 2 un nombre entier, Qs(z) =
nP
i=0

ai;sz
i (s = 1; 2) et Pj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i (j = 1; : : : ; k� 1) des polynômes non constants, où a0;s; :::; an;s (s = 1; 2); b0;j; :::; bn;j

(j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que an;s = jan;sjei�s 6= 0 (s = 1; 2);

�s 2
�
��
2
;
3�

2

�
et an;1 6= an;2. Soient As(z) ( 6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) ( 6� 0) (j = 1; :::; k� 1) et

Dm(z) (m = 0; 1; :::; k� 1) des fonctions méromorphes avec maxf�(As); �(Bj); �(Dm)g < n:

Soient I et J deux ensembles véri�ant I 6= ?, J 6= ?, I \ J = ? et I [ J = f1; : : : ; k � 1g
tels que pour j 2 I, bn;j = cjan;1 (0 < cj < 1) et pour j 2 J; bn;j < 0:

Si �1 6= � ou an;1 est un nombre réel tel que (1 � c)an;1 < b; où c = maxfcj : j 2 Ig et
b = minfbn;j : j 2 Jg; alors toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation

f (k) +
k�1X
j=1

(Dj(z) +Bj(z)e
Pj(z))f (j) +

�
D0(z) + A1(z)e

Q1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�
f = 0 (2.1.5)

est d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � n. De plus, si �(1=f) < +1, alors �2(f) = n.

Exemple 2.1.1 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f 000 +

�
i

z
� ieiz

�
f 00 +

�
z + 1

z
+
i

z
e�2z

�
f 0 +

�
(2z + 1) i

z
e2iz +

e(i�2)z

z

�
f = 0: (2.1.6)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 2iz; Q2(z) = a1;2z = (i� 2)z; P1(z) = b1;1z = �2z et P2(z) = b1;2z = iz:

On a

a1;1 = 2i; a1;2 = i� 2; b1;1 = �2 < 0 et b1;2 = i = 1
2
a1;1:

Alors d�après le Théorème 2.1.3, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.6) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
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Ramarquons que la fonction f(z) = ee
iz est une solution de l�équation (2.1.6) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Exemple 2.1.2 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f 000 �
�
z + 4

z + 2
+ ez

�
f 00 +

�
1

z
� e�z

z

�
f 0 +

�
z � 1
z2

� z2 + z + 2

z(z + 2)
e2z +

e�z

z2

�
f = 0: (2.1.7)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 2z; Q2(z) = a1;2z = �z; P1(z) = b1;1z = �z et P2(z) = b1;2z = z:

On a

a1;1 = 2; a1;2 = �1; b1;1 = �1 < 0 et b1;2 = 1 = 1
2
a1;1:

Alors d�après le Théorème 2.1.4, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.7) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = zee

z
est une solution de l�équation (2.1.7) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Exemple 2.1.3 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f 000 +

�
3

z
+ e�z

�
f 00 �

�
2z + 3

z
+ 3ez

�
f 0 �

�
z2 + 3

z2
+ e3z +

2

z3
e�z
�
f = 0; (2.1.8)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 3z; Q2(z) = a1;2z = �z; P1(z) = b1;1z = z et P2(z) = b1;2z = �z:

On a

a1;1 = 3; a1;2 = �1; b1;1 = 1 = 1
3
a1;1 et b1;2 = �1 < 0:

Alors d�après le Théorème 2.1.4, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.8) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = ee

z

z
est une solution de l�équation (2.1.8) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.
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Théorème 2.1.5 ([3]) Soient k � 2 un nombre entier, Qs(z) =
nP
i=0

ai;sz
i (s = 1; 2) et Pj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i (j = 1; : : : ; k� 1) des polynômes non constants, où a0;s; :::; an;s (s = 1; 2); b0;j; :::; bn;j

(j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que an;s = jan;sjei�s 6= 0 (s = 1; 2);

�s 2
�
��
2
;
3�

2

�
et an;1 6= an;2. Soient As(z) ( 6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) ( 6� 0) (j = 1; :::; k� 1) et

Dm(z) (m = 0; 1; :::; k� 1) des fonctions méromorphes avec maxf�(As); �(Bj); �(Dm)g < n:

Soient I et J deux ensembles véri�ant I 6= ?, J 6= ?, I \ J = ? et I [ J = f1; : : : ; k � 1g
tels que pour j 2 I, bn;j = �jan;1 (0 < �j < 1) et pour j 2 J; bn;j = �jan;2 (0 < �j < 1):

Posons � = maxf�j : j 2 Ig et � = maxf�j : j 2 Jg:

Supposons que l�une des conditions suivantes est véri�ée :

(1) �1 6= � et �1 6= �2:

(2) �1 6= �; �1 = �2 et [(i) jan;1j < (1� �) jan;2j ou (ii) jan;2j < (1� �) jan;1j] :
(3) an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (i) (1��)an;2 < an;1 < 0 ou (ii) (1��)an;1 <
an;2 < 0:

Alors toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.5) est d�ordre in�ni et véri�e
�2(f) � n. De plus, si �(1=f) < +1, alors �2(f) = n.

Exemple 2.1.4 Considérons l�équation di¤érentielle linéaie suivante :

f (4) +
1

2

�
1 + 6z

z
+
1� 4z
2z

e�2z
�
f
000
+
1

2

�
3 + 4z

z
+
3� 16z
2z

e�2z
�
f 00

�
1

z
+
e�z

z

�
f 0 +

�
e�2z

z
+
1

2
(
4z � 1
4z

)e�5z
�
f = 0: (2.1.9)

Posons

Q1(z) = a1;1z = �2z; Q2(z) = a1;2z = �5z; P1(z) = b1;1z = �z;

P2(z) = b1;2z = �2z et P3(z) = b1;3z = �2z:

On a
a1;1 = �2; a1;2 = �5; b1;1 = �1 = 1

2
a1;1; b1;2 = b1;3 = �2 = 2

5
a1;2

et
�
1� 2

5

�
a1;2 < a1;1 < 0:

Alors d�après le Théorème 2.1.5, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.9) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = ee

�z est une solution de l�équation (2.1.9) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.
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Exemple 2.1.5 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f (4) +

�
7z2 � 8z + 6

z2
+ e�2z

�
f (3) �

�
2� 2z � 3

z
e�2z

�
f 00

�
�
1� (z � 3) (7z

2 � 8z + 6)
z2

e�z
�
f 0+

�
1

z
+
7z4 � 13z3 � 3z2 + 24z � 18

z3
e�2z + e�5z

�
f = 0:

(2.1.10)

Posons

Q1(z) = a1;1z = �2z; Q2(z) = a1;2z = �5z; P1(z) = b1;1z = �z;

P2(z) = b1;2z = �2z et P3(z) = b1;3z = �2z:

On a
a1;1 = �2; a1;2 = �5; b1;1 = �1 = 1

2
a1;1; b1;2 = b1;3 = �2 = 2

5
a1;2

et
�
1� 2

5

�
a1;2 < a1;1 < 0:

Alors d�après le Théorème 2.1.5, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.10)
est d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons la fonction f(z) = zee

�z est une solution de l�équation (2.1.10) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Théorème 2.1.6 ([3]) Soient k � 2 un nombre entier, Qs(z) =
nP
i=0

ai;sz
i (s = 1; 2) et Pj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i (j = 1; : : : ; k� 1) des polynômes non constants, où a0;s; :::; an;s (s = 1; 2); b0;j; :::; bn;j

(j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que an;s = jan;sjei�s 6= 0 (s = 1; 2);

�s 2
�
��
2
;
3�

2

�
et an;1 6= an;2. Soient As(z) ( 6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) ( 6� 0) (j = 1; :::; k� 1) et

Dm(z) (m = 0; 1; :::; k� 1) des fonctions méromorphes avec maxf�(As); �(Bj); �(Dm)g < n:

Soient I et J deux ensembles véri�ant I 6= ?, J 6= ?, I \ J = ? et I [ J = f1; : : : ; k � 1g
tels que pour j 2 I, bn;j = �jan;1 + �jan;2 (0 < �j < 1) (0 < �j < 1) et pour j 2 J; bn;j < 0:
Posons � = maxf�j : j 2 Ig, � = maxf�j : j 2 Ig et b = min fbn;j : j 2 Jg :

Supposons que l�une des conditions suivantes est véri�ée :

(1) �1 6= � et �1 6= �2:

(2) �1 6= �, �1 = �2 et [(i) jan;1j < (1� �) jan;2j ou (ii) jan;2j < (1� �) jan;1j] :
(3) an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (i) (1� �) an;2 � b < an;1 < 0 ou (ii)

(1� �) an;1 � b < an;2 < 0:
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Alors toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.5) est d�ordre in�ni et véri�e
�2(f) � n. De plus, si �(1=f) < +1, alors �2(f) = n.

Exemple 2.1.6 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f (4) �
�
3z + 1

z
+ ez

�
f
00
+
�
3� e�2z

�
f 00

+

�
3� z2

z2
+ 2e�z

�
f 0 �

�
3

z3
� 3(z + 1)

z2
e2z � e�z

�
f = 0: (2.1.11)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 2z; Q2(z) = a1;2z = �z; P1(z) = b1;1z = �z;

P2(z) = b1;2z = �2z et P3(z) = b1;3z = z:

On a

a1;1 = 2; a1;2 = �1; b1;1 = �1 < 0; b1;2 = �2 < 0

et b1;3 = 1 = 3
4
a1;1 +

1
2
a1;2:

Alors d�après le Théorème 2.1.6 toute solution f (6� 0) de l�équation (2.1.11) est d�ordre in�ni
et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons la fonction f(z) = zee

z
est une solution de l�équation (2.1.11), avec �(f) = +1

et �2(f) = 1.

Exemple 2.1.7 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f
000 �

�
4

z
� e�2z

z � 1

�
f 00 �

�
1 + 12e�2z

�
f
0
+

�
1

z
+
6z2 + 16z � 16

z2
e�2z � 8z � 12

z � 1 e�6z
�
f = 0:

(2.1.12)

Posons

Q1(z) = a1;1z = �2z; Q2(z) = a1;2z = �6z; P1(z) = b1;1z = �2z et P2(z) = b1;2z = �2z:

On a
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a1;1 = �2; a1;2 = �6; b1;1 = �2 < 0, b1;2 = �2 = 1
2
a1;1 +

1
6
a1;2

et (1� 1
6
)a1;2 � b1;1 < a1;1 < 0:

Alors d�après le Théorème 2.1.6 toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.12) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons la fonction f(z) = zee

�2z est une solution de l�équation (2.1.12), avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Théorème 2.1.7 ([3]) Supposons que les hypothèses du Théorème 2.1.4 ou le Théorème 2.1.5

ou le Théorème 2.1.6 sont véri�ées. Si ' (6� 0) est une fonction méromorphe d�ordre �ni, alors
toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2:1:5) véri�e �(f�') = �(f�') = +1 et

�2(f�') = �2(f�') = �2(f) � n: De plus, si �(1=f) < +1, alors �2(f�') = �2(f�') =
�2(f) = n.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([2]) Soient Pj (z) (j = 0; 1; :::; k) des polynômes non constants avec degP0(z) =

n (n � 1) et degPj(z) � n (j = 1; 2; :::; k). Soient Aj(z) (j = 0; 1; :::; k) des fonctions méro-

morphes d�ordre �ni et maxf�(Aj) : j = 0; 1; :::; kg < n telles que A0(z) 6� 0:
Posons

F (z) = Ak (z) e
Pk(z) + Ak�1 (z) e

Pk�1(z) + :::+ A1 (z) e
P1(z) + A0 (z) e

P0(z): (2.2.1)

Si deg(P0(z)�Pj(z)) = n pour tout j = 1; :::; k; alors F est une fonction méromorphe d�ordre

�ni et veri�e �(F ) = n.

Lemme 2.2.2 ([17]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et � > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie
et une constante B > 0 qui dépend uniquement de i; j (0 � i < j � k) tels que pour tout z

véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait����f (j)(z)f (i)(z)

���� � B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�j�i
: (2.2.2)

Lemme 2.2.3 ([14]) Soit g (z) une fonction méromorphe d�ordre � (g) = � < +1: Alors

pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel
que
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jg (z)j � exp
�
r�+"

	
(2.2.3)

soit véri�ée pour jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r ! +1:

Lemme 2.2.4 ([35]) Supposons que n � 1 est un entier et Qj (z) = an;jz
n + : : : (j = 1; 2)

sont des polynômes non constants, où aq;j(q = 1; 2; : : : ; n) sont des nombres complexes avec

an;1an;2 6= 0. Posons z = rei�; an;j = jan;jj ei�j ; �j 2
�
��
2
; 3�
2

�
; � (Qj; �) = jan;jj cos (�j + n�) :

Alors il existe un ensemble E3 �
�
� �
2n
; 3�
2n

�
de mesure linéaire nulle. Si �1 6= �2; alors il existe

une demi-droite arg z = � 2
�
� �
2n
; �
2n

�
= (E3 [ E4) tel que

� (Q1; �) > 0; � (Q2; �) < 0 (2.2.4)

ou

� (Q1; �) < 0; � (Q2; �) > 0; (2.2.5)

où E4 =
�
� 2

�
� �
2n
; 3�
2n

�
: � (Qj; �) = 0

	
est un ensemble �ni de mesure linéaire nulle.

Remarque 2.2.1 ([35]) Dans le Lemme 2.2.4, si on remplace � 2
�
� �
2n
; �
2n

�
= (E3 [ E4) par

� 2
�
�
2n
; 3�
2n

�
= (E3 [ E4), alors on obtient le même résultat.

Lemme 2.2.5 ([22]) Soient P (z) = (�+ i�) zn+ :::(�, � sont des nombres réels, j�j+ j�j 6=
0), un polynôme de dégré n � 1 et A (z) ( 6� 0) une fonction méromorphe avec � (A) < n:

Posons f (z) = A (z) eP (z); z = rei�; � (P; �) = � cos (n�)� � sin (n�) : Alors pour tout " > 0

donné, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarthmique �nie tel que pour tout
� 2

�
��
2
; 3�
2

�
nH, et jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait

(i) si � (P; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (P; �) rng �
��f �rei���� � exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (2.2.6)

(ii) si � (P; �) < 0, alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng �
��f �rei���� � exp f(1� ") � (P; �) rng ; (2.2.7)

où H =
�
� 2

�
��
2
; 3�
2

�
: � (P; �) = 0

	
:
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Lemme 2.2.6 ([18]) Soient ' : [0;+1) ! R et  : [0;+1) ! R des fonctions monotones
non décroissantes telles que ' (r) �  (r) pour tout r =2 E6 [ [0; 1], où E6 � (1;+1) est
un ensemble de mesure logarithmique �nie. Soit � > 1 une constante donnée. Alors il existe

r0 = r0 (�) > 0 tel que ' (r) �  (�r) pour tout r > r0:

Lemme 2.2.7 ([2]) Soient k � 2 un entier et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions mé-

romorphes d�ordre �ni. Soient � = max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g et f une solution méro-
morphe transcendante avec � (1=f) < +1 de l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0: (2.2.8)

Alors �2(f) � �.

Lemme 2.2.8 ([8]) Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; et F (6� 0) des fonctions méro-
morphes d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A1 (z) f + A0 (z) f = F; (2.2.9)

alors f véri�e �(f) = �(f) = �(f) = +1:

Lemme 2.2.9 ([4]) Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; et F (6� 0) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni. Si f est une solution méromorphe de l�équation (2:2:9) avec �(f) = +1 et

�2(f) = �, alors f véri�e �2(f) = �2(f) = �2(f) = �:

2.3 Preuve du Théorème 2.1.4

En premier, montrons que toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.5) est trans-
cendante. Supposons que f (6� 0) est une solution polynômiale ou rationnelle de l�équation
(2.1.5). Alors � (f) = 0. Ecrivons l�équation (2.1.5) sous la forme :

(A1 (z) f) e
Q1(z) + (A2 (z) f) e

Q2(z) +

k�1X
j=1

�
Bj (z) f

(j)
�
ePj(z) = B(z); (2.3.1)

où B(z) = �(f (k)+D0 (z) f+
k�1P
j=1

Dj (z) f
(j)), As(z)f (s = 1; 2) et Bj(z)f (j) (j = 1; 2; :::; k � 1)

sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni avec Asf 6� 0 (s = 1; 2) ; �(B) < n; � (Asf) < n

(s = 1; 2) et �(Bjf (j)) < n (j = 1; :::; k � 1).
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Si �1 6= � ou an;1 est un nombre réel tel que (1 � c)an;1 < b, alors deg(Q1(z) � Q2(z)) = n

et deg(Q1(z) � Pj(z)) = n (j = 1; :::; k � 1) : Ainsi d�après (2.3.1) et le Lemme 2.2.1, on a

�(B) = n. C�est une contradiction avec �(B) < n. Alors toute solution méromorphe f (6� 0)
de l�équation (2.1.5) est transcendante.

Posonsmaxf�(As); �(Bj); �(Dm)g = � < n; où (s = 1; 2) ; (j = 1; :::; k � 1) et (m = 0; :::; k � 1).

Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe de l�équation (2.1.5). D�après le Lemme
2.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et une constante
B > 0 tels que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait����f (j)(z)f(z)

���� � B [T (2r; f)]j+1 (j = 1; :::; k): (2.3.2)

D�après le Lemme 2.2.3, pour tout " donné (0 < " < n� �) ; il existe un ensemble E2 �
(1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que

jDm(z)j � expfr�+"g (m = 0; :::; k � 1) : (2.3.3)

soit véri�ée pour jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r ! +1:

Cas 1. �1 6= �.

(i) Supposons que �1 6= �2: D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite arg z = � tel que

� 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [E4); où E3 et E4 sont dé�nis comme dans le Lemme 2.2.4 et véri�ant

�(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0 ou �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0:

a)Quand �(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn� �; (1� c) =2(1 + c)g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait

��A1(z)eQ1(z)�� � expf(1� ")�(Q1; �)r
ng; (2.3.4)

et

��A2(z)eQ2(z)�� � expf(1� ")�(Q2; �)r
ng < 1: (2.3.5)
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De (2.3.4) et (2.3.5), on a

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � ��A1(z)eQ1(z)�����A2(z)eQ2(z)��
� expf(1� ")�(Q1; �)r

ng � 1

� (1� o(1)) expf(1� ")�(Q1; �)r
ng (2.3.6)

De (2:1:5), il vient que

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � ����f (k)(z)f(z)

����+ �jDk�1 (z)j+
��Bk�1(z)ePk�1(z)��� ����f (k�1)(z)f(z)

����
+ � � �+

�
jD1 (z)j+

��B1(z)eP1(z)��� ����f 0(z)f(z)

����+ jD0(z)j : (2.3.7)

Pour j 2 I; on a �(Pj; �) = cj�(Q1; �) > 0: D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")cj�(Q1; �)rng � expf(1 + ")c�(Q1; �)rng: (2.3.8)

Pour j 2 J , on a �(Pj; �) = � jbn;jj cos (n�) < 0: D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")�(Pj; �)r
ng < 1: (2.3.9)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.6), (2.3.8) et (2.3.9) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q1; �)r
ng �M1 expfr�+"g expf(1 + ")c�(Q1; �)rng [T (2r; f)]k+1 ;

(2.3.10)

où M1 > 0 est une constante.

De (2.3.10) et 0 < 2" < (1� c) =(1 + c), il vient que

(1� o(1)) expf(1� c)

2
�(Q1; �)r

ng �M1 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 : (2.3.11)
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Comme �(Q1; �) > 0 et � + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.11), on obtient

que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on

a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

b) Quand �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0, alors d�après le Lemme 2.2.5, pour le " ci dessus il existe

un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5;
r ! +1, on ait

��A1(z)eQ1(z)�� � expf(1� ")�(Q1; �)r
ng < 1 (2.3.12)

et

��A2(z)eQ2(z)�� � expf(1� ")�(Q2; �)r
ng: (2.3.13)

De (2.3.12) et (2.3.13), on obtient que

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � (1� o(1)) expf(1� ")�(Q2; �)r
ng: (2.3.14)

Pour j 2 I; on a �(Pj; �) < 0: D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")cj�(Q1; �)r
ng < 1: (2.3.15)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.9), (2.3.14) et (2.3.15) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q2; �)r
ng �M2 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 ; (2.3.16)

où M2 > 0 est une constante.

Comme �(Q2; �) > 0 et � + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.16), on obtient

que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemma 2.2.7, on

a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Supposons que �1 = �2: D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite arg z = � tel que

� 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [E4) et �(Q1; �) > 0. Supposons que jan;1j � jan;2j : Puisque an;1 6= an;2

et �1 = �2, il s�ensuit que jan;1j < jan;2j : Ainsi �(Q2; �) > �(Q1; �) > 0: D�après le Lemme
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2.2.5, pour tout " donné (0 < " < minfn� �; (jan;2j � jan;1j) =2 (jan;2j+ jan;1j)g), il existe un
ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5;
r ! +1, on ait (2.3.13) et

��A1(z)eQ1(z)�� � exp f(1 + ")�(Q1; �)rng : (2.3.17)

De (2.3.13) et (2.3.17), il vient que

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � ��A2(z)eQ2(z)�����A1(z)eQ1(z)��
� expf(1� ")�(Q2; �)r

ng � expf(1 + ")�(Q1; �)rng

� expf(1 + ")�(Q1; �)rng [expfrng � 1] ; (2.3.18)

où

 = (1� ")�(Q2; �)� (1 + ")�(Q1; �):

Comme 0 < 2" < (jan;2j � jan;1j) = (jan;2j+ jan;1j) ; alors

 = (1� ") jan;2j cos(�2 + n�)� (1 + ") jan;1j cos(�1 + n�)

= (jan;2j � jan;1j � " (jan;2j+ jan;1j)) cos(�1 + n�)

>
jan;2j � jan;1j

2
cos(�1 + n�) > 0:

Puisque  > 0; alors d�après (2.3.18), on obtient que

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � (1� o(1)) expf(1 + ")�(Q1; �)rng expfrng: (2.3.19)
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En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.8), (2.3.9) et (2.3.19) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1+")�(Q1; �)rng expfrng �M3 expfr�+"g expf(1+")c�(Q1; �)rng [T (2r; f)]k+1 ;
(2.3.20)

où M3 > 0 est une constante.

De (2.3.20), il vient que

(1� o(1)) expf[(1 + ") (1� c) �(Q1; �) + ]rng �M3 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 : (2.3.21)

Comme �(Q1; �) > 0,  > 0 et � + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.21), on

obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme

2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Cas 2. an;1 est un nombre réel tel que (1� c)an;1 < b; c�est-à-dire �1 = �.

(i) Supposons que �1 6= �2, alors �2 6= �. D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4) et �(Q2; �) > 0. Puisque cos (n�) > 0, on a

�(Q1; �) = jan;1j cos(�1 + n�) = � jan;1j cos (n�) < 0: D�après le Lemme 2.2.5, pour tout "

donné (0 < " < minfn� �; (1� c) =2(1+ c)g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.12) et (2.3.13) :

En utilisant le même raisonnement que celui dans le cas 1(b) , on obtient que � (f) = +1
et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où

�2 (f) = n:

(ii) Supposons que �1 = �2. Alors �1 = �2 = �. D�après le Lemme 2.2.4, il existe une

demi-droite arg z = � tel que � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E3 [ E4): Alors cos (n�) < 0, �(Q1; �) =

jan;1j cos(�1+n�) = � jan;1j cos (n�) > 0; �(Q2; �) = jan;2j cos(�2+n�) = � jan;2j cos (n�) > 0:
Supposons que jan;1j � jan;2j : Puisque an;1 6= an;2 et �1 = �2; alors jan;1j < jan;2j : Ainsi
�(Q2; �) > �(Q1; �) > 0. D�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " < minfn �
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�; (jan;2j � jan;1j) =2 (jan;2j+ jan;1j)g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure loga-
rithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.13), (2.3.17) et par
suite (2.3.19) est véri�ée.

Pour j 2 J , on a �(Pj; �) = � jbn;jj cos (n�) > 0:

D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�(Pj; �)rng;
� expf(1 + ")brn cos (n�)g: (2.3.22)

En substituant (2.3.2); (2.3.3); (2.3.8); (2.3.19) et (2.3.22) dans (2.3.7); pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1 + ")�(Q1; �)rng expfrng

�M4 expfr�+"g expf(1 + ")c�(Q1; �)rng expf(1 + ")brn cos (n�)g [T (2r; f)]k+1 ; (2.3.23)

où M4 > 0 est une constante.

D�où

(1� o(1)) expfdrng �M4 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 ; (2.3.24)

où

d = (1 + ") [(1� c)�(Q1; �)� b cos (n�)] + :

Comme  > 0, cos (n�) < 0, �(Q1; �) = � jan;1j cos (n�) ; (1� c) an;1 < b et b < 0, on obtient

que

d = �(1 + ") [(1� c) jan;1j+ b] cos (n�) + 

> �(1 + ") [jbj+ b] cos (n�) +  =  > 0:
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Comme � + " < n et d > 0, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.24), on obtient que

� (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a

�2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

2.4 Preuve du Théorème 2.1.5

En premier, montrons que toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.5) est trans-
cendante. Supposons que f (6� 0) est une solution polynômiale ou rationnelle de l�équa-
tion (2.1.5). Alors � (f) = 0. Ecrivons l�équation (2.1.5) sous la forme (2.3.1) ; où B(z) =

�
 
f (k) +D0 (z) f +

k�1P
j=1

Dj (z) f
(j)

!
, As(z)f (s = 1; 2) et Bj(z)f (j) (j = 1; 2; :::; k � 1) sont

des fonctions méromorphes d�ordre �ni avec Asf 6� 0 (s = 1; 2) ; �(B) < n; � (Asf) < n

(s = 1; 2) et �(Bjf (j)) < n (j = 1; :::; k � 1).

Si le cas 1 ou le cas 2(i) ou le cas 3(i) est véri�é, il s�ensuit que deg(Q2(z) � Q1(z)) = n

et deg(Q2(z)�Pj(z)) = n (j = 1; :::; k � 1) : Ainsi de (2.3.1) et d�après le Lemme 2.2.1, on a
�(B) = n. C�est une contradiction avec �(B) < n. Alors toute solution méromorphe f (6� 0)
de l�équation (2.1.5) est transcendante.

Si le cas 2(ii) ou le cas 3(ii) est véri�é, il s�ensuit que deg(Q1(z)�Q2(z)) = n et deg(Q1(z)�
Pj(z)) = n (j = 1; :::; k � 1) : Ainsi de (2.3.1) et d�après le Lemme 2.2.1, on a �(B) = n. C�est

une contradiction avec �(B) < n. Alors toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation
(2.1.5) est transcendante.

Posonsmaxf�(As); �(Bj); �(Dm)g = � < n; où (s = 1; 2) ; (j = 1; :::; k � 1) et (m = 0; :::; k � 1).

Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe de l�équation (2.1.5). D�après le Lemme
2.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et une constante
B > 0 tels que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait (2.3.2) : D�après le Lemme
2.2.3, pour tout " donné (0 < " < n� �) ; il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que (2.3.3) soit véri�ée pour jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r ! +1:

Cas 1. Supposons que �1 6= � et �1 6= �2: D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [E4); où E3 et E4 sont dé�nis comme dans le Lemme

2.2.4 et véri�ant
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�(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0 ou �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0:

a)Quand �(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn� �; (1� �) =2(1+�)g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1][E5; r ! +1, on ait (2.3.4) et (2.3.5) : De (2.3.4) et (2.3.5),
on a (2.3.6) :

Pour j 2 I, on a �(Pj; �) = �j�(Q1; �) > 0: D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�j�(Q1; �)rng � expf(1 + ")��(Q1; �)rng: (2.4.1)

Pour j 2 J , on a �(Pj; �) = �j�(Q2; �) < 0: D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")�j�(Q2; �)r
ng < 1: (2.4.2)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.6), (2.4.1) et (2.4.2) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q1; �)r
ng �M1 expfr�+"g expf(1 + ")��(Q1; �)rng [T (2r; f)]k+1 ;

(2.4.3)

où M1 > 0 est une constante.

De (2.4.3) et comme 0 < 2" < (1� �) =(1 + �), il vient que

(1� o(1)) expf(1� �)

2
�(Q1; �)r

ng �M1 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 : (2.4.4)

Comme �(Q1; �) > 0 et � + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.4), on obtient

que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on

a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

b)Quand �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0, alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn� �; (1� �) =2(1 + �)g), il existe un ensemble E5 � [1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.12) et (2.3.13) : De (2.3.12) et
(2.3.13), on a (2.3.14) :
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Pour j 2 I, on a �(Pj; �) < 0: D�où��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�j�(Q1; �)rng < 1: (2.4.5)

Pour j 2 J , on a �(Pj; �) > 0: D�où��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng � exp f(1 + ")��(Q2; �)rng : (2.4.6)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.14), (2.4.5) et (2.4.6) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q2; �)r
ng �M2 expfr�+"g expf(1 + ")��(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1 ;

(2.4.7)

où M2 > 0 est une constante.

De (2.4.7) et comme 0 < 2" < (1� �) =2(1 + �), il vient que

(1� o(1)) expf(1� �)

2
�(Q2; �)r

ng �M2 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 : (2.4.8)

Comme �(Q2; �) > 0 et � + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.8), on obtient

que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on

a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Cas 2. Supposons que �1 6= � et �1 = �2: D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4) et �(Q1; �) > 0. Comme �1 = �2, il s�ensuit que

�(Q2; �) > 0:

(i) Si jan;1j < (1� �) jan;2j ; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " < minfn�
�; ((1� �) jan;2j � jan;1j)=2 [(1 + �) jan;2j+ jan;1j]g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de
mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.13) et
(2.3.17)

De (2.1.5), il vient que

��A2(z)eQ2(z)�� � ����f (k)(z)f(z)

����+ �jDk�1 (z)j+
��Bk�1(z)ePk�1(z)��� ����f (k�1)(z)f(z)

����+
+ � � �+

�
jD1 (z)j+

��B1(z)eP1(z)��� ����f 0(z)f(z)

����+ ��A1(z)eQ1(z)��+ jD0(z)j : (2.4.9)
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En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.13), (2.3.17), (2.4.1) et (2.4.6) dans (2.4.9), pour tout z

véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on

obtient que

expf(1� ")�(Q2; �)r
ng

� k expfr�+"g expf(1 + ")��(Q1; �)rng expf(1 + ")��(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1

+expf(1 + ")�(Q1; �)rng+ expfr�+"g

�M3 expfr�+"g expf(1+")�(Q1; �)rng expf(1+")��(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1 ; (2.4.10)

où M3 > 0 est une constante.

De (2.4.10), il vient que

expfd1rng �M3 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 ; (2.4.11)

où

d1 = (1� ")�(Q2; �)� (1 + ")�(Q1; �)� (1 + ")��(Q2; �):

Comme 0 < 2" < [(1� �) jan;2j � jan;1j] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j] ; �1 = �2 et cos(�1 + n�) > 0;

alors

d1 = [1� � � "(1 + �)] �(Q2; �)� (1 + ")�(Q1; �)

= [1� � � "(1 + �)] jan;2j cos(�1 + n�)� (1 + ") jan;1j cos(�1 + n�)

= f(1� �) jan;2j � jan;1j � " [(1 + �) jan;2j+ jan;1j]g cos(�1 + n�)

>
(1� �) jan;2j � jan;1j

2
cos(�1 + n�) > 0:
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Comme d1 > 0 et � + " < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.11), on obtient que

� (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a

�2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si jan;2j < (1� �) jan;1j ; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn��; [(1� �) jan;1j � jan;2j] =2 [(1 + �) jan;1j+ jan;2j]g), il existe un ensemble E5 � (1;+1)
de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.4) et

��A2(z)eQ2(z)�� � expf(1 + ")�(Q2; �)rng: (2.4.12)

De (2.1.5), il vient que

��A1(z)eQ1(z)�� � ����f (k)(z)f(z)

����+ �jDk�1 (z)j+
��Bk�1(z)ePk�1(z)��� ����f (k�1)(z)f(z)

����+
+ � � �+

�
jD1 (z)j+

��B1(z)eP1(z)��� ����f 0(z)f(z)

����+ ��A2(z)eQ2(z)��+ jD0(z)j : (2.4.13)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.4.1); (2.4.6) et (2.4.12) dans (2.4.13), pour tout z

véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on

obtient que

expf(1� ")�(Q1; �)r
ng

� k expfr�+"g expf(1 + ")��(Q1; �)rng expf(1 + ")��(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1

+expf(1 + ")�(Q2; �)rng+ expfr�+"g

�M4 expfr�+"g expf(1+")��(Q1; �)rng expf(1+")�(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1 ; (2.4.14)

où M4 > 0 est une constante.

De (2.4.14), il vient que

expfd2rng �M4 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 ; (2.4.15)

où
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d2 = (1� ")�(Q1; �)� (1 + ")�(Q2; �)� (1 + ")��(Q1; �):

Comme 0 < 2" < [(1� �) jan;1j � jan;2j] = [(1 + �) jan;1j+ jan;2j] ; �1 = �2 et cos(�1 + n�) > 0;

alors

d2 = f(1� �) jan;1j � jan;2j � " [(1 + �) jan;1j+ jan;2j]g cos(�1 + n�)

>
(1� �) jan;1j � jan;2j

2
cos(�1 + n�) > 0:

Comme d2 > 0 et � + " < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.15), on obtient que

� (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a

�2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Case 3. Supposons que an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (1 � �)an;2 < an;1 < 0

ou (1 � �)an;1 < an;2 < 0, c�est-à-dire que �1 = �2 = � . D�après le Lemme 2.2.4, il existe

une demi-droite arg z = � tel que � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E3 [ E4): Donc cos (n�) < 0, �(Q1; �) =

jan;1j cos(�1+ n�) = � jan;1j cos (n�) > 0 et �(Q2; �) = jan;2j cos(�2+ n�) = � jan;2j cos (n�) >
0:

(i) Si (1 � �)an;2 < an;1 < 0; alors en utilisant le même raisonnement que celui dans le cas

2(i), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le

Lemme 2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si (1� �)an;1 < an;2 < 0; alors en utilisant le même raisonnement que celui dans le cas

2(ii), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le

Lemme 2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

2.5 Preuve du Théorème 2.1.6

En utilisant le même raisonnement que celui dans le Théorème 2.1.5, on obtient que toute

solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (2.1.5) est transcendante.

Posonsmaxf�(As); �(Bj); �(Dm)g = � < n; où (s = 1; 2) ; (j = 1; :::; k � 1) et (m = 0; :::; k � 1).
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Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe de l�équation (2.1.5): D�après le Lemme
2.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et une constante
B > 0 tels que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait (2.3.2) : D�après le Lemme
2.2.3, pour tout " donné (0 < " < n� �) ; il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que (2.3.3) soit véri�ée pour jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r ! +1:

Cas 1. Supposons que �1 6= � et �1 6= �2: D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [E4); où E3 et E4 sont dé�nis comme dans le Lemme

2.2.4 et véri�ant

�(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0 ou �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0:

a)Quand �(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn� �; (1� �) =2(1+�)g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1][E5; r ! +1, on ait (2.3.4) et (2.3.5) : De (2.3.4) et (2.3.5),
on a (2.3.6) :

Pour j 2 I, on a

�(�jan;1z
n; �) = �j�(Q1; �) > 0 et �(Pj(z)� �jan;1z

n; �) = �j�(Q2; �) < 0:

D�où

��Bj(z)e�jan;1zn�� � expf(1 + ")�j�(Q1; �)rng � expf(1 + ")��(Q1; �)rng (2.5.1)

et

��ePj(z)��jan;1zn�� � expf(1� ")�j�(Q2; �)r
ng < 1: (2.5.2)

De (2.5.1) et (2.5.2), on obtient que

��Bj(z)ePj(z)�� = ��Bj(z)e�jan;1zn�� ��ePj(z)��jan;1zn�� � expf(1 + ")��(Q1; �)rng: (2.5.3)

En substituant (2.3.2); (2.3.3); (2.3.6); (2.3.9) et (2.5.3) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient

(2.4.3) : De (2.4.3) et 0 < " < (1� �) =(2(1 + �)), on a (2.4.4) : Comme �(Q1; �) > 0 et

� + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.4), on obtient que � (f) = +1 et



2.5 Preuve du Théorème 2.1.6 32

�2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où

�2 (f) = n.

b)Quand �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0, alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn� �; (1� �) =2(1+ �)g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.12) et (2.3.13) : De (2.3.12) et
(2.3.13), on a (2.3.14) :

Pour j 2 I, on a

�(�jan;2z
n; �) = �j�(Q2; �) > 0 et �(Pj(z)� �jan;2z

n; �) = �j�(Q1; �) < 0:

D�où

��Bj(z)e�jan;2zn�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng � expf(1 + ")��(Q2; �)rng (2.5.4)

et

��ePj(z)��jan;2zn�� � expf(1� ")�j�(Q1; �)r
ng < 1: (2.5.5)

De (2.5.4) et (2.5.5), il vient que

��Bj(z)ePj(z)�� = ��Bj(z)e�jan;2zn�� ��ePj(z)��jan;2zn�� � expf(1 + ")��(Q2; �)rng: (2.5.6)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.9), (2.3.14) et (2.5.6) dans (2.3.7), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on obtient

(2.4.7). De (2.4.7) et 0 < " < (1� �) =2(1 + �), on a (2.4.8).

Comme �(Q2; �) > 0 et � + " < n; alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.8), on obtient

que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on

a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n.

Cas 2. Supposons que �1 6= � et �1 = �2: D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4) et �(Q1; �) > 0. Comme �1 = �2, il s�ensuit que

�(Q2; �) > 0:

(i) Si jan;1j < (1� �) jan;2j ; alors d�après le Lemma 2.2.5, pour tout " donné (0 < " < minfn�
�; [(1� �) jan;2j � jan;1j] =2 [(1 + �) jan;2j+ jan;1j]g), il existe un ensemble E5 � (1;+1) de
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mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.13) et
(2.3.17) :

Pour j 2 I, on a

�(�jan;1z
n; �) = �j�(Q1; �) > 0 et �(Pj(z)� �jan;1z

n; �) = �j�(Q2; �) > 0:

D�où (2.5.1) est véri�ée et

��ePj(z)��jan;1zn�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng � expf(1 + ")��(Q2; �)rng: (2.5.7)

De (2.5.1) et (2.5.7) ; il vient que

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")��(Q1; �)rng expf(1 + ")��(Q2; �)rng: (2.5.8)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.9); (2.3.13), (2.3.17) et (2.5.8) dans (2.4.9), pour tout

z véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1,

on obtient (2.4.10) : De (2.4.10), on a (2.4.11) : En utilisant le même raisonnement que celui

dans le cas 2(i) du Théorème 2.1.5, on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si

� (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si jan;2j < (1� �) jan;1j ; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn��; [(1� �) jan;1j � jan;2j] =2 [(1 + �) jan;1j+ jan;2j]g), il existe un ensembleE5 � (1;+1)
de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on ait (2.3.4) et
(2.4.12) :

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.3.9); (2.4.12) et (2.5.8) dans (2.4.13), pour tout

z véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1,

on obtient (2.4.14) : De (2.4.14), on a (2.4.15) : En utilisant le même raisonnement que celui

dans le cas 2(ii) du Théorème 2.1.5, on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si

� (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Cas 3. Supposons que an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (1��)an;2�b < an;1 < 0 ou

(1� �)an;1 < an;2 < 0 ; c�est-à-dire �1 = �2 = �. D�après le Lemme 2.2.4, il existe une demi-

droite arg z = � tel que � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E3[E4): Donc cos (n�) < 0, �(Q1; �) = jan;1j cos(�1+

n�) = � jan;1j cos (n�) > 0 et �(Q2; �) = jan;2j cos(�2 + n�) = � jan;2j cos (n�) > 0:

Pour j 2 J , on obtient �(Pj; �) = � jbn;jj cos (n�) > 0:
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(i) Si (1 � �)an;2 � b < an;1 < 0; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 <

" < minfn��; [(1� �) jan;2j � jan;1j+ b] =2 [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b]g), il existe un ensemble
E5 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on
ait (2.3.13) et (2.3.17) :

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.13), (2.3.17); (2.3.22) et (2.5.8) dans (2.4.9), pour tout

z véri�ant arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on

obtient que

expf(1� ")�(Q2; �)r
ng

�M5 expfr�+"g expf(1 + ") [�(Q1; �) + ��(Q2; �) + b cos (n�)] rng [T (2r; f)]k+1 ; (2.5.9)

où M5 > 0 est une constante.

De (2.5.9), il vient que

expfd3rng �M5 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 ; (2.5.10)

où

d3 = (1� ") �(Q2; �)� (1 + ") [�(Q1; �) + ��(Q2; �) + b cos (n�)] :

Comme 0 < 2" < [(1� �) jan;2j � jan;1j+ b] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b] ; �1 = �2 = � et

cos (n�) < 0; il s�ensuit que

d3 = [1� � � " (1 + �)] �(Q2; �)� (1 + ") [�(Q1; �) + b cos (n�)]

= � [1� � � " (1 + �)] jan;2j cos (n�) + (1 + ") [jan;1j � b] cos (n�)

= �f(1� �) jan;2j � jan;1j+ b� " [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b]g cos (n�)

> � [(1� �) jan;2j � jan;1j+ b]

2
cos (n�) > 0:

Comme d3 > 0 et � + " < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.5.10), on obtient que

� (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a

�2 (f) � n. D�où �2 (f) = n.
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(ii) Si (1� �)an;1 � b < an;2 < 0; alors d�après le Lemme 2.2.5, pour tout " donné (0 < " <

minfn � �; [(1� �) jan;1j � jan;2j+ b] =2 [(1 + �) jan;1j+ jan;2j � b)]g), il existe un ensemble
E5 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E5; r ! +1, on
ait (2.3.4) et (2.4.12) :

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.3.22); (2.4.12) et (2.5.8) dans (2.4.13), pour tout

z véri�ant arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E3 [ E4); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E5; r ! +1, on

obtient que

expf(1� ")�(Q1; �)r
ng

�M6 expfr�+"g expf(1 + ") [�(Q2; �) + ��(Q1; �) + b cos (n�)] rng [T (2r; f)]k+1 ; (2.5.11)

où M6 > 0 est une constante.

De (2.5.11), il vient que

expfd4rng �M6 expfr�+"g [T (2r; f)]k+1 ; (2.5.12)

où

d4 = (1� ") �(Q1; �)� (1 + ") [�(Q2; �) + ��(Q1; �) + b cos (n�)] :

De 0 < 2" < ((1� �) jan;1j � jan;2j+ b) = [(1 + �) jan;1j+ jan;2j � b] ; �1 = �2 = � et cos (n�) <

0; il s�ensuit que

d4 = [1� �� " (1 + �)] �(Q1; �)� (1 + ") [�(Q2; �) + b cos (n�)]

= � [1� �� " (1 + �)] jan;1j cos (n�) + (1 + ") [jan;2j � b] cos (n�)

= �f(1� �) jan;1j � jan;2j+ b� " [(1 + �) jan;1j+ jan;2j � b]g cos (n�)

> � [(1� �) jan;1j � jan;2j+ b]

2
cos (n�) > 0.

Comme d4 > 0 et � + " < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.5.12), on obtient que

� (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 2.2.7, on a

�2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:
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2.6 Preuve du Théorème 2.1.7

Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe de l�équation (2.1.5). Posons g = f �'.
Alors on a �(g) = �(f) = +1. En substituant f = g + ' dans (2.1.5), on obtient que

g(k) +

k�1X
j=1

(Dj +Bje
Pj(z))g(j) +

�
D0 + A1e

Q1(z) + A2e
Q2(z)

�
g = H; (2.6.1)

où

H = �['(k) +
�
D0 + A1e

Q1(z) + A2e
Q2(z)

�
'+

k�1X
j=1

(Dj +Bje
Pj(z))'(j)]:

Montrons maintenant que H 6� 0.
En e¤et, si H � 0, alors

'(k) +
k�1X
J=1

(Dj +Bje
Pj(z))'(j) +

�
D0 + A1e

Q1(z) + A2e
Q2(z)

�
' = 0: (2.6.2)

Ainsi ' (6� 0) est une solution de l�équation (2.1.5). Donc �(') = +1 et d�après les hypo-

thèses du Théorème 2.1.7, c�est une contradiction. Ainsi H 6� 0:

D�après le Lemme 2.2.8 et le Lemme 2.2.9, on a

�(g) = �(g) = �(g) = �(f) = +1 et �2(g) = �2(g) = �2(f) � n;

c�est-à-dire,

�(f � ') = �(f � ') = �(f) = +1 et �2(f � ') = �2(f � ') = �2(f) � n:

On conclut que si � (1=f) < +1; alors �2(f � ') = �2(f � ') = �2(f) = n:



Chapitre 3

Sur l�hyper-ordre des solutions
méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires d�ordre
supérieur

3.1 Introduction et résultats

Pour l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f 00 + e�zf 0 +B(z)f = 0; (3.1.1)

où B(z) est une fonction entière d�ordre �ni, il est bien connu que toute solution de l�équation

(3:1:1) est une fonction entière et la plupart des solutions de (3:1:1) ont un ordre in�ni.

Ainsi une question naturelle est : quelles sont les conditions sur B(z) qui garantissent que

toute solution f (6� 0) de l�équation (3:1:1) soit d�ordre in�ni ? Ozawa [34], Gundersen [19],
Amemiya et Ozawa [1] et Langley [31] ont étudié ce problème dans le cas où B(z) est un

polynôme non constant ou une fonction entière transcendante avec � (B) 6= 1. Dans [35],

Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de l�équation (3:1:1) et ils ont

démontré le résultat suivant :

Théorème 3.1.1 ([35]) Soient Aj(z) (6� 0) (j = 1; 2) des fonctions entières avec �(Aj) < 1;
a1; a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0 et a1 6= a2 (supposons que ja1j � ja2j). Si
arg a1 6= � ou a1 < �1, alors toute solution f (6� 0) de l�équation

f 00 + e�zf 0 + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0 (3.1.2)
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est d�ordre in�ni et �2(f) = 1.

Récemment dans [21], Habib et Belaïdi ont étendu le Théorème 3.1.1 pour certanies équations

di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur comme suit :

Théorème 3.1.2 ([21]) Soient k � 2 un nombre entier, As (z) ( 6� 0) (s = 1; 2), Bj (z) ( 6� 0),
Dj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2; :::; k � 1) des fonctions entières avec max f�(As); �(Bj); �(Dj)g < 1;

a1; a2; dj (j = 1; : : : ; k�1) des nombres complexes tels que a1a2 6= 0; a1 6= a2 et dj 6= 0; bj (j =
1; : : : ; k�1) des nombres réels tels que bj < 0: Supposons qu�il existe �j; �j (j = 1; 2; :::; k�1);
où 0 < �j < 1, 0 < �j < 1 et dj = �ja1 + �ja2. Posons � = maxf�j : j = 1; : : : ; k � 1g;
� = maxf�j : j = 1; : : : ; k � 1g et b = minfbj : j = 1; : : : ; k � 1g.

Si l�une des conditions suivantes est vér�ée :

(1) arg a1 6= � et arg a1 6= arg a2;
(2) arg a1 6= �; arg a1 = arg a2 et (i) ja2j >

ja1j
1� �

ou (ii) ja2j < (1� �) ja1j ;
(3) a1 < 0 et arg a1 6= arg a2;
(4) (i) (1� �)a2 � b < a1 < 0, a2 <

b

1� �
ou (ii) a1 <

a2 + b

(1� �)
et a2 < 0;

alors toute solution f (6� 0) de l�équation di¤érentielle

f (k) +
k�1X
j=1

(Bj(z)e
bjz +Dj(z)e

djz)f (j) + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0 (3.1.3)

véri�e �(f) = +1 et �2(f) = 1.

Le but principal de ce chapitre est de généraliser les résultats ci-dessus pour certaines équa-

tions di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. On va prouver les résultats suivants :

Théorème 3.1.3 Soient k � 2 un nombre entier, Qs(z) =
nP
i=0

ai;sz
i (s = 1; 2), Pj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i et Rj(z) =

nP
i=0

di;jz
i (j = 1; : : : ; k � 1) des polynômes non constants, où a0;s; :::; an;s

(s = 1; 2); b0;j; :::; bn;j, d0;j; :::; dn;j (j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que
an;1an;2 6= 0 et an;1 6= an;2. Soient As(z) (6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) (6� 0) ; Dj(z) (6� 0) (j =
1; :::; k � 1) des fonctions méromorphes avec maxf�(As); �(Bj); �(Dj)g < n: Supposons que

bn;j (j = 1; :::; k � 1) sont des nombres réels tels que bn;j < 0 et dn;j = �jan;1 + �jan;2

(0 < �j < 1)
�
0 < �j < 1

�
(j = 1; :::; k � 1): Posons an;s = jan;sj ei�s ; �s 2

�
��
2
;
3�

2

�
(s =
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1; 2); � = maxf�j : j = 1; : : : ; k � 1g, � = maxf�j : j = 1; : : : ; k � 1g et b = minfbn;j : j =
1; : : : ; k � 1g.

Si l�une des conditions suivantes est vér�ée :

(1) �1 6= � et �1 6= �2;

(2) �1 6= �, �1 = �2 et [(i) jan;1j < (1� �) jan;2j ou (ii) jan;2j < (1� �) jan;1j] :
(3) an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (i) (1� �) an;2 � b < an;1 < 0 ou (ii)

(1� �) an;1 � b < an;2 < 0; alors toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation

f (k) +
k�1X
j=1

�
Bj(z)e

Pj(z) +Dj(z)e
Rj(z)

�
f (j) +

�
A1(z)e

Q1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�
f = 0 (3.1.4)

est d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � n. De plus, si �(1=f) < +1, alors �2(f) = n.

Exemple 3.1.1 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f 000�
�

z

z + 2
e�2z + ez

�
f 00+

�
z

z + 2
e�z � (3 + z)ez

�
f 0+

�
z2 + z � 1

z
e2z +

z + 1

z + 2
e�z
�
f = 0;

(3.1.5)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 2z; Q2(z) = a1;2z = �z; P1(z) = b1;1z = �z; P2(z) = b1;2z = �2z

R1(z) = d1;1z = z et R2(z) = d1;2z = z:

On a

a1;1 = 2; a1;2 = �1; b1;1 = �1 < 0, b1;2 = �2 < 0

et d1;1 = d1;2 = 1 =
3
4
a1;1 +

1
2
a1;2:

Alors d�après le Théorème 3.1.3, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (3.1.5) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = zee

z
est une solution de l�équation (3.1.5) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.
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Exemple 3.1.2 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f 000 �
�
z2 � 3z + 3

z2
e�z + ez

�
f 00 +

�
z2 � 5z + 9

z2
e�z +

ez

z

�
f 0

�
�
2e2z � z3 � 3z2 + 3z + 6

z4
e�z
�
f = 0; (3.1.6)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 2z; Q2(z) = a1;2z = �z; P1(z) = b1;1z = �z; P2(z) = b1;2z = �z

R1(z) = d1;1z = z et R2(z) = d1;2z = z:

On a

a1;1 = 2; a1;2 = �1; b1;1 = �1 < 0, b1;2 = �1 < 0

et d1;1 = d1;2 = 1 =
3
4
a1;1 +

1
2
a1;2:

Alors d�après le Théorème 3.1.3 toute solution f (6� 0) de l�équation (3.1.6) est d�ordre in�ni
et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = ee

z

z
est une solution de l�équation (3.1.6) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Théorème 3.1.4 Soient k � 2 un nombre entier, Qs(z) =
nP
i=0

ai;sz
i (s = 1; 2), Pj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i et Rj(z) =

nP
i=0

di;jz
i (j = 1; : : : ; k � 1) des polynômes non constants, où a0;s; :::; an;s

(s = 1; 2); b0;j; :::; bn;j, d0;j; :::; dn;j (j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que
an;1an;2 6= 0, et an;1 6= an;2. Soient As(z) (6� 0) (s = 1; 2); Bj(z) ( 6� 0) et Dj(z) ( 6� 0)
(j = 1; :::; k � 1) des fonctions méromorphes avec maxf�(As); �(Bj); �(Dj)g < n: Soient Is
et Js (s = 1; 2) des ensembles véri�ant Is 6= ?, Js 6= ?, Is \ Js = ?; Is [ Js = f1; : : : ; k� 1g
(s = 1; 2) tels que bn;j = �jan;1 (0 < �j < 1) (j 2 I1), bn;j < 0 (j 2 J1) ; dn;j = �jan;2 (0 <

�j < 1) (j 2 I2) et dn;j < 0 (j 2 J2). Posons an;s = jan;sj ei�s ; �s 2
�
��
2
;
3�

2

�
(s = 1; 2); � =

maxf�j : j 2 I1g, � = maxf�j : j 2 I2g, b = minfbn;j : j 2 J1g et d = minfdn;j : j 2 J2g:

Si l�une des conditions suivantes est vér�ée :

(1) �1 6= � et �1 6= �2;

(2) �1 6= �; �1 = �2 et [(i) jan;1j < (1� �) jan;2j ou (ii) jan;2j < (1� �) jan;1j] ;
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(3) an;1 et an;2 des nombres réels tels que (i) (1� �) an;2 � b � d < an;1 < 0 ou (ii)

(1� �) an;1� b� d < an;2 < 0, alors toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (3:1:4)
est d�ordre in�ni et véri�é �2(f) � n. De plus, si �(1=f) < +1, alors �2(f) = n.

Exemple 3.1.3 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f 000 +

�
3� z2

z2
e�z +

(3� z2) (z + 2)

z4
e�3z

�
f 00

�
�
3(1 + z)

z
ez � (z

2 � 3) (z + 2)
z3

e�z
�
f 0 �

 
e3z � (z

2 � 3) (z + 2)2

z5
e�2z

!
f = 0; (3.1.7)

Posons

Q1(z) = a1;1z = 3z; Q2(z) = a1;2z = �2z; P1(z) = b1;1z = z; P2(z) = b1;2z = �z

R1(z) = d1;1z = �z et R2(z) = d1;2z = �3z:

On a

a1;1 = 3; a1;2 = �2; b1;1 = 1 = 1
3
a1;1, b1;2 = �1 < 0;

d1;1 = �1 = 1
2
a1;2 et d1;2 = �3 < 0:

Alors d�après le Théorème 3.1.4, toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (3.1.7) est
d�ordre in�ni et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = zee

z
est une solution de l�équation (3.1.7) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Exemple 3.1.4 Considérons l�équation di¤érentiellelinéaire suivante :

f 000 �
�
z2 + 3

z2
e�z � 6 + 3z � z3

z3 (z � 1) e
�2z
�
f 00

+

�
3(1� z)

z
ez +

z4 � 4z3 + 5z2 � 6z � 6
z3 (z � 1) e�z

�
f 0 �

�
e3z +

2 (6 + 3z � z3)

z5 (z � 1) e�2z
�
f = 0;

(3.1.8)



3.2 Lemmes préliminaires 42

Posons

Q1(z) = a1;1z = 3z; Q2(z) = a1;2z = �2z; P1(z) = b1;1z = z; P2(z) = b1;2z = �z

R1(z) = d1;1z = �z et R2(z) = d1;2z = �2z:

On a

a1;1 = 3; a1;2 = �2; b1;1 = 1 = 1
3
a1;1, b1;2 = �1 < 0;

d1;1 = �1 = 1
2
a1;2 et d1;2 = �2 < 0:

Alors d�après le Théorème 3.1.4 toute solution f (6� 0) de l�équation (3.1.8) est d�ordre in�ni
et véri�e �2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = ee

z

z
est une solution de l�équation (3.1.8) avec �(f) = +1

et �2(f) = 1.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([2]) Soient Pj (z) (j = 0; 1; :::; k) des polynômes non constants avec degP0(z) =

n (n � 1) et degPj(z) � n (j = 1; 2; :::; k). Soient Aj(z) (j = 0; 1; :::; k) des fonctions méro-

morphes d�ordre �ni et maxf�(Aj(z)) : j = 0; 1; :::; kg < n telles que A0(z) 6� 0:
Posons

F (z) = Ak (z) e
Pk(z) + Ak�1 (z) e

Pk�1(z) + :::+ A1 (z) e
P1(z) + A0 (z) e

P0(z): (3.2.1)

Si deg(P0(z)�Pj(z)) = n pour tout j = 1; :::; k; alors F est une fonction méromorphe d�ordre

�ni et veri�e �(F ) = n.

Lemme 3.2.2 ([17]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et � > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie
et une constante B > 0 qui dépend uniquement de i; j ( 0 � i < j � k) tels que pour tout z

véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait����f (j)(z)f (i)(z)

���� � B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�j�i
: (3.2.2)

Lemme 3.2.3 ([35]) Supposons que n � 1 est un entier et Qj (z) = an;jz
n + : : : (j = 1; 2)

sont des polynômes non constants, où an;q(q = 1; 2; : : : ; n) sont des nombres complexes et

an;1an;2 6= 0. Posons z = rei�; an;j = jan;jj ei�j ; �j 2
�
��
2
; 3�
2

�
; � (Qj; �) = jan;jj cos (�j + n�) :
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Alors il existe un ensemble E2 �
�
� �
2n
; 3�
2n

�
de mesure linéaire nulle. Si �1 6= �2; alors il existe

une demi-droite arg z = �; � 2
�
� �
2n
; �
2n

�
= (E2 [ E3) tel que

� (Q1; �) > 0; � (Q2; �) < 0 (3.2.3)

ou

� (Q1; �) < 0; � (Q2; �) > 0; (3.2.4)

où E3 =
�
� 2

�
� �
2n
; 3�
2n

�
: � (Qj; �) = 0

	
est un ensemble �ni ayant une mesure linéaire nulle.

Remarque 3.2.1 ([35]) Si dans le Lemme 3.2.3, on remplace � 2
�
� �
2n
; �
2n

�
= (E3 [ E4) par

� 2
�
�
2n
; 3�
2n

�
= (E3 [ E4), alors on obtient le même résultat.

Lemme 3.2.4 ([22]) Soient P (z) = (�+ i�) zn+ :::(�, � sont des nombres réels, j�j+ j�j 6=
0) un polynôme de dégré n � 1 et A (z) ( 6� 0) une fonction méromorphe avec � (A) < n:

Posons f (z) = A (z) eP (z); z = rei�; � (P; �) = � cos (n�)� � sin (n�) : Alors pour tout " > 0

donné, il existe une ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarthmique �nie tel que pour tout

� 2
�
��
2
; 3�
2

�
=H et jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait

(i) Si � (P; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (P; �) rng �
��f �rei���� � exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (3.2.5)

(ii) Si � (P; �) < 0, alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng �
��f �rei���� � exp f(1� ") � (P; �) rng ; (3.2.6)

où H =
�
� 2

�
��
2
; 3�
2

�
: � (P; �) = 0

	
:

Lemme 3.2.5 ([18]) Soient ' : [0;+1) ! R et  : [0;+1) ! R des fonctions monotones
non décroissantes telles que ' (r) �  (r) pour tout r =2 E5 [ [0; 1], où E5 � (1;+1) est
un ensemble de mesure logarithmique �nie. Soit � > 1 une constante donnée. Alors il existe

r0 = r0 (�) > 0 tel que ' (r) �  (�r) pour tout r > r0:

Lemme 3.2.6 ([2]) Soient k � 2 un entier et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions méro-
morphes d�ordre �ni. Soient � = max f� (Aj(z)) : j = 0; 1; :::; k � 1g et f une solution méro-
morphe transcendante avec � (1=f) < +1 de l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0: (3.2.7)

Alors �2(f) � �.
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3.3 Preuve du Théorème 3.1.3

Montrons d�abord que toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (3:1:4) est trans-
cendante. Supposons que f (6� 0) est une solution polynômiale ou rationnelle de l�équation
(3:1:4). Alors � (f) = 0. Ecrivons l�équation (3:1:4) sous la forme :

(A1(z)f) e
Q1(z) + (A2(z)f) e

Q2(z) +
k�1X
j=1

�
Bj(z)f

(j)
�
ePj(z) +

k�1X
j=1

�
Dj(z)f

(j)
�
eRj(z) = �f (k);

(3.3.1)

où As(z)f (s = 1; 2) ; Bj(z)f
(j) et Dj(z)f

(j) (j = 1; 2; :::; k � 1) sont des fonctions méro-
morphes d�ordre �ni avec Asf 6� 0, � (Asf) < n (s = 1; 2), �(Bjf (j)) < n et �(Djf

(j)) < n

(j = 1; :::; k � 1).

Si le cas 1 ou le cas 2(ii) ou le cas 3(ii) est véri�é, il s�ensuit que deg(Q1(z)�Q2(z)) = n,

deg(Q1(z) � Pj(z)) = n et deg(Q1(z) � Rj(z)) = n (j = 1; :::; k � 1) : Ainsi de (3:3:1) et
d�après le Lemme 3.2.1, on a �(�f (k)) = n: C�est une contradiction. Donc toute solution

méromorphe f (6� 0) de l�équation (3:1:4) est transcendante.

Si le cas 2(i) ou le cas 3(i) est véri�é, il s�ensuit que deg(Q2(z)�Q1(z)) = n; deg(Q2(z)�
Pj(z)) = n et deg(Q2(z)�Rj(z)) = n (j = 1; :::; k � 1) : Ainsi de (3:3:1) et d�après le Lemme
3.2.1, on a �(�f (k)) = n. C�est une contradiction. Donc toute solution méromorphe f (6� 0)
de l�équation (3:1:4) est transcendante.

Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe de l�équation (3:1:4): D�après le Lemme
3.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et une constante
B > 0 tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait����f (j)(z)f(z)

���� � B [T (2r; f)]j+1 (j = 1; :::; k): (3.3.2)

Cas 1. Supposons que �1 6= � et �1 6= �2: D�après le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); où E2 et E3 sont dé�nis dans le Lemme 3.2.3

et véri�ant

�(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0 or �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0: (3.3.3)
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a) Quand �(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné

(0 < " < (1� �) =(2(1 + �))), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait

��A1(z)eQ1(z)�� � expf(1� ")�(Q1; �)r
ng (3.3.4)

et

��A2(z)eQ2(z)�� � expf(1� ")�(Q2; �)r
ng < 1: (3.3.5)

De (3:3:4) et (3:3:5), il vient que

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � ��A1(z)eQ1(z)��� ��A2(z)eQ2(z)��
� expf(1� ")�(Q1; �)r

ng � 1

= (1� o(1)) expf(1� ")�(Q1; �)r
ng: (3.3.6)

D (3:1:4), on trouve que

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � ����f (k)(z)f(z)

����
+
���Bk�1(z)ePk�1(z)��+ ��Dk�1 (z) e

Rk�1(z)
��� ����f (k�1)(z)f(z)

����
+ � � �+

���B1(z)eP1(z)��+ ��D1 (z) e
R1(z)

��� ����f 0(z)f(z)

���� : (3.3.7)

Pour j = 1; :::; k � 1; on a �(Pj; �) = � jbn;jj cos (n�) < 0; �(�jan;1zn; �) = �j�(Q1; �) > 0

et (Rj(z)� �jan;1z
n; �) = �j�(Q2; �) < 0:

D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")�(Pj; �)r
ng < 1; (3.3.8)

��Dj(z)e
�jan;1z

n�� � expf(1 + ")�j�(Q1; �)rng � expf(1 + ")��(Q1; �)rng (3.3.9)
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et ��eRj(z)��jan;1zn�� � expf(1� ")�j�(Q2; �)r
ng < 1: (3.3.10)

De (3:3:9) et (3:3:10), on a

��Dj(z)e
Rj(z)

�� = ��Dj(z)e
�jan;1z

n�� ��eRj(z)��jan;1zn�� � expf(1 + ")��(Q1; �)rng: (3.3.11)

En substituant (3:3:2), (3:3:6), (3:3:8) et (3:3:11) dans (3:3:7), pour tout z véri�ant arg z =

� 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q1; �)r
ng �M1 expf(1 + ")��(Q1; �)rng [T (2r; f)]k+1 ; (3.3.12)

où M1 (> 0) est une constante.

D�après (3:3:12) et comme 0 < 2" < (1� �) =(1 + �), alors on a

(1� o(1)) expf(1� �)

2
�(Q1; �)r

ng �M1 [T (2r; f)]
k+1 : (3.3.13)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:13), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n.

b) Quand �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0, alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné

(0 < 2" < (1� �) =(1 + �)), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait

��A1(z)eQ1(z)�� � expf(1� ")�(Q1; �)r
ng < 1 (3.3.14)

et

��A2(z)eQ2(z)�� � expf(1� ")�(Q2; �)r
ng: (3.3.15)

De (3:3:14) et (3:3:15), on a

��A1(z)eQ1(z) + A2(z)e
Q2(z)

�� � (1� o(1)) expf(1� ")�(Q2; �)r
ng: (3.3.16)

Pour j = 1; :::; k � 1, on a �(�jan;2z
n; �) = �j�(Q2; �) > 0
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et �(Rj(z)� �jan;2z
n; �) = �j�(Q1; �) < 0:

D�où

��Dj(z)e
�jan;2z

n�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng � expf(1 + ")��(Q2; �)rng (3.3.17)

et

��eRj(z)��jan;2zn�� � expf(1� ")�j�(Q1; �)r
ng < 1: (3.3.18)

De (3:3:17) et (3:3:18), on a

��Dj(z)e
Rj(z)

�� = ��Dj(z)e
�jan;2z

n�� ��eRj(z)��jan;2zn�� � expf(1 + ")��(Q2; �)rng: (3.3.19)

En substituant (3:3:2), (3:3:8), (3:3:16) et (3:3:19) dans (3:3:7), pour tout z véri�ant arg z =

� 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient que

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q2; �)r
ng �M2 expf(1 + ")��(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1 ; (3.3.20)

où M2 (> 0) est une constante.

D�après (3:3:20) et comme 0 < 2" < (1� �) =(1 + �), il vient que

(1� o(1)) expf(1� �)

2
�(Q2; �)r

ng �M2 [T (2r; f)]
k+1 : (3.3.21)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:21), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Case 2. Supposons que �1 6= � et �1 = �2: D�après le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E3 [ E4) et �(Q1; �) > 0. Comme �1 = �2, il s�ensuit que

�(Q2; �) > 0:

(i) Si jan;1j < (1� �) jan;2j ; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;2j � jan;1j] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j]), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait (3:3:15) et

��A1(z)eQ1(z)�� � exp f(1 + ")�(Q1; �)rng : (3.3.22)
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De (3:1:4), on trouve que

��A2(z)eQ2(z)�� � ����f (k)(z)f(z)

����+ ���Bk�1(z)ePk�1(z)��+ ��Dk�1 (z) e
Rk�1(z)

��� ����f (k�1)(z)f(z)

����
+ � � �+

���B1(z)eP1(z)��+ ��D1 (z) e
R1(z)

��� ����f 0(z)f(z)

����+ ��A1(z)eQ1(z)�� : (3.3.23)

Pour j = 1; :::; k � 1, on a �(�jan;1z
n; �) > 0 et �(Rj(z)� �jan;1z

n; �) > 0:

Ainsi (3:3:9) est véri�ée et on a

��eRj(z)��jan;1zn�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng � expf(1 + ")��(Q2; �)rng: (3.3.24)

De (3:3:9) et (3:3:24) ; on trouve que

��Dj(z)e
Rj(z)

�� � expf(1 + ")��(Q1; �)rng expf(1 + ")��(Q2; �)rng: (3.3.25)

En substituant (3:3:2), (3:3:8), (3:3:15), (3:3:22) et (3:3:25) dans (3:3:23), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient que

expf(1� ")�(Q2; �)r
ng �M3 expf(1 + ")�(Q1; �)rng expf(1 + ")��(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1 ;

(3.3.26)

où M3 (> 0) est une constante.

De (3:3:26), on a

expf1rng �M3 [T (2r; f)]
k+1 ; (3.3.27)

où

1 = (1� ")�(Q2; �)� (1 + ")�(Q1; �)� (1 + ")��(Q2; �): (3.3.28)

Comme 0 < 2" < [(1� �) jan;2j � jan;1j] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j] ; �1 = �2 et cos(�1 + n�) > 0;

alors on a
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1 = [1� � � "(1 + �)] �(Q2; �)� (1 + ")�(Q1; �)

= [1� � � "(1 + �)] jan;2j cos(�1 + n�)� (1 + ") jan;1j cos(�1 + n�)

= f(1� �) jan;2j � jan;1j � " [(1 + �) jan;2j+ jan;1j]g cos(�1 + n�)

>
(1� �) jan;2j � jan;1j

2
cos(�1 + n�) > 0: (3.3.29)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:27), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si jan;2j < (1� �) jan;1j ; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;1j � jan;2j)] =[(1 + �) jan;1j+jan;2j]), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait (3:3:4) et

��A2(z)eQ2(z)�� � expf(1 + ")�(Q2; �)rng: (3.3.30)

De (3:1:4), il vient que

��A1(z)eQ1(z)�� � ����f (k)(z)f(z)

����+ ���Bk�1(z)ePk�1(z)��+ ��Dk�1 (z) e
Rk�1(z)

��� ����f (k�1)(z)f(z)

����
+ � � �+

���B1(z)eP1(z)��+ ��D1 (z) e
R1(z)

��� ����f 0(z)f(z)

����+ ��A2(z)eQ2(z)�� : (3.3.31)

En substituant (3:3:2), (3:3:4), (3:3:8); (3:3:25) et (3:3:30) dans (3:3:31), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient que

expf(1� ")�(Q1; �)r
ng �M4 expf(1 + ")��(Q1; �)rng expf(1 + ")�(Q2; �)rng [T (2r; f)]k+1 ;

(3.3.32)

où M4 (> 0) est une constante.

De (3:3:32), on a

expf2rng �M4 [T (2r; f)]
k+1 ; (3.3.33)
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où

2 = (1� ")�(Q1; �)� (1 + ")�(Q2; �)� (1 + ")��(Q1; �): (3.3.34)

Comme 0 < 2" < ((1� �) jan;1j � jan;2j) = [(1 + �) jan;1j+ jan;2j] ; �1 = �2 et cos(�1+n�) > 0;

alors on a

2 = f(1� �) jan;1j � jan;2j � " [(1 + �) jan;1j+ jan;2j]g cos(�1 + n�)

>
(1� �) jan;1j � jan;2j

2
cos(�1 + n�) > 0: (3.3.35)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:33), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Case 3. Supposons que an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (1� �)an;2� b < an;1 < 0

ou (1 � �)an;1 < an;2 < 0, c�est-à-dire �1 = �2 = �. D�après le Lemme 3.2.3, il existe

une demi-droite arg z = � tel que � 2
�
�

2
;
3�

2n

�
n(E2 [ E3): Alors cos (n�) < 0, �(Q1; �) =

� jan;1j cos (n�) > 0 et �(Q2; �) = jan;2j cos (n�) > 0:

Pour j = 1; :::; k � 1, on a �(Pj; �) = � jbn;jj cos (n�) > 0:

D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�(Pj; �)rng
� expf(1 + ")brn cos (n�)g: (3.3.36)

(i) Si (1� �)an;2 � b < an;1 < 0; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;2j � jan;1j+ b] = ((1 + �) jan;2j+ jan;1j � b)), il existe un ensemble E4 � (1;+1)
de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [E4; r ! +1, on ait (3:3:15) et
(3:3:22) :
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En substituant (3:3:2), (3:3:15), (3:3:22); (3:3:25) et (3:3:36) dans (3:3:23), pour tout z vé-

ri�ant arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient

que

expf(1� ")�(Q2; �)r
ng �M5 expf(1 + ") [�(Q1; �) + ��(Q2; �) + b cos (n�)] rng [T (2r; f)]k+1 ;

(3.3.37)

où M5 > 0 est une constante.

De (3:3:37), il vient que

expf3rng �M5 [T (2r; f)]
k+1 ; (3.3.38)

où

3 = (1� ") �(Q2; �)� (1 + ") [�(Q1; �) + ��(Q2; �) + b cos (n�)] : (3.3.39)

Comme 0 < 2" < ((1� �) jan;2j � jan;1j+ b) = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b] ; �1 = �2 = � et

cos (n�) < 0; alors on a

3 = [1� � � " (1 + �)] �(Q2; �)� (1 + ") [�(Q1; �) + b cos (n�)]

= � [1� � � " (1 + �)] jan;2j cos (n�) + (1 + ") [jan;1j � b] cos (n�)

= �f(1� �) jan;2j � jan;1j+ b� " [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b]g cos (n�)

> � [(1� �) jan;2j � jan;1j+ b]

2
cos (n�) > 0: (3.3.40)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:38), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si (1� �)an;1 � b < an;2 < 0; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;1j � jan;2j+ b] = [(1 + �) jan;1j+ jan;2j � b)]), il existe un ensemble E4 � (1;+1)
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de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait (3:3:4) et
(3:3:30) :

En substituant (3:3:2), (3:3:4), (3:3:25); (3:3:30) et (3:3:36) dans (3:3:31), pour tout z véri�ant

arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient que

expf(1� ")�(Q1; �)r
ng �M6 expf(1 + ") [�(Q2; �) + ��(Q1; �) + b cos (n�)] rng [T (2r; f)]k+1 ;

(3.3.41)

où M6 > 0 est une constante.

De (3:3:41), on a

expf4rng �M6 [T (2r; f)]
k+1 ; (3.3.42)

où

4 = (1� ") �(Q1; �)� (1 + ") [�(Q2; �) + ��(Q1; �) + b cos (n�)] : (3.3.43)

Comme 0 < 2" < ((1� �) jan;1j � jan;2j + b)= ((1 + �) jan;1j+ jan;2j � b)) ; �1 = �2 = � et

cos (n�) < 0; alors on a

4 > �
[(1� �) jan;1j � jan;2j+ b]

2
cos (n�) > 0: (3.3.44)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:42), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

3.4 Preuve du Théorème 3.1.4

En utilisant le même raisonnement que celui dans la preuve du Théorème 3.1.3, on obtient

que toute solution méromorphe f (6� 0) de l�équation (3:1:4) est transcendante.

Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe de l�équation (3:1:4). D�après le Lemme
3.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et une constante
B > 0 tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait (3:3:2) :
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Cas1. Supposons que �1 6= � et �1 6= �2: D�après le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); où E2 et E3 sont dé�nis dans le Lemme 3.2.3

et véri�ant (3:3:3) :

a) Quand �(Q1; �) > 0; �(Q2; �) < 0; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné

(0 < 2" < (1� �) =(1 + �)), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1][E4; r ! +1, on ait (3:3:4) et (3:3:5) : De (3:3:4) et (3:3:5),
on a (3:3:6) :

On a �(Pj; �) = �j�(Q1; �) > 0 (j 2 I1) ; �(Pj; �) = � jbn;jj cos (n�) < 0 (j 2 J1) ;
et �(Rj; �) = �j�(Q2; �) < 0 (j 2 I2) et �(Rj; �) = � jdn;jj cos (n�) < 0 (j 2 J1) :

D�où

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�j�(Q1; �)rng � expf(1 + ")��(Q1; �)rng (j 2 I1) ; (3.4.1)

��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")�(Pj; �)r
ng < 1 (j 2 J1) ; (3.4.2)

��Dj(z)e
Rj(z)

�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng < 1 (j 2 I2) (3.4.3)

et ��Dj(z)e
Rj(z)

�� � expf(1� ")�(Rj; �)r
ng < 1 (j 2 J2) : (3.4.4)

En substituant (3:3:2), (3:3:6), (3:4:1)� (3:4:4) dans (3:3:7), pour tout z véri�ant arg z = � 2�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient que (3:3:12) :

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:13), on obtient � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si

� (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

b) Quand �(Q1; �) < 0; �(Q2; �) > 0, alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné

(0 < 2" < (1� �) =(1 + �)), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique
�nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait (3:3:14) et (3:3:15) : De (3:3:14) et
(3:3:15), on a (3:3:16) :
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On a �(Pj; �) < 0 (j 2 I1) et �(Rj; �) > 0 (j 2 I2) :

D�où ��Bj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�j�(Q1; �)rng < 1 (j 2 I1) (3.4.5)

et ��Dj(z)e
Rj(z)

�� � expf(1 + ")�j�(Q2; �)rng � exp f(1 + ")��(Q2; �)rng (j 2 I2) : (3.4.6)

En substituant (3:3:2), (3:3:16), (3:4:2), (3:4:4) (3:4:5) et (3:4:6) dans (3:3:7), pour tout z

véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on obtient

(3:3:20) :

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:21), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n

Cas 2. Supposons que �1 6= � et �1 = �2: D�après le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

arg z = � tel que � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3) et �(Q1; �) > 0.

Comme �1 = �2, alors �(Q2; �) > 0:

(i) Si jan;1j < (1� �) jan;2j ; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;2j � jan;1j] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j]), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait (3:3:15) et (3:3:22) :

En substituant (3:3:2), (3:3:15), (3:3:22), (3:4:1), (3:4:2) ; (3:4:4) et (3:4:6) dans (3:3:23), pour

tout z véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on

obtient (3:3:26) :

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:27), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si jan;2j < (1� �) jan;1j ; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;1j � jan;2j] = [(1 + �) jan;1j+ jan;2j]), il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on ait (3:3:4) et (3:3:30) :
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En substituant (3:3:2), (3:3:4), (3:3:30) ; (3:4:1) ; (3:4:2), (3:4:4) et (3:4:6) dans (3:3:31), pour

tout z véri�ant arg z = � 2
�
� �

2n
;
�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on

obtient (3:3:32) :

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:3:33), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

Cas 3. Supposons que an;1 et an;2 sont des nombres réels tels que (1��)an;2�b�d < an;1 < 0

ou (1 � �)an;1 � b � d < an;2 < 0, c�est-à-dire �1 = �2 = �. D�après le Lemme 3.2.2, il

existe une demi-droite arg z = � tel que � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E2 [ E3): Alors cos (n�) < 0,

�(Q1; �) = � jan;1j cos (n�) > 0 et �(Q2; �) = � jan;2j cos (n�) > 0:

On a �(Pj; �) > 0 (j 2 J1) et �(Rj; �) > 0 (j 2 J2) :

Ainsi pour j 2 J1; on a (3:3:36) et pour j 2 J2; on a

��Dj(z)e
Rj(z)

�� � expf(1 + ")drn cos (n�)g: (3.4.7)

(i) Si (1 � �)an;2 � b � d < an;1 < 0; alors d�après le Lemme 3.2.4, pour tout " donné

(0 < 2" < [(1� �) jan;2j � jan;1j+ b+ d] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b� d]), il existe un en-

semble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4;

r ! +1, on ait (3:3:15) et (3:3:22) :

En substituant (3:3:2), (3:3:15), (3:3:22); (3:3:36) ; (3:4:1), (3:4:6) et (3:4:7) dans (3:3:23),

pour tout z véri�ant arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1,

on obtient que

expf(1�")�(Q2; �)rng �M7 expf(1+") [�(Q1; �) + ��(Q2; �) + (b+ d) cos (n�)] rng [T (2r; f)]k+1 ;
(3.4.8)

où M7 > 0 est une constante.
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De (3:4:8), il vient que

expf5rng �M7 [T (2r; f)]
k+1 ; (3.4.9)

où

5 = (1� ") �(Q2; �)� (1 + ") [�(Q1; �) + ��(Q2; �) + (b+ d) cos (n�)] : (3.4.10)

Comme 0 < 2" < [(1� �) jan;2j � jan;1j+ b+ d] = [(1 + �) jan;2j+ jan;1j � b� d] ; �1 = �2 = �

et cos (n�) < 0; on obtient que

5 > �
[(1� �) jan;2j � jan;1j+ b+ d]

2
cos (n�) > 0: (3.4.11)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:4:9), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus, si

� (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:

(ii) Si (1� �)an;1 � b� d < an;2 < 0; alors d�après le Lemme 2.2.4, pour tout " donné (0 <

2" < [(1� �) jan;1j � jan;2j+ b+ d] = ((1 + �) jan;1j+ jan;2j � b� d))), il existe un ensemble

E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour jzj = r =2 [0; 1] [ E4; r ! +1, on
ait (3:3:4) et (3:3:30) :

En substituant (3:3:2), (3:3:4), (3:3:30); (3:3:36); (3:4:1) ; (3:4:6) et (3:4:7) dans (3:3:31), pour

tout z véri�ant arg z = � 2
�
�

2n
;
3�

2n

�
n(E2 [ E3); jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E4; r ! +1, on

obtient que

expf(1�")�(Q1; �)rng �M8 expf(1+") [�(Q2; �) + ��(Q1; �) + (b+ d) cos (n�)] rng [T (2r; f)]k+1 ;
(3.4.12)

où M8 > 0 est une constante.

De (3:4:12), il vient que

expf6rng �M8 [T (2r; f)]
k+1 ; (3.4.13)

où

6 = (1� ") �(Q1; �)� (1 + ") [�(Q2; �) + ��(Q1; �) + (b+ d) cos (n�)] : (3.4.14)
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Comme 0 < 2" < ((1� �) jan;1j � jan;2j+ b+ d) = ((1 + �) jan;1j+ jan;2j � b� d)) ; �1 = �2 =

� et cos (n�) < 0; on obtient que

6 > �
[(1� �) jan;1j � jan;2j+ b+ d]

2
cos (n�) > 0: (3.4.15)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3:4:13), on obtient que � (f) = +1 et �2 (f) � n: De plus,

si � (1=f) < +1; alors d�après le Lemme 3.2.6, on a �2 (f) � n. D�où �2 (f) = n:



Chapitre 4

Sur l�hyper-ordre des solutions
méromorphes transcendantes de
certaines équations di¤érentielles
linéaires d�ordre supérieur

4.1 Introduction et résultats

Plusieurs mathématiciens ([1] ; [14] ; [17] ; [29] ; [32]) se sont intéressés à l�étude des solutions

de l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f 00 + e�zf 0 +B(z)f = 0; (4.1.1)

où B(z) est une fonction entière d�ordre �ni. Il ont démontré que si B(z) est un polynôme

non constant ou une fonction entière transcendante d�ordre � (B) 6= 1; alors toute solution
non nulle de l�équetion (4:1:1) est d�ordre in�ni.

Dans [35], Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de l�équation (4:1:1)

et ils ont démontré le résultat suivant :

Théorème 4.1.1 ([35]) Soient Aj(z) (6� 0) (j = 1; 2) des fonctions entières avec �(Aj) < 1;
a1; a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0 et a1 6= a2 (supposons que ja1j � ja2j). Si
arg a1 6= � ou a1 < �1, alors toute solution f (6� 0) de l�équation

f 00 + e�zf 0 + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0 (4.1.2)

est d�ordre in�ni et �2(f) = 1.
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Récemment dans [21], Habib et Belaïdi ont généralisé le Théorème 4.1.1 pour certanies équa-

tions di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur comme suit :

Théorème 4.1.2 ([21]) Soient k � 2 un nombre entier, As (z) ( 6� 0) (s = 1; 2), Bj (z) ( 6� 0),
Dj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2; :::; k � 1) des fonctions entières avec max f�(As); �(Bj); �(Dj)g < 1;

a1; a2; dj (j = 1; : : : ; k � 1) des nombres complexes tels que a1a2 6= 0; a1 6= a2 et dj 6= 0;

bj (j = 1; : : : ; k � 1) des nombres réels tels que bj < 0: Supposons qu�ils existes �j; �j
(j = 1; 2; :::; k � 1); où 0 < �j < 1, 0 < �j < 1 et dj = �ja1 + �ja2. Posons � = maxf�j :
j = 1; : : : ; k � 1g; � = maxf�j : j = 1; : : : ; k � 1g et b = minfbj : j = 1; : : : ; k � 1g.

Si l�une des conditions suivantes est vér�ée :

(1) arg a1 6= � et arg a1 6= arg a2;

(2) arg a1 6= �; arg a1 = arg a2 et
�
(i) ja2j >

ja1j
1� �

ou (ii) ja2j < (1� �) ja1j
�
;

(3) a1 < 0 et arg a1 6= arg a2;
(4) (i) (1� �)a2 � b < a1 < 0, a2 <

b

1� �
ou (ii) a1 <

a2 + b

(1� �)
et a2 < 0;

alors toute solution f (6� 0) de l�équation di¤érentielle

f (k) +
k�1X
j=1

(Bj(z)e
bjz +Dj(z)e

djz)f (j) + (A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z) f = 0 (4.1.3)

véri�e �(f) = +1 et �2(f) = 1.

Le but principal de ce chapitre est d�étendre les résultats ci-dessus pour certaines équations

di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. On va prouver les résultats suivants :

Théorème 4.1.3 Soient k � 2 un nombre entier, Pj(z) =
nP
i=0

ai;jz
i et Qj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i

(j = 0; : : : ; k � 1) des polynômes non constants, où a0;j; :::; an;j; b0;j; :::; bn;j (j = 1; :::; k � 1)
sont des nombres complexes. Soient Aj(z) ( 6� 0)et Bj(z) ( 6� 0) ; (j = 0; :::; k�1) des fonctions
méromorphes avec maxf�(Aj); �(Bj) : j = 0; :::; k � 1g < n: Supposons qu�il existe s 2
f1; :::; k � 1g tel que an;sbn;s 6= 0; an;s 6= bn;s et pour j 6= s, an;j = �jan;s (0 < �j < 1)

et bn;j = �jbn;s (0 < �j < 1): Posons an;s = jan;sj ei�s ; bn;s = jbn;sj ei�s ; �s; �s 2 [0; 2�) ;
� = maxf�j : j 6= sg et � = maxf�j : j 6= sg.
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Si (�s 6= �s) ou (�s = �s et [(i) jan;sj < (1� �) jbn;sj ou (ii) jbn;sj < (1� �) jan;sj]) ; alors
toute solution méromorphe transcendante f dont les pôles sont de multiplicité uniformément

bornée de l�équation

f (k) +

k�1X
j=0

�
Aj(z)e

Pj(z) +Bj(z)e
Qj(z)

�
f (j) = 0; (4.1.4)

est d�ordre in�ni et véri�e �2(f) = n.

Exemple 4.1.1 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f (4) �
�
5

2
ez +

e�z

z

�
f
000
+

�
3

2
e2z � e�2z

z

�
f 00

+

�
2� 9z
2z

ez +
2

z
e�z
�
f 0 +

�
3� z

z
ez +

e�z

z

�
f = 0; (4.1.5)

Posons

P0(z) = a1;0z = z; P1(z) = a1;1z = z; P2(z) = a1;2z = 2z; P3(z) = a1;3z = z;

Q0(z) = b1;0z = �z; Q1(z) = b1;1z = �z; Q2(z) = b1;2z = �2z et Q3(z) = b1;3z = �z:

On a

a1;2 = 2; a1;0 = a1;1 = a1;3 = 1 =
1
2
a1;2

b1;2 = �2 et b1;0 = b1;1 = b1;3 = �1 = 1
2
b1;2:

Alors d�après le Théorème 4.1.3, toute solution méromorphe transcendante f dont les pôles

sont de multiplicité uniformément bornée de l�équation (4.1.5) est d�ordre in�ni et véri�e

�2(f) � 1:

Théorème 4.1.4 Soit k � 2 un nombre entier, Pj(z) =
nP
i=0

ai;jz
i et Qj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i (j =

0; : : : ; k � 1) des polynômes non constants, où a0;j; :::; an;j; b0;j; :::; bn;j (j = 1; :::; k � 1) sont
des nombres complexes. Soient Aj(z) ( 6� 0)et Bj(z) ( 6� 0) (j = 0; :::; k � 1) des fonctions
méromorphes avec maxf�(Aj); �(Bj) : j = 0; :::; k � 1g < n: Supposons qu�il existe s 2
f1; :::; k � 1g tel que an;sbn;s 6= 0; an;s 6= bn;s et pour j 6= s, an;j = �jan;s (0 < �j < 1) et bn;j
sont des nombres réels véri�ant bn;j < 0:

Si an;s est un nombre réel tel que (1� �) an;s < b ; où � = maxf�j : j 6= sg et b = minfbn;j :
j 6= sg; alors toute solution méromorphe transcendante f dont les pôles sont de multiplicité
uniformément bornée de l�équation (4:1:4) est d�ordre in�ni et véri�e �2(f) = n.
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Exemple 4.1.2 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :

f (4) +

�
z � 2
z

e�z � e�3z

z

�
f
000 �

�
2 (3z + 1)

z
e�z +

3

z
e�3z

�
f 00

+

�
e�5z

z
+
4

z
e�2z

�
f 0 �

�
e�z � 3e�3z

�
f = 0; (4.1.6)

Posons

P0(z) = a1;0z = �z; P1(z) = a1;1z = �5z; P2(z) = a1;2z = �z; P3(z) = a1;3z = �1

Q0(z) = b1;0z = �3z; Q1(z) = b1;1z = �2z; Q2(z) = b1;2z = �3z et Q3(z) = b1;3z = �3z:

On a

a1;1 = �5; a1;0 = a1;2 = a1;3 = �1 = 1
5
a1;1

b1;1 = �2 < 0, b1;0 = b1;2 = b1;3 = �3 < 0 et
�
1� 1

5

�
a1;1 < �3:

Alors d�après le Théorème 4.1.4, toute solution méromorphe transcendante f dont les pôles

sont de multiplicité uniformément bornée de l�équation (4.1.6) est d�ordre in�ni et véri�e

�2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = ee

�z est une solution de l�équation (4.1.6) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

Théorème 4.1.5 Soit k � 2 un nombre entier, Pj(z) =
nP
i=0

ai;jz
i et Qj(z) =

nP
i=0

bi;jz
i (j =

0; : : : ; k � 1) des polynômes non constants, où a0;j; :::; an;j; b0;j; :::; bn;j (j = 1; :::; k � 1) sont
des nombres complexes. Soient Aj(z) ( 6� 0) et Bj(z) ( 6� 0) ; (j = 0; :::; k � 1) des fonctions
méromorphes avec maxf�(Aj); �(Bj) : j = 0; :::; k � 1g < n: Supposons qu�il existe s 2
f1; :::; k � 1g tel que an;sbn;s 6= 0; an;s 6= bn;s et pour j 6= s, an;j = �jan;s+ �jbn;s (0 < �j < 1)�
0 < �j < 1

�
et bn;j sont des nombres réels véri�ant bn;j < 0: Posons � = maxf�j : j 6= sg;

� = maxf�j : j 6= sg et b = minfbn;j : j 6= sg.

Si an;s et bn;s sont des nombres réels tels que (i) (1� �) bn;s � b < an;s < 0 ou (ii)

(1� �) an;s � b < bn;s < 0; alors toute solution méromorphe transcendante f dont les pôles

sont de multiplicité uniformément bornée de l�équation (4:1:4) est d�ordre in�ni et véri�e

�2(f) = n.

Exemple 4.1.3 Considérons l�équation di¤érentielle linéaire suivante :
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f (4) +

�
e�3z

z
� e�z

�
f
000
+ 3

�
e�3z

z
� 3e�z

�
f 00

�
�
e�5z

z
� 2 (z + 1)

z
e�3z

�
f 0 +

�
e�2z � e�z

�
f = 0; (4.1.7)

Posons

P0(z) = a1;0z = �2z; P1(z) = a1;1z = �5z; P2(z) = a1;2z = �3z; P3(z) = a1;3z = �3z

Q0(z) = b1;0z = �z; Q1(z) = b1;1z = �3z; Q2(z) = b1;2z = �z et Q3(z) = b1;3z = �z:

On a

a1;1 = �5; b1;1 = �3 < 0; a1;0 = �2 = 1
6
a1;1 +

7
18
b1;1

a1;2 = a1;3 = �3 = 1
6
a1;1 +

13
18
b1;1, b1;0 = b1;2 = b1;3 = �1 < 0 et

�
1� 1

6

�
a1;1 + 1 < b1;1 < 0:

Alors d�après le Théorème 4.1.5, toute solution méromorphe transcendante f dont les pôles

sont de multiplicité uniformément bornée de l�équation (4.1.7) est d�ordre in�ni et véri�e

�2(f) � 1:
Ramarquons que la fonction f(z) = ee

�z est une solution de l�équation (4.1.7) avec �(f) =

+1 et �2(f) = 1.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 ([2]) Soient Pj (z) (j = 0; 1; :::; k) des polynômes non constants avec degP0(z) =

n (n � 1) et degPj(z) � n (j = 1; 2; :::; k). Soient Aj(z) (j = 0; 1; :::; k) des fonctions méro-

morphes d�ordre �ni et maxf�(Aj(z)) : j = 0; 1; :::; kg < n telles que A0(z) 6� 0:
Posons

F (z) = Ak (z) e
Pk(z) + Ak�1 (z) e

Pk�1(z) + :::+ A1 (z) e
P1(z) + A0 (z) e

P0(z): (4.2.1)

Si deg(P0(z)�Pj(z)) = n pour tout j = 1; :::; k; alors F est une fonction méromorphe d�ordre

�ni et veri�e �(F ) = n.

Lemme 4.2.2 ([17]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et � > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie
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et une constante B > 0 qui dépend uniquement et i; j ( 0 � i < j � k) tels que pour tout z

véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on ait����f (j)(z)f (i)(z)

���� � B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�j�i
: (4.2.2)

Lemme 4.2.3 ([23]) Soit f (z) = g (z) =d (z) une fonction méromorphe avec � (f) = � �
+1, où g (z) et d (z) sont des fonctions entières véri�ant l�une des conditions suivantes

(i) g (z) est transcendante et d est un polynôme,

(ii) g (z) ; d (z) sont transcendantes et � (d) = � (d) = � < � (g) = �:

Pour tout jzj = r su¢ samment grand, soit zr = rei�r un point véri�ant jg (zr)j = M (r; g) :

Alors il existe une constante �r (> 0) ; une suite frmgm2N ; rm ! +1 et un ensemble E2 de

mesure logarithmique �nie tel que l�estimation���� f(z)f (i)(z)

���� � r2im (i � 1 un nombre entier) (4.2.3)

soit véri�ée pour tout z véri�ant jzj = rm =2 E2; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] :

Lemme 4.2.4 ([22]) Soient P (z) = (�+ i�) zn+ :::(�, � sont des nombres réels, j�j+ j�j 6=
0) un polynôme de dégré n � 1 et A (z) ( 6� 0) une fonction méromorphe avec � (A) < n:

Posons f (z) = A (z) eP (z); z = rei�; � (P; �) = � cos (n�)� � sin (n�) : Alors pour tout " > 0

donné, il existe un ensemble E3 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout

� 2
�
��
2
; 3�
2

�
nH et jzj = r =2 [0; 1] [ E3; r ! +1, on ait

(i) Si � (P; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (P; �) rng �
��f �rei���� � exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (4.2.4)

(ii) Si � (P; �) < 0, alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng �
��f �rei���� � exp f(1� ") � (P; �) rng ; (4.2.5)

où H =
�
� 2

�
��
2
; 3�
2

�
: � (P; �) = 0

	
:

Lemme 4.2.5 ([18]) Soient ' : [0;+1) ! R et  : [0;+1) ! R des fonctions monotones
non décroissantes telles que ' (r) �  (r) pour tout r =2 E4 [ [0; 1], où E4 � (1;+1) est
un ensemble de mesure logarithmique �nie. Soit � > 1 une constante donnée. Alors il existe

r0 = r0 (�) > 0 tel que ' (r) �  (�r) pour tout r > r0:
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Lemme 4.2.6 ([15]) Soient k � 2 un entier et A0(z); A1(z); :::; Ak�1(z) des fonctions mé-

romorphes d�ordre �ni. Soient � = max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g et f une solution méro-
morphe dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée de l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0: (4.2.6)

Alors �2(f) � �.

4.3 Preuve du Théorème 4.1.3

Montrons d�abord que toute solution méromorphe transcendante f de l�équation (4.1.4) est

d�ordre � (f) � n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante f de l�équation (4.1.4) d�ordre

� (f) < n. Ecrivons l�équation (4.1.4) sous la forme :

k�1X
j=0

�
Aj (z) e

Pj(z) +Bj (z) e
Qj(z)

�
f (j) = �f (k); (4.3.1)

où Aj (z) f (j); Bj (z) f (j); (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni avec
�
�
Ajf

(j)
�
< n; et �

�
Bjf

(j)
�
< n; Asf

(s) 6� 0 et Bsf (s) 6� 0: En e¤et, si Asf (s) � 0; ou

Bsf
(s) � 0, alors f (s) � 0 et donc f doit être un polynôme de degré inférieur à s: C�est une

contradiction.

Si(�s 6= �s) ou (�s = �s et (i) jan;sj < (1� �) jbn;sj), alors deg(Qs(z)�Ps(z)) = n; deg(Qs(z)�
Qj(z)) = n et deg(Qs(z) � Pj(z)) = n: D�où d�après (4.3.1) et le Lemme 4.2.1, on obtient

que �(�f (k)) = n et donc �(f) = n. C�est une contradiction.

Si �s = �s et (ii) jbn;sj < (1��) jan;sj ; alors deg(Ps(z)�Qs(z)) = n; deg(Ps(z)�Pj(z)) = n et

deg(Ps(z)�Qj(z)) = n: D�où d�après (4.3.1) et le Lemme 4.2.1, on obtient que �(�f (k)) = n

et donc �(f) = n. C�est une contradiction. Donc toute solution méromorphe transcendante

f est d�ordre � (f) � n:

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante dont les pôles sont de mul-

tiplicité uniformément bornée de l�équation (4.1.4). D�après le Lemme 4.2.2, il existe une

constante B > 0 et un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tels que pour



4.3 Preuve du Théorème 4.1.3 65

tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1, on ait����f (j)(z)f (i)(z)

���� � B [T (2r; f)]j+1 (0 � i < j � k) (4.3.2)

D�après (4.1.4); les pôles de f peuvent se produire seulement par les pôles de Aj (z) ; Bj (z) ;

(j = 0; :::; k � 1). Remarquons que les pôles de f sont de multiplicité uniformément bornée.
Alors � (1=f) 6 max f� (Aj) ; � (Bj) : j = 0; :::; k � 1g < n: D�après le Théorème de Factori-

sation de Hadamard, f peut s�écrire sous la forme : f (z) = g (z) =d (z), où g (z) et d (z) sont

des fonctions entières avec � (d) = � (d) = � (1=f) < n � � (f) = � (g) : Pour tout jzj = r

su¢ samment grand; soit zr = rei�r un point véri�ant jg (zr)j = M (r; g). D�après le Lemme

4.2.3, il existe une constante �r (> 0) ; une suite frmgm2N ; rm ! +1 et un ensemble E2 de

mesure logarithmique �nie tels que l�estimation���� f(z)f (i)(z)

���� � r2im (i = s; k) (4.3.3)

soit véri�ée pour tout z véri�ant jzj = rm =2 E2; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] :

Cas 1. Supposons que �s 6= �s: Pour tout � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on a

� (Ps; �) 6= 0; � (Qs; �) 6= 0 et � (Ps; �) > � (Qs; �) ou � (Ps; �) < � (Qs; �) ;

où H1 = f� 2 [0; 2�) : � (Ps; �) ou � (Qs; �) = 0g et H2 = f� 2 [0; 2�) : � (Ps; �) = �(Qs; �)g.
Posons �1 = � (Ps; �) et �2 = � (Qs; �) :

Cas 1.1. �1 > �2. Divisons aussi notre preuve en trois cas :

(a) �1 > �2 > 0: Posons �3 = max f�2; �(Pj; �) : j 6= sg : Alors 0 < �3 < �1: D�après le Lemme

4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" < (�1 � �3) = (�1 + �3)) et tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1][E3;
r ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on a

��As(z)ePs(z)�� � expf(1� ")�1r
ng; (4.3.4)

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�3rng (j 6= s) (4.3.5)

et

��Bj(z)eQj(z)�� � expf(1 + ")�3rng (j = 0; 1; :::; k � 1) : (4.3.6)
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De (4:1:4), il vient que

��As(z)ePs(z)�� � ���� f (k)(z)f (s) (z)

����+ ���Ak�1(z)ePk�1(z)��+ ��Bk�1 (z) eQk�1(z)��� ����f (k�1)(z)f (s)(z)

����
+:::+

���As+1(z)ePs+1(z)��+ ��Bs+1 (z) eQs+1(z)��� ����f (s+1)(z)f (s)(z)

����
+
���As�1(z)ePs�1(z)��+ ��Bs�1 (z) eQs�1(z)��� ����f (s�1)(z)f (s)(z)

����
+:::+

���A0(z)eP0(z)��+ ��B0 (z) eQ0(z)��� ���� f(z)f (s)(z)

����+ ��Bs(z)eQs(z)�� : (4.3.7)

En substituant (4:3:2) � (4:3:6) dans (4:3:7), pour tout z véri�ant jzj = rm =2 [0; 1] [ E1 [
E2 [ E3, rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] n (H1 [H2), on obtient que

expf(1� ")�1r
n
mg �M1r

2s
m exp f(1 + ") �3rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.3.8)

où M1 (> 0) est une constante.

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:3:8), on obtient que �2 (f) � n: En utilisant le Lemme

4.2.6, on déduit que �2 (f) = n.

(b) �1 > 0 > �2: D�après le Lemme 4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" < (1� �) =(1 + �)) et

tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [E3; r ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on a

(4:3:4),

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�j�1rng � expf(1 + ")��1rng (j 6= s) (4.3.9)

et ��Bj(z)eQj(z)�� � expf(1� ")�(Qj; �)r
ng < 1 (j = 0; 1; :::; k � 1) : (4.3.10)

En substituant (4:3:1), (4:3:2), (4:3:4), (4:3:9) et (4:3:10) dans (4:3:7), pour tout z véri�ant

jzj = rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3, rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] n (H1 [H2), on

obtient que

expf(1� ")�1r
n
mg �M2r

2s
m expf(1 + ")��1rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.3.11)

où M2 (> 0) est une constante.
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Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:3:11), on obtient �2 (f) � n: En utilisant le Lemme 4.2.6,

on déduit que �2 (f) = n.

(c) 0 > �1 > �2: Posons  = min
�
�j; �j : j 6= s

	
: Alors d�après le Lemme 4.2.4, pour tout

" donné (0 < 2" < 1) et tout z véri�ant jzj = r 2 [0; 1] [ E3; r ! +1 et arg z = � 2
[�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on a

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")�1r
ng (4.3.12)

et ��Bj(z)eQj(z)�� � expf(1� ")�1r
ng (j = 0; 1; :::; k � 1) : (4.3.13)

De (4:1:4), il vient que

�1 =
�
Ak�1(z)e

Pk�1(z) +Bk�1 (z) e
Qk�1(z)

� f (k�1)(z)
f (k)(z)

+:::+
�
A0(z)e

P0(z) +B0 (z) e
Q0(z)

� f(z)

f (k)(z)
: (4.3.14)

En substituant (4:3:1), (4:3:2) ; (4:3:12) et (4:3:13) dans (4:3:14), pour tout z véri�ant jzj =
rm =2 [0; 1][E1 [E2 [E3, rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] n (H1 [H2), on obtient

que

1 �M3r
2k
m exp f(1� ") �1r

n
mg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.3.15)

où M3 (> 0) est une constante.

Alors en utilisant le Lemme 4.2.5 et (4:3:15), on obtient que �2 (f) � n: En utilisant le

Lemme 4.2.6, on déduit que �2 (f) = n.

Cas 1.2. �1 < �2. En utilisant le même raisonnement que celui dans le cas 1.1, on obtient

que � (f) = n.

Cas 2. Supposons que �s = �s: Pour tout � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, oùH1 est dé�ni ci-dessus,

on a

� (Ps; �) > 0 ou � (Ps; �) < 0:
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Cas 2.1. � (Ps; �) > 0.

(i) Si jan;sj < (1� �) jbn;sj ; alors d�après le Lemme 4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jbn;sj � jan;sj] = [(1 + �) jbn;sj+ jan;sj]) et tout z véri�ant jzj = r 2 [0; 1][E3; r ! +1
et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a

��As(z)ePs(z)�� � expf(1 + ")� (Ps; �) rng; (4.3.16)

��Bs(z)eQs(z)�� � expf(1� ")�(Qs; �)r
ng; (4.3.17)

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")��(Ps; �)rng (4.3.18)

et

��Bj(z)eQj(z)�� � expf(1 + ")��(Qs; �)rng: (4.3.19)

De (4:1:4), il vient que

��Bs(z)eQs(z)�� � ���� f (k)(z)f (s) (z)

����+ �Ak�1(z)ePk�1(z) + ��Bk�1 (z) eQk�1(z)��� ����f (k�1)(z)f (s)(z)

����
+:::+

�
As+1(z)e

Ps+1(z) +
��Bs+1 (z) eQs+1(z)��� ����f (s+1)(z)f (s)(z)

����
+
�
As�1(z)e

Ps�1(z) +
��Bs�1 (z) eQs�1(z)��� ����f (s�1)(z)f (s)(z)

����
+
���A0(z)eP0(z)��+ ��B0 (z) eQ0(z)��� ���� f(z)f (s)(z)

����+ ��As(z)ePs(z)�� : (4.3.20)

En substituant (4:3:1) ; (4:3:2) et (4:3:16)� (4:3:19) dans (4:3:20), tout z véri�ant jzj = rm =2
[0; 1] [ E1 [ E2 [ E3, rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] nH1, on obtient que

expf(1� ")�(Qs; �)r
n
mg

�M4r
2s
m expf(1 + ")�(Ps; �)rnmg expf(1 + ")��(Qs; �)rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.3.21)

où M4 (> 0) est une constante.
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De (4:3:21), il vient que

expf1rnmg �M4r
2s+1
m [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.3.22)

où

1 = (1� ")�(Qs; �)� (1 + ")�(Ps; �)� (1 + ")��(Qs; �): (4.3.23)

Comme 0 < 2" < [(1� �) jbn;sj � jan;sj] = [(1 + �) jbn;sj+ jan;sj] ; �s = �s et cos(�s + n�) > 0;

alors

1 = [1� � � "(1 + �)] �(Qs; �)� (1 + ")�(Ps; �)

= [1� � � "(1 + �)] jbn;sj cos(�s + n�)� (1 + ") jan;sj cos(�s + n�)

>
(1� �) jbn;sj � jan;sj

2
cos(�s + n�) > 0: (4.3.24)

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:3:24), on obtient que �2 (f) � n: En utilisant le Lemme

4.2.6, on déduit que �2 (f) = n:

(ii) Si jbn;sj < (1� �) jan;sj ; alors d�après le Lemme 4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;sj � jbn;sj] = [(1 + �) jan;sj+ jbn;sj]) et z véri�ant jzj = r 2 [0; 1] [ E3; r ! +1 et

arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a

��As(z)ePs(z)�� � expf(1� ")� (Ps; �) r
ng (4.3.25)

et

��Bs(z)eQs(z)�� � expf(1 + ")�(Qs; �)rng; (4.3.26)

En substituant (4:3:1), (4:3:2); (4:3:19) ; (4:3:20) ; (4:3:25) ; et (4:3:26) dans (4:3:20), pour tout

z véri�ant jzj = rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3, rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] nH1,

on obtient que
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expf(1� ")�(Ps; �)r
n
mg

�M5r
2s
m expf(1 + ")��(Ps; �)rnmg expf(1 + ")�(Qs; �)rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.3.27)

où M5 (> 0) est une constante.

De (4:3:27), il vient que

expf2rnmg �M5r
2s+1 [T (2r; f)]k+1 ; (4.3.28)

où

2 = (1� ")�(Ps; �)� (1 + ")�(Qs; �)� (1 + ")��(Ps; �): (4.3.29)

Comme 0 < 2" < ((1� �) jan;sj � jbn;sj) = [(1 + �) jan;sj+ jbn;sj] ; �s = �s et cos(�s + n�) > 0;

alors

2 = f(1� �) jan;sj � jbn;sj � " [(1 + �) jan;sj+ jbn;sj]g cos(�s + n�)

>
(1� �) jan;sj � jbn;sj

2
cos(�s + n�) > 0: (4.3.30)

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:3:28), on obtient que �2 (f) � n: En utilisant le Lemme

4.2.6, on déduit que �2 (f) = n:

Cas 2.2. � (Ps; �) < 0. Comme �s = �s alors � (Qs; �) < 0: En utilisant le même raisonnement

que celui dans le cas1.1(c), on obtient que � (f) = n.

4.4 Preuve du Théorème 4.1.4

En utilisant des arguments similaires à la démonstration du Théorème 4.1.3, nous pouvons

montrer que toute solution méromorphe transcendante f de léquation (4.1.4) est d�ordre

� (f) � n.
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Supposons que f est une solution méromorphe transcendante dont les pôles sont de mul-

tiplicité uniformément bornée de l�équation (4.1.4). D�après le Lemme 4.2.2, il existe une

constante B > 0 et un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tels que
pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1, on a (4:3:2). D�après (4.1.4); les pôles de

f peuvent se produire seulement par les pôles de Aj (z) ; Bj (z) (j = 0; :::; k � 1). Re-
marquons que les pôles de f sont de multiplicité uniformément bornée. Donc � (1=f) 6
max f� (Aj) , � (Bj) : j = 0; � � � ; k � 1g < n: D�après le Théorème de Factorisation de Ha-

damard, on peut écrire f sous la forme f (z) = g (z) =d (z), où g (z) et d (z) sont des

fonctions entières avec � (d) = � (d) = � (1=f) < n � � (f) = � (g) : Pour tout jzj = r

su¢ samment grand; soit zr = rei�r un point véri�ant jg (zr)j = M (r; g). D�après le Lemme

4.2.3, il existe une constante �r (> 0) ; une suite frmgm2N ; rm ! +1 et un ensemble E2
de mesure logarithmique �nie tels que l�estimation (4:3:3) soit véri�ée pour tout z véri�ant

jzj = rm =2 E2; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] :

Posons an;s =
��an;s�� ei�s ; bn;s = jbn;sj ei�s ; �s; �s 2 [0; 2�).

Supposons que an;s est un nombre réel tel que (1� c)an;s < b; c�est à dire que �s = �:

Cas 1. Supposons que �s 6= �s: Posons H1 = f� 2 [0; 2�) : � (Ps; �) = 0 ou � (Qs; �) = 0g et
H2 = f� 2 [0; 2�) : � (Ps; �) = �(Qs; �)g : Pour tout � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on a

� (Ps; �) 6= 0; � (Qs; �) 6= 0 et � (Ps; �) > � (Qs; �) ou � (Ps; �) < � (Qs; �) ;

Posons �1 = � (Ps; �) et �2 = � (Qs; �) : Comme (1� �)an;s < b; on a
��b
n;j

�� < ��an;s�� (j 6= s) :

Cas 1.1. �1 > �2.

Si (a) �1 > �2 > 0 ou (b) �1 > 0 > �2; il s�ensuit que 0 < �(Qj; �) < �1 (j 6= s) : En utilisant

le même raisonnement que celui dans la démonstration du cas 1.1(a) du Théorème 4.1.3, on

obtient que �2 (f) = n:

Si (c) 0 > �1 > �2; alors en utilisant le même raisonnement que celui dans la démonstration

du cas 1.1(c) du Théorème 4.1.3, on obtient que �2 (f) = n:

Cas 1.2. �2 > �1. Divisons aussi notre preuve en trois cas :

(a). �2 > �1 > 0; on a 0 < �(Qj; �) < �1 (j 6= s) : Alors d�après le Lemme 2.2.4, pour tout
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" donné (0 < 2" < (�2 � �1) = (�2 + �1)) et tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3, r ! +1 et

arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 , on a

��Bs(z)eQs(z)�� � expf(1� ")�2r
ng; (4.4.1)

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")�1rng (j = 0; 1; :::; k � 1) (4.4.2)

et

��Bj(z)eQj(z)�� � expf(1 + ")�1rng (j 6= s) : (4.4.3)

En substituant (4:3:2), (4:3:3), (4:4:1) ; (4:4:2) et (4:4:3) dans (4:3:20), pour tout z véri�ant

jzj= rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on ob-

tient que

expf(1� ")�2r
n
mg �M1r

2s
m expf(1 + ")�1rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.4.4)

où M1 (> 0) est une constante.

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:4:4), on obtient que �2 (f) � n: En utilisant le Lemme

4.2.6, on déduit que �2 (f) = n:

(b). �2 > 0 > �1; on a �(Pj; �) < 0 et �(Qj; �) < 0 (j 6= s) : Alors d�après le Lemme 4.2.4,

pour tout " donné (0 < 2" < 1) et tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3, r ! +1 et arg z =

� 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a (4:4:1)

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1� ")�(Pj; �)r
ng < 1 (j = 0; 1; :::; k � 1) (4.4.5)

et

��Bj(z)eQj(z)�� � expf(1� ")�(Qj; �)r
ng < 1 (j 6= s) : (4.4.6)

En substituant (4:3:2), (4:3:3) ; (4:4:1), (4:4:5) et (4:4:6) dans (4:3:20), pour tout z véri�ant

jzj= rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [ H2;, on

obtient que

expf(1� ")�2r
n
mg �M2r

2s
m [T (2rm; f)]

k ; (4.4.7)
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où M2 (> 0) est une constante.

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:4:7), on obtient �2 (f) � n: En utilisant le Lemme 4.2.6,

on déduit que �2 (f) = n:

(c). 0 > �2 > �1: En utilisant le même raisonnement que celui dans la démonstration du cas

1.1(c) du Théorème 4.1.3, on obtient que �2 (f) = n:

Cas 2. Supposons que �s = �s, alors �s = �s = �. Pour tout � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, où

H1 est dé�ni ci-dessus, on a

� (Ps; �) > 0 or � (Ps; �) < 0:

Cas 2.1. � (Ps; �) > 0.On a � (Qs; �) = � jbn;sj cos (n�) > 0; �(Pj; �) > 0 et �(Qj; �) > 0 (j 6= s) :

Supposons que jan;sj � jbn;sj : Alors comme an;s 6= bn;s et �s = �s; il s�ensuit que jan;sj < jbn;sj.
D�après le Lemme 4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" < (jbn;sj � jan;sj) = (jbn;sj+ jan;sj)) et tout
z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3, r ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a (4:3:18) ;��Bs(z)eQs(z)�� � expf(1� ")� (Qs; �) r

ng; (4.4.8)

��As(z)ePs(z)�� � expf(1 + ")� (Ps; �) rng (4.4.9)

et

��Bj (z) eQj(z)�� � expf(1 + ")�(Qj; �)rng (4.4.10)

� expf(1 + ")brn cos (n�)g (j 6= s)

De (4:4:8) et (4:4:9), il vient que

��As(z)ePs(z) +Bs(z)e
Qs(z)

�� � ��Bs(z)eQs(z)�����As(z)ePs(z)��
� expf(1� ")�(Qs; �)r

ng � expf(1 + ")�(Ps; �)rng

� expf(1 + ")�(Ps; �)rng [expf1rng � 1] ; (4.4.11)
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où

1 = (1� ")�(Qs; �)� (1 + ")�(Ps; �):

Comme

0 < " < (jbn;sj � jan;sj) =2 (jbn;sj+ jan;sj) ;

alors

1 = �(1� ") jbn;sj cos(n�) + (1 + ") jan;sj cos(n�)

= � (jbn;sj � jan;sj � " (jbn;sj+ jan;sj)) cos(n�)

> �jbn;sj � jan;sj
2

cos(n�) > 0:

Comme 1 > 0 et d�après (4:4:11), alors on a

��As(z)ePs(z) +Bs(z)e
Qs(z)

�� � (1� o(1)) expf(1 + ")�(Ps; �)rng expf1rng: (4.4.12)

De (4:1:4), il vient que

��As(z)ePs(z) +Bs(z)e
Qs(z)

�� � ����f (k)(z)f (s)(z)

����+ ���Ak�1(z)ePk�1(z)��+ ��Bk�1(z)eQk�1(z)��� ����f (k�1)(z)f (s)(z)

����
+:::+

���As+1(z)ePs+1(z)��+ ��Bs+1 (z) eQs+1(z)��� ����f (s+1)(z)f (s)(z)

����
+
���As�1(z)ePs�1(z)��+ ��Bs�1 (z) eQs�1(z)��� ����f (s�1)(z)f (s)(z)

����
+:::+

���A0(z)eP0(z)��+ ��B0 (z) eQ0(z)��� ���� f(z)f (s)(z)

���� : (4.4.13)

En substituant (4:3:2), (4:3:3) ; (4:3:18) ; (4:4:10) et (4:4:12) dans (4:4:13), pour tout z véri-

�ant jzj= rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1 [H2, on

obtient que

(1� o (1)) expf2rnmg �M3r
2s
m [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.4.14)

où M3 (> 0) est une constante et

2 = �(1 + ") [(1� �) jan;sj+ b] cos (n�) + 1:
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Comme

1 > 0; cos (n�) < 0; �(Ps; �) = � jan;sj cos (n�) ; (1� �) an;s < b et b < 0;

alors

2 > �(1 + ") [jbj+ b] cos (n�) + 1 = 1 > 0:

Alors en utilisant le Lemme 4.2.5 et (4:4:14), on obtient �2 (f) � n: En utilisant le Lemme

4.2.6, on déduit que �2 (f) = n:

Cas 2.2. � (Ps; �) < 0. En utilisant le même raisonnement que celui dans la démonstration

du cas 1.1(c) du Théorème 4.1.3, on obtient que �2 (f) = n:

4.5 Preuve du Théorème 4.1.5

En utilisant des arguments similaires de la démonstration du Théorème 4.1.3, nous pouvons

montrer que toute solution méromorphe transcendante f de léquation (4.1.4) est d�ordre

� (f) � n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante dont les pôles sont de multipli-

cité uniformément bornée de l�équation (4.1.4).

D�après le Lemme 4.2.2, il existe une constanteB > 0 et un ensemble E1 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tels que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1, on ait (4:3:2). D�après
(4.1.4); les pôles de f peuvent seulement produire que par les pôles de Aj (z) ; Bj (z) (j =

0; :::; k� 1). Remarquons que les pôles de f sont de multiplicité uniformément bornée. Donc
� (1=f) 6 max f� (Aj) , � (Bj) : j = 0; � � � ; k � 1g < n: D�après le Théorème de Factorisation

de Hadamard, on peut écrire f sous la forme : f (z) = g (z) =d (z), où g (z) et d (z) sont des

fonctions entières avec � (d) = � (d) = � (1=f) < n � � (f) = � (g) : Pour tout jzj = r

su¢ samment grand; soit zr = rei�r un point véri�ant jg (zr)j = M (r; g). D�après le Lemme

4.2.3, il existe une constante �r (> 0) ; une suite frmgm2N ; rm ! +1 et un ensemble E2
de mesure logarithmique �nie tels que l�estimation (4:3:3) soit véri�ée pour tout z véri�ant

jzj = rm =2 E2; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] :

Posons an;s =
��an;s�� ei�s ; bn;s = jbn;sj ei�s ; �s; �s 2 [0; 2�).

Supposons que an;s et bn;s sont des nombres réels tels que (1� �) bn;s � b < an;s < 0 ou

(1� �) an;s � b < bn;s < 0; c�est à dire que �s = �s = �:
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Pour tout � 2 [0; 2�) ; on a � (Ps; �) = �
��an;s�� cos (n�) ; � (Qs; �) = � ��bn;s�� cos (n�) ;

�(Pj; �) = �j� (Ps; �) + �j� (Qs; �) et �(Qj; �) = �
��b
n;j

�� cos (n�) (j 6= s) :

Pour tout � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a

� (Ps; �) > 0 ou � (Ps; �) < 0;

où H1 = f� 2 [0; 2�) : � (Ps; �) = 0 ou � (Qs; �) = 0g.

Cas 1. � (Ps; �) > 0.

(i) Si (1� �) bn;s � b < an;s < 0; alors d�après le Lemme 4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jbn;sj � jan;sj+ b] = [(1 + �) jbn;sj+ jan;sj � b]) et tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3,
r ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a (4:4:8)� (4:4:10) et

��Aj(z)ePj(z)�� � expf(1 + ")��(Ps; �)rng expf(1 + ")��(Qs; �)rng: (4.5.1)

En substituant (4:3:2) ; (4:3:3), (4:4:8)�(4:4:10) et (4:5:1) dans (4:3:20), pour tout z véri�ant
jzj= rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on obtient

que

expf(1� ")�(Qs; �)r
n
mg

�M1r
2s
m expf(1 + ") [�(Ps; �) + ��(Qs; �) + b cos (n�)] rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.5.2)

où M1 (> 0) est une constante.

De (4:5:2), il vient que

expf3rnmg �M1r
2s
m [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.5.3)

où

3 = (1� ") �(Qs; �)� (1 + ") [�(Ps; �) + ��(Qs; �) + b cos (n�)] :

Comme cos (n�) < 0 et 0 < 2" < [(1� �) jbn;sj � jan;sj+ b] = [(1 + �) jbn;sj+ jan;sj � b] ;

alors on a



4.5 Preuve du Théorème 4.1.5 77

3 = [1� � � " (1 + �)] �(Qs; �)� (1 + ") [�(Ps; �) + b cos (n�)]

= � [1� � � " (1 + �)] jbn;sj cos (n�) + (1 + ") [jan;sj � b] cos (n�)

= �f(1� �) jbn;sj � jan;sj+ b� " [(1 + �) jbn;sj+ jan;sj � b]g cos (n�)

> � [(1� �) jbn;sj � jan;sj+ b]

2
cos (n�) > 0: (4.5.4)

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:5:3), on obtient que �2 (f) � n: En utilisant le Lemme

4.2.6, on déduit que �2 (f) = n:

(ii) Si (1� �)an;s � b < bn;s < 0; alors d�après le Lemme 4.2.4, pour tout " donné (0 < 2" <

[(1� �) jan;sj � jbn;sj+ b] = [(1 + �) jan;sj+ jbn;sj � b]) et tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3,
r ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1, on a (4:3:25) et (4:3:26) :

En substituant (4:3:2) ; (4:3:3) et (4:4:8) � (4:4:10) dans (4:3:20), pour tout z véri�ant

jzj= rm =2 [0; 1] [ E1 [ E2 [ E3; rm ! +1 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] =H1;, on obtient

que

expf(1� ")�(Ps; �)r
n
mg

�M2r
2s
m expf(1 + ") [�(Qs; �) + ��(Ps; �) + b cos (n�)] rnmg [T (2rm; f)]

k+1 ; (4.5.5)

où M2 (> 0) est une constante.

De (4:5:5), il vient que

expf4rnmg �M2r
2s
m [T (2r; f)]

k+1 ; (4.5.6)

où

4 = (1� ") �(Ps; �)� (1 + ") [�Qs; �) + �� (Ps; �) + b cos (n�)] (4.5.7)

Comme cos (n�) < 0 et 0 < 2" < [(1� �) jan;sj � jbn;sj+ b] = [(1 + �) jan;sj+ jbn;sj � b] ;

alors on a
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4 = �f(1� �) jan;sj � jbn;sj+ b� " [(1 + �) jan;sj+ jbn;sj � b]g cos (n�)

> � [(1� �) jan;sj � jbn;sj+ b]

2
cos (n�) > 0: (4.5.8)

Alors d�après le Lemme 4.2.5 et (4:5:6), on obtient �2 (f) � n: En utilisant le Lemme 4.2.6,

on déduit que �2 (f) = n:

Cas 2. � (Ps; �) < 0. En utilisant le même raisonnement que celui dans la démonstration du

cas 1.1(a) du Théorème 4.1.3, on obtient que �2 (f) = n:

Conclusion

Plusieurs chercheurs([1]; [7] ; [9]; [10]; [16]; [19]; [31]; [35]; [34]) se sont intéressés à l�étude des

propriétés des solutions des équations di¤érentielles linéaires homogènes du second ordre

dont les coe¢ cients sont des fonctions entières. On sait que ces solutions sont des fonctions

entières et elles sont souvent d�ordre in�ni.

Certains de ces résultats ont été plus tard générlisés pour les équations di¤érentielles linéaires

d�ordre supérieur ([11] ; [20]; [21]) : D�autres résultats ([2] ; [5] ; [22]) ont été réalisés conçernant

les équations di¤érentielles linéaires avec des coe¢ cients méromorphes.

Dans cette thèse, on a démontré quelques résultats concernant les équations di¤érentielles

linéaires d�ordre supérieur dont les coe¢ cients sont des fonctions méromorphes. On a étudié

l�hyper-ordre des solutions méromorphes d�ordre in�ni de ces équations.

Récemment, les auteurs dans ([36]) ont aussi étudié la croissance et l�oscillation des solutions

méromorphes de ces équations di¤érentielles mais en considérant le cas non homogène.
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