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Résumé : Un nouvel algorithme de sous-gradient dévié est présenté pour calculer une
borne inférieure du problème dual. Ces bornes peuvent être utiles, dans l’évaluation des
nœuds dans un l’algorithme ’Branch and Bound’, pour trouver la solution optimale des pro-
blèmes de programmation linéaire en nombre entier à grande taille. La direction de recherche
déviée utilisée dans cette thèse est une combinaison convexe de la technique de gradient mo-
difié et de la stratégie de direction moyenne. Dans ce contexte, nous identifions le paramètre
de combinaison convexe optimal permettant à la direction du vecteur sous-gradient dévié
de former un angle plus aigu avec la meilleure direction vers une solution optimale. L’al-
gorithme modifié donne des résultats encourageants pour des instances de problèmes de
voyageur de commerce symétrique (TSPs) sélectionnés depuis la base de données TSPLIB.



Abstract : A new deflected subgradient algorithm is presented for computing a tigh-
ter lower bound of the dual problem. These bounds may be useful in nodes evaluation in
a Branch and Bound algorithm to find the optimal solution of large-scale integer linear
programming problems. The deflected direction search used in this thesis is a convex com-
bination of the Modified Gradient Technique and the Average Direction Strategy. In this
context, we identify the optimal convex combination parameter allowing the deflected sub-
gradient vector direction to form a more acute angle with the best direction towards an
optimal solution. The modified algorithm gives encouraging results for a selected symmetric
travelling salesman problem (TSPs) instances taken from TSPLIB library.



من أجل حساب أحسن  متدرجة جديدةتقديم هنا خوارزمية فرعية  يتم :ملخص

قد تكون هذه الحدود مفيدة في . المزدوجة الأدنى للمشكلةقيمة الحد 
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Introduction

0.1 Motivation

En pratique, il arrive fréquemment que dans un problème d’optimisation linéaire cer-
taines variables soient astreintes à être entières ou même binaires xj = 0 ou 1, on parle alors
de programme linéaire en nombre entiers (ILP ) ou programme linéaire binaire (BILP ).

Un des problèmes les plus étudiés dans la classe des (ILP ) est le problème du voya-
geur de commerce (“The Travelling Salesman Problem ” noté " TSP "). Dans ce problème,
un voyageur de commerce doit visiter plusieurs villes (ou clients ) en passant une et une
seule fois par chacune d’entre elles, en minimisant la distance totale parcourue. Pour une
étude complète des méthodes de résolution, des applications et des problèmes connexes nous
renvoyons le lecteur aux références [E.L. Lawler (1985)] et [G. Laporte (1992)]).

Il est bien connu que le problème TSP est NP-difficile [G. Laporte (1992)],
[D.S. Jonhson(1997)] et [S. Arora (1998)]. En effet, dans sa version symétrique 1, le nombre
totale de solutions possibles est (n−1)!

2 , où n est le nombre de villes. Avec une telle com-
plexité factorielle, une résolution efficace de TSP nécessite donc le recours à des méthodes
d’optimisation très performantes.

Les méthodes de résolution du TSP peuvent être réparties en deux groupes de nature
différente :

- Le premier groupe comprend les méthodes exactes qui garantissent la complétude de ré-
solution : c’est le cas par exemple de la méthode exacte "Séparation et Évaluation" ("Branch
and Bound" noté "B&B") ; le temps de calcul nécessaire d’une telle méthode augmente en
général exponentiellement avec la taille du problème à résoudre. Citons aussi les méthodes
qui s’appuient sur des techniques de relaxation, telle que la relaxation Lagrangienne.

1. c-àd dans le cas où le graphe associé n’est pas orienté.
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0.2. Organisation de la thèse et principales contributions

Le second groupe comprend les méthodes approchées dont le but est de trouver une
solution de bonne qualité en un temps de calcul raisonnable sans garantir l’optimalité de la
solution obtenue.

La relaxation Lagrangienne est une technique bien connue en optimisation
[M.L. Fisher (1985), A.M. Geoffrion (1974)]. Elle a été utilisée dans le cadre du TSP à partir
des années 1970. Les travaux de [M.H. Held(1970), M.H. Held(1971)] basés sur la méthode de
sous-gradient ont permis de résoudre des instances TSP de grandes tailles. Des algorithmes
un peu plus performants ont établit par [E. Allen (1987), K.H. Helbig-Hansen(1974),
G. Reinelt (1994), T. Volgenant (1982)] et [C.L. Valenzuela (1995)].

Bien que simple à implémenter, la convergence de la méthode sous-gradient est trop sen-
sible à certain paramètres initiaux. Beaucoup d’efforts ont été établit [M.S. Bazaraa (1981),
J.L. Goffin (1977)], afin d’assurer la convergence et accélerer le temps de calcul.

La direction de recherche dans l’algorithme de sous-gradient affecte énormément les per-
formances de calcul. En effet, la méthode sous gradient pure, engendre souvent le phénomène
de zig-zag. Aussi, l’angle entre la direction du sous-gradient peut former un angle obtus avec
la direction précédent, ce qui peut aussi ralentir la convergence de la procédure.

Le but principal de notre travail est de développer un outil pour surmonter cette dif-
ficulté, une nouvelle procédure de sous-gradient dévié modifiée est utilisée dans cette pro-
cédure, la direction déviée est calculée en combinant le sous-gradient proposé par P.M.
Camerini et al [P.M. Camerini(1975)] et la direction proposée par H.D. Sherali et al
[H.D. Sherali(1989)].

0.2 Organisation de la thèse et principales contribu-

tions

Le premier chapitre de cette thèse est une introduction aux problèmes de programmation
linéaire en nombre entier (ILP ), dont le but est de mieux mesurer le degré de difficulté
du problème en introduisant des variables discrètes dans un modèle de programmation
linéaire. L’accent sera mis sur le problème du voyageur de commerce (TSP ) comme exemple
de problèmes en variables binaires. Cependant et pour des raisons de commodités, nous
introduisons aussi le problème d’affectation ("Assignement Problem" noté "AP "). En suite,
les principes de base d’un algorithme "séparation-évaluation" ont été introduit pour résoudre
les problèmes (ILP ) et particulièrement pour le problème (TSP ).
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0.2. Organisation de la thèse et principales contributions

Dans le second chapitre, nous nous somme intéressé aux méthodes de relaxation Lagran-
gienne. Ces techniques sont très utilisées pour la résolution de problèmes de programmation
linéaire en nombres entiers de grands dimension. Nous discutons également des propriétés
du problème dual Lagrangien, des conditions d’optimalité et de la structure de la fonction
objectif duale. Nous présentons à la fin de ce chapitre une application de cette technique sur
le problème TSP . En effet, en injectent les contraintes de degré dans la fonction objectif du
problème TSP , la relaxation Lagrangienne sera exprimée comme une relaxation 1- arbre.

Le troisième chapitre est dédié à l’étude des méthodes d’optimisation de type sous-
gradient qui peuvent être fréquemment utilisées pour résoudre des problèmes d’optimisation
non-différentiables, plus particulièrement pour maximiser efficacement la fonction duale La-
grangienne, d’un problème de la programmation linéaire en nombre entier, où la fonction
objectif n’est pas différentiable en tout point. Il existe différentes procédures de sous-gradient
qui diffèrent dans leurs performances, a savoir, méthode de sous-gradient pur et méthode
de sous-gradient dévié. Ces procédures seront discutées en détail par la suite.

Dans le quatrième chapitre, nous présenterons une nouvelle approche de sous-gradient
dévié qui repose sur une combinaisons convexe de le direction du gradient modifié dkMGT

[P.M. Camerini(1975)] et la direction moyenne dkADS [H.D. Sherali(1989)]. Notre approche
aborde les deux volets : théorique et appliqué. Le principal résultat théorique est l’iden-
tification du paramètre de combinaison convexe qui force l’algorithme pour une meilleure
recherche de déviation que ceux données par rapport le sous-gradient pur, MGT et ADS.
Pour une comparaison numérique entre notre approche et les deux techniques MGT et
ADS, nous avons opté le problème TSP dont l’importance réside dans la diversité de ses
applications [M. Diaby (2016)] et [N.A. El-Sherbeny(2010)].

Enfin, nous terminerons cette thèse par une conclusion.
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CHAPITRE 1 Introduction à la programmation

linéaire en variables entières

Sommaire
1.1 Problème de programmation linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.2.2 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Relaxation des contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3.2 Relaxation linéaire continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3.3 Relaxation Lagrangienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4 Le cas particulier des matrices totalement unimodulaires . . . 14

1.5 Problèmes d’optimisation combinatoires . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5.1 Problème d’affectation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5.2 Problème de voyageur de commerce . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.6 Méthodes de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.6.1 Méthode Branch and Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.1 Problème de programmation linéaire

Un problème de programmation linéaire, en anglais Linear Programming, abrégé (LP )
est un problème d’optimisation, dans lequel nous cherchons à trouver un ensemble de valeurs
pour les variables continues (x1, x2, ..., xn) qui maximise ou minimise une fonction objectif
linéaire z, tout en satisfaisant un ensemble de contraintes linéaires (un système d’équations
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1.1. Problème de programmation linéaire

et/ou inéquations). Les programmes linéaires peuvent être utilisés pour modéliser un grand
nombre de problèmes qui se posent dans la pratique. Mathématiquement, un (LP ) dans sa
forme standard est exprimé comme suit :

(LP )


z∗ = max c>x

s.t. Ax ≤ b

x ≥ 0,
(1.1)

où les matrices A ∈ Rm×n, c ∈ Rn×1 et b ∈ Rm×1 sont les données du problème.
Un concept fondamental de la programmation linéaire est la dualité. Le programme

linéaire dual du problème donné par le programme primal (1.1) est défini comme suit :

(DLP )


w∗ = min u>b

s.t. u>A ≥ c

u ≥ 0.
(1.2)

Il est facile de vérifier que le dual du problème dual est le problème primal. Un aspect
important du concept de dualité est indiqué dans le théorème suivant [J.C. Culioli (1994)].

Théorème 1.1 Soient (LP) et (DLP) deux programmes linéaires définis ci-dessus par (1.1)
et (1.2). Supposons qu’il existe des vecteurs x∗ et u∗ satisfaisant les contraintes du (LP) et
(DLP) resp. Alors, nous avons

1. La valeur de la fonction objectif z en x∗ (dans problème (LP)) est inférieure ou égale
à la valeur de la fonction objectif w en u∗ (dans problème (DLP)).i.e., z∗ ≤ w∗.

2. Si (LP) ou (DLP) admet une solution optimale finie, alors il en est de même pour
l’autre et leurs valeurs optimales associées sont égales.i.e., z∗ = w∗.

3. Si (LP) ou (DLP) admet une valeur optimale infinie, alors l’autre n’admet pas de
solution.

Ce théorème est de grande portée théorique et pratique. D’autres propriétés et théorèmes
liés à la dualité sont largement utilisés en programmation linéaire. Nous renvoyons le lecture
aux ouvrages spécialisés [J.C. Culioli (1994), D. Goldfarb (1989)] et [J. Teghem (2003)],
pour une présentation complète.

La dualité présente de nouvelles relations entre le problème primal et le problème dual.
Notons en particulier, que le problème dual peut être utilisé pour donner des bornes pour
la valeur optimale du problème primal (et vice versa).
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1.1. Problème de programmation linéaire

1.1.1 Résolution des programmes linéaires

L’algorithme du simplexe est une des méthodes les plus communément utilisée pour
résoudre les problèmes de programmation linéaire [G.B. Dantzig (1951)]. La méthode du
simplexe est une méthode exacte et itérative. En effet, d’un point de vue géométrique, étant
donné qu’une solution d’un programme linéaire se trouve toujours sur un point extrême du
polyèdre des contraintes, le simplexe consiste à se déplacer d’un point extrême à l’autre, le
long des arêtes du polyèdre, jusqu’à trouver le point associé à la solution optimale. Algébri-
quement, le simplexe s’interprète comme la détermination d’une suite de bases adjacentes
réalisables telles que les valeurs associées de la fonction objectif soient croissantes.

Cependant, s’il se révèle très efficace en pratique, Klee et Minty [V. Klee (1972)] ont
trouvé des exemples qui montraient pour la première fois que la méthode du simplexe pouvait
prendre un nombre exponentiel d’itérations. Une question demeurait toutefois ouverte :
exister-il un algorithme de complexité polynomiale pour résoudre un LP ?. La recherche
d’un algorithme polynomial 1 pour la programmation linéaire était lancée.

Le premier algorithme de ce type, appelé méthode ellipsoïde, a été développé en 1979
par Khachian [L.G. Khachiyan (1979)], montrant alors que les problèmes de programma-
tion linéaire sont polynomiaux. L’idée est d’utiliser une suite d’ellipsoïdes de volume dé-
croissant mais qui contiennent à chaque itération la solution optimale du programme li-
néaire à résoudre. On peut trouver une présentation détaillée de cet algorithme dans
[D. Goldfarb (1989)]. Bien que plus rapide que le simplexe sur les problèmes de Klee et
Minty, il reste plus lent sur les problèmes réels.

Karmakar a développé un deuxième algorithme polynomial en 1984
[N. Karmarkar (1984)]. Il s’agit d’une méthode de points intérieurs qui se base sur
des principes de géométrie projective et de programmation non linéaire. L’idée est de
chercher des points, à l’intérieur du polyèdre des contraintes, permettant de se diriger
rapidement vers le sommet optimal. Des dérivés de cet algorithme, en particulier la méthode
dite de barrière, commencent à concurrencer le simplexe sur certains problèmes de grande
taille. Pour plus de détails sur cet algorithme, on peut se référer à des ouvrages spécialisés
tels que [D. Goldfarb (1989)].

Le simplexe reste cependant la méthode privilégiée de résolution des programmes li-
néaires formulés dans la pratique. Ceci est dû à ses performances et également à sa capacité

1. Un algorithme est polynomial si on peut borner le temps maximal de son exécution par une fonction
polynomiale de la taille du problème considéré.
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1.2. Particularité des programmes linéaires en variables entières

à fournir des solutions de base, très importantes dans les approches de décomposition ou
encore dans des procédures de ré-optimisation itératives [M. Lebbar (2000)].

L’objectif ici est d’étudier les extensions de la programmation linéaires quand nous ac-
cordons des conditions d’intégralité supplémentaires sur toutes ou certaines variables de
décisions.

1.2 Particularité des programmes linéaires en va-

riables entières

1.2.1 Formulation du problème

Dans le problème général de la programmation linéaire, toutes les inconnues peuvent
varier de façon continue. Si, en revanche, on impose à toutes les variables du problème
d’avoir des valeurs entières, on se trouve devant un problème de programmation linéaire
à variables entières. Si une partie seulement des variables est soumise à cette contrainte
supplémentaire d’intégralité, il s’agit alors d’un problème de programmation linéaire en
variables mixtes.

Définition 1.1 Un programme linéaire à variables entières mixtes noté (MILP) ("Mixed
Integer Linear Programming") est donnée par les matrices A ∈ Rm×n, c ∈ Rn×1, b ∈ Rm×1 et
un nombre p ∈ N∗. L’objectif du problème est de trouver un vecteur x solution du problème
d’optimisation suivant :

(MILP )



z∗ = max c>x

s.t. Ax ≤ b

x ≥ 0
x ∈ Zp × Rn−p,

(1.3)

Si p = 0, alors il n’y a pas de contraintes d’intégralité, donc nous obtenons le programme
linéaire (1.1). D’autre part, si p = n, toutes les variables doivent être entières. Dans ce
cas, nous parlons d’un programme linéaire en nombres entiers noté (ILP) ("Integer Linear
Programming") :

(ILP )



z∗ = max c>x

s.t. Ax ≤ b

x ≥ 0
x ∈ Zn+,

(1.4)
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1.2. Particularité des programmes linéaires en variables entières

Si dans un (ILP ) toutes les variables sont restreintes aux valeurs de l’ensemble B =
{0, 1}, nous avons un programme linéaire binaire noté (BILP) ("Binary integer program") :

(BILP )


z∗ = max c>x

s.t. Ax ≤ b

x ∈ Bn,

(1.5)

La plupart des problèmes réels comportent des variables qui doivent, par nature, prendre
nécessairement une valeur entière. Par exemple, si une variable représente l’existence ou
l’absence d’une usine, ou un nombre minimal de navires destinés au transport de certaines
marchandises, la solution d’un problème de programmation linéaire qui donnerait 0,44 usine
ou 3,55 navires n’est pas satisfaisante ; si on essaie alors d’arrondir à une valeur entière
voisine, il se peut que la solution ainsi trouvée soit éloignée de la solution optimale, ou
même ne soit pas réalisable. Dans de telles situations, il est donc souhaitable de pouvoir
utiliser une méthode plus adaptée.

1.2.2 Complexité

Les problèmes généraux de programmation linéaire en variables entières (ILP ), (MILP )
ou (BILP ) sont beaucoup plus difficiles à résoudre que le problème de programmation
linéaire en variables continues (LP ).

L’étude initiale du problème (LP ) nous a montré immédiatement que :

- L’obtention de la solution optimale ne nécessite pas de s’intéresser qu’à un nombre fini
de solutions, à savoir les seuls sommets du polyèdre P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0}.

- Ces sommets sont facilement caractérisables et ils peuvent donc être aisément déter-
minés.

Par contre, dans les situations (ILP ), (MILP ) ou (BILP ), la solution optimale n’est,
en général, pas un sommet de P et donc un point intérieur ou point situé n’importe où sur
la frontière. On perd ainsi toute caractérisation particulière de la solution optimale qui est,
pour cette raison, bien difficile à déterminer.

Cette approche intuitive est évidement confirmée par l’approche rigoureuse de la com-
plexité des algorithmes. Le problème de décision :

« Existe-t-il une solution x ∈ S = P
⋂Zn ? »

est un problème NP-complet(voir [A. Schrijver (1986)]), il s’ensuit que le problèmes (ILP ),
(MILP ) ou (BILP ) sont NP-difficiles. Il existe certaines classe de problèmes NP-difficile
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dont des réalisations de grands dimension peuvent être résolues rapidement. Par ailleurs,
même dans le cas où la solution optimale n’est pas obtenue en un temps raisonnable, cer-
taines techniques de résolution telle celle du " Branch and Bound " décrite au paragraphe
(1.6.1), permettent souvent d’obtenir une solution optimale.

1.3 Relaxation

Dans l’absence d’une caractérisation de la solution, comment prouver qu’une solution
x∗ est optimale ? On a donc besoin de trouver une borne inférieure zLB ≤ z∗ et une borne
supérieure z∗ ≤ zUB telle que z∗ = zLB = zUB.

Sur le plan pratique, cela signifie qu’un algorithme donné doit trouver une série décrois-
sante de bornes supérieures zUB1 > · · · > z∗ et une série croissante de bornes inférieures
zLB1 < · · · < z∗ et arrêter l’algorithme quand |zLBs − zUBt | ≤ ε où ε représente une précision
numérique préalablement déterminée.

Bornes primales

Toutes les solutions réalisables x ∈ X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} pour le problème
de maximisation donnent une borne inférieure zLB = cTx ≤ z∗. C’est le seul moyen connu
pour obtenir des bornes inférieures. Pour certains problèmes en nombres entiers, trouver des
solutions réalisables n’est pas une tâche difficile. C’est le cas par exemple du problème du
voyageur de commerce.

Bornes duales

Trouver des bornes supérieures pour un problème de maximisation (ou de bornes infé-
rieures pour un problème de minimisation) est un véritable défi. Ces bornes sont appelées
duales par oppositions avec les bornes primales. Il s’agit de remplacer un programme (ILP)
"difficile" par un problème d’optimisation simple.

Définition 1.2 Un problème d’optimisation min f(x) : x ∈ T ⊆ Rn est une relaxation d’un
problème min cTx : x ∈ X ⊆ Rn si X ⊆ T et f(x) ≤ cTx pour tout x ∈ X.

Il existe trois grandes classe de relaxations.
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1.3. Relaxation

1.3.1 Relaxation des contraintes

Une technique simple de relaxation consiste à ignorer certaines contraintes du problème.
On obtient alors un problème dont la solution optimale est plus facile à calculer. Par exemple
soit un polyèdre P défini par deux ensembles de contraintes :

P = {x ∈ Rn : A1x ≤ b1, A2x ≤ b2}.

Il peut s’avérer que la suppression d’un des deux ensembles de contraintes - par exemple
le second - permet d’obtenir un polyèdre convexe

P
′ = {x ∈ Rn : A1x ≤ b1},

tel que le problème relaxé (RILP ) définie par

(RILP )

 z∗ = max c>x

s.t. x ∈ R(i) = P
′(i) ⋂Rn

+

est un problème classique, évident ou simple à résoudre. Le problème relaxé (RILP ) est alors
appelé sous problème du problème (ILP ). Une bonne illustration de ce type de relaxation
est donnée par le problème du voyageur de commerce (NP-difficiles) dont un sous problème
est le problème d’affectation ( de classe P) analysé au paragraphe (1.5.1).

1.3.2 Relaxation linéaire continue

Définition 1.3 Le problème (LP )(donné par (1.1)) est appelé la relaxation linéaire du pro-
blème (ILP )(donné par (1.4)). Il s’agit d’un relâchement des contraintes Ax ≤ b et x ≥ 0
en x ∈ Rn

+.

Remarque 1.1 1. Pour un problème de minimisation, la solution optimale du (LP )
donne une borne inférieure de la valeur de la solution optimale du (ILP ).

2. La relaxation linéaire ne donne pas seulement une borne supérieure mais par fois la
solution optimale si celle ci est entière.

Une méthode immédiate pour résoudre efficacement un (ILP ) consiste à résoudre le
problème relaxé (LP ), puis à prendre comme solution la solution entière la plus proche.

Exemple 1.1 Le programme de la relaxation linéaire du problème (ILP) suivant :
z = max 7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4

3x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 ≤ 6
xi ∈ {0, 1} i = 1, . . . , 4
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1.3. Relaxation

Figure 1.1 – Problème du sac à dos

a une solution optimale x∗ = (1, 1, 0, 0)T . Comme les xi sont des entiers, alors le problème
(ILP ) est associé à la mème solution.

L’exemple suivant indique que la solution du (RILP ) n’a parfois rien à voir avec la
solution (ILP ).

Exemple 1.2 Considérons le programme linéaire en nombres entiers suivant :
min z = −10x1− 11x2

10x1 + 12x2 ≤ 59
x1, x2 entières

En variables continues, la solution optimale est : x1 = 5.9, x2 = 0 qui n’est pas entière
( comme on le voit Figure 1.1). Un arrondi de cette solution serait x1 = 6 et x2 = 0. Ce
n’est en aucun cas une solution du (ILP ) pour deux raisons :

- Premièrement, cette solution ne satisfait pas les contraintes.

- Deuxièmement, ce n’est pas une solution entière .

Sachant que la solution entière est x1 = 4 et x2 = 1 (z = −54), on remarque qu’elle est
même très éloignée de la solution optimale continue.
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1.3.3 Relaxation Lagrangienne

La relaxation Lagrangienne s’articule sur l’idée de relâcher les contraintes difficiles, non
pas en les supprimant totalement, mais en les prenant en compte dans la fonction objectif
de sorte qu’elles pénalisent les valeurs des solutions qui les violent (voire le chapitre (2)).

1.4 Le cas particulier des matrices totalement unimo-

dulaires

Certains problèmes à coefficients entiers ont naturellement des solutions entières. Nous
donnons d’abord les définitions suivantes :

Définition 1.4 Une matrice carrée B à coefficients entiers est dite unimodulaire (UM)
si son déterminant est égal à +1 ou −1( i.e. det(B) = ∓1).

Définition 1.5 Une matrice A(m× n) à coefficients entiers est dite totalement unimo-
dulaire (TUM) si tout sous-déterminant de A vaut 0,+1 ou −1.

En particulier, tout coefficient d’une matrice totalement unimodulaire est égal à 0,+1
ou −1.

Si B est formée à partir d’un sous-ensemble de m colonnes linéairement indépendantes
de A, elle détermine la solution de base (voire [J. Teghem (2003)])

x = B−1b = Badjb

det(B) ,

où Badj est l’adjoint de B, et si B est UM et b est entier, on déduit que le vecteur x est
entier.

Considérons le problème (LP ) (donné par (1.1)) donné sous la forme standard, i.e

x ∈ D = {x : Ax = b, x ≥ 0} ,

Nous avons le théorème suivant

Théorème 1.2 Si A est TUM, alors tous les sommets de D sont entiers pour tout vecteur
entier b.
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Donc, la résolution par simplexe d’un (ILP ) standard relaxé, dont la matrice des
contraintes est TUM donne la solution entière exacte de (ILP ).

Dans le cas de contraintes inégalité ( i.e x ∈ P = {x : Ax ≤ b, x ≥ 0} ,), nous avons le
théorème suivant :

Théorème 1.3 Si A est TUM, alors tous les sommets de P sont entiers pour tout vecteur
entier b.

Preuve
Il revient donc à montrer que si A estTUM, alors (A|I) l’est. Nous ajoutons des variables

d’écart et on applique le théorème 1. Soit C une sous-matrice carré inversible de (A|I). Les
lignes de C peuvent être permutés afin de pouvoir écrire

C =
 B 0
D Ik


où Ik est une matrice identité de taille k et B est une sous-matrice carrée de A. On a

det(C) = det(b) = ±1 parce que A est TUM et C est inversible.

Remarque 1.2 La condition d’unimodularité est suffisante mais non nécessaire pour l’exis-
tence d’une solution optimale entière du problème (LP ). En pratique, de nombreux problèmes
d’optimisation à données entières ont une solution entière bien que la matrice A ne soit pas
unimodulaire, mais l’intégrité de la solution risque d’être perdue si des paramètres changent.

1.5 Problèmes d’optimisation combinatoires

Définition 1.6 Un problème d’optimisation combinatoire noté (COP) ("Combinatorial
Optimization Problem") est donné par un ensemble fini N , une fonction de poids c : N → R
et une famille F ⊂ 2|N | de sous-ensembles réalisable de N . L’objectif est de résoudre

(COP ) optimiser

∑
j∈S

cj : S ⊆ F

 .
Le terme "optimisation combinatoire" recouvre l’ensemble des problèmes d’optimisation

en variables binaires et les techniques appropriées pour le résoudre. Des exemples bien
connus de (COP) sont le problème de l’affectation classique et le problème du voyageur
de commerce (" Travelling Salesman Problem’ :TSP, ) [E.L. Lawler (1985)]. Ainsi il existe
de nombreux problèmes classiques pouvant se modéliser à l’aide de variables discrètes, en
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particulier de type binaire : le problème de chargement ou du sac à dos ("Knapsack pro-
blem" :KP [S. Martello(1990)]), les problèmes de localisation dans un graphe (’Location
Problem" [P. Merchandani(1990)] ) et les problèmes de tournées de véhicules ("Vehicule
Routing" [B.L. Golden(1988)]).

La programmation linéaire en variables binaires est très utilisée comme langage de mo-
délisation, car la plupart des problèmes réels comportent des variables qui doivent, par
nature, prendre nécessairement une valeur binaire. Nous présentons rapidement ici deux
problèmes classiques d’optimisation combinatoire : Le problème d’affectation et le problème
du voyageur de commerce.

1.5.1 Problème d’affectation

Le problème d’affectation ("Assignment problem", AP) est un problème (BILP), il
consiste à établir des liens entre les éléments de deux ensembles distincts, de façon à mini-
miser un coût et en respectant des contraintes d’unicité de lien pour chaque élément.

On considère n tâches et n agents. Pour tout couple (i, j)(i = 1...n, j = 1...n), l’affecta-
tion de la tâche i à j entraîne un coût de réalisation noté cij(cij ≥ 0). Le problème consiste
à affecter au mieux n tâches à n agents (voire Figure 1.2 ). Chaque agent peut réaliser une
unique tâche pour un coût donné et chaque tâche doit être réalisé par un unique agent. Les
affectations (c’est à dire les couples agent-tâche) ont toutes un coût défini. il s’agit donc de
définir une bijection de {1, ..., n} sur {1, ..., n} ou encore une permutation de n objets.

Le but étant de minimiser le coût total des affectations afin de réaliser toutes les tâches.
Le problème peut être modéliser de la manière suivante :

Désignons par i = 1, 2, ..., n les agents, j = 1, 2, ..., n les tâches et introduisons les n2

variables binaires :

xij =

 1 si l’agent i réalise la tâche j

0 sinon.

Les contraintes du problème d’affectation s’écrivent donc simplement :
Le nombre d’agents réalisant la tâche i (Chaque agent i fait une seule tâche j) est donné

par :
n∑
j=1

xij = 1 pour i = 1, . . . , n.

Le nombre de tâches réalisées par l’agent j(Chaque tâche j est réalisée par un seul agent
i) est donné par :
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Figure 1.2 – Problème d’affectation

n∑
i=1

xij = 1 pour j = 1, . . . , n,

Définition de la fonction objectif : Nous traiterons ici le problème linéaire d’affectation.
Le coût total de réalisation des tâches s’exprime alors par la somme :

n∑
i=1

n∑
j=1

cijxij.

On peut donc modéliser le problème linéaire d’affectation sous la forme :

(AP )



min
n∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

n∑
j=1

xij = 1 i = 1, . . . , n
n∑
i=1

xij = 1 j = 1, . . . , n

xij ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n

1.5.2 Problème de voyageur de commerce

Le problème du voyageur de commerce " Traveling Salesman Problem, TSP", est l’un
des problèmes le plus étudié dans l’optimisation combinatoires qui consiste à la recherche
d’un trajet minimal, permettant à un voyageur de visiter n villes séparées par des distances
données en passant par chaque ville exactement une fois (voire Figure 1.3). Il commence
par une ville quelconque et termine en retournant à la ville de départ. Quel chemin faut-il
choisir afin de minimiser la distance parcourue ?
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Figure 1.3 – Problème de voyageur de commerce

La notion de distance peut-être remplacée par d’autre notions, comme le temps qu’il met
ou l’argent qu’il dépense. En générale, on cherche à minimiser le coût. Théoriquement, le TSP
peut se représenter sous forme d’un graphe G = (V,E) où V est l’ensemble de n sommets
(les villes) V = {1, ..., n} et E l’ensemble des arêtes ou arcs E = {(i, j), i 6= j, i, j ∈ V },
chaque arête a un poids cij (le coût) avec cii = ∞, i = 1, ..., n (Afin d’éviter les sous-tours
d’ordre 1 "xii = 1"). Le problème est de trouver un circuit qui passe par tous les sommets
une et une seule fois avec un coût minimal. On distingue deux types de TSP ; symétrique
(cij = cji) et asymétrique (cij 6= cji), ici, uniquement le cas symétrique est considéré.

Les domaines d’applications immédiats du TSP sont nombreux : problèmes de logistique,
de transport, d’ordonnancement. Il présente de nombreuses applications dans des domaines
plus éloignés comme la génétique (en remplaçant les villes par des gènes et la distance par
la similarité).

Le TSP est difficile à résoudre et on ne connaît pas de méthode de résolution permettant
d’obtenir des solutions optimales en un temps polynomial. il est un problème NP-complet.

Le TSP peut se modéliser comme (BILB). En effet, étant donné n villes, notons C = (cij)
la matrice des coûts et xij les variables de décision définies par

xij =

 1 si le voyageur va immédiatement de la ville i vers la ville j,
0 sinon.
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La formulation linéaire classique du problème est la suivante :

min
n∑
i=1

n∑
j=1

cijxij (1.6)

n∑
j=1

xij = 1 pour i = 1, . . . , n (1.7)

n∑
i=1

xij = 1 pour j = 1, . . . , n (1.8)

∑
i∈S

∑
j∈S

xij ≥ 1, ∀S ⊂ V, S 6= ∅ (1.9)

xij ∈ {0, 1} pour i, j = 1, . . . , n i 6= j. (1.10)

Dans cette formulation, la relation (1.6) décrit la fonction objectif. Les contraintes (1.7)
et (1.8) s’appellent les contraintes de degré qui assurent qu’une ville est visitée qu’une seule
fois : on y arrive une et une seule fois (1.7), on en part une et une seule fois (1.8), ces
contraintes ne sont pas suffisantes pour décrire les tours, d’où la nécessité d’introduire les
contraintes (1.9) appelées contraintes d’élimination des sous-tours, avec S un sous ensemble
de V et S son complémentaire dans V , |S| est le cardinal de S. Enfin, les contraintes (1.10)
sont les contraintes d’intégrité de variables.

Une autre formulation des contraintes d’élimination de sous-tours(1.9) peut être donnée
par la relation suivante :

∑
i,j∈S

xij ≤| S | −1, S ⊂ V, 2 ≤| S |≤ n− 2 (1.11)

Cette formulation de TSP contient n(n− 1) variables binaires, 2n contraintes de degré
et 2n − 2n− 2 contraintes d’élimination de sous tours.

1.6 Méthodes de résolution

Pour les problèmes classiques de l’optimisation combinatoire il existe trois grandes ca-
tégories de méthodes de résolution : les méthodes exactes, les méthodes heuristiques et les
méthodes métaheuristiques.

Les méthodes exactes permettent d’obtenir une solution optimale à chaque fois, mais
leurs durées de calcul tendent à augmenter exponentiellement avec la taille du problème.

A l’inverse, les méthodes heuristiques sont des méthodes spécifiques, permettant d’obte-
nir rapidement une solution approchée de bonne qualité, mais qui n’est pas nécessairement
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optimale. Les plus utilisées sont celle du " plus proche voisin" et les " méthodes d’insertion".
Les méthodes métaheuristiques 1 sont des algorithmes d’optimisation généralement de type
stochastique combinant plusieurs approches heuristiques. Les métaheuristiques sont sou-
vent inspirées des systèmes naturels, qu’ils soient pris en physique ( cas du recuit simulé),
en biologie de l’évolution ( cas des algorithmes génétiques ) ou encore en écologie ( cas
des algorithmes de colonies de fourmis). Leur principe est basé sur une recherche aléatoire
guidée au sein d’un voisinage de la solution courante, afin d’éviter les optimaux locaux,
ces méthodes acceptent dans certaines situations une dégradation provisoire de la fonction
économique. Les deux types de méthodes heuristiques et métaheuristiques ne seront pas
abordées dans cette thèse.

Des algorithmes de programmation linéaire en nombres entiers ont été développés pour
résoudre de façon exacte le problème TSP. En particulier, la procédure par séparation et
évaluation. Nous donnons dans la section suivante les grandes lignes de cette méthode. De
plus, on dispose des techniques d’optimisation de calculs de bornes inférieures, basés par
exemple sur une relaxation Lagrangienne du TSP, permettant de fournir un bon encadrement
de l’optimum.

1.6.1 Méthode Branch and Bound

Ce paragraphe est consacré à la méthode par Séparation et Évaluation, appelée en an-
glais, Branch and Bound (B &B). Cette méthode est le moyen générique le plus utilisé
pour la résolution exacte des problèmes d’optimisation combinatoire, et en général pour
la résolution des (ILP ). Ces méthodes sont basées sur une énumération " intelligente " des
solutions admissibles d’un problème d’optimisation combinatoire. L’idée, est de prouver l’op-
timalité d’une solution en partitionnant l’espace des solutions. Dans un bon algorithme par
séparation et évaluation, seules les solutions potentiellement bonnes sont donc énumérées.
L’algorithme est volontairement présenté dans un cadre relativement simple :

Soit S un ensemble fini mais de " grande " cardinalité qu’on appelle ensemble (ou espace)
des solutions réalisables. On dispose d’une fonction f qui, pour toute solution réalisable x
de S, renvoie un coût f(x). Le but du problème est de trouver la solution réalisable x
de coût minimal. D’un point de vue purement existentiel, le problème est trivial : une telle
solution x existe bien car l’ensemble S est fini. En revanche, l’approche effective du problème
se confronte à deux difficultés. La première est qu’il n’existe pas forcément un algorithme

1. https ://fr.wikipedia.org/wiki/Métaheuristique
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simple pour énumérer les éléments de S. La seconde est que le nombre de solutions réalisables
est très grand, ce qui signifie que le temps d’énumération de toutes les solutions est prohibitif
(la complexité algorithmique est en général exponentielle).

Dans les méthodes par séparation et évaluation, la séparation permet d’obtenir une
méthode générique pour énumérer toutes les solutions tandis que l’évaluation évite l’énu-
mération systématique de toutes les solutions.

- Séparation : séparer (brancher) de manière récursive le problème en sous-problèmes
de cardinalité inférieure tels que l’union de leurs espaces de solutions forme l’espace
des solutions du problème-père, le nœud séparé en priorité est celui qui produit la
borne inférieure la plus faible. Un sous-ensemble qui ne peut être séparé est appelé
ensemble sondé.

- Évaluation : L’évaluation d’un nœud de l’arbre de recherche a pour but de déterminer
l’optimum de l’ensemble des solutions réalisables associé au nœud en question ou, au
contraire, de prouver mathématiquement que cet ensemble ne contient pas de solution
intéressante pour la résolution du problème (typiquement, qu’il n’y a pas de solution
optimale). Lorsqu’un tel nœud est identifié dans l’arbre de recherche, il est donc inutile
d’effectuer la séparation de son espace de solutions.

À un nœud donné, l’optimum du sous-problème peut être déterminé lorsque le sous-problème
devient " suffisamment simple ". Par exemple, lorsque l’ensemble des solutions réalisable
devient un singleton, le problème est effectivement simple : l’optimum est l’unique élément
de l’ensemble. Dans d’autres cas, il arrive que par le jeu des séparations, on arrive à un
sous-problème dans lequel les décisions " difficiles " ont été prises et qui peut ainsi être
résolu en temps polynomial.

Cette recherche par décomposition de l’ensemble des solutions peut être représentée
graphiquement par un arbre, où chaque nœud correspond à un sous-problème (voir la Figure
1.4).

La stratégie de cette méthode favorise l’exploration des sous-problèmes possédant la plus
petite borne inférieur. Elle permet aussi d’éviter l’exploration de tous les sous-problèmes qui
possèdent une évaluation supérieure à la valeur optimale.

Les bonnes performances d’un (ILP ) reposent essentiellement sur sa capacité à fournir
des bornes intéressantes (borne inférieure en problème de minimisation et borne supérieur en
problème de maximisation). Les techniques les plus classiques pour le calcul de bornes sont
basées sur l’idée de relaxation de certaines contraintes. Un cadre particulièrement intéressant
pour la relaxation est celui donné par la dualité Lagrangienne. Son principe consiste à ajouter
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1.6. Méthodes de résolution

Figure 1.4 – Arbre de Branch and Bound

des termes d’une inégalité dans la fonction objectif en ajoutant un multiplicateur visant
à pénaliser la fonction objectif si la solution trouvée ne vérifie pas cette inégalité. Cette
relaxation fournit fréquemment de très bonne valeur de relaxation, bien souvent meilleure
que la relaxation continue ( nous allons voir cela en détail dans le prochain chapitre).
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CHAPITRE 2 Relaxation et dualité

Lagrangienne

Sommaire
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voyageur de commerce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

L’utilisation d’une procédure de type Branch-and-Bound, nécessite la connaissance d’une
borne sur la valeur du problème de programmation linéaire en nombre entiers (ILP ). Dans
ce chapitre, nous examinons une technique qui donne cette borne par la relaxation Lagran-
gienne. Nous discutons également des propriétés du problème dual lagrangien, des condi-
tions d’optimalité et de la structure de la fonction objectif dual. La seconde section est une
illustration du principe de la relaxation lagrangienne à l’exemple célèbre du voyageur de
commerce. En injectant les contraintes de degré dans la fonction objectif du problème TSP ,
la relaxation lagrangienne serait exprimée comme une relaxation 1- arbre.

2.1 Relaxation Lagrangienne

La relaxation Lagrangienne est une manipulation classique en optimisation sous
contraintes. En particulier, elle permet d’obtenir des bornes de la valeur optimale de certains
problèmes d’optimisation combinatoire. L’idée consiste à relaxer une partie des contraintes
qui rendent le problème compliqué, ces contraintes sont introduites dans la fonction ob-
jectif sous la forme d’une pénalité qui combine linéairement les contraintes relaxées. Les
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2.1. Relaxation Lagrangienne

coefficients de cette combinaison linéaire sont appelées les variables duales associées à la
relaxation Lagrangienne.

2.1.1 Définitions et résultats généraux

Un exemple très fréquent en pratique se situe dans le cadre des (ILP ) où certaines
contraintes sont jugées "difficiles" à traiter. On peut alors écrire ici un problème de pro-
grammation linéaire en nombres entiers (ILP ) de la façon suivante :

(ILP )


z∗ = min c>x

s.t. A1x ≤ b1

x ∈ X =
{
x ∈ Zn+ : A2x ≤ b2

}
,

(2.1)

où x ∈ Rn×1, c ∈ Rn×1, b1 ∈ Rm×1, b2 ∈ Rk×1, A1 ∈ Rm×n et A2 ∈ Rk×n sont des matrices,
Zn+ est l’ensemble des nombres entiers et X est un ensemble de points discrets dans un
polyédrique supposé être non vide et borné.

Le problème (ILP ) sera appelé problème primal et sa solution une solution primale. Ici,
les contraintes A1x ≤ b1 sont considérées comme les contraintes complicantes, dans le sens
où on suppose que l’on dispose d’un algorithme "efficace" pour minimiser la fonction z sur
l’ensemble X. Observez qu’aucune hypothèse particulière n’a été formulée sur le problème
primal. les contraintes relâchées sont réinjectées dans la fonction objectif, pondérées par les
coefficients λ = (λ1, ..., λm)> ∈ Rm

+ .

Définition 2.1 (Fonction Lagrangienne) On appelle fonction Lagrangienne ou Lagrangien
associé au problème (ILP ) la fonction L : X × Rm

+ 7→ R définit par

L(x, λ) = cTx+ λT (A1x− b1), (2.2)

Les coefficients positifs λ ∈ Rm
+ sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

Remarque 2.1 Lorsque les m contraintes qui sont dualisée sont des contraintes d’égalité de
la forme "A1x = b1", les multiplicateurs de Lagrange correspondant sont de signe quelconque
λ ∈ Rm.

Définition 2.2 (Fonction duale) On appelle fonction duale associée au problème (ILP )
w : Rm

+ 7→ R la fonction définie par :

(Lλ)

 w(λ) = minL(x, λ)
x ∈ X.

(2.3)

Les paramètres λ ∈ Rm
+ sont appelés variables duales.
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Définition 2.3 (Problème dual) On appelle problème dual (D) du problème (ILP ) le pro-
blème qui consiste à résoudre

(D)

 w∗ = maxw(λ)
λ ∈ Rm

+ .

Dans ce contexte, le problème de départ (ILP ) s’appelle problème primal.

2.1.2 Propriétés du problème et fonction dual

Dans cette section, nous examinons certaines propriétés de la fonction duale liée à la
concavité et à la sous-différentiabilité. Nous résumons également les principales propriétés
du problème dual Lagrangien (D).

La fonction duale fournit une borne inférieure pour le problème (ILP ). La preuve du
prochain théorème résulte directement du fait que (Lλ), pour tout λ ∈ Rm

+ , est une relaxation
de (ILP ) et en plus ce théorème montre que toute solution possible du problème dual (D),
ainsi que sa valeur maximale w∗ est une borne inférieure à la valeur optimale z∗ du problème
primal (ILP ).

Théorème 2.1 [L.A. Wolsey (1998)] (Théorème de la dualité faible) : Soient les pro-
blèmes (ILP ), (Lλ) et (D) définis par (2.1),(2.3) et (2.3) respectivement et x une solution
réalisable de (ILP ). Alors pour tout λ ≥ 0,

w(λ) ≤ w∗ ≤ z∗

Preuve Soient x une solution réalisable de (ILP ) et λ ≥ 0. Par définition de la fonction
duale, on a

w(λ) ≤ cTx+ λT (A1x− b1).

Comme λT (A1x− b1) ≤ 0, w∗ ≤ cTx.
En particulier, par définition de w∗ et z∗ on obtient l’inégalité annoncée,

w(λ) ≤ w∗ ≤ z∗.

Théorème 2.2 (Concavité de la fonction duale) : La fonction duale λ → w(λ) est
une fonction concave affine par morceaux.

25



2.1. Relaxation Lagrangienne

Preuve Soient λ1 et λ2 deux vecteurs réels positifs et soit t ∈ [0, 1]. Alors

w(λ1) = minL(x, λ1)
x ∈ X.

et,
w(λ2) = minL(x, λ2)

x ∈ X.

Posons alors λ = (1 − t)λ1 + tλ2. Pour ce λ donné, on sait par hypothèse qu’il existe un
x ∈ X tel que

w(λ) = cTx+ λT (A1x− b1).

Par définition de w appliquée à λ1 et λ2, on a

w(λ1) ≤ cTx+ (λ1)T (A1x− b1) et w(λ2) ≤ cTx+ (λ2)T (A1x− b1).

Par combinaison convexe des deux inégalités, on obtient donc

(1− t)w(λ1) + tw(λ2) ≤ (1− t)(cTx+ (λ1)T (A1x− b1)) + t(cTx+ (λ2)T (A1x− b1))

Par conséquent,

(1− t)w(λ1) + tw(λ2) ≤ cTx+ ((1− t)λ1 + tλ2)T (A1x− b1) = w(λ).

puisque X est fini, w est le minimum d’un nombre fini de fonctions affines de λ. Donc, w(λ)
est fonction concave affine par morceaux et cela vient compléter la preuve (voire Figure
(2.1).

Figure 2.1 – Forme de la fonction duale

Ainsi la fonction w est concave, mais pas différentiable en tout point mais la concavité
de w permet cependant de montrer que tout optimum local de w est global : ce qui fait
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que le problème dual est en général plus facile à résoudre que le problème primal. L’une des
questions qui se pose est comment on peut résoudre le problème dual Lagrangien. Les mé-
thodes de sous-gradient qui seront décrites au chapitre (3) sont le plus simple pour résoudre
le problème dual Lagrangien et en général pour résoudre les problèmes d’optimisation non
différentiable. La méthode est conçue pour résoudre le problème de maximisation (minimi-
sation) d’une fonction concave (convexe) non-différentiable.

Le théorème suivant fournit les conditions pour lesquelles le problème dual optimal donne
une solution à (ILP ).

Théorème 2.3 (Théorème de la dualité forte) : Soient les problèmes (ILP ), (Lλ) et
(D) définis par (2.1),(2.3) et (2.3) respectivement. Si

i) xλ est une solution optimale du problème (Lλ) pour certains λ ∈ Rm
+ , et en plus

ii)
A1xλ ≤ b1 (admissibilité) (2.4)

λ
T (A1xλ − b1) = 0 (complémentarité) (2.5)

alors xλ est une solution optimale du problème primal (ILP ) et λ est une solution opti-
male du problème dual (D).

Preuve (i) w∗ ≥ w(λ) = cTxλ + λ
T (A1xλ − b1),

par la relation (2.5) cTxλ + λ
T

(A1xλ − b1) = cTxλ,

par la relation (2.4) xλ est réalisable pour (ILP ) et par conséquent cTxλ ≥ z?.
D’après le théorème de dualité faible (2.1) on aura

z? ≥ w? ≥ w(λ) = cTxλ + λ
T (A1xλ − b1) = cTxλ ≥ z?.

Alors, w? = z? = cTxλ et xλ est optimal pour (ILP ). De plus, en utilisant ce résultat et le
fait que cTxλ est une borne supérieure de w?, on obtient

w(λ) ≤ w? ≤ cTxλ = w(λ),

ce qui signifie w? = w(λ) et λ est une solution optimale pour (D).
Le théorème suivant caractérise le problème dual Lagrangien. Rappelons que l’enveloppe

convexe d’un ensemble X notée conv(X) est l’ensemble de toutes les combinaisons convexes
des points de X, i.e.

conv(X) = {
k∑
i

αix
i : k ∈ N,

∑
i

αki = 1, αi ≥ 0, xi ∈ X, ∀i = 1, ..., k}.
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Théorème 2.4 (Geoffrion, 1974) : Soient les problèmes (ILP ), (Lλ) et (D) tels que dé-
finis ci-dessus par (2.1),(2.3) et (2.3) respectivement. Alors la valeur optimale w∗ du dual
Lagrangien (D) est égale à la valeur optimale du problème suivant :

(P ′)


min c>x

s.t. A1x ≤ b1

x ∈ conv(X),
(2.6)

Preuve Puisque X ⊂ Zn+ contient un nombre fini de points que l’on note X =
{x1, x2, ..., xk}. Dans ce cas, la fonction de Lagrange est alors

w(λ) = min cTxi + λT (A1x
i − b1), i = 1, ..., k.

On a
w∗ = max

λ≥0
{w(λ)} = max

λ≥0
{min cTxi + λT (A1x

i − b1), i = 1, ..., k}.

On peut voir que le dual Lagrangien (D) peut se réécrire comme un problème de program-
mation linéaire (P ′′) (généralement de grande taille ) avec des variables (η, λ) ∈ R× Rm

+

(P ′′)


max η
s.t. η ≤ cTxi + λT (A1x

i − b1), i = 1, ..., k
(η, λ) ∈ R× Rm

+ ,

où la variable η est une borne inférieure de {cTxi+λT (A1x
i−b1) : i = 1, ..., k}. En utilisant le

théorème de dualité en programmation linéaire [J. Teghem (2003)], on obtient le programme
dual (D′) de (P ′′)

(D′)



w∗ = min cT (∑k
i=1 αix

i)
s.t.∑k

i=1 αi(A1x
i − b1) ≥ 0∑k

i=1 αi = 1
αi ∈ R+,∀i ∈ {1, ..., k}

Considérons maintenant un point quelconque x ∈ conv(X), par définition x = ∑
i αix

i avec∑
i αi = 1, αi ≥ 0 pour tout i = 1, ..., k. Par conséquent (D′) est exactement équivalent au

(P ′) le programme donné dans l’énoncé du Théorème (2.4).

Remarque 2.2 Dans le cas où conv(X) ( {x ∈ Rn : A1x ≤ b1}, ce qui est le plus fréquent
en (ILP ), la relaxation Lagrangienne donne donc, une meilleure évaluation que la relaxation
linéaire.
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La qualité de la borne obtenue par la relaxation Lagrangienne dépend de la structure du
problème original. Nous rencontrerons au paragraphe (2.2) suivant une application pour le
problème de voyageur de commerce TSP pour laquelle la relaxation Lagrangienne est très
efficace.

2.2 Application de la relaxation lagrangienne au pro-

blème du voyageur de commerce

Soit G = (V,E) un graphe pour lequel on recherche un cycle hamiltonien de plus petite
longueur où ce ; e ∈ E, est la longueur associée à une arête. Le problème est donc de trouver
un tour à poids minimal

zTSP = min
T⊆E

{∑
e∈T

ce : T est un tour
}

Une relaxation intéressante est obtenue en remarquant :
a) Chaque tour est constitué de deux arêtes adjacentes à 1 sommet et un chemin reliant

les sommets {2, ..., n}.
b) Un chemin est un arbre spécial.

Définition 2.4 Un 1-arbre est un sous graphe de deux arêtes adjacentes au sommet 1,
additionnées aux arêtes d’un arbre de sommets {2, ..., n}.

Remarque 2.3 1) Il est clair que chaque tour est un 1-arbre, d’où

zTSP ≥ z1−arbre = min
T⊆E

{∑
e∈T

ce : T est un 1-arbre
}

(2.7)

2) Un tour est un 1-arbre ayant deux arête incidentes de chaque sommet.
3) La relation (2.7), indique que le problème 1-arbre est une relaxation pour le TSP .

Trouver une solution 1-arbre optimale associée à un problème TSP est simple, comme
le montre l’exemple suivant :

Exemple 2.1 Considérons un problème TSP dont la matrice des coûts est

Ce =



− 30 26 50 40
− − 24 40 50
− − − 24 26
− − − − 30
− − − − −



29



2.2. Application de la relaxation lagrangienne au problème du voyageur de commerce

La solution optimale 1-arbre est calculée en prenant les deux arêtes à coût minimal
sortant du sommet 1, i.e ; l’arête (1, 2) et (1, 3), plus les arêtes d’ un arbre optimal des
sommets {2, 3, 4, 5}, qui est donné par les arêtes (3, 4), (3, 5) et (2, 3).

Figure 2.2 – Exemple TSP de Cinq villes

Considérons le problème TSP spécifié par le graphe G = (V,E) et ce le poids d’une arête
e ∈ E. :

z = min ∑
e∈E

cexe (2.8)

s.c :
∑

e∈δ(i)
xe = 2 pour tout i ∈ V (2.9)

∑
e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1 2 ≤ |S| ≤ |V | − 1 (2.10)

xe ∈ {0, 1} pour tout e ∈ E. (2.11)

La moitié des sous-tours introduit dans les contraintes (2.10) sont redondants. on a :

|S| −
∑

e∈E(s)
xe = 1

2
∑
i∈S

∑
e∈δ(i)

xe −
∑

e∈E(s)
xe = 1

2
∑

e∈δ(S,S)
xe,

où δ
(
S, S

)
est l’ensemble des arêtes avec un point final dans S et un autre dans S = V/S,

et donc comme δ
(
S, S

)
= δ

(
S, S

)
, |S| − ∑

e∈E(s)
xe =

∣∣∣S∣∣∣− ∑
e∈E(S)

xe donc,∑
e∈E(s)

xe ≤ |S| − 1 si seulement si ∑
e∈E(s)

xe ≤
∣∣∣S∣∣∣− 1,

en additionnant les contraintes (2.9) et divisant par 2 , nous obtenons :∑
e∈E

xe = n.
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Donc, supprimons toutes les contraintes sous-tours avec 1 ∈ S. Nous obtenons une
relaxation Lagrangienne, en dualisant toutes les contraintes de degré sur les sommets sauf
le sommet 1.

(Lλ)



w(λ) = min ∑
e∈E

(ce − λi − λj)xe + 2∑
i∈V

λi∑
e∈δ(1)

xe = 2∑
e∈E(s)

xe ≤ |S| − 1 2 ≤ |S| ≤ |V | − 1, 1 /∈ S∑
e∈E

xe = n

xe ∈ {0, 1} ,

les solutions réalisables de (Lλ) sont précisément les 1-arbre.

Exemple 2.2 Reprenant l’exemple cité ci-dessus

(ce) =



− 30 26 50 40
− − 24 40 50
− − − 24 26
− − − − 30
− − − − −


.

Soit la valeur dual λ = (0, 0,−15, 0, 0, 0), la matrice ce des coûts réduit est

ce = ce − λi − λj =



− 30 41 50 40
− − 39 40 50
− − − 39 41
− − − − 30
− − − − −


.

La solution optimale 1-arbre est calculée en prenant les deux arêtes à coût minimal
sortant du sommet 1, i.e ; l’arête (1, 2) et (1, 5), plus les arêtes d’ un arbre optimal des
sommets {2, 3, 4, 5}, qui est donné par les arrêtes (4, 5), (2, 3) et (3, 4).

Il se trouve que la solution optimale 1-arbre 1− 2− 3− 4− 5− 1, est aussi un tour, donc
une solution optimale.

w(λ) = (30 + 39 + 39 + 30 + 40)− 2∑λi = 178− 30 = 148
w(λ) = 148 ≤ z alors est une solution optimale.
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Ce chapitre est consacré aux méthodes d’optimisation de type sous-gradient qui peuvent
être utilisées pour résoudre le problème dual Lagrangien (D) (donné par (2.3)) de la pro-
grammation en nombres entiers, (ILP ) définie par (2.1) où la fonction objectif w n’est pas
différentiable en tout point.

3.1 Introduction

Les problèmes d’optimisation non différentiable, même en l’absence de contraintes, sont
en général très difficiles à résoudre. Les méthodes de sous-gradient sont une généralisa-
tion naturelle des méthodes de gradient au cas non différentiable en remplaçant le gra-
dient par un sous-gradient arbitraire. Elles ont été introduites dans les années 60 par N.Z.
Shor [N.Z. Shor(1962)] pour la minimisation sans contrainte de fonctions convexes. Les
premiers résultats de convergence sont dus à [B.T. Polyak (1967), B.T. Polyak (1969)] ou
[A.S. Nemirovskii (1978)]. Une référence classique qui présente un aperçu général des pre-
miers développements sur les méthodes sous-gradient est le livre de Shor [N.Z. Shor(1985)].
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3.1. Introduction

Le succès de ces méthodes est dû à la simplicité de leur mise en œuvre, en particulier
en grande dimension. Bien qu’elles soient largement utilisées en optimisation non différen-
tiable, elles souffrent de plusieurs inconvénients : contrairement aux méthodes de gradient
en optimisation différentiable, ce ne sont pas des méthodes de descente. Cela peut conduire
à des phénomènes oscillatoires (zig-zag) et à de mauvaises performances numériques. On ne
dispose pas de critère d’arrêt naturel et implémentable permettant de détecter l’optimalité.
Enfin, leur vitesse de convergence est en général assez faible (sous-linéaire).

La méthode d’optimisation de sous-gradient est une procédure itérative qui peut être uti-
lisée pour résoudre le problème de la maximisation d’une fonction concave non-différentiable
w(λ) sur un ensemble convexe fermé Ω, i.e.,maxλ∈Ω w(λ) en utilisant la procédure générique
suivante :

1. Choisissez un point initial λ0 ∈ Ω.

2. Construire une séquence de points
(
λk
)
k
⊂ Ω qui converge finalement à une solution

optimale en utilisant la règle λk+1 = PΩ
(
λk + tks

k
)
, où PΩ (.) est un opérateur de

projection sur l’ensemble Ω et tk est un scalaire positif appelé pas et sk est un vecteur(
direction de déplacement), qui doit être déterminé à chaque itération k.

3. Remplacer k par k + 1 et répétez le processus jusqu’à certains critères d’arrêt.

La direction sk qui doit être déterminée à chaque itération de la procédure joue un rôle
important afin d’être en mesure d’obtenir un résultat souhaité. Selon une stratégie particu-
lière pour trouver la direction du déplacement, deux types de méthodes d’optimisation de
sous-gradient sont discutés ici, à savoir la méthode de sous-gradient pur et la méthode de
sous-gradient dévié.

La méthode du sous-gradient pur utilise un sous-gradient (la définition formelle sera don-
née à la section 3.2) de la fonction objectif à chaque point comme direction de progression,
pour générer une séquence d’itérations formant un angle obtus avec la direction précédente
de déplacement, alors un phénomène de zig-zag va apparaitre (voir Figure 3.1). Un tel
phénomène pourrait se manifester à n’importe quel étape de l’algorithme du sous-gradient
provoquant une convergence lente de la procédure. A fin de surmonter cette difficulté, une
procédure de sous-gradient dévié est utilisée dans laquelle la direction dévié est calculée en
combinant le sous-gradient courant avec la direction précédente. Cette stratégie est appelée
méthode du sous-gradient dévié et c’est l’objet de la section (4.2). Nous devons toujours
projeter les points d’itération générés par la procédure de sous gradient pur ou dévié sur
l’ensemble Ω afin de maintenir l’admissibilité.
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3.2. La méthode du sous-gradient pur

λk−1

λk

λk+1

sk−1

sk

Figure 3.1 – Phénomene de zig-zag.

3.2 La méthode du sous-gradient pur

3.2.1 Introduction

La valeur maximale d’une fonction concave différentiable peut être généralement déter-
minée par les méthodes du gradient. Une méthode du gradient, par exemple la méthode de
la plus grande pente, trouve une solution optimale du problème maxλw(λ) par méthode ité-
rative dans laquelle, à partir de λ0, une suite de λk convergeant finalement vers une solution
optimale est construite selon la relation

λk+1 = λk + tk∇w(λk),

où tk ∈ R+ est un pas approprié et ∇w(λk) est le vecteur gradient de w en λk. Pour plus de
détails sur ce sujet et sur des sujets connexes, le lecteur peut se référer à [J. Nocedal (1999)].

Dans le cas de notre problème, les gradients sont remplacés par des sous-gradients afin
d’utiliser la structure de la concavité de la fonction duale.

Définition 3.1 (sous-gradient) : Soit f : Rm → R une fonction concave 1 . Un vecteur
s ∈ Rm est appelé sous-gradient de f au point x ∈ X si

f (x) ≤ f (x) + s> (x− x) ∀x ∈ Rm. (3.1)

Définition 3.2 (sous-différentiel) : L’ensemble de touts les sous-gradient de f au point
x notée ∂f(x)

∂f(x) =
{
s : f (x) ≤ f (x) + s> (x− x) ∀x ∈ Rm

}
est appelé le sous-différentiel de f au point x .

1. Pour une fonction convexe l’inégilaté dans la relation ( 3.1) est inversée.
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3.2. La méthode du sous-gradient pur

Si ∂f(x) est non vide, on dit que f sous-différentiable en x. On sait qu’une fonction
concave est sous-différentiel à chaque point de l’intérieur de son domaine. En outre, son
sous-différentiel est un ensemble convexe, fermé et borné non vide. Une fonction concave
n’est pas nécessairement différentiable à tous les points de son domaine. Comme le montre
le théorème suivant, si une fonction concave est différentiable en un point x alors ∇f(x)
est un sous-gradient de f en ce point. En ce sens, le sous-gradient est considéré comme
un gradient généralisé d’une fonction concave. Pour une étude exhaustive au calcul sous-
différentiel nous renvoyons le lecteur aux ouvrages classiques [R.T. Rockafellar (1970)] et
[V.F. Dem’yanov(1985)].

Théorème 3.1 Soit f : Rm → R concave et différentiable. Alors, ∇f(x) ∈ ∂f(x) ∀x ∈ Rm.

Preuve Il suffit de montrer que pour tout x ∈ Rm

f(x) ≤ ∇f(x)(x− x) + f(x) ∀x ∈ Rm.

Pour x = x, cette inégalité tient évidemment. Nous devons donc considérer seulement le cas
x 6= x. Puisque f est différentiable, la dérivée directionnelle de f en x dans la direction de
x− x, donnée par

limt→0+
f(x+ t(x− x))− f(x)

t
,

existe et est égal à ∇f(x)(x−x). Puisque f est concave, ce qui suit est valable pour t ∈ (0, 1)

f(x)− f(x) = tf(x) + (1− t)f(x)− f(x)
t

≤ f(tx+ (1− t)x)− f(x)
t

= f(x+ t(x− x))− f(x)
t

,

ce qui implique

f(x)− f(x) ≤ limt→0+
f(x+ t(x− x))− f(x)

t
= ∇f(x)(x− x).

Ceci termine la preuve.
Notons que, la définition de la concavité signifie qu’un sous gradient est un vecteur de

l’hyperplan supportant l’hypographe de f en (x, f(x)), où l’hypographe de f est

hyp f =
{

(x, z) ∈ Rm+1 : z ≤ f(x)
}
,

qui est un ensemble convexe fermé.
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3.2. La méthode du sous-gradient pur

Si la fonction concave f est également différentiable en x, alors on sait qu’un tel hyperplan
support est uniquement déterminé par le gradient ∇f(x). Cela signifie que le sous-gradient
de f en x est déterminé de manière unique et donné par∇f(x). Nous avons donc le théorème
suivant.

Théorème 3.2 Si ∇f(x) existe, alors ∂f(x) est un singleton et ∂f(x) = {∇f(x)}.

Cependant, à un point x où la fonction est non différentiable, nous pouvons avoir un nombre
infini d’éléments dans l’ensemble sous-différentiel.

Exemple 3.1 Soit f : x ∈ R 7→ |x|. Calculons les sous-gradients de f (convexe) en tout
point x de R.

Dans R2, les hyperplans d’appui sont des
droites et les sous-gradients associés sont leurs
coefficients directeurs.

∂f(x) =


{1} si x < 0
{−1} si x > 0
[−1, 1] si x = 0.

Théorème 3.3 Le sous-différentiel ∂f(x) de f en x ∈ Rn est un ensemble convexe.

Preuve Supposons que s1, s2 ∈ ∂f(x). Alors

sT1 (y − x) ≥ f(y)− f(x), ∀y ∈ Rn

et
sT2 (y − x) ≥ f(y)− f(x), ∀y ∈ Rn

Donc, pour tout t ∈ [0, 1] et y ∈ Rn nous avons,

[ts1 + (1− t)s2]T (y − x) = tsT1 (y − x) + (1− t)sT2 (y − x)

≥ t (f(y)− f(x)) + (1− t) (f(y)− f(x))

= f(y)− f(x),

qui, par la définition d’un sous-gradient, on a

ts1 + (1− t)s2 ∈ ∂f(x),

et ceci complète la preuve.
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3.2. La méthode du sous-gradient pur

Théorème 3.4 Une condition nécessaire et suffisante pour que x∗ ∈ Rn soit un maximum
d’une fonction concave f sur Rn est 0 ∈ ∂f(x∗).

Preuve Par la définition du sous-gradient, 0 ∈ ∂f(x∗) pour x ∈ Rn si et seulement

f(x) ≤ f(x∗) + 0(x− x∗) ∀x ∈ Rn,

Ce qui est équivalent à
f(x) ≤ f(x∗) ∀x ∈ Rn.

Remarque 3.1 La condition 0 ∈ ∂f(x∗) est une généralisation de la condition stationnaire
usuelle ∇f(x∗) = 0 dans le cas différentiable.

3.2.2 L’algorithme de sous-gradient pur

Le schéma standard de la méthode sous-gradient de base pour résoudre (D) est le sui-
vant :

On commence par un certain point λ0 et on construit une séquence de points {λk} selon
la règle

λk+1 = P+
(
λk + tks

k
)
, k = 0, 1, 2, ... (3.2)

où sk est le sous gradient de w au point λk, tk est le pas, et P+ est l’opérateur projection,
de Rm sur Rm

+ c-à-d :

P+ (λ) = max(0, λ) = (max(0, λ1), ...,max(0, λm))>.

Le théorème suivant donne une méthode simple de calcul des vecteurs sous-gradient à
chaque point.

Théorème 3.5 Soit xλ une solution optimale du problème (Lλ). Alors : s = A1xλ − b1 est
un sous-gradient de w au point λ.

Preuve On a :
w(λ) = cTxλ + λ>(A1xλ − b1)

Pour µ ∈ Rm
+ , nous avons :

w (µ) = min
x∈X

(cTx+ µ>(A1x− b1)
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3.3. Choix des pas tk

≤ cTxλ + µ>(A1xλ − b1)

= cTxλ + λ>(A1xλ − b1) + (A1xλ − b1)>︸ ︷︷ ︸ (µ− λ)

= w(λ) + s> (µ− λ) ,

donc s = A1xλ − b1 est un sous-gradient de la fonction dual w.
À un point donné, nous n’avons aucun sous-gradient unique de la fonction. Cela pose

certaines difficultés en ce qui concerne la construction d’une bonne procédure itérative qui
utilise un vecteur de sous gradient comme direction de progression.

En général dans le cas différentiable, il est bien connu que le vecteur gradient est un
vecteur de descente, ce n’est pas le cas pour un vecteur de sous-gradient et donc la procédure
d’itération de la méthode de sous-gradient n’améliore pas nécessairement la valeur de la
fonction objectif à certaines étapes. En conséquence, les techniques de recherche linéaire
dans le cas différentiable ne sont pas applicables pour déterminer une longueur de pas
appropriée tk dans la procédure de sous-gradient.

3.3 Choix des pas tk
L’algorithme suivant de type sous-gradient est une méthode itérative qui génère une

suite de points {λk} où λ1 est un point initial choisi dans X.

Algorithm 1 (Algorithme sous-gradient pour le dual Lagrangien )
1. Choisissons un vecteur initiale λ1, et posons v1 = −∞, k = 1.

2. Déterminer un vecteur du sous-gradient sk à xk en résolvant le sous-problème Lagran-
gien

(Lλ)

 w(λk) = min cTxk + (λk)T (A1x
k − b1)

xk ∈ X.
(3.3)

soit xk la solution de sous-problème (Lλ). Alors sk = A1x
k − b1,

3. Si ‖sk‖ ≤ ε(ε = 10−4). STOP. w∗ = vk. Sinon aller à l’étape 4.

4. Soit
λk+1 = P+(λk + tks

k), (3.4)

et
vk+1 = max(vk, w(λk)), (3.5)

posons k = k + 1, et aller à l’étape 2.
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3.3. Choix des pas tk

Nous avons le lemme de base suivante de la procédure 1.

Lemme 3.1 soit λ∗ ≥ 0 une solution optimal pour (D), alors pour tout k ,on a

w(λ∗)− vk ≤
‖λ1 − λ∗ ‖2 +

k∑
i=1
t2i

2
k∑
i=1

(
ti

‖ si ‖

) . (3.6)

Preuve puisque si est un sous gradient de w à λi nous avons :

w (λ∗) ≤ w
(
λi
)

+
(
si
)> (

λ∗ − λi
)
.

Ainsi,

‖λi+1 − λ∗ ‖2 =
∥∥∥P+

(
λi + ti

si

‖si‖

)
− P+ (λ∗)

∥∥∥2

≤
∥∥∥λi + ti

si

‖si‖ − λ
∗
∥∥∥2

= ‖λi − λ∗ ‖2 + 2
(

ti
‖ si ‖

)
(si)> (λi − λ∗) + t2i

≤ ‖λi − λ∗ ‖2 + 2
(

ti
‖ si ‖

)
(w(λi)− w(λ∗)) + t2i

, (3.7)

additionnons (3.7) pour i = 1, ..., k, on obtient :

0 ≤
∥∥∥λk+1 − λ∗

∥∥∥2

≤
∥∥∥λ1 − λ∗

∥∥∥2
+

k

2
∑
i=1

(
ti

‖ si ‖

) [
w(λi)− w(λ∗)

]
+

k∑
i=1
t2i ,

donc
w(λ∗)− vk = w (λ∗)− max

i=1,...,k
w(λi)

≤

k∑
i=1

(
ti

‖ si ‖

)
[w(λ∗)− w(λi)]

k∑
i=1

(
ti

‖ si ‖

)

≤
‖λ1 − λ∗ ‖2 +

k∑
i=1
t2i

2
k∑
i=1

(
ti

‖ si ‖

) .

Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature pour choisir la suite des pas
tk pour que la méthode de type sous-gradient converge. Dans la suite, nous allons discuter
certains d’entre eux.
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3.3. Choix des pas tk

Règle (1) : Pour un pas tk = ε où ε > 0 ( on a pas constant indépendant de k ).
Règle (2) : Une règle classique garantissant la convergence théorique de l’algorithme

consiste à choisir une série divergente de carré sommable pour le pas qui satisfait :
+∞∑
tk

k=1

2
< +∞ et

+∞∑
tk

k=1
= +∞,

Règle (3) : Dans [B.T. Polyak (1967)], Polyak à démontré que la suite
{
w(λk)

}
converge

vers la valeur optimale w∗ recherchée si la suite des pas tk satisfait les conditions suivantes

tk −→ 0, k −→∞ et
+∞∑
tk

k=1
= +∞. (3.8)

Notons qu’il existe M > 0 tel que
∥∥∥sk∥∥∥ =

∥∥∥A1x
k − b1

∥∥∥ ≤M pour tout k puisque xk ∈ X
et X est un ensemble fini de nombre entier .

Théorème 3.6 (i) Si la règle (1) est utilisée dans l’algorithme (1) alors

lim
k−→+∞

inf vk ≥ w(λ∗)− 1
2εM . (3.9)

(ii) Si la règle (2) ou la règle (3) pour le choix du pas est utilisée dans l’algorithme (1)
alors

lim
k−→+∞

vk ≥ w(λ∗) . (3.10)

Preuve (i) On note que
∥∥∥sk∥∥∥ ≤M pour tout k, par la relation (3.6) nous avons :

w(λ∗)− vk ≤ ‖λ
1 − λ∗ ‖2 + ε2k

2 εk
M

−→ 1
2εM , (k −→ +∞)

d’où (3.9).
(ii) Si le pas (2) est utilisé, alors par le lemme (3.1) nous avons :

0 ≤ w(λ∗)− vk ≤
‖λ1 − λ∗ ‖2 +

k∑
i=1
t2i

2
k∑
i=1

(
ti
M

) −→ 0 , (k −→ +∞) . (3.11)

Donc (3.11) est vérifiée .
Si le pas (3) est utilisé, nous confirmons que le côté droit de (3.11) converge vers 0. Sinon,

il doit exister η > 0 tels que :

‖λ1 − λ∗ ‖2 +
k∑
i=1
t2i

2
k∑
i=1

(
ti
M

) ≥ η ,∀k,
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3.3. Choix des pas tk

ou
k∑
i=1
t2i − 2

(
η

M

) k∑
i=1
ti ≥ −

∥∥∥λ1 − λ∗
∥∥∥2

,∀k. (3.12)

Comme ti → 0 (i→∞), il existe N1 telle que ti ≤ η
M

où i > N1. Donc :

k∑
i=1
t2i − 2

(
η

M

) k∑
i=1
ti

=
N1∑
i=1
t2i +

k∑
i=N1+1

t2i

− ( η

M

)( k∑
i=1
ti +

k∑
i=1
ti

)

≤
N1∑
i=1
t2i +

(
η

M

) k∑
i=N1+1

ti −
(
η

M

) k∑
i=1
ti +

k∑
i=N1+1

ti


=

N1∑
i=1
t2i −

(
η

M

) k∑
i=1
ti → −∞ (k →∞) .

Ceci contredit 3.12.
Evidemment, un algorithme de sous-gradient basé sur la régle 3 n’offre pas un grand

intérêt en pratique, car la convergence vers un point optimal est généralement excessivement
lente.

C’est pourquoi nous étudierons d’autres procédés de choix des paramètres de dépla-
cement tk qui permettent, sous certaines conditions, d’obtenir de meilleures vitesses de
convergence, et, plus précisément, la règle suivante :

Règle 4 1 : Held, Wolfe et Crowder ont proposé d’utiliser la suite de pas définie comme
suit :

tk = ρk
w − w(λk)
‖sk‖2 , (3.13)

où ρk est un coefficient de relaxation satisfaisant 0 < ρk ≤ 2, sk dénote un sous-gradient de
w à λk et w est une estimation 2 de la valeur optimale w∗, w ≥ w(λk) et sk 6= 0 ∀k.

Sous ces conditions, ils ont démontré que {w(λk)} −→ w ou qu’il existe un k tel que
w(λk) ≤ w. La justification de cette formule est trouvé dans [M.H. Held(1974)].

1. Le pas donnée par (3.13) est généralement connue sous le nom de relaxation ou aussi de pas de Polyak.
2. En pratique, comme on ne connaît pas w∗ (c’est précisément la valeur cherché) on devra se contenter

d’une estimation w de w∗ qui peut être obtenue en appliquant une heuristique au problème primale (ILP )
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3.4 Application au problème TSP

Algorithm 2 (Algorithme de sous gradient pour le dual Lagrangienne au pro-
blème TSP )

1. (Initialisation) : Choisissons n’importe quel λ1 ≥ 0 , posons v1 = −∞ , k = 1.

2. Résoudre le problème Lagrangien
(Lλk) w(λk) = min ∑

e∈E
(ce − λki − λkj )xe + 2∑

i∈V
λki ,

et obtenir un xke solution optimale,
calculons sk = 2− ∑

e∈δ(i)
xe et vk+1 = max(vk, w(λk)),

si sk = 0 on s’arrête et λk est la solution optimale de (D).

3. Calculons
λk+1 = λk + tk

sk

‖sk‖
,

où
tk = ρk

w − w(λk)
‖sk‖2 , 0 < ρk 6 2.

4. Posons k = k + 1, et allons en l’étape 2.

Exemple 3.2

(ce) =



− 30 26 50 40
− − 24 40 50
− − − 24 26
− − − − 30
− − − − −


.

Supposons que nous avons trouvé le tour 1− 2− 3− 4− 5− 1 de coût 148. . Nous utilisons
ρ = 1 et w = 148.
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λk+1 = λk + tk
sk

‖sk‖
= λk + ρw−w(λk)

‖ sk ‖
sk

‖sk‖
= λk + w−w(λk)

‖ sk ‖2 sk

= λk + 148−w(λk)∥∥∥∥∥
(

2−
∑

e∈δ(i)
xe

)∥∥∥∥∥
2

(
2− ∑

e∈δ(i)
xe

)

= λk + 148−w(λk)∥∥∥∥∥
(

2−
∑

e∈δ(i)
xe

) ∥∥∥∥∥
2

(
2− ∑

e∈δ(i)
xe

)
.

Itération 1 : λ1 = (0, 0, 0, 0, 0),
ce − λ1

i − λ1
j = (ce) ,

w(λ1) = 30+26+24+26+24 = 130,(
2− ∑

e∈δ(i)
xe

)
= (0, 0,−2, 1, 1),

λ2 = λ1 + 148−w(λ1)
‖(0,0,−2,1,1) ‖2 (0, 0,−2, 1, 1)

= λ1 + 148−130
6 (0, 0,−2, 1, 1)

= (0, 0,−6, 3, 3) .
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Itération 2 : λ2 = (0, 0,−6, 3, 3),

(
ce − λ2

i − λ2
j

)
=



− 30 32 47 37
− − 30 37 47
− − − 27 29
− − − − 24
− − − − −


,

w(λ2) = 143 +
6∑
i=1
λ2
i = 143,(

2− ∑
e∈δ(i)

xe

)
= (0, 0,−1, 0, 1) ,

λ3 = λ2 + 148−w(λ2)
‖(0,0,−1,0,1) ‖2 (0, 0,−1, 0, 1)

= λ2 + 148−143
2 (0, 0, 1, 0,−1)

= (0, 0,−8.5, 3, 5.5) .

Itération 3 : λ3 = (0, 0,−8.5, 3, 5.5),

(
ce − λ2

i − λ2
j

)
=



− 30 43.5 47 34.5
− − 32.5 37 44.5
− − − 29.5 29
− − − − 21.5
− − − − −


,

w(λ3) = 147.5 +
6∑
i=1
λ3
i = 147.5.

Comme les données de notre problème sont entières, w∗ ≤ dw(λ3)e = d147.5e = 148 est
solution admissible de coût 148, on obtient alors le tour optimale 1− 2− 3− 4− 5− 1.
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CHAPITRE 4 Une nouvelle méthode de sous

gradient dévié
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous reconsidérons le programme linéaire en nombre entier suivant :

(ILP )


z∗ = min c>x

s.t. A1x ≤ b1

x ∈ X =
{
x ∈ Zn+ : A2x ≤ b2

}
,

(4.1)

où x est un vecteur n × 1, Zn+ est l’ensemble des entiers positifs, c , b1, b2, A1 et A2 sont
des matrices n × 1, m × 1, k × 1, m × n et k × n respectivement. Nous supposons que le
problème (ILP ) est réalisable et que X est un ensemble borné et fini. Nous rappelons que
le problème (ILP ) est le problème primal et z∗ est la valeur optimale primale. ainsi les
contraintes A2x ≤ b2 sont les contraintes faciles, dans le sens où un programme linéaire en
nombre entier avec seulement ces contraintes est facile à résoudre. Nous rappelons aussi que
la dualité Lagrangienne [M.S. Bazaraa (1981)] est la méthode la plus utile pour résoudre
(ILP ). Le problème dual Lagrangien est obtenu par l’approche de la relaxation Lagran-
gienne [M.L. Fisher (1985)], où les contraintes A1x ≤ b1 qui sont appelées les "contraintes
compliquées", sont relâchées en introduisant un vecteur multiplicateur λ ∈ Rm

+ , appelé "mul-
tiplicateur de Lagrange".
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4.2. Algorithme sous-gradient dévié

Nous rappelons les formulations de problème de relaxation Lagrangienne (Lλ) et le pro-
blème dual (D) :

(Lλ)

 w (λ) = min c>x + λ> (A1x− b1)
s.t. x ∈ X,

(4.2)

(D)

 w∗ = maxw (λ)
λ ≥ 0.

(4.3)

Comme nous l’avons mentionné dans les chapitres précédents et avec certaines hypo-
thèses convenables, la valeur optimale duale w∗ est égale à z∗ (la dualité forte). En général,
w∗ fournit une borne inférieure de z∗. Ces bornes peuvent être utiles dans l’évaluation
des nœuds dans des méthodes exactes telles que l’algorithme "Branch and Bound" pour
trouver la solution optimale de (ILP ). La fonction w(λ) est continue et concave mais non
différentiable. La méthode la plus largement adoptée pour résoudre le problème duale est
l’optimisation du sous-gradient, voir par exemple [B.T. Polyak (1967)], [N.Z. Shor(1985)],
[A. Nedic(2010)], [Y. Nestrov (2014)] et [Y. Hu(2015)]. La méthode d’optimisation du sous-
gradient pur est une procédure itérative qui peut être utilisée pour résoudre le problème de
maximisation (minimisation) d’une fonction concave (convexe) non différentiable w(λ) sur
un ensemble convexe fermé Ω. Cette procédure est utilisé dans divers domaines de la science
et l’ingénierie [S. Sra(2012)].

Dans le contexte de la relaxation Lagrangienne, le calcul de la direction du sous-gradient
sk et de la projection PΩ

(
λk + tks

k
)

(Ω = Rm
+ ) est un problème relativement facile. Puisque

le sous-gradient sk n’est pas nécessairement une direction de descente, le choix de pas tk
diffère de ceux donnés dans des méthodes de descente. En fait, ce choix assure la diminution
de la sous-séquence

(∥∥∥λk − λ∗∥∥∥)
k
ainsi que la convergence de

(
λk
)
k
à λ∗. Cependant, il est

impossible de connaître à l’avance la valeur de w∗ pour la plupart des problèmes. Pour
ce faire, le moyen le plus efficace consiste à utiliser les méthodes de la variable cible ("the
variable target value methods") développées dans [S. Kim (1990), F. Fumero (2001)] and
[H.D. Sherali(2000)].

4.2 Algorithme sous-gradient dévié

Un autre défi dans l’optimisation de sous-gradient est le choix de la direction de recherche
qui affecte la performance de calcul de l’algorithme. On sait que le choix de la direction
du sous-gradient sk conduit au phénomène de zig-zag qui pourrait ralentir la procédure
d’exploration vers l’optimalité [M.S. Bazaraa (2006)]. Pour surmonter cette situation, dans
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4.2. Algorithme sous-gradient dévié

l’esprit de la méthode du gradient conjugué [J. Nocedal (1999), R. Fletcher (1964)], nous
pouvons adopter une direction de recherche qui dévie la direction du sous-gradient pure.
Par conséquent, la direction de recherche dk à λk est calculée comme suit :

dk = sk + Ψkd
k−1, (4.4)

où Ψk ≥ 0 est un paramètre de déviation, sk est un sous-gradient de la fonction w à λk et
dk−1 est la direction précédente (d0 = 0). Ensuite, la nouvelle itération est calculée comme
suit :

λk+1 = P+
(
λk + tkd

k
)
. (4.5)

Définition 4.1 Soit tk un scalaire positif et dk ∈ Rn. On dit que la procédure

λk+1 = PΩ(λk + tkd
k), k = 0, 1, 2, ...

forme un zig-zag, si λk, λk+1 ∈ Ω, l’angle entre les directions dk+1 et dk est obtus, i.e.,
dk+1dk < 0.

L’algorithme 3 donne une description détaillée de la méthode du sous gradient dévié.

Algorithm 3 (sous gradient dévié)
1. Choisir un vecteur initiale λ1, et soit k = 1, dk = 0.

2. Déterminer un sous-gradient sk ∈ ∂w(uk)

dk = sk + Ψkd
k−1 (4.6)

λk+1 = P+(λk + tkd
k) (4.7)

Les règles pour déterminer ψk et tk seront données plus tard.

Répéter la procédure à partir de l’étape 2 tant que le test d’arrêt n’est pas vérifie.

3. Si une condition d’arrêt n’est pas encore prise,on revient à l’étape 2.↪→ Test

Un comportement important de la procédure du sous-gradient est que, à chaque itération,
la direction du sous gradient sk forme un angle aigu avec (λ∗−λk). Toutefois, selon plusieurs
travaux (voir par exemple,[P.M. Camerini(1975)] et [H.D. Sherali(1989)], l’angle entre la
direction du sous-gradient sk peut former un angle obtus avec la direction précédente sk−1.
Ce qui peut forcer le prochain itéré de devenir proche du précédent.
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4.2. Algorithme sous-gradient dévié

Ce phénomène peut évidemment ralentir la convergence de la procédure.
De tel phénomène de zig-zag pourrait se manifester à n’importe quelle étape de la

procédure du sous-gradient et ralentir le processus de recherche. Afin d’éviter un tel com-
portement, P.M. Camerini et al [P.M. Camerini(1975)] ont proposé une modification de la
méthode de sous-gradient pur dans lequel la direction du sous-gradient sk à l’itération k est
remplacé par une direction sous-gradient dévié dkTGM , donnée par :

dkMGT = sk + ΨMTG
k dk−1

MGT . (4.8)

Avec le paramètre de déviation ΨMTG
k est donné par :

ΨMGT
k =


−ηk

skdk−1
MGT

‖dk−1
MGT‖

2 if skdk−1
MGT < 0,

0 sinon,
(4.9)

où 0 < ηk ≤ 2 et dk−1
TGM = 0 pour k = 0.

Il existe diverses formes du choix du paramètre de déviation différentes de celle proposée
par Camerini et al, H.D. Sherali et al [H.D. Sherali(1989)] ont proposé de choisir la direc-
tion de déviation comme la bissectrice de l’angle formé par le sous-gradient actuel sk et
la direction précédente. Pour obtenir cette direction, le paramètre de déviation est calculé
selon

ΨADS
k = ‖sk‖

‖dk−1
ADS‖

. (4.10)

Avec ce choix du paramètre de déviation ΨADS
k , la direction devient :

dkADS = sk + ΨADS
k dk−1

ADS. (4.11)

où dk−1
ADS = 0 pour k = 0.
On appelle cette stratégie direction moyenne(Average Direction Strategy).
Dans le reste de ce chapitre, nous présentons une nouvelle direction de recherche dé-

viée comme une combinaison convexe de la direction dkMGT (4.8) et de la direction dkADS

(4.11). Notre principal résultat est l’identification du paramètre de combinaison convexe
qui force l’algorithme pour une meilleure recherche de déviation que ceux donnés dans le
sous-gradient pur, MGT et ADS. Pour une comparaison numérique de notre approche et les
deux techniques concurrentes MGT et ADS, nous avons opté pour le problème de voyageur
de commerce (TSP) où son importance vient de la richesse de son application et le fait que
c’est un exemple typique d’autres problèmes d’optimisation combinatoire [M. Diaby (2016)]
et [N.A. El-Sherbeny(2010)].
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4.3. La nouvelle modification de la méthode de sous-gradient déviée

4.3 La nouvelle modification de la méthode de sous-

gradient déviée

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode de sous-gradient dévié modifié
(NMDS) qui détermine la direction de recherche comme suit :

dk = (1− αk)dkMGT + αkd
k
ADS , αk ∈ (0, 1) . (4.12)

On obtient alors le paramètre de déviation suivant :

Ψk =


−ηk(1−αk)skdk−1+αk‖sk‖‖dk−1‖

‖dk−1‖2 si skdk−1 < 0,

0 sinon,
(4.13)

Par conséquent dk = sk + Ψkd
k−1.

Considérons l’algorithme de sous-gradient dévié donné dans l’algorithme 3. La proposi-
tion suivante étend les propriétés importantes du vecteur de sous-gradient sk et la direction
du sous-gradient dévié dkMGT à la nouvelle direction de sous-gradient déviée dk(4.12). Avec
un meilleur choix du paramètre tk, dk−1 construit un angle aigu avec λ∗ − λk et dk. Nous
obtenons également la diminution de la sous-suite (‖λ∗ − λk‖)k.

Proposition 4.1 Soit sk ∈ ∂w(λk) , dk la nouvelle direction de sous-gradient déviée donnée
par (4.12) et (4.13) et soit {λk} la suite générée par le schéma du sous-gradient dévié. Si
nous prenons 0 < ηk ≤ 2 avec un pas tk tel que

0 < tk <
w∗ − w(λk)
‖dk‖2 , ∀k = 0, 1, 2, ... (4.14)

alors,

1.
dk−1

(
λ∗ − λk

)
≥ 0, (4.15)

2. ∥∥∥λk+1 − λ∗
∥∥∥ ≤ ∥∥∥λk − λ∗∥∥∥ , (4.16)

3.
dkdk−1 ≥ 0.

pour tout k tel que les λk sont des points non optimaux et λ∗ est une solution optimale.

Preuve
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1. La preuve est établie par récurrence sur k. Puisque nous commençons par d0 = 0, le
cas k = 1 est trivial. Maintenant, supposons que nous avons

dk−2
(
λ∗ − λk−1

)
≥ 0,∀k ≥ 2, (4.17)

et montrons la relation (4.15). En utilisant la définition de dk−1, on obtient que

dk−1
(
λ∗ − λk

)
= dk−1

(
λ∗ − λk−1 + λk−1 − λk

)
= dk−1

(
λ∗ − λk−1

)
+ dk−1

(
λk−1 − λk

)
=

(
sk−1 + Ψk−1d

k−2
) (
λ∗ − λk−1

)
+ dk−1

(
λk−1 − λk

)
= sk−1

(
λ∗ − λk−1

)
+ Ψk−1d

k−2
(
λ∗ − λk−1

)
+ dk−1

(
λk−1 − λk

)
.

A partir de la concavité de la fonction w (·), l’hypothèse de récurrence (4.17) et les
inégalités dans (4.14), nous obtenons

dk−1
(
λ∗ − λk

)
≥

(
w∗ − w(λk−1)

)
− dk−1

(
λk − λk−1

)
. (4.18)

Comme le vecteur λk−PΩ(λk−1+tk−1d
k−1) est perpendiculaire à l’hyperplan de support

de Ω = Rm
+ à λk, l’angle à λk est obtus (voir Figure 4.1). On en déduit que

dk−1(λk − (λk−1 + tk−1d
k−1)) ≤ 0,

ce qui est équivalent à

− dk−1(λk − λk−1) ≥ −tk−1‖dk−1‖2 (4.19)

En substituant (4.19) dans (4.18) nous obtenons

dk−1
(
λ∗ − λk

)
≥
(
w∗ − w(λk−1)

)
− tk−1‖dk−1‖2 ≥ 0. (4.20)

2. On a
∥∥∥λ∗ − λk+1

∥∥∥2
=

∥∥∥λ∗ − PΩ(λk + tkd
k)
∥∥∥2

≤
∥∥∥λ∗ − λk − tkdk∥∥∥2

=
∥∥∥λ∗ − λk∥∥∥2

+ t2k
∥∥∥dk∥∥∥2

− 2tkdk
(
λ∗ − λk

)
=

∥∥∥λ∗ − λk∥∥∥2
+ tk

[
tk
∥∥∥dk∥∥∥2

− 2dk
(
λ∗ − λk

)]
.
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Figure 4.1 – Illustration dans un cas bidimensionnel.

Figure 4.2 – Cas où sk est dévié car il a formé un angle obtus avec dk−1 et la direction
dkNMDS est meilleure par rapport aux autres directions dkADS et dkMGT .
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De la concavité de w, les inégalités dans (4.14) et en appliquant (4.15) dans la propo-
sition (4.1), on obtient respectivement les relations suivantes :

tk
∥∥∥dk∥∥∥2

≤ w∗ − w(λk) ≤ 2
(
w∗ − w(λk)

)
≤ 2sk

(
λ∗ − λk

)
≤ 2dk

(
λ∗ − λk

)
.

Il en résulte que
tk
∥∥∥dk∥∥∥2

− 2dk
(
λ∗ − λk

)
≤ 0.

Par conséquent, ∥∥∥λ∗ − λk+1
∥∥∥ ≤ ∥∥∥λ∗ − λk∥∥∥ .

3. Si skdk−1 ≥ 0 alors dk = sk et par conséquent, la relation suit. Ainsi, considérons le
cas skdk−1 < 0. Nous avons alors

dkdk−1 =
(
sk + Ψkd

k−1
)
dk−1

= skdk−1 + Ψk

∥∥∥dk−1
∥∥∥2

= skdk−1 − ηk (1− αk) skdk−1 + αk
∥∥∥sk∥∥∥ ∥∥∥dk−1

∥∥∥
= (−αk + ηkαk(1− αk) + αk)

∥∥∥sk∥∥∥ ∥∥∥dk−1
∥∥∥

= ηkαk (1− αk)
∥∥∥sk∥∥∥ ∥∥∥dk−1

∥∥∥
≥ 0.

Cela complète la prouve.
L’importance de la proposition (4.1) repose sur le fait que le choix du paramètre de

déviation Ψk en utilisant la règle (4.13) avec 0 < ηk ≤ 2 force la direction de sous-gradient
déviée actuelle à former toujours un angle aigu avec la direction précédente et, par consé-
quent, cette méthode réduire le phénomène de zig-zag. Notons que le choix du vecteur de
direction déviée dkMGT est toujours au moins aussi bon que la direction du vecteur sous
gradient sk. Si 1 ≤ ηk ≤ 2, alors dkMGTd

k−1
MGT ≥ 0. [P.M. Camerini(1975)].

Le théorème (4.1) ci-dessous montre qu’avec un choix particulier du paramètre de com-
binaison convexe αk et du paramètre ηk, la direction du vecteur de sous gradient dévié dk

est toujours au moins aussi bonne que la direction dkMGT dans le sens où dk peut former un
angle plus aigu avec la meilleure direction vers une solution optimale que dkMGT (voir Figure
4.2), qui améliore la vitesse de convergence. Les deux lemmes ci-dessous sont nécessaires
pour la preuve de notre résultat principal.
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Lemme 4.2 Soit sk ∈ ∂w(λk) et fixé αk = − cos(sk, dk−1) si skdk−1 < 0. Avec l’hypothèse
dans (4.14) et laisser

0 < ηk ≤
1

2− αk
, (4.21)

alors
dk
(
λ∗ − λk

)
≥ dkMGT

(
λ∗ − λk

)
pour tout k. (4.22)

Preuve En utilisant (4.8), (4.11) et (4.12) on obtient la relation suivante :

dk
(
λ∗ − λk

)
− dkMGT

(
λ∗ − λk

)
= (1− αk)dkMGT

(
λ∗ − λk

)
+ αkd

k
ADS

(
λ∗ − λk

)
− dkMGT

(
λ∗ − λk

)
= αk

[
dkADS

(
λ∗ − λk

)
− dkMGT

(
λ∗ − λk

)]
= αk

[(
sk + ΨADS

k dk−1
) (
λ∗ − λk

)
−
(
sk + ΨMGT

k dk−1
) (
λ∗ − λk

)]
= αk

(
ΨADS
k −ΨMGT

k

)
dk−1

(
λ∗ − λk

)
.

De (4.9) et (4.10) il s’ensuit que :

ΨADS
k −ΨMGT

k =

∥∥∥sk∥∥∥ ∥∥∥dk−1
∥∥∥

‖dk−1‖2

[
1 + ηkcos(sk, dk−1)

]
. (4.23)

En utilisant la dernière égalité et l’application de la proposition (4.1) nous obtenons (4.22).

Lemme 4.3 Sous la même hypothèse du lemme (4.2), nous avons∥∥∥dk∥∥∥ ≤ ∥∥∥dkMGT

∥∥∥ pour tout k. (4.24)

Preuve Si skdk−1 ≥ 0 alors Ψk = 0 et donc (4.24) détient évidemment et on a simplement
dk = dkMGT . Dans le cas où skdk−1 < 0, alors :∥∥∥dk∥∥∥2

−
∥∥∥dkMGT

∥∥∥2
=

∥∥∥sk + Ψkd
k−1

∥∥∥2
−
∥∥∥sk + ΨMGT

k dk−1
∥∥∥2

=
(

Ψ2
k −

(
ΨMGT
k

)2
) ∥∥∥dk−1

∥∥∥2
+ 2

(
Ψk −ΨMGT

k

)
skdk−1

=
(
Ψk −ΨMGT

k

) [(
Ψk + ΨMGT

k

) ∥∥∥dk−1
∥∥∥2

+ 2skdk−1
]
.

Puisque skdk−1 =
∥∥∥sk∥∥∥ ∥∥∥dk−1

∥∥∥ cos(sk, dk−1) on trouve :∥∥∥dk∥∥∥2
−
∥∥∥dkMGT

∥∥∥2
= α2

k

∥∥∥sk∥∥∥2
(−ηkαk + 1) [ηk (2− αk)− 1] .

Par le choix de ηk tel que nous obtenons∥∥∥dk∥∥∥ ≤ ∥∥∥dkMGT

∥∥∥ .
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Théorème 4.1 Avec les mêmes hypothèses du lemme (4.2), nous avons
(i)

dk
(
λ∗ − λk

)
‖dk‖

≥
dkMGT

(
λ∗ − λk

)
∥∥∥dkMGT

∥∥∥ . (4.25)

(ii) Si les vecteurs dk et dkMGT forment un angle θdk et θdkMGT
, respectivement, avec le

vecteur λ∗ − λk, alors
0 ≤ θdk ≤ θdkMGT

≤ 90◦.

Preuve Conséquence directe des lemmes précédents.

4.4 Résultats numériques

L’algorithme proposé a été appliqué à l’un des problèmes standard de programmation
linéaire en nombre entier dans le domaine de la recherche opérationnelle, à savoir le problème
de voyageur de commerce symétrique (TSPs). Le problème de voyageur de commerce est un
problème d’optimisation combinatoire classique "NP-difficile" [M.R. Garey (1990)]. Il peut
être formulé comme suit : en donnant un ensemble de villes, et les distances entre elles, le
but est de trouver le tour le plus court chemin, tel que visitant chaque ville une seule fois et
revenant à la ville de départ. Pour plus de détails voire [E.L. Lawler (1985)]. Le problème
du TSP peut être énoncé comme suit :

min
m∑
i=1

m∑
j=1
j 6=i

cijxij, (4.26)

sous contraintes
m∑
j=1
xij = 1, i = 1, ...,m, (4.27)

m∑
i=1
xij = 1, j = 1, ...,m, (4.28)

m∑
i∈Q

m∑
j∈Q

xij ≤ |Q| − 1, ∀Q : 2 ≤ |Q| ≤ m− 2, (4.29)

xij = {0, 1} pour tout i, j = 1, ...,m, (4.30)

où les cij sont les coûts du lien (i, j) et Q ⊂ {1, ...,m} . Si X est l’ensemble des 1-arbres
[M.H. Held(1970)], les contraintes de sous-tour (4.29) peuvent être éliminées en insistant sur
le fait qu’un vecteur x satisfaisant les contraintes (4.27), (4.28) et (4.30) doit aussi appartenir
à X.
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En particulier pour le cas symétrique, les contraintes (4.27) et (4.28) peuvent être rem-
placées par (4.31) conduisant à la formulation équivalente suivante de TSPs :

min
m∑
i=1

m∑
j=1
j 6=i

cijxij,

sous contraintes
m∑
j=1
j 6=i

xij +
m∑
j=1
j 6=i

xji = 2 for i = 1, ...,m, (4.31)

x ∈ X.

De là, on obtient la fonction duale suivante, qui doit être maximisé :

w (λ) = min


m∑
i=1

m∑
j=1
j 6=i

(cij + λi + λj)xij, x ∈ X

− 2
m∑
i=1
λi, (4.32)

où λ ∈ Rm est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange.
Étant donné un vecteur λ, si x optimise w(λ), alors un vecteur s dont la ième composante.

si =


m∑
j=1
j 6=i

xij +
m∑
j=1
j 6=i

xji − 2

 (4.33)

est un sous-gradient de w (λ) à λ ([M.S. Bazaraa (2006)] et [M.H. Held(1974)]).
Pour valider la faisabilité et l’efficacité de l’approche proposée, nous l’avons appliquée

sur certaines instances de TSP pris de TSPLIB 1. L’algorithme proposé, MGT et ADS, ont
été implémentés par Matlab et exécutés sur un processeur Intel (R) Core (TM) i517U @
1.70GHz 1.70GHz RAM 4.00GO.

Pour toutes les instances symétriques et pour une comparaison équitable entre les trois
algorithmes, les paramètres suivants ont été choisis :

– Le même multiplicateur initial λ1 = (0, 0, ..., 0)T a été utilisé pour les trois algorithmes.
– Les conditions d’arrêt sont le nombre maximum d’itérations iterMAX = 1000, ou
|w∗ − w(λk)| ≤ ε, où ε est une petite tolérance (ε = 10−2).

– La taille de pas tk est défini selon la formule (3.13).
– Le paramètre δk suit la suggestion Held et Karp, [M.H. Held(1974)], qui fait 0 < δk ≤

2, en commençant par δk = 2. Si après 20 itérations w(λk) n’augmente pas, δk est mis
à jour δk = δk

2 .

1. http ://comopt.ifi.uniidelberg.de/software/TSPLIB95/

55



4.4. Résultats numériques

– Pour l’algorithme MGT, comme mentionné dans [P.M. Camerini(1975)], l’utilisation
de ηk = 1.5 est recommandé et sa justification intuitive ainsi que des résultats de
calcul sont également donnés, ce qui explique les performances de la stratégie MGT
par rapport à l’algorithme de sous-gradient pur, en pratique.

– Pour notre algorithme, la valeur de ηk dépend du paramètre optimal de combinaison
convexe αk comme il est indiqué dans le lemme 4.2, où αk = − cos(sk, dk−1) si skdk−1 <

0. Nous avons utilisé ηk = 1
2− αk

− ε, où ε est une petite valeur arbitraire.
Le tableau 4.1 montre les résultats expérimentaux obtenus par : Stratégie MGT, stratégie
ADS et en appliquant notre algorithme NMDS proposé dans cette thèse avec 11 tests des
instances symétriques entre n = 6 et n = 101 sommets pris à partir de TSPLIB. Pour les
trois stratégies, l’écart de la dualité " GAP" de ces 11 exemples est nul. Cependant, toujours
l’algorithme NMDS surperforme les autres en nombre d’itérations et on temps d’exécution.
Le tableau 4.2 donne des résultats numériques pour 19 tests des instances symétriques entre
131 et 3056 sommets. Ce tableau montre également que notre algorithme donne des résultats
quasi-optimaux pour plusieurs instances. Les en-têtes de colonne sont les suivants : :

– Nom : Indique le nom de l’instance.
– n : Indique la taille du problème.
– w∗ : La meilleure solution connue.
– LB : La meilleure valeur (borne inférieure) obtenue par chaque stratégie.
– Iter : Nombre d’itérations pour lesquelles la meilleure valeur LB est obtenue (limitée
à 1000).

– GAP = w∗ − LB
w∗

.
– CPU : Temps total d’exécution, en seconde pour calculer la meilleure valeur LB
obtenue par chaque stratégie.
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Table 4.2 – Résultats numériques pour 131 ≤ n ≤ 3056 [R. Belgacem (2017)].
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons proposé une nouvelle approche de sous gradient dévié
qui repose sur une combinaisons convexe de la direction du gradient modifié dkMGT et la
direction moyenne dkADS. En identifiant le paramètre optimal de combinaison convexe, la
nouvelle direction déviée réduit à chaque itération, le phénomène de zig-zag. Les études
d’analyse sont cohérentes avec les expériences numériques. De plus, cette méthode peut
être utilisée pour améliorer la convergence dans le domaine de la méthode de sous-gradient
dévié en utilisant la dualité Lagrangienne augmentée [R.S. Burachik (2010)] et les méthodes
dual sous-gradient [E. Gustavsson(2015)]. On peut aussi suivre [C. Lim (2006)] et combiner
cette méthode avec une technique de variable cible "target value method" afin d’avoir une
bonne performance. Enfin, la méthode du sous-gradient est généralement utilisée comme
sub-routine dans l’optimisation exacte, heuristique et méta heuristique, ce qui justifie le
large spectre d’applications de notre approche.
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ANNEXE A
Théorie des graphes

Dans cette thèse nous manipulerons des objets mathématiques : les graphes. Nous
allons donc donner un bref aperçu de la terminologie utilisée dans cette thèse. Plus d’in-
formations de fond peuvent être trouvées dans [D.B. West (1996)], [F. Harary(1996)] et
[G. Chartrand (2005)].

A.1 Notations de base

Graphe : un graphe G = (V,E) est constitué de deux ensembles finis : V , l’ensemble
des sommets de G (ou nœud), qui est un ensemble non vide d’éléments appelés sommets
et E ⊆ V × V est appelé ensemble d’arêtes. La cardinalité de l’ensemble de sommets V
est appelée l’ordre de G, communément désigné par |V |. La cardinalité de l’ensemble des
arêtes E est la taille de G, notée |E|. Un graphe d’ordre n et de taille m est souvent appelé
un (n,m)-graphe. Deux sommets distincts u et v sont adjacents (ou voisins) s’il existe une
arête uv qui les relie. On dit qu’une arête uv est incident aux sommets u et v. Deux arêtes
sont adjacentes si elles sont incidentes à un même sommet. Un graphe est simple s’il y a
au plus un arête entre deux sommets. Dans ce document, les graphes considérés seront des
graphes simples finis.

Degré et voisinage : Soit v un sommet d’un graphe G. Un voisin de v est un sommet
u tel que uv ∈ E.

Le voisinage d’un sommet v dans G, noté NG(v) ou N(v) s’il n’y a pas d’ambiguïté sur
le graphe considéré, est l’ensemble des voisins de v dans G :

NG(v) = {u ∈ V, uv ∈ E} .

Le voisinage fermé d’un sommet v dans G, noté N+
G (v), est le voisinage de v plus le sommet

v lui même : N+
G (v) = NG(v) ∪ {uv}.
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A.1. Notations de base

Le degré d’un sommet v dans G, noté dG(v) est le nombre d’arêtes incidentes à v, c’est-à-
dire le nombre d’arêtes ayant une extrémité égale à v. On a donc dG(v) = |NG(v)|. Le degré
de v est parfois noté d(v) s’il n’y a pas d’ambiguïté sur le graphe considéré. Si d(v) = 0, cela
signifie que v n’est adjacent à aucun autre sommet, alors v est appelé un sommet isolé. Un
sommet de un degré est appelé un point d’extrémité ou d’un sommet de pendentif ou une
feuille. Le degré minimal d’un graphe G est δ(G) = min{d(v) : v ∈ V } et le degré maximal
d’un graphe G est noté 4(G) = max{d(v) : v ∈ V }.

Ensembles indépendants : un ensemble indépendant de G est un sous-ensemble de
sommets U ⊆ V , tel que deux sommets dans U ne sont pas adjacents. Un ensemble indé-
pendant est dit maximal si aucun ensemble indépendant ne le contient correctement. Un
ensemble indépendant de cardinalité maximum est appelé un ensemble indépendant maxi-
mum.

Cliques et stables : Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets
C ⊆ V tel que tous les deux sommets de C sont adjacents dans G. Le nombre de cliques
ω(G) est l’ordre d’une clique maximale de G.

Un stable est un ensemble non vide de sommets S ⊆ V non voisins deux à deux. Autre-
ment dit, pour tous sommets s et t de S, st 6∈ E.

Distance et connectivité : Un chemin d’un graphe G est une suite non vide de
sommets (v1, v2, ..., vk) telle que pour tout 1 ≤ i ≤ k, vivi+1 est une arête de G. Un chemin
constitue un parcours dans le graphe G. Un chemin u0u1...uk est un cycle si et seulement si
k ≥ 3et u0 = uk. Un chemin est appelé simple si tous ses sommets sont distincts. Un cycle
est donc un parcours dans lequel on revient au point de départ. La longueur d’un chemin
ou d’un cycle est le nombre k d’arêtes de celui-ci.

Un graphe G est connexe s’il existe un chemin entre deux sommets distincts de G. Sinon,
le graphe G est déconnecté. La distance entre deux sommets u, v dans G, notée dist(u, v), est
le nombre minimum d’arêtes dans un chemin les reliant. Le diamètre de G, notée diam(G)
est la distance maximale entre deux sommets de G. Un graphe est k−arête-connexe si il y a
k chemins disjoints entre chaque paire de sommets ou, de manière équivalente, on ne peut
séparer deux sommets en enlevant moins de k arêtes.

Isomorphes des graphes : G et H deux graphes. On dit que G et H sont isomorphes
et on note (G ∼= H) s’il y a une bijection ϕ : V → V telle que pour tous sommets u et v de
G on a :

uv ∈ E(G)⇔ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H).
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A.2. Opérations sur les graphes

Figure A.1 – Graphe connexe et non Connexe

u1

u2

u3

u4u5

v1

v2

v3

v4v5

Figure A.2 – Exemple de graphes isomorphes : f(u1) = v1, f(u2) = v3, f(u3) = v5, f(u4) =
v2 et f(u5) = v4.

Nous fournissons un exemple dans la Figure (A.2).

Sous-graphes : un graphe G′ est un sous-graphe partiel de G, noté s’il existe S ⊆ V (G)
et F ⊆ E(G) tels que G′ = (S, F ). Cette relation entre G et G′ est notée G′ ⊆ G. Un
graphe G′ est un sous-graphe induit de G si et seulement s’il existe un ensemble S de
sommets de G tel que G′ = G[S]. Un sous-graphe H est un sous-graphe couvrant ("spanning
subgraph") de G si H contient tous les sommets de G. Étant donné V ′ ⊆ V , le sous-graphe
G′ = G[V ′] = (V ′, E ′) désigne le sous-graphe de G induit par V ′, c’est-à-dire que E ′ contient
tous les arêtes de E qui ont les deux extrémités dans V ′.

A.2 Opérations sur les graphes

Dans les définitions suivantes, nous détaillons quelques opérations sur les graphes bien
connues.

Complément d’un graphe : si G est un graphe simple avec un ensemble de sommets
V (G), son complément G est le graphe simple avec un ensemble de sommets V (G) dans
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A.2. Opérations sur les graphes

Figure A.3 – Graphe et Sous Graphe

Figure A.4 – (a) G, (b) G.

lequel deux sommets sont adjacents si et seulement s’ils ne sont pas adjacents dans G. La
Figure (A.4) illustre un graphe et son complément.

Supprimer un sommet : si v est un sommet du graphe G = (V,E), alors G− v est le
sous-graphe de G induit par l’ensemble des sommets V \{v}.

Supprimer une arête : de manière similaire à l’opération précédente, si e est une arête
du graphe G = (V,E), alors G− e est le graphe (V,E ′), où E ′ est obtenu en supprimant e
de E. Notez que les extrémités de e ne sont pas supprimés de G.

Union de graphe : l’union G = G1 ∪ G2 des graphes G1 et G1 avec les ensembles de
sommets disjoints V1 et V2 et les ensembles des arrêtes E1 et E2 est le graphe avec V = V1∪V2

et V = E1 ∪ E2. Cette opération est parfois également connue explicitement sous le nom
d’union disjointe.

Produit cartésien : le produit cartésien de deux graphes G1 et G2, notée G1�G2, est
le graphe simple K contenant |V (G1)| × |V (G2)| sommets et construit comme suit :

- V (K) = {(u, u′), u ∈ V (G), u′ ∈ V (H)},

- E(K) = {(u, u′)(v, v′), u = v et u′v′ ∈ E(H)} ∪ {(u, u′)(v, v′), u′ = v′ et uv ∈ E(G)}.
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A.3. Quelques classes de graphes

Figure A.5 – (a) Chemin, (b) Cycle.

Figure A.6 – Graphes complets (a) K1, (b) K2, (c) K3, (d) K4, (e) K5.

A.3 Quelques classes de graphes

Dans cette section nous allons définir quelques familles de graphes.
Chemin : un graphe G est appelé chemin, noté Pn, s’il est de la forme :
V (P ) = {v1, ..., vn}, E(P ) = v1v2, ..., vn−1vn (voir la Figure (A.5)(a)).
Cycle : un graphe G est appelé cycle, noté Cn, s’il est de la forme :
V (C) = {v1, ..., vn}, E(C) = v1v2, ..., vn−1vn, vnv1 (voir la Figure (A.5) (b)).

Graphe hamiltonien : un cycle de Hamiltonien est un cycle contenant tous les sommets
du graphe. Un graphe est hamiltonien s’il a un cycle hamiltonien.

Graphe complet : un graphe K est complet si chaque sommet du graphe est relié
directement à tous les autres sommets. Pour n ≥ 0, le graphe complet d’ordre n est noté
Kn. Dans la Figure (A.6), nous donnons cinq exemples de graphes complets.

Graphe planaire : un graphe planaire est un graphe pouvant être dessiné de façon
planaire, c’est-à-dire dessiné sur le plan de telle sorte qu’aucune arête n’en croise une autre.
Par exemple, le graphe complet K5 est un graphe planaire.

Arbre : un arbre A est une graphe connexe sans cycle. Une forêt est un graphe non
connexe dont les composantes connexes sont toutes des arbres. Le graphe de la Figure (A.7)
est un arbre.
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A.3. Quelques classes de graphes

Figure A.7 – Arbre

Figure A.8 – (a) étoile, (b) Chenille.

Graphe étoile : Une étoile généralisée E (appelée simplement étoile) est un arbre où
au plus un sommet est de degré supérieur ou égal à 3. Le degré de ce sommet est le nombre
de branches de E (voir la Figure (A.6) (a))

Chenille : Une chenille C est une arbre pour lequel il existe un chemin P = u0u1u2...uk

tel que pour tout sommet v il existe un sommet ui de P tel que dC(v, ui) ≤ 1. Une chenille
est représentée sur la Figure (A.8) (b), avec le chemin P constitué par les sommets du haut
de la Figure. On observe que ce chemin n’est généralement pas unique.

Graphe biparti : un graphe G est dit biparti s’il existe une partition de V (G) en deux
ensembles non vides U etW telle que toute arête de G relie un sommet de U avec un sommet
deW . Un graphe G est biparti complet si G est biparti en deux ensembles U etW , et si pour
tous u ∈ U et v ∈ W il existe une arête entre u et v. On note Kn,p le graphe biparti complet
tel que n = |U | et p = |W |. La Figure (A.9) est un exemple de graphe biparti complet.

Figure A.9 – Graphe biparti
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A.3. Quelques classes de graphes

Figure A.10 – Un graphe 4-régulier

Graphe régulier : un graphe régulier (resp. k-régulier) est un graphe où tous les sommets
ont le même degré (resp. degré k). Le graphe de la Figure (A.10) est un graphe 4-régulier.
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ANNEXE B Introduction à la théorie de la

NP-complétude

B.1 Introduction

Les problèmes NP-complets recouvrent une très grande partie dans l’optimisation com-
binatoire et la théorie du graphes. Imaginons que l’on ait un ensemble fini d’une part et une
propriété logique "facile" à vérifier d’autre part, la NP-complétude serait alors la question de
savoir s’il existe ou non un élément de cet ensemble satisfaisant cette propriété. Il s’agit donc
d’un problème décisionnel. Le premier problème NP-complet, la satisfiabilité d’une formule
logique binaire, a été établi en 1971 par Stephen Cook. Depuis lors, de nombreux autres
problèmes NP-complets ont été identifiés ou prouvés mais certains (beaucoup en réalité)
sont considérés comme intraitables par les ordinateurs (voir la satisfaction d’une formule
de logique, la coloration d’un graphe, la couverture des sommets, les cycles hamiltoniens).
L’impossibilité de traiter certains problèmes théoriques est liée au fait que P = NP est
toujours au stade de conjecture (elle n’a pas encore été démontré).

B.2 Classification de problèmes : la classe P et de la

classe NP

Pour des raisons de simplicité et techniques aussi, la théorie de la complexité se limite
juste à l’étude des problèmes de décision. L’étude de l’NP-complétude nécessiterait une
connaissance de terminologie (et pas seulement) pratiquement illimitée, de plus qu’il s’agit
d’un domaine de recherche et donc non borné. Ici on fournit uniquement les définitions que
l’on a réputé “ de base ” pour une analyse des problèmes informatiques.
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B.2. Classification de problèmes : la classe P et de la classe NP

B.2.1 Les différents classements

Nous fournirons une image panoramique de diverses classifications de problèmes in-
formatiques. Tous les problèmes de résolution sont effectivement mis dans des groupes de
complexité similaire : les classes de complexité. La liste suivante ne veut pas être exhaustive,
mais elle montre une très grande partie

Définition B.1 (Instance d’un problème) :soit X un problème caractérisé par l’ensemble
E de ses données, E = {e1, e2, ..., en}, une instance de X serait alors caractérisée par un
ensemble concret E ′ = {e′1, e′2, ..., e′n}, une deuxième instance serait caractérisée par un
deuxième ensemble E” = {e1”, e2”, ..., en”concret et ainsi de suite.

L’invariant suivante est toujours vérifié : |E| = |E ′| = |E ′′|.

Définition B.2 (Problème abstrait) : relation binaire entre un ensemble d’instances d’un
problème et un ensemble de solutions à ce problème.

Définition B.3 (Problème de décision ou décisionnel) : Un problème de décision est un
problème dont la solution est formulée en termes oui/non.

On en déduit qu’un problème décisionnel abstrait fait correspondre à toute instance du
problème l’ensemble des solutions vrai, faux.

Exemple B.1 Étant donné un graphe G = (V,E), existe t-il un chemin de longueur ≤ L ?

Exemple B.2 Étant donné un graphe G = (V,E), les sommets de V peuvent-il être colo-
rés par au plus m couleurs de telle manière que les sommets adjacents soient de couleurs
différentes.

Le but de la théorie de la complexité est la classification des problèmes de décision
suivant leur degré de difficulté de résolution. Dans la littérature, il existe plusieurs classes
de complexité, mais les plus connues sont les suivantes.

Définition B.4 (Résolution en temps polynomial) : il existe un algorithme permettant la
résolution en O(nk) pour une constante k.

Définition B.5 Un problème est dit de la classe P s’il peut être résolu en un temps poly-
nomial. C’est la classe des problèmes dits facile. Sinon les problèmes sont dits difficiles.
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B.3. Problématiques de théorie de la complexité

Définition B.6 Un algorithme non déterministe est muni ( à l’inverse des déterministes )
d’une instruction qui permette, chaque fois qu’elle est appliquée, de faire le bon choix.

Définition B.7 Un problème appartient à la classe NP si il peut être résolu par un algo-
rithme polynomial non déterministe. NP signifie non déterministe polynomial

Exemple B.3 le problème SAT (de satisfiabilité).
Soit F (x1, x2, ..., xn) une expression logique de n variables. Le problème SAT consiste à

trouver des valeur vrai ou faux pour chacune des variables xi de telle manière à rendre vrai
l’expression F (x1, x2, ..., xn).

Une autre manière, plus informelle pour définir la classe NP : c’est la classe des pro-
blèmes pour lesquels les seuls algorithmes connus de résolution sont ceux ayant une com-
plexité exponentielle.

B.3 Problématiques de théorie de la complexité

La théorie de la complexité s’intéresse à l’étude de classification de problèmes et les
frontières existant entre ces différentes classes. Elle étudie aussi les limites de calcul pour
résoudre un problème donné. La problématique centrale, la plus connue, dans cette théorie
est la fameuse question : P =? NP. En d’autres termes, s’il est toujours facile de véri-
fier une solution, est-il aussi facile de trouver une solution ? la réponse à cette question
résout plusieurs autre grandes questions de cette discipline, mais bien entendu pas toutes
les questions.

Il n’y a pas de raison de croire que l’égalité (P = NP) soit vraie. L’attente de la plu-
part des informaticiens et mathématiciens est que l’égalité soit fausse. Malheureusement, il
n’existe pas de preuve pour cette assertion. Par conséquent, toute une théorie est construite
sur les classes P et NP sans que l’on puisse affirmer s’il existe un problème dans NP qui ne
soit pas dans P. Par conséquent, quelqu’un pourrait dire, à juste titre d’ailleurs, quelle est
l’intérêt d’une théorie si elle ne peut répondre à la question de connaître le degré de difficulté
d’un problème donné. Une réponse à cette question vient de la notion de NP-complétude.

B.4 La NP-complétude

La théorie de la NP-complétude concerne la reconnaissance des problèmes les plus
durs de la classe NP. La notion de la difficulté d’un problème qui est introduite dans cette

70



B.4. La NP-complétude

classe est celle d’une classe de problème qui sont équivalents en ce sens que si l’un d’eux
est prouvé être facile alors tous les problèmes de NP le sont. Inversement, si l’un d’eux est
prouvé être difficile, alors la classe NP est distincte de la classe P.

Définition B.8 Un problème de décision est dit NP-complet si tout problème de la classe
NP lui est polynomialement réductible.

Notons qu’il existe des problèmes dans NP qui ne sont pas dans P et qui, vraisembla-
blement, ne seront pas dans la classe NPC (pour dire NP-complet).

Le concept central relié à la définition de la NP-complétude est celui de la réduction
entre problèmes.

Définition B.9 (Réductibilité) : un problème X peut être ramené (réduit) à un autre pro-
blème X ′ si une instance quelconque de X peut être facilement reformulée comme instance
de X ′ dont la solution sera aussi solution pour X.

Définition B.10 (Réductibilité en temps polynomial) : la fonction qui réduit le problème
X en X ′ peut être obtenue en temps polynomial.

Théorème B.1 (Théorème de Cook) : Le problème de satisfiabilité est NP-complet .

Cook (1971) a montré que tous les problèmes de la classe NP sont réductibles au pro-
blème de la satisfiabilité d’une expression logique quelconque.

Autrement dit, si jamais quelqu’un venait à trouver un algorithme polynomial pour le
problème de SAT, alors la question de savoir si P = NP est résolu de fait !

Un problème (P ) quelconque est dit " NP-dur " s’il existe une réduction polynomial du
problème de satisfaisabilité à (P ). Les problèmes NP-durs sont des problèmes au moins
aussi difficile que les problèmes NP-complets. Le problème de voyageur de commerce dont
le problème de reconnaissance associé est NP-complet, est NP-dur.

Il est utile de signaler que montrer q”un problème est NP-complet signifie qu’il existe
au moins une instance pour laquelle le seul algorithme connu pour résoudre sur cette instance
est exponentiel.

Par ailleurs, réduire un problème (P1) à un autre problème (P2) revient à montrer que
(P1) est au moins plus facile à résoudre que (P2), et (P2) est au moins plus difficile à résoudre
que (P1). Autrement dit, cette réduction signifie que (P1) est un cas particulier de (P2).

Sachant que la réduction polynomiale est transitive, pour montrer qu’un nouveau pro-
blème (P ) est NP-complet, on procède comme suit :

71



B.4. La NP-complétude

1. Montrer (P ) est dans NP.
2. Choisir un problème, (P2), NP-complet approprié.
3. Construire une réduction f , qui transformant (P2) vers (P ) telle que

I une oui-instance de (P2)⇔ f(I) une oui-instance de (P ).
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ANNEXE C
Éléments d’analyse convexe

Pour étudier les problèmes d’optimisation non-différentiable, il est nécessaire
de recourir à des outils spécifiques dont l’étude est basée sur l’analyse convexe
[J.B. Hiriart-Urruty (2001)]. Dans ce chapitre, nous présentons rapidement quelques élé-
ments de l’analyse convexe requis pour l’étude de l’optimisation non-différentiable.

On se place sur l’espace vectoriel Rn, n ∈ N. On le munit d’un produit scalaire 〈., .〉.
La norme associée au produit scalaire est notée ‖.‖2. Elle est définie pour tout x ∈ Rn par
‖x‖2 =

√
〈x, x〉.

Définition C.1 (Ensemble convexe) Soit X ⊆ Rn un ensemble. On dit que X est
convexe si :

∀x1, x2 ∈ X, ∀α ∈ [0, 1], αx1 + (1− α)x2 ∈ X. (C.1)

Définition C.2 (Fonction convexe) Une fonction f de Rn dans R est convexe si pour
tout x, y ∈ Rn et λ ∈ [0, 1] l’inégalité suivante est vérifiée :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

Figure C.1 – En haut : quelques exemples d’ensembles convexes en 2 dimensions. En bas :
quelques exemples d’ensembles non convexes.
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C. Éléments d’analyse convexe

Figure C.2 – Exemples d’enveloppes convexes. A gauche : enveloppe convexe d’un ensemble
discret. A droite : enveloppe convexe d’un ensemble continu.

Définition C.3 (Fonction concave) Une fonction f de Rn dans Rn est concave si pour
tout x, y ∈ Rn et λ ∈ [0, 1] l’inégalité suivante est vérifiée :

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y)

Définition C.4 (Combinaison convexe) Soient x1, x2, ..., xm, m éléments de Rn. On
dit que x est combinaison convexe de ces points s’il existe α1, α2, ..., αm tels que :

∀i ∈ {1, ...,m}, αi ∈ R+,
m∑
i=1

αi = 1, x =
m∑
i=1

αixi.

Définition C.5 (Enveloppe convexe) Soit X ⊆ Rn un ensemble. On appelle enveloppe
convexe de X et on note conv(X) l’ensemble convexe le plus petit contenant X. En dimension
finie, c’est aussi l’ensemble des combinaisons convexes d’éléments de X :

conv(X) = {x ∈ Rn : x =
m∑
i=1

αixi où xi ∈ X,m ∈ N et
m∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0}.

Théorème C.1 f est convexe si et seulement si son épigraphe

epi(f) = {(x, t) ∈ Rn × R, f(x) ≤ t}

est convexe.

Preuve Si (x1, t1) ∈ epi(f) et (x2, t2) ∈ epi(f) alors pour tout α ∈ [0, 1] on a

αt1 + (1− α)t2 ≥ αf(x1) + (1− α)f(x2) ≥ f(αx1 + (1− α)x2).

Ainsi, (αx1 + (1− α)x2, αt1 + (1− α)t2) ∈ epi(f).
Réciproquement, si epi(f) est convexe, alors pour x1, x2 ∈ Rn, on a

(x1, f(x1)) ∈ epi(f), (x2, f(x2)) ∈ epi(f)
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C. Éléments d’analyse convexe

Figure C.3 – L’épigraphe de la fonction est la zone grisée au-dessus du graphe de la fonction.

Ainsi(αx1 + (1− α)x2, αt1 + (1− α)t2) ∈ epi(f). , soit encore

f(αx1 + (1− α)x2) ≤ αf(x1) + (1− α)f(x2).

Définition C.6 (Sous-gradient et sous-différentiel) Soit f une fonction convexe. Un
vecteur s ∈ Rn est appelé sous-gradient de f au point x0 ∈ dom(f) si

∀x ∈ dom(f), f(x) ≥ f(x0) + 〈s, x− x0〉.

L’ensemble de tous les sous-gradients en x0 est appelé sous-différentiel de f . Il est noté
∂f(x0).

L’interprétation géométrique du sous-différentiel est la suivante. Il est formé par toutes les
directions des hyperplans qui passent par le point (x, f(x)) et restent "sous" le graphe de
la fonction f . Ces hyperplans sont appelés hyperplans support ou hyperplans d’appui au
graphe de f en x.

Lemme C.1 Le sous-différentiel ∂f(x0) = {s ∈ Rn,∀x ∈ Rn, f(x) ≥ f(x0) + 〈s, x− x0〉}
est un ensemble convexe fermé.

Preuve Soient s1 et s2 des éléments de ∂f(x0). On a ∀y ∈ Rn :

f(y) ≥ f(x) + 〈s1, y − x〉

f(y) ≥ f(x) + 〈s2, y − x〉

Soit α ∈ [0, 1]. En multipliant la première inégalité par α, la deuxième par (1α) et en
sommant, on voit que αs1 + (1− α)s2 ∈ ∂f(x0).
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