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Chapitre 1

Introduction

Rappellons tout d’abord qu’un opérateur S défini dans un Hilbert complexe H

est dit symétrique si son domaine D(S) est dense dans H et,
V(z,y) € H?, < Sz,y>=<uxz,Sy>.

La théorie classique de ’extension des opérateurs symétriques remonte & au moins
1929 quand Von Neumann trouva l'extension dite de Krein. Cette théorie, a trouvé
beaucoup d’applications dans les problémes générés par les équations différentielles
tant ordinaires qu’aux dérivées partielles [8, 10, 12, 15]. Ces trois derniéres décennies,
la théorie de 'extension des opérateurs symétriques a connu un nouvel essort, grace
aux concepts de triplet limite et fonction de Weyl, associée. Ce concept trouve ses
origines dans les travaux de A. N. Kochubei |9 et a depuis connu plusieurs déve-
loppements dans [3, 4, 5, 7|. La fonction de Weyl permet en particulier d’étudier les
propriétés spectrales des extensions trouvées.

Le but du présent mémoire est ’étude par la méthode des triplets limites des
extensions propres ( c’est a dire comprises entre S et S*)de 'opérateur de Sturm-
Liouville [2, 11, 16|. Le manuscrit est composé de trois chapitres. Dans le deuxiéme
chapitre, on introduit les notions fondamentales et connues de relation linéaire (qui
est une généralisation du concept d’opérateur) et de triplet limite associé & un opéra-
teur symétrique. A chaque triplet limite, on associe une fonction de weyl et ses pro-
priétés fondamentales sont énumérées. Le troisiéme chapitre, est consacré & I’étude
de Vopérateur de Sturm-liouville sur un intervalle fini. A ce titre, un triplet limite

est trouvé et la fonction de Weyl associée est calculée. On donne aussi une des-



crition des extensions recherchées ainsi que la forme générale de leurs résolvantes
respectives. Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a 1’étude de 'opérateur
de Sturm-Liouville sur la demie-droite positive sous la condition qu’on est en situa-
tion du cas point-limite (limit-point case). Contrairement au chapitre précédent, les
indices de défaut dans ce cas sont égaux & 1. Cela est du au fait qu’au moins une
des solutions fondamentales de l'équation S*x = zx, Im(z) # 0 n’est pas a carré
integrable. Dans ce cas, l'alternative de Weyl permet d’obtenir la solution générale.
De meme que dans le chapitre précédent, un triplet limite est trouvé et la fonction de
Weyl associée est calculée. Grace a la fonction de Weyl, on obtient une description
des résolvantes des extensions propres. Les résultats des chapitres trois et quatre
sont illustrés par ’exemple de Popérateur de Sturm-Liouville, donné par I'expression

différentielle, S(z) = —a”.



Chapitre 2

Extensions des opérateurs

symétriques

Dans ce chapitre, nous exposons les résultats essentiels concernant la théorie
d’extension des opérateurs symétriques fermés & indices de défaut égaux. L’approche
que nous adoptons ici est celle basée sur le concept de triplets limites et fonctions de
Weyl associées. Les résultats exposés peuvent étre trouvées en détail dans [3, 4, 5, 7,

9).

2.1 Relationslinéaires dans un espace de Hilbert

Soit X un espace de Hilbert séparable. On appelle relation linéaire dans X tout
sous-espace © de X' x X. Le domaine, I'image, le noyau et la partie multivoque de

la relation © sont respectivement définis par :

Dom©® ={zreX:3yec X, (v,y) € O},
Ran® ={y e X : Jx € X, (z,y) € O},
(2.1.1)

ker® ={z € X: (z,0) € ©},

mul® ={ye X : (0,y) € O}



L’identification d’un opérateur borné avec son graphe permet de regarder tout opé-

rateur linéaire borné comme une relation linéaire. L’ensemble des relations fermeées

de X est notée C(X).

Proposition 2.1.1 Une relation linéaire © € C(X) de domaine X est le graphe d’un

opérateur linéaire si et seulement si mul® = {0}.

Preuve:ll suffit d’établir la condition suffisante. Supposons que la relation linéaire

© € C(X) vérifie les conditions : Dom® = X et mul® = {0}. Soit x € Dom® et
supposons qu’il existe deux éléments y; et ya tels que (z,y1) € © et (x,y2) € O.

Comme O est un sous espace de X x X, alors,

(m,yl) - (xva) = (0,y1 — yg) € 6.

Cela signifie que y; — y2 € mul® = {0} et donc y1 = yo.
Considérons maintenant la correspondance

AH— X

xr—vy: (r,y) €O
D’apreés ce qui précéde, A est un opérateur linéaire partout bien défini sur X. De
plus, le graphe de A coincide avec ©. Pour montrer que A est borné, il suffit en vertu
du théoréme du graphe fermé de montrer qu’il est fermé. Soit donc xg, z1, ..., Tp, ...

une suite d’éléments de X telle que
Tp —x et Ax, —y.

Il est clair que x € X et que (g, Axp), (x1, Ax1), ..., (Tn, Azyp),.... est une suite
d’éléments de ©, convergente vers (z,y). Comme © est fermée, (z,y) est aussi un
élément de O. Cela signifie que y = Ax et donc, Uopérateur A est fermeé.

Etant données deux relations linéaires ©1, Oy dans X et un nombre complexe A,

on obtient de nouvelles relations linéaires dans X en posant :
@fl ={(y,z): (z,y) €©,} (larelation inverse de ),
01702 = {(z1 + z2,51 +92) : (¥1,41) € O, (w2, 92) € Oz} (somme ordinaire),
©1+602={(z,y+2): (z,y) € O1, (x,2) € Oz} (somme opratorielle),
201 = {(z,My) : (2,y) € Or},

1 - A={(z,y— ) : (z,y) € ©1}.



Proposition 2.1.2 Soit © une relation linéaire dans X. Considérons le sous en-

semble ©* de © € C(X), défini comme suit :
(", y") €O <= V(z,y) €O : <y, " >=<x,y" > .

Alors, © est un élément de C(X). On Uappelle la relation adjointe de la relation

linéaire ©.

Preuve: Soient (z7,y}), (x4, y3) deux éléments de ©*. On a donc pour tous (z,y)
dans O,

<y, x] >=<uz,y; > et <y,x5>=<z,Y5 > .

Par conséquent, pour tous nombres complexes « et 3,

<y,axi+fry > = <y,ax) >+ <y, fry >
= a<vy,z}>+8<y,zs>
= a<x,yi>+3<xay;>
= <zay >+ <z Py; >

= <uz,ay; + Bys > .
Cela signifie que pour tous nombres complexes « et 3,
(ax] 4 B3, ayt + By;) € O

Donc, ©* est aussi une relation linéaire dans X.
Montrons maintenant que ©* est fermée. Soit {(x}, y):)n>0} une suite d’éléments ©*,

convergent vers (z*,y*). On a alors V(z,y) € © :
<y, x¥> = <y, lim z;,>= lim <y,z, >
n—--400 n—--400

= lim <uzy, >=<z, lim vy, >
n—-+o0o n—-+o0o

= <z,y >.

Par conséquent, (z*,y*) € ©*.



Remarque 2.1.1 Notons que dans le cas ot © est le graphe d’un opérateur linéaire

borné partout défini, on retrouve la définition usuelle de l’opérateur adjoint.
Proposition 2.1.3 Soit © une relation linéaire dans X. Alors,
0" = (JO)*, (2.1.2)

on, ©L désigne lorthogonal dans X x X de ©, J- Uopérateur défini de X dans X

par la formule : J(x,y) = (y, —x). De plus,

mul®* = (Dom®)* | ker©* = (Ran®)* (2.1.3)
Preuve: On a
(z*,y") € O = <y, x">=<zx,y" > VY(z,y) €O
= <y >+ <-—zy >=0VY(r,y) €O
= (" y") Ly, —=z) V(z,y) €O
— (z",y")LJO.
Ainsi donc, ©* = (JO)*.
D’autre part,
y* e mul®* < (0,y%) € OF
— (07 y*)J-(y7 —.T) V(JZ‘, y) €0
— < —z,y" >=0 Vz € Dom®
<~ y"1LDom®.

La derniére relation s’obtient de maniére tout a fait analogue.

Définition 2.1.4 Une relation linéaire © dans X est dite :
1. Symétrique si © C OF,
2. Auto-adjointe si © = OF,

3. Dissipative si : Im(< y,z >) >0 VY(z,y) € O.

Proposition 2.1.5 Supposons que dim X = n < +oo. Alors, toute relation symé-

triqgue de dimension n est autoadjointe.



Preuve: On a en vertu de l'inversibilité de 'opérateur J,
dim ©* = dim(JO)* = dim(X x X)—dim(JO) = dim(X x X)—dim(0) = 2n—n = n.
Ainsi, © C ©* et dim © = dim ©* < +o0. Par conséquent, © = O*.

Définition 2.1.6 Soient © une relation linéaire dans X.

a) On dira que \ € C est une valeur propre de © s’il existe un vecteur non nul
x € X tel que (x, \x) € O. L’ensemble des valeurs propres de © sera noté
op(0),

b) On dira que X € C appartient au spectre continu de © si la relation (© —
A\)~L est le graphe d’un opérateur linéaire densément défini mais non borné. Le
spectre continu de © sera noté o.(0),

¢) On dira que X\ € C appartient au spectre résiduel de © si Ran® # X. Le
spectre residuel de O sera noté 0,.(0),

d) On dira que A = +00 est une valeur propre de © si mul® # {0},

e) On appelle spectre de © Uensemble 0(0) = 0,(©)Uc:(0)Uc,(©) C CU{o0}.
Le complémentaire dans C U {oco} du spectre est appelé ensemble résolvant de

© et est noté p(O).

Exemple 2.1.7 Supposons que X = C. Dans ce cas, toute relation linéaire ©, vérifie

l'une des trois possibilités suivantes :

1. dim® =0,
2. dim© = 2,
3. dim© = 1.

Dans le premier cas, © = {0} et ©* = C x C. Donc c’est une relation symétrique
mais non autoadjointe. Par contre elle est dissipative. Dans le second cas, © = CxC
et ©* = {0}. Donc cette relation n’est ni symetrique, ni dissipative. Dans le troisiéme

et dernier cas,
©={(z,y) eCxC:ax+by=0}, (a,b)e (CxCQC),

0* = {(z,y) € Cx C:azx + by =0}.

Par conséquent,



1. Sia=0Ab#0 alors, © = O* et 0(0) = 0,(0) = {0},
2. Sia#0ANb=0 alors © = ©* et 0(O) = 0,(0) = {0},
3. Siab# 0 alors, © = ©* <= Im(3) = 0. De plus 0(0) = 0,(0) = {—%},

4. Siab # 0 alors, © est dissipative <= Im(5*) > 0. De plus 0(©) = 0,(0) =
-4}

2.2 Triplets limites

Soit A un opérateur symétrique de domaine D(A) C H et d’indices de défaut
finis et égaux (i.e ny(A) = dimker(A* +ily) < +00).

Définition 2.2.1 Un triplet 11 = (X, T, 1) constitué d’un espace de Hilbert X et
d’opérateurs linéaires 19,1 : D(A*) — X est dit triplet limite pour A* si

a) La formule T'(x) = (To(x),T1(z)) définit une surjection de D(A*) dans X x X ;

b) La deuziéme formule abstraite de Green

< Af(x),y > — <z, A"(y) >=<T1(x),To(y) > — < To(x),T1(y) >,

est vérifiée pour tous x,y € D(A*).

Notons que dans le cas d’indices de défaut égaux, les triplets limites existent toujours.
De plus, si Il = (X,To,T') et II' = (X', T, T"}) sont deux triplets limites pour A*
alors, il existe un opérateur borné et d’inverse aussi borné W = (V[/)?j:1 XX —
X' x X' tel que :

A T
iy 0 ily 0
and
IS [ W W Lo
I Wai W Iy

10



Lemme 2.2.2:

Soient 4 un opérateur symétrique fermé d'indices de défaut égaux et
IT=(X,T,,I}) un triplet limite pour 4" ,Alors

vf e D(4)T,(f)=T,(f)=0.

Preuve:

D'aprés ce qui précede, il suffit d'établir le résultat pour au moins un triplet
quelconque Supposons que 4 est d'indices de défaut(n,n) et désignons par

{e,(i).e,(i),....e, (i)} une base de ker(A* —i) et par {el' (i), (i),....e, (z)} une base
de ker(A* +i) D'aprés Von Neumann, tout ¢lément f, de D(A*) s'écrit sous la

forme

B0 feD(4).  eli)Ali)eC.

M=

fo=1+ T a(ieli)+

k=1

Définissons les opérateurs I',,I, de D(A) dans c’par

L) = 7@ @O+ 4Dy fr (e @, @)+ 5,6))
AR CHOEY RO YNOEV NO NG EVNG)

Un calcul direct ,montre que IT,=(C",T,,I}) estun triplet limite pour A" et que
de plus , Fo(f)=F1(f)= 0.

Définition 2.2.3 :
Soient A et A deux opérateurs linéaires définis dans H . Supposons que A
est symétrique et ferm¢. On dit que A est une extension propre de A si,

Ac Ac A",

On a le résultat fondamental suivant ,

11



Théoréme 2.2.4 :

Soient A4  un opérateur symétrique fermé d'indices de défaut égaux et

IT=(X,T,,I}) un triplet limite pour 4" . Alors, A est une extension propre de
A si et seulement si, il existe une relation linéaire 6 € C (X ) telle que
D(A)=I"(6) = {xe D(A): (T,(x).T,(x)) <0}

De plus,

a) A est auto-adjoint (resp. symértrique) <> @ est auto-adjoint (resp. symértrique);
b) A est dissipatif (resp. dissipatif maximal) <> @ est dissipatif (resp. dissipatif
maximal).

Preuve :

~

Supposons que A est une extension propre de A . On a donc,

pla)e DA)e D(a)vr e D(4) : alf)=(r)=4(r).
Posons

0={T,(/)T(1) : feDa))

il est clair que @ est une relation linéaire dans X,vérifiant 6 = F(D(Z )) ou ce
qui est équivalent D(Z ): r'(6).

Inversement ,soit € une relation linéaire dans X.En vertue de surjectivité de T,
O XxX=>T(0)cT (X xX)=D(4")

Définissons dans H l'opérateur 4 comme suit :

p(A)=T"(0).4(r)=4'(r).s € D(4)

On a dans ce cas,

D'ou

De plus,

12



Soit maintenant @ une relation linéaire dans X. Alors ,

a)

©VgeD(4,): (4 f),g> =(f.4"(2))

& VgeD(4,) : (T,(/)T(g) =(T(/)T,(g)
= [()n()ed

= feD(Ag*)

Donc, 4,. = (Ag )*. Par conséquent, A, est auto-adjointe si et seulement si ,

@ est auto-adjointe .

b)Pour tout f € D(4,), ona:

[n (N () - ro(f),n(f»]
(Fl (M)

'—‘ N|H N|H

Par conséquent , 4, est dissipative si et seulement si, & est dissipative.

Remarque 2.2.1:
a) Une Extension générée par la relation linéaire 6 € C(X ) au sens du théoréme

précédent sera notée A4,;

b) Si @ estunélément de B(X) alors, D(A4,)=ker(I, —€l});

c) Les opérateurs 4, et A4, de domaines respectifs
D(4,)={xeD(4"): T,(x)=0} et D(4,)=1{re D(4"): T,(x)=0} sont deux
extensions auto-adjointes de A4 .

De plus ,il est facile de vérifier que si n,(4)=1 alors, 4, =4, et 4, =4

Yo.0)”

13



Soient A4 un opérateur symétrique fermé d'indices de défaut égaux a n
et [T=(X,T,,T) un triplet limite pour A" .D'aprés [9], l'application I, définit
une bijection de ker(A* —zI H) dans X (n=n,(A4)) pour tout nombre complexe

zep(4d,) .
Les fonctions

=Nl 1 ME)=Ts() zep(4,)
(2.2.2)

sont respectivement appelées Y _domaine et fonction de Weyl associés au triplet
limite I1= (X 0.1 ) I n'est pas difficile de voir que:

M) (x,)=T(x.) Vx, eker(4" —zI,)

Les propriétés fondamentales de la fonction de weyl sont résumées dans le résultat
suivant [3,4,7,9]

Théoréme 2.2.4:
Soient A un opérateur symétrique fermé d'indices de défaut égaux a n et
=(X,T,,I}) un triplet limite pour A". Alors,

a)M (z) est analytique dans le domaine z € p(AOO );

b) Im(M (z)) Im(z) >0, zep(4,),

OMET -mE)  zepla)

DM()-MQ) =~ €)=l epld,)

e)ze pld, )= (0-M(2))" € B(X),z € p(4,);

f)Sidim X =lalors,z appartient au spectre ponctuel (resp.continu ou ésiduel)de

A, si et seulement si, M (z) appartient au spectre  ponctuel (resp.continu ou
résiduel)de 6.

A, ~z1,)" ~(4, -1, = /) O-ME) 'y (2hz e pl4,)nz e pl4,)
Cette dernic¢re formule est appelée formule de Krein —Naimark .

14



Chapitre 3

Opérateur de Sturm-Liouville sur

un intervalle fini

3.1 Généralités

Soient [0, a] un intervalle fini de R, p et ¢ deux fonctions réelles définies sur [0, a

et vérifiant les propriétés suivantes :
1. La fonction p est strictement positive et de classe C! sur [0, a).
2. La fonction ¢ est continue sur [0, a].

2 )
Considérons dans ’espace L[Oja]'l’opérateur Sdéfini par :

S(x)(t) = =[p()2’ ()] + q(t)2(t) (3.1.1)

pes) |7 120, ¢ 2(0),p(t)2' (1) € AC1oe([0, ), S(@)EL[0, a |

z(0) = z(a) = 2/(0) = 2/(a) =0

ACi,.([0,a]) désigne l'ensemble des fonctions absolument continues et localement

intégrables sur [0, a].
Proposition 3.1.1 L’opérateur S est symétrique

Preuve: Remarquons tout d’abord que S est & domaine dense. Soient maintenant

z et y deux élément de D(S). Alors, en utilisant une double intégration par parties,

15



on obtient que

<S(x)y> = S(x) 6yt =—/0 "Ipt)e (6 gDt + /O ")yt

= <z8y) >.

Cherchons maintenant 'opérateur adjoint S*. On remarque que S = S1 + Sy o1, Sy

et So sont de méme domaine que S et définis par :

Comme Dopérateur So est autoadjoint, il suffit donc de calculer 'adjoint de .Sj.

Soit donc z € D(S), y € D(S*) et posons y* = S7(y). Des relations
< Si(z),y >=<z,587(y) >=< z,y* >,

2(0) = z(a) = 2'(0) = 2'(a) = 0

découle aprés intégrations par parties que :

16



- [ocars@e = [Caor@i= o0 { e

=~ [0y oo fa

= —/Oap(t):c’(t){ 5 v ()ds + O }dt

= [ og { B fv e o farc

= [[voew [ { h{ & f oo oo fa

D’ou la relation

/Oa[p(t)x’(t)]’{ y+{ fg{ 2z + }d3+02 } }dt—o. (3.1.2)

Choisissons la fonction x € D(5) telle que

t
{ p(ls) o ¥ (z)dz + Cy }d8+02. (3.1.3)

PO =y + [
On a donc d'aprées 3.1.2

/Oa\{ y+{ fot{ eyt () + € }ds+C'2 } }\thzo. (3.1.4)

Cela signifie que presque partout,
t
y+/ { L (fy*(z)dz+cl }dS—f—CgZO. (3.1.5)
0

p(s)

Apres deux dérivations successives, on obtient que
y*(t) = Si(y)(t) = —[p(t)y'(1)]"-

17



Proposition 3.1.2 L’opérateur S* adjoint de S est défini par :

S*(@)(t) = =lp®)2' @) + q(H)z(?) (3.1.6)

D(5") = {a€ L0.a) : a(t), pO)2/(t) € ACue([0,a]), S(a)e L2 [0:]}  (3.1.7)

On se propose maintenant de trouver un triplet limite pour 'opérateur S*. Pour

tous z,y € D(S*), on a :

<S'a)y> - <z,5(y) > = —f%wf@mmﬁ+AZ@ﬂmww

+ z(a)p(a)y’(a) — z(0)p(0)y'(0).
Définissons les deux opérateurs I'g, I'y : D(S*) — C? comme suit :
Do) = (2(0), (@) ) » Ti@) = ( p0)'(0), pla)ra) ). (3.18)
Il est clair que pour tous z,y € D(S*),
< S*(z),y > — < x,5(y) >=<T1(x),To(y) > — < To(x),T'1(y) > .
Proposition 3.1.3 Le triplet (C2,T,T'1) est un triplet limite pour S*.

Preuve: D’aprés ce qui précéde, il reste & montrer que ’application
DS —CxC T()=(To(@), M) )

18



est une surjection. Soient ((a,b), (¢,d)) € C? x C? et x(t) = At3 + Bt?> + Ct + D une

fonction polyndéme appartenant a D(S*). On a alors

z1=D

29 = 3a>A +2aB + C

wy = p(O)C

we = p(a)(a®A + a?B + aC + D)

D(z) = (21, 22), (w1, w2)) =

D:,Zl
— T
2 w1
3a A+2CLB+W6)—ZQ
p(a)(a3A+a2B+a%+Z1) = w2
D:,Zl
— 9T

3a%2A +2aB = 29 — %

p(@)(aPA + a2B) = wy — pla)(ath; + =)

On remarque que le systéme constitué par les deux derniéres équations est solvable

pour a # 0. Par conséquent, 'application I" est surjective.

Proposition 3.1.4 Les restrictions de l'opérateurs S™* auz sous-domaines ker I'g et

kerI'y sont deuz extensions autoadjointes de S notées respectivement S et Sy.

Cherchons maintenant la fonction de Weyl associée au triplet (C2,T'g,I'1). Soient
donc z € C et uy(t, z), ua(t, z) deux solutions de I'équation S*(x) = zx, vérifiant les

conditions initiales :

u1(0,2) =1, u}(0,2) =0
(3.1.9)
u2(0,2) =0, uh(0,2) =1

Proposition 3.1.5 Les solutions ui(t, z) et ua(t, z) sont linéairement indépendantes.

Preuve: |l suffit de démontrer que le Wronskien W (w1, ug) des fonctions u(t, z) et

us(t, z) ne s’annule jamais. En effet, on a :

W (u1, uz)li=o = u1(0)u5(0) — u} (0)us(0) = 1.
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D’autre part, pour tout ¢ € [0, al,

POW @) | = [ w@peuse) - poyus Oust) |

= ui(t)(q(t) — 2)ua(t) — (q(t) — 2)ur(t)ua(t) = 0.
Donc le Wronskien est la constante 1. Par conséquent, les solutions uq (¢, z) et ua(t, 2)

sont linéairement indépendantes.

Proposition 3.1.6 La fonction v-domaine et la fonction de Weyl sont données par

les formules :

B — au(a, 2)

v(2)(a, B) = aua (., z) + (a0 2) us(., 2) (3.1.10)
oS
M(z) = (z € p(S=))- (3.1.11)

u2(a,z)

)
ub(a,z) p(a) ub(a,z)

Preuve: Soit (a, 3) € C2. Puisque les solutions u1(t, z) et us(t, z) sont linéairement
indépendantes, toute solution x de I’équation S*(z) = zx admet la représentation
x = cui(., z) + coua(., z) ol ¢1, co sont deux constantes complexes. Par conséquent,

pour tout z € p(Seo),

v2) (e, B) =z <= ~v(2)(a,0) =crui(., z) + coua(., 2)

«Q C1
— =Ty(z) =
g auf(a, z) + caub(a, 2)
C1 0%
— =
B—au(a,z)

C
2 u(a,z)
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D’otul le résultat recherché.

D’autre part,

M) 8) = Try()(@B) =T1 | au(,z)+ E580du,( 2)

B—au(a,z)

pla)aus(a, 2) + pla) 558 s (0, 2)

ub(a,z) ub(a,2)
_ uf (a,2) p(0)
p(O) u’;(a,z) 5(a,2) G
p(a) u2(a,z)
7(a,2) p(a) uly(a,2) B
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3.2 Extensions propres

Le but du présent paragraphe est de déterminer les résolvantes extensions propres

de l'opérateur grace a la relation de Krein-Naimark ;

Proposition 3.2.1 Pour tout z € p(Ss) ,

u (a,z)

1 * _u/laz

TR = ] () = ()
ub(a,z)

Preuve: Soient B la base canonique de C? et B’ la base de Ker(S* — z), formée des
fonctions ui (., z) et ua(.,z). D’aprés ce qui précéde, la matrice de (z) par rapport
a ces deux bases est

1 0

_ui(az) 1
ub(a,z)  uh(a,z)

M(B,B')(z) =

Par conséquent, la matrice associée & v*(z) par rapport aux bases B’ et B est

* _uia)
. B 1 0 . 1 ub(a,z)
M (B )B)(Z) - / B
_ui(er) 1 0 1
uh(a,z)  uh(a,z) ub(a,z)

D’ott le résultat recherché.
Le résultat suivant qui est une application directe de la relation de Krein Nalmark,

donne la forme générale de la résolvante d’une extension propre quelconque de S.

Proposition 3.2.2 Pour toute relation linéaire dans C2, toute fonction f € L[20 ]

et tout z € p(Sx) N p(Se),

B —d'uf(a, 2)

(So —2) ' (f) = (See —2) 71 (f) — ua (., 2) + us(.,z),  (3.2.1)

uy(a, 2)
o
o _ﬁu/l(a,z)
= (0 - M(2))™" vale?) (3.2.2)
3 8 _
uh(a,z)
Ps(f) = aui(., 2) + Pua(., 2). (3.2.3)

Ps désigne la projection orthogonale sur ker(S* — Z).
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3.3 Exemple
Dans ce Chapitre, on considére le cas particulier p(t) = 1, ¢(t) = 0 pour tout

0 <t < a. On désignera aussi 'opérateur correspondant par le symbole S.

Proposition 3.3.1 Le spectre ponctuel de ’extension auto-adjoint So, est [’ensemble :

op(Ss0) ={ oy = GRG0 19 }

4a?

Preuve: Remarquons tout d’abord que,
D(Sx) = { 2 € D(S") :2(0) = /(a) = 0 |-

D’autre part, pour tout © € D(Ss), < Seo(z),x > > 0. Cela signifie que S, est un
opérateur auto-adjoint positif. Par conséquent, son spectre est dans la demie droite

réelle positive. De plus,
So()=0= —2" =0= 2(t) = at + 3.

Comme z est un élément de D(S) ,on a obligatoirement « = 3 = 0. Donc, 0 n’est
pas une valeur propre de S.

Soit maintenant z un réel strictement positif. Il est facile de montrer que les

fonctions x1(t, z) = cos(t\/z) et za(t,z) = % sont deux solutions de 1’équation

—a" — zx = 0, vérifiant les conditions
21(0,2) =1, 27(0,2) =0, 22(0,2) =0, 25(0,2) =1, W(x1,12) = 1.
D’apres ce qui précéde, toute solution de I’équation —z” — zx = 0 est de la forme
z(t, z) = Chz1(t, z) + Caxa(t, 2), (3.3.1)

ou Cj et Cy sont deux constantes complexes. D’autre part,

C1=0
Cycos(ay/z) =0

2(0,2) =2'(a,2) =0 =

C,=0
=
ayz =% n k=0,1,2,..
C,=0
- 2k+1)2
p= D72 01,2, ...

4a2 ’
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_ (2k4+1)2

72 est une valeur
4a?

Ainsi donc, pour tout naturel k, le nombre positif z

propre de S, associée a la fonction propre yi(t, z) = (%2%)” sin < %(2]{; + D )
Proposition 3.3.2 Le spectre continu o.(S«) est vide.

Preuve:Il faut montrer que pour tout z € R\0p(Se), Vopérateur est inversible et

son inverse est borné. On distingue deux cas.

Premier cas : z = 0. Pour tout f € L[QO o]’ la solution dans D(S«) de I'équation

—1" = f est de la forme

a(t) = —/Ot /Osf(r)drds+t/0af(s)ds. (3.3.2)

D’autre part,

H—/Ot/osf(r)dnls”z _ /Oa]—/ot/osf(r)des\th

2

/Oa{ Iy [ £ (r)|drds } dt

IN

2

< /Oa{ Je JE 1 (ldrds | dt

IN

aQHfHQ/Oa{ Jo' ds }zdt:a5\\f\\2.

De la méme maniére,

[ @ast? = [T [ seaspa

[ e { geisenas }ae= [ e i }

IN

IN

3
a 2
A1
Finalement, on a

el <ii= [ [ soarast 1o [ spist < (5 +va )i

Par conséquent l'opérateur S, admet inverse est borné. D’oi, 0 ¢ 0.(So0)-
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Deuxiéme cas : z # 0. Pour tout f € L[QO o7 12 solution dans D(Sx) de 'équa-

tion —x” — zx = f est de la forme
x(t,z) = Cra1(t, z) + Coxa(t, 2). (3.3.3)

La méthode de variation des constantes pour les équations linéaires du second ordre

[13], combinée aux conditions x(0, z) = 2'(a, z) = 0 nous donne

—i tsin s)vVz)f(s)ds M
x(t,z)—\/g/o ((t+ V) (s)ds + K2 p), (3.3.4)

La constante K est déterminée de la relation 2’(a, z) = 0.

D’autre part, un raisonnement analogue au cas z = 0 montre que

| (t, 2)|| < 7( + KD

Par conséquent, I'opérateur (So, — 2z) ™! est borné.
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Chapitre 4

Opérateur de Sturm-Liouville sur

la demi-droite

4.1 Généralités
Considérons les deux ensembles
D. = {r exo-+ool} 2 (8).p()2' (1) € ACluc ([0+00]). S(2) € L +oo] (411

D= { z€Dy:x(0)=2'(0)=0, 34, >0:2(t) =0, Vit > A, }, (4.1.2)
ou S est 'opérateur de domaine D et défini par,

S(x)(t) = =[p()2' ()] + q(t)x(t) (4.1.3)

Les fonctions p et ¢ vérifient les mémes conditions que celles du chapitre précédent.
On supposera de plus qu’a l'infini, on est en situation du cas point-limite (limit
point case [6]). Cela signifie pour tout complexe non réel z, 'espace des solutions
de I'équation S*(x) — z.z = 0 est de dimension 1. Soient z un complexe non réel,
ui(t, z), ua(t, z) deux solutions de 'équation S*(x) = zz, vérifiant les conditions
initiales :
u1(0,2) =1, u}(0,2) =0
(4.1.4)
u2(0,2) =0, uh(0,2) =1
Puisqu’on est en situation du cas point-limite, au moins I'une de ces deux solutions

n’est pas & carré intégrable. On a cependant U'alternative de Weyl suivante [14].
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Proposition 4.1.1 (Alternative de Weyl) Il existe une fonction m(z), analytique

sur chacun des demi-plans ouverts du plan complexe, appelée coefficient de Weyl-

Titschmarch et telle que, la fonction
u(.,z) = up(., 2)m(z) —us(., 2), (2 € C\R). (4.1.5)

est une solution & carré intégrable de l’équation S*(x) — z.x = 0. Toute autre solution

est colinéaire avec u(., z).
Proposition 4.1.2 L’opérateur S est symétrique

Preuve: Remarquons tout d’abord que S est & domaine dense car il contient C§°([0, +00]).
Soient maintenant x et y deux élément de D(S). Alors, en utilisant une double inté-

gration par parties, on obtient que

+00 . +o0 - +oo
< S(x)y > = /0 s<x><t>y<t>dt:—/o p()! ()] g D)t + /0 J(B)x(t)y (Dt

4+ 00 x> -+ -
_ / (OPOF O dt + / (D)D)t
0 0
= <uz, S(y) >

Un raisonnement analogue a celui du cas de 'intervalle fini, montre que 'opérateur

adjoint S* est défini par :
S*(@)(t) = = [p(t)' )] + q(t)z(t) (4.1.6)

et que son domaine D(S*), coincide avec D,. On a le résultat intéressant suivant

[14] :
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Proposition 4.1.3 Pour tous x,y dans D,

lim ( z(t)p(t)y (t) — o' (B)p()y(t) ) =0

t— 400

Soient maintenant x,y € D(S*), on a alors,

+o00 - +oo
<S*(x),y>—<z,8(y) > = —/0 [p(t)w’(t)}’y(t)dH/o q(t)x(t)y(t)dt

= p(0)2'(0)y(0) — z(0)p(0)y'(0).
Définissons les deux opérateurs I'g, I'y : D(S*) — C comme suit :
Lo(e) =2(0) , Ty(x) = —p(0)(0). (4.1.7)
Il est clair que pour tous x,y € D(S*),
< S*(z),y > — <x,5(y) >=<T1(z),To(y) > — < To(z),T1(y) >
Proposition 4.1.4 Le triplet (C,T9,I'1) est un triplet limite pour S*.

Proposition 4.1.5 La fonction v-domaine et la fonction de Weyl sont données par

les formules :

v(2) : C — ker(S™ — 2); v(2)(a) = —au(.,z), (2 € C\R) (4.1.8)

M(z):C— C; M(z)(a) = ap(0)m(z) (z € C\R), (4.1.9)
ot la fonction u(., z) est donnée par 4.1.5.
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Preuve: Soient (z € C\R) et a un nombre complexe quelconque. On a alors

B . S* = zx(.,2)
v(2)(a) = z(., 2) € ker(S* — z) «—
2(0,z) =a
z(.,2) = Cu(., 2)
<~
2(0,z) =a
z(.,z) = Cul., z2)
<~
C=—-a

D’autre part,
M(z)(a) = T1y(2)(a) = Ti(—au(., 2)) = —al'i(u(, 2))
= ap(0)u(0, z) = ap(0)m(z).

Notons pour terminer ce paragraphe que 'opérateur Se est la restriction de S*

au domaine
D(Sx) = {z € D(S7) : To(x) = 2(0) = 0}. (4.1.10)
De plus d’apreés [14], la résolvante de So, est donnée par le résultat suivant.

Proposition 4.1.6 Pour tout A € C\R et tout f € L[207+Oo[,

+00 t
(S — N)"UF() = ua (£, \) / u(s, N) F(3)ds + u(t, \) /O ur (s, \) (s)ds,

ot les fonctions uy(t,\) et u(t,\), sont définies par la relation 4.1.5.

4.2 Etude des extensions propres de S

Comme les indices de défaut de S sont égaux & 1, alors toute extension propre
de S # S, est définie par une relation linéaire de dimension 1 dans C .D'apres

le premier chapitre, ces relations linéaires sont de la forme :

O =04y =1{(x,y) €CxC:ar+by=0}, (a,b) € (CxC)

Par conséquent, toute extension propre de S est définie par un couple (a,b) € (C x

C)*. On désignera par S, cette extension. On a donc,
D(S(a,b)) = {a; S D(S*) : aFo(x) + bFl(m) = 0}

= {z€D(S*): az'(0) — bp(0)z(0) =0} (4.2.1)
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Théoréme 4.2.1 Pour tout (a,b) € (C x C)*,
1. S(ap) extension auto-adjointe de S si et seulement si Im() =0,

2. S(ap) extension dissipative de S si et seulement si Im(=*) > 0,

8. Siz € C\R alors, 2 € 0(S(p)) <= m(z) = bp‘(lo). Dans ce cas, z est une valeur

propre de S(qp)-

Preuve: Les deux premiéres assertions sont une conséquence directe de 'exemple

2.1.7 du chapitre 1. Soit maintenant (z € C\R). D’apres 2.2.4, on a

z€0(Suy) = M(z) €0(O@y) = { 5 }
= M()=—pOm(z)={ 52 }

= m(z) = ()’

D’autre part, comme =* est une valeur propre de O, ;) alors, z est une valeur propre

de S(a,b)'

Lemme 4.2.2 Pour tout (a,b) € (C x C)* et tout z € (C\R) N p(S(ap));

—b

_ z -1 = T i NN
(Oap) — M(2)) a — bp(0)m(z)

¢ (4.2.2)

Preuve:

—a

2 € p(So0) N p(S(ap)) = M(2) = —p(0)m(z) # —~.

Par conséquent,

-1
(O@p) — M(z)"" = (z,y — M(2)x) : (2,9) € Oa) }

-1
(x,y — M(2)x): ax+by =0,z,y € C }

{
{
— { (y—M(2)z,x): ax+by =0,z,y € C
{ (_%w,x): z,eC }

{

(m,ﬁ_b;ﬂz(z)x): z,eC }
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Théoréme 4.2.3 Pour tout (a,b) € (C x C)* et tout 2 € (C\R) N p(Sap)),

—b

(Sap) —2) ' = (Seo—2) 7' = a—bp(0)m(2)

<oul 3 >ul,z)  (423)

Preuve: Pour tout f € L[20’+OO[7 on a
B 1
[[u(., 2)[?

Par conséquent, d’aprés 2.2.4,

f < u(f,2) >ul,2) +g, glu(,3).

(Stah = )7 = (S = 27U = WO — M) (2) ( S8z, 5) )

- S e @) (i) )
- W’Y(Z')(@(a,b) - M(z))_l < u(’az))y(z)(l) >
B <M%@%>ﬂA@wm—M@»4<u@@m@@>

= <.ulfi2) >7(2)(O@p — M(2)) (1)

—b

= <l B> T Ome)

v(2)(1)

b B
= oS b (O)m(z) < ,u(.,z) > u(.,z2).

4.3 Exemple

Comme dans le chapitre précédent, on considére le cas particulier ot pour tout
t € 0,400, p(t) = 1,q(t) = 0. D’apreés [14], on est en situation d’'un cas point-

limite & Vinfini. Il n’est pas difficile de voir que pour tout z € C*, les fonctions
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uy(t, z) = cos(ty/z) et ua(t, z) = Sm\%‘ﬁ) vérifient I'équation S*x = zx et de plus,

u1(0,2) =1, uf(0,2) =0

u2(0,2) =0, uh(0,2) =1

W[ul, UQ} =1

Par conséquent, toute solution de S*z = zx, z # 0 est un multiple scalaire de la
fonction u(., z) = u1(., 2)m(z)—ua(., 2), ot m(z) est le coéfficient de Weyl-Titshmarch

correspondant.

Proposition 4.3.1 La fonction m(z) est donnée par la formule :

= Imz >0
m(z) =¢{ V* (4.3.1)
ﬁ, Imz <0

Preuve: Remarquons tout d’abord que dans ce cas, on peut poser dans ’alternative

de Weyl,
sntv2) 2
Vz

uy(t, z) = cos(ty/2),us(t, z) =
Par conséquent, la solution générale vérifie :

B sin(t+/z)
u(t,z) = cos(tyv/z)m(z) —V
CitVE | omity/z GitVE _ ity

- 2 mz) - 7

eitﬁ(m;Z) - 22‘1/2) + e_itﬁ(my) * 2;/2)

Pour cette fonction soit dans L% , il suffit que :

[0,400)

mz) 10 Imz>0

2 T %z
(z) 1 _
m; —1—21.\/2—0, Imz <0

D’ou le résultat recherché.

Le résultat suivant, résume les propriétés des extensions propres de I'opérateur S.

Théoréme 4.3.2 Pour tout (a,b) € (C x C)* et tout 2 € (C\R) N p(Sap)),

—b

a—tm(z) © su(,Z) > u(, 2) (4.3.2)

(S =27 = (8o —2) 7" =
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De plus, si z € (C\R) alors,
z € U(S(ayb)) < m(z) =

. Dans ce cas, z est une valeur propre de S(qp)-
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Les triplets limites et leurs fonctions de Weyl associées constituent un outil tres efficace
dans la théorie spectrale des équations différentielles. L’étude présentée dans ce mémoire
constitue en premier lieu une illustration de cette efficacité dans le cas du plus simple opérateur
de Sturm-Liouville (coefficients continue). Comme perspectives, il est envisageable de
considérer 1’operateur de Sturm-Liouville dans les situations suivant :

1. Le cas ou la fonction g présent une ou plusieurs singularités,

2. Le cas ol on n’est pas en situation point limite sur la demi-droite,

3. Le cas ou les indices de défaut de I’opérateur initial ne sont pas égaux.
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