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NOTATIONS
N : Ensemble des entiers naturels.
Z : Ensemble des entiers relatifs.
R : Ensemble des nombres réels.
< :; : > : Produit scalaire de L2:
kfk : Norme de f .
E � F : Somme directe de deux espaces vectoriels.
E 
 F : Produit tensoriel de deux espaces vectoriels.
� : Opérateur de Laplace.
r : Opérateur de Gradient.
@
 : La frontière du domaine 
.

(s) : L�élément �ni numéro s:
nxe : Nombre de n�uds suivant l�axe des x
nye : Nombre de n�uds suivant l�axe des y
hxe : Le pas de discrétisation par MEF suivant l�axe des x
hye : Le pas de discrétisation par MEF suivant l�axe des y
nxc : Nombre de points de collocation intérieurs suivant l�axe des x
nyc : Nombre de points de collocation intérieurs suivant l�axe des y
hxc : Le pas de discrétisation par MCO suivant l�axe des x
hyc : Le pas de discrétisation par MCO suivant l�axe des y

ABRÉVIATIONS UTILISÉS

MCO : Méthode de Collocation Orthogonale
MEF : Méthode des Eléments Finis
MCOEF : Méthode de Collocation Orthogonale sur Eléments Finis
EDP : Équation aux Dérivées Partielles.
TOC : Transformée en Ondelettes Continue.
AMR : AnalyseMulti-Résolution.
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| Introduction0
Le calcul scienti�que est une discipline qui consiste à développer, analyser et appliquer des
méthodes relevant de domaines mathématiques aussi variés que l�analyse, l�algèbre linéaire,
la géométrie, la théorie de l�approximation et le calcul di¤érentiel. En mathématiques appli-
quées, la résolution d�équations aux dérivées partielles occupe une place importante dans les
mises de la recherche actuelle.
Les problèmes posés par la physique, la mécanique, la biologie, la chimie et les autres sciences
de l�ingénieur sont modélisés mathématiquement par des équations di¤érentielles ou par des
systèmes d�équations di¤érentielles sur un domaine géométrique, avec des conditions aux
limites sur ses frontières. Généralement ces modèles sont représentés par l�équation suivante :

a(x; y)�U(x; y) + b(x; y)rU(x; y) + c(x; y)U(x; y) = f(x; y); sur 


où,

 est un ouvert de R2; � est l�opérateur de Laplace, r est l�opérateur Gradient,
U (x; y) est la fonction de L2 (
) qui représente la solution recherchée, a(x; y); c(x; y) sont
deux fonctions continue sur 
, b(x; y) est un vecteur ligne, et le second membre de l�équation
f(x; y) est une fonction continue, avec les conditions aux limites dé�nies sur la frontière du
domaine 
.

Dans les simulations numériques, les conditions aux limites imposées à la solution du problème
sont souvent de type Dirichlet, Neumann ou mixtes de type Robin. Comme on veut générer
des espaces vectoriels, on suppose alors que les conditions aux limites sont homogènes.

L�e¢ cacité d�un algorithme est mesurée par la rapidité de sa convergence et sa précision.
Avec l�évolution scienti�que et technologique, certains nouveaux problèmes di¢ ciles à étudier
sont apparus et dont la solution exacte est pénible à atteindre. Cependant, les méthodes
numériques remplissent ce manque et donnent des solutions approchées de la solution exacte
grâce à des algorithmes et des logiciels de calcul numérique.
Il est nécessaire de signaler que le choix de la méthode numérique dépend des particularités
propres du système à étudier. Il n�existe en e¤et aucune " boite noire " qui puisse résoudre
avec précision tous les types de problèmes.

L�objectif de ce mémoire est de développer une méthode bien adaptée à la résolution numé-
rique des problèmes de valeurs aux limites, dite « Méthode de Collocation Orthogonale sur
les Eléments Finis » dans le cas bidimensionnel. Cette méthode qui a été développée dans
le cas mono dimensionnel par Dr. BELHAMITI. O [14].

La méthode de collocation orthogonale sur les éléments �nis est l�arrangement de deux mé-
thodes :
- la méthode des éléments �nis qui consiste à discrétiser le domaine d�étude en un nombre
�ni d�éléments �nis de forme géométrique simple.
- laméthode de collocation orthogonale appliquée sur chacun des éléments a�n de le discrétiser
en un nombre �ni de points de collocation.

La mise en �uvre pratique est proposée dans le langage MATLAB qui présente l�avantage
d�être d�une utilisation facile et de béné�cier d�une large propagation.

Le présent mémoire est organisé comme suit :
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Le premier chapitre est introductif où on y trouvera des rappels des outils et des méthodes
numériques utilisés au long de ce travail dont la méthode des résidus pondérés, la méthode
de collocation orthogonale, et quelques propriétés concernant les matrices et en�n un brèf
rappel sur la théorie des ondelettes, l�analyse multi-résolution et les base d�ondelettes en deux
dimensions.

Le deuxième chapitre, représentant l�objet de ce mémoire, est conçu pour étudier la méthode
de collocation orthogonale sur les éléments �nis dans le cas bidimensionnel. On commence
par la discrétisation du domaine en éléments puis on cherche à appliquer la MCO sur chacun
des éléments �nis du domaine d�étude a�n d�obtenir les matrices locales, puis on assemble ces
dernières en une seule matrice dite matrice globale et imposer les conditions aux limites. Et
en�n on applique la factorisation LU sur le problème obtenu pour trouver la solution qu�on
cherche.

Le chapitre qui suit est plus pratique que théorique. Il constitue des applications numériques,
les simulations et la programmation de la méthode étudiée implémentée en MATLAB. Chaque
programme MATLAB est accompagné d�une brève description des paramètres d�entrées et
de sorties.

Dans le quatrième chapitre nous avons donné une représentation formelle (dite non-standard)
des opérateurs di¤érentiels suivant une base d�ondelettes séparables bidimentionnelles. Pour
les applications numériques, cette représentation suggère une approche pseudo di¤érentielle
que nous n�avons pas introduit ici et que nous avons laissé en perspectives de ce travail car
elle necessite beaucoup de calculs.



Chapitre 2

Préliminaires

Ce chapitre est conçu pour rappeler quelques notions élémentaires de mathématiques néces-
saires pour la compréhension de ce mémoire.

Dé�nition 2.0.1 Un problème est dit stationnaire si le temps ne collabore pas comme une
variable sinon c�est un problème d�évolution.

Dé�nition 2.0.2 (support d�une fonction) Soit la fonction ' : 
 ! R. On dé�ni le
support de ' par

supp(') = fx 2 R = ' (x) 6= 0g:

Dé�nition 2.0.3 (Espace des fonctions régulières) Soit 
 un ouvert de Rn de bord @
:
On note par C1 (
) ou D (
) l�espace vectoriel des fonctions C1 sur 
 à support compact
inclus dans 
.

2.1 Méthode des Résidus Pondérés

La méthode des résidus pondérés deGrandell est une méthode d�approximation qui consiste
à remplacer un problème mathématique dé�nie sur un milieu continu régi par des équations
di¤érentielles ou intégrales, par un problème discret équivalent régi par des équations matri-
cielles que l�on sait résoudre numériquement.
Il est question de résoudre le problème aux limites en deux dimensions :�

(LUex + f) (x; y) = 0 sur 
;
(CU) (x; y) = g (x; y) sur @
;

(2.1.1)

avec Uex désigne la solution exacte du problème, f 2 Lk(
) où k est le degré de dérivation le
plus élevé de l�opérateur de dérivation L:
Le principe de cette méthode est la construction de la solution cherchée sous la forme d�une
combinaison linéaire de fonctions polynômiales ou trigonométriques :

U (x; y) =
X
ij

(UijPij) (x; y) ; (2.1.2)

où Uij sont des paramètres de l�approximation et Pij sont les fonctions de base ou de forme.
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Remarque 2.1.1 Si on remplace la solution trouvée dans le problème (2.1.1), on obtient un
reste non nul appelé "résidu", on le note généralement par R(x; y); et on écrit

R(x; y) = LU(x; y) + f(x; y) 6= 0: (2.1.3)

Le but est de trouver une meilleure approximation i.e ; obtenir un résidu le plus petit possible.
Donc on arrive à un problème de minimisation de résidus.
Pour minimiser le résidu, on cherche un ensemble de fonctions strictement positives  ij
dites fonctions de pondérations ou fonctions tests (poids) dé�nies sur le domaine 
 telles
qu�elles soient dérivables jusqu�à l�ordre du système, linéairement indépendantes, véri�ent les
conditions aux limites, et sont orthogonales avec le résidu i.e ;ZZ




 ij(x; y)R(x; y)dxdy =
ZZ



 ij(x; y) [LU(x; y) + f(x; y)] dxdy = 0; (2.1.4)

On conclut que, la méthode des résidus pondérés cherche à annuler le résidu en le pondérant
sur le domaine 
 par un nombre �ni de fonctions  ij.
Le choix des fonctions tests  ij dépend du type de la méthode utilisée : la méthode de
collocation par points, de collocation par sous domaines, la méthode de Galerkine, et la
méthode des moments etc.

2.1.1 Méthode de collocation par points

Dans cette méthode les fonctions de pondération sont représentées par les impulsions de
Dirac en des points de collocations (xi; yj) telles que :

 ij(x; y) =

�
0 si (x; y) 6= (xi; yj)
1 si (x; y) = (xi; yj)

; i = 1; :::; n; j = 1; :::; :

Alors l�équation intégrale (2.1.4) devientZZ



 ij(x; y)R(x; y)dxdy = 0 ) R(xi; yj) = 0;

ainsi on obtient un système d�équations algébriques dont les inconnus sont les Uij: Alors
l�intérêt du choix des fonctions de Dirac est pour éviter le calcul de l�intégrale sur le domaine.

2.1.2 Méthode de collocation par sous domaines

La méthode de collocation par sous domaines est conçu par Biezeno et Koch en 1923. Dans
cette méthode le domaine 
 est considéré comme une réunion �ni de sous domaines �nis 
k,
de telle sorte que ces derniers forment une partition du domaine 
. Les fonctions poids sont
choisies comme étant les fonctions Indicatrices :

 ij(x; y) =

�
0 si (x; y) =2 
k;
1 si (x; y) 2 
k;

avec 
k = Xi � Yj = [xi; xi+1] � [yj; yj+1] ; k = 1; :::; nsd (nsd étant le nombre de sous
domaines).
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2.1.3 Méthode de Galerkine

Cette méthode introduite par le mathématicien et ingénieur Boris Grigoryevich Galerkine
en 1915. Dans cette méthode les fonctions de pondérations sont les fonctions de base Pij de
la solution approximative :

 ij = Pij; i = 1; :::; nx ; j = 1; :::; ny

où nx; ny représente le nombre des points de collocation sur l�axe des x et l�axe des y
respectivement.

Remarque 2.1.2 En 1978 Villadsen et Michelsen ont comparé les solutions des di¤érentes
méthodes des résidus pondérés, pour des problèmes de valeurs aux limites et ont conclu que
la méthode de Galerkine est la plus compliquée à mettre en �uvre mais elle fournit des
résultats bien précis. Par contre, la méthode de collocation par points est simple à réaliser
mais elle fournit une mauvaise précision, car les solutions sont très sensibles à la fois du choix
des points de collocations, et du nombre de paramètres de l�approximation. Dans ce dernier
cas, Villadsen a suggéré de choisir les racines du polynôme de Jacobi comme des points de
collocation. Dans la méthode de collocation par point, les résultats obtenus sont aussi bons
que ceux de Galerkine, d�où la naissance d�une nouvelle méthode dite méthode de collocation
orthogonale.

2.1.4 La méthode de collocation orthogonale

La méthode de collocation orthogonale est la méthode de collocation par points dont les
points de collocation sont pris comme les racines d�un polynôme de Jacobi.
Les polynômes de Jacobi de degré n sont des polynômes orthogonaux notés par J (�;�)n et sont
dé�nis sur l�intervalle de d�orthogonalité [0; 1] par la combinaison linéaire suivante :

J (�;�)n (x) =
nP
i=0

(�1)n�i 
n;ixi; (2.1.5)

où, �; � : paramètres caractérisants les polynômes de tels sorte que � > �1; � > �1:

n;i : des coe¢ cients constants tels que :


n;0 = 1;


n;i =
n� i+ 1

i

n+ i+ �+ �

i+ �

n;i�1;

avec


n;i =
n!

i! (n� i)!
� (n+ i+ �+ � + 1)

� (n+ �+ � + 1)

� (� + 1)

� (i+ � + 1)
;

où la fonction �(:) est la fonction Gamma (voir Annexe).
Les polynômes de Jacobi sont orthogonaux alors pour tout x 2 [0; 1] on a

hJ (�;�)n ; J
(�;�)
m i =

1R
0

(1� x)� x�J (�;�)n (x) J
(�;�)
m (x) dx = 0 si n 6= m

6= 0 sinon
;

avec m = 1; :::; n ; �; � > �1:
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Remarque 2.1.3 Les points de collocation de Jacobi sont répartis avec une symétrie parfaite
soit par rapport à la racine au milieu si le degré du polynôme de Jacobi est impair soit par
rapport à l�intervalle au milieu si le degré est pair avec une accumulation sur les deux bords.

2.2 Quelques notions sur les Matrices

a- Produit de deux matrices
Le produit d�une matrice A = (aij)1�i�m

1�j�p
de taille (m; p) par une matrice B = (bij)1�i�p

1�j�n
de taille (p; n) est la matrice C = (cij)1�i�m

1�j�n
de taille (m;n), dont les coe¢ cients sont

donnés par

cij =

pX
k=1

aik � bkj ; i = 1; :::;m; j = 1; :::; n:

Le produit matriciel est associatif et distributif par rapport à la somme matricielle, mais il
n�est pas commutatif en général.

b- Matrices bandes
On dit qu�une matrice A = (aij)1�i�m

1�j�n
de taille m� n est une matrice bande si elle n�admet

d�éléments non nuls que sur un �certain nombre�de diagonales autour de la diagonale
principale. Plus précisément, on dit que A est une matrice bande-p inférieure si aij = 0
quand i > j + p et bande-q supérieure si aij = 0 quand j > i+ q.

On appelle simplement matrice bande-p une matrice qui est bande-p inférieure et supérieure.

Les matrices diagonales sont des matrices bandes pour lesquelles p = q = 0.

Les matrices triangulaires correspondent à p = m � 1; q = 0 (triangulaires inférieures), ou
p = 0; q = n� 1 (triangulaires supérieures).

2.3 Espace de Sobolev

Soit 
 un ouvert de Rn:

Dé�nition 2.3.1 (Espace L2 (
) ) L�espace L2(
) est un espace des fonctions dé�nies sur

 et de carré intégrables

On dé�nit l�espace de Sobolev d�ordre 1 noté H1(
) par :

H1(
) =

�
U 2 L2(
); @U

@xi
2 L2(
) ; 8i

�
;

L�espace

H2(
) =

�
U 2 L2(
); @U

@xi
2 L2(
) et @U

@xi@xj
2 L2(
) ; 8i; j

�
est l�espace de Sobolev d�ordre 2:
On note :

H1
0 (
) =

�
U 2 H1(
); U = 0 sur @


	
:
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2.4 Formule de Green

Lemme 2.4.1 Si U 2 H2 (
) et v 2 H1 (
) :

�
Z



�U(x; y)v (x; y) dxdy =

Z



rU(x; y)rv (x; y) dxdy +
Z
@


@U

@N
(x; y)v (x; y) d�

avec @U
@N
= rU:N ; où N est un vecteur normal extérieur à @
 ; @U

@N
est appelée la dérivée

normale de U .

2.5 Formulation variationnelle d�un problème de va-
leurs aux limites

En mathématique, la formulation variationnelle d�un problème de valeurs aux limites corres-
pond à une formulation faible de ce problème. Autrement dit la formulation variationnelle
c�est une autre manière d�énoncer un problème aux limites. L�intérêt de cette approche est de
pouvoir disposer de concepts et de propriétés de l�analyse fonctionnelle, en particulier ceux
de l�espace de Hilbert 1 et de Sobolev.
Considérons 
 un ouvert borné de Rn de bord @
 supposé lipschitzien, alors trouvons une
fonction U dé�nie sur 
 solution du problème suivant :�

��U (x) + c (x)U (x) = f (x) ; 8x 2 

U (x) = 0; 8x 2 @
 (2.5.1)

où, c 2 L1 (
) ; f 2 L2 (
) : En outre on suppose que

9c0 > 0 telle que 8x 2 
; c (x) � c0 > 0:

On multiplie les deux membres de la première équation du (2.3.1) par une fonction régulière
dite fonction test v et en intègrant sur le domaine 
 on trouve :

�
Z



�U (x) v (x) dx+

Z



c (x)U (x) v (x) dx =

Z



f (x) v (x) dx:

Maitenant, en utilisant la formule de Green on obtient :Z



rU (x)rv (x) dx+
Z
@


@U (x)

@N
v (x) d� +

Z



c (x)U (x) v (x) dx =

Z



f (x) v (x) dx;

le terme de bord du domaine va disparaitre car on va prendre v nulle sur @
 comme la
solution U .
D�où le problème est réécrit de la manière suivante :

1un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.
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Trouver une solution U 2 H1
0 (
) qui satisfait

Z



rU (x)rv (x) dx+
Z



c (x)U (x) v (x) dx =

Z



f (x) v (x) dx ; 8v 2 H1
0 (
): (2.5.2)

L�équation (2.3.2) est appelée la formulation variationnelle ou la formulation faible du pro-
blème (2.3.1).

2.5.1 Résolution d�un problème variationnelle

Avant de passer à l�étape de résolution, la question qui se pose :
est ce que la solution de la formulation variationnelle existe ? Et si elle existe est elle unique ?

Dé�nition 2.5.1 (forme bilinéaire) On dit que a est une forme bilinéaire sur V � V si :

1. a est dé�nit de V � V dans R;
2. a est linéaire par rapport à chaque argument.

Dé�nition 2.5.2 (forme bilinéaire continu) Une forme bilinéaire a est dite continue
sur V � V s�il existe une constante positive M telle que :

ja (u; v)j �M kuk kvk ; 8 (u; v) 2 V � V:

Dé�nition 2.5.3 (forme bilinéaire c�rcive) Une forme bilinéaire a est dite c�rcive sur
V � V s�il existe un réel � > 0 tel que pour tout u 2 V;

a (u; u) � � kuk2 :

Remarque 2.5.1 Une forme c�rcive est aussi dite V -elliptique.

Théorème 2.5.1 (Lax-Milgram) Soit V un espace de Hilbert sur R et a une forme bili-
néaire continue et V -elliptique. On considère L une forme linéaire sur V:
Alors il existe un unique u 2 V tel que

a (u; v) = L (v) ; 8v 2 V:

De plus, on a l�estimation

kukV �
1

�
kLkV 0

où V
0
est l�ensemble des formes linéaires sur V:

Le théorème de Lax-Milgram est l�un des fondements de la méthode des éléments �nis. Ce
théorème permet d�assurer de l�existence et de l�unicité de solution de la formulation varia-
tionnelle et donc du problème considéré.
En e¤et, posons
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a(U; v) =

Z



rU (x)rv (x) dx+
Z



c (x)U (x) v (x) dx

L (v) =

Z



f (x) v (x) dx

on a,
H1
0 (
) : un espace de Hilbert,

a(U; v) : une forme bilinéaire continue ( linéarité et la continuité de l�intégrale) et elle est
c�rsive (c est positive),
L (v) : une forme linéaire continue sur H1

0 (
).
Sous ses hypothèses et d�après le théorème de Lax-Milgram on conclut que le problème (2.3.2)
admet une unique solution U 2 H1

0 (
) de plus �U 2 L2 (
) :
Est ce que la solution du problème variationnel (2.3.2) est solution du problème (2.3.1) ?

Théorème 2.5.2 U est solution de (2.3.1) si est seulement si U est solution de (2.3.2).

Preuve. Si U est solution de (2.3.1) alors U est solution de (2.3.2) (évidente).
Si U est solution de (2.3.2) alors U est solution de (2.3.1)
En e¤et, supposons que U est solution de (2.3.2) et choisissons une fonction v 2 D(
) ( car
D(
) � H1

0 (
))
alors Z




rU (x)rv (x) dx+
Z



c (x)U (x) v (x) dx =

Z



f (x) v (x) dx ; 8v 2 D(
):

En appliquant la formule de Green inverse, on obtient :

�
Z



�U (x) v (x) dx+

Z



c (x)U (x) v (x) dx =

Z



f (x) v (x) dx; 8v 2 D(
):

Lemme 2.5.1 Soit f 2 L2(
); on aZ



f(x)'(x)dx = 0; pour tout ' 2 D(
)) f = 0 presque partout dans 
:

D�après ce lemme, on a

��U (x) + c (x)U (x) = f (x) pp dans 
:

D�autre part on a U 2 H1
0 (
) donc U = 0 sur la frontière de 
:

Ainsi U est solution de (2.3.1). �
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2.6 Ondelettes

La terminologie ondelette a été utilisée par Morlet en 1975, bien que la première base d�on-
delettes connue date de 1910, crée par Haar. Il est intéressant de remarquer que les premiers
travaux sur les ondelettes ont été réalisés dans le formalisme de la physique théorique par
Morlet et Grossman, ou par des personnes issues de cette discipline, comme I. Daubechies.
La transformée en ondelettes permet d�exprimer, sans perte les informations d�un signal dans
une base dans laquelle on obtient la contribution locale de chaque fréquence au signal. Mallat
et Meyer créèrent un environnement, appelé analyse multi-résolution (AMR), permettant
une construction systématique de bases d�ondelettes, associées à une transformée discrète
rapide.
Dans cette partie nous présentons le principe de l�analyse multirésolution, et on rappelle
brièvement par les principales propriétés des ondelettes et les bases d�ondelettes dans le cas
monodimentionel et bidimentionels.

Dé�nition 2.6.1 Une ondelette est une petite onde qui a un début et une �n, c�est la si-
gni�cation physique. Mathématiquement, une ondelette est une fonction oscillante de valeurs
réelles, de carré intégrable et de moyenne nulle i.e. ,R

R
 (t)dt = 0

et de norme 1

k k2L2(R) =
�R
R
j (t)j2 dt

� 1
2

= 1:

 est aussi dite ondelette mère.

Dé�nition 2.6.2 Les ondelettes �lles sont obtenues par translation et dilatation / contrac-
tion de l�ondelette mère  et ont la forme :

 s;u(t) =
1p
s
 (
t� u
s
);

où
u 2 R : est la translation temporelle (position).
s 2 R� : est l�échelle de dilatation (s > 1) / contraction (s < 1).
L�ondelette  u;s est normalisée de norme :

 s;u

2L2(R) = k k2L2(R) = 1:
Dé�nition 2.6.3 (Moments nuls d�une ondelette) On dit que l�ondelette  est àm mo-
ments nuls si

+1R
�1

tk (t)dt = 0 ; 0 � k < m;

cela revient à dire que  est orthogonale à tous les polynômes de degré inférieur à m.
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Le nombre de moments nuls joue un rôle très important dans l�approximation et la compres-
sion des ondelettes : si l�ondelette a N moments nuls, alors et  est soutenu sur [�N + 1; N ].
En outre, la régularité de cette dernière fonction augmente asymptotiquement linéairement
avec N

 2 C�N

pour N su¢ samment grand, � = 0:2:

Exemple 2.6.1 Ondelette de Haar
Nous dé�nissons sur 
 = L2([0; 1[) la fonction suivante :

 (t) =

8<:
1 si 0 � t � 1

2

�1 si 1
2
� t < 1

0 sinon

Ondelette de Haar

Exemple 2.6.2 Ondelette de Morlet
Elle est dé�nit comme suit :

 (t) =
p
2 exp

�
�t2
�2

��
exp (��t)� exp

�
��

2�2

4

��
:

2.6.1 Transformée en ondelette continue (TOC)

La transformée en ondelette continue d�une fonction f 2 L2(R) en temps u et échelle s est
dé�nie par le produit scalaire avec l�ondelette  u;s

Wf(u; s) = < f;  u;s >

=
R
R
f(t)

1p
s
 (
t� u
s
)dt;

où W désigne l�initial de wavelet (ondelette en anglais),  ( t�u
s
) est le complexe conjugué de

 ( t�u
s
).

La transformée en ondelette continue est une analyse temps échelle, elle permet d�avoir des
transformations d�une fonction au voisinage du point u et à l�échelle s:
La TOC peut se réécrire comme un produit de convolution (voir Annexes) :

Wf(u; s) =
�
f � � s

�
(u);
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avec,
� s(t) =

1p
s
 (
�t
s
):

2.6.2 Construction de la fonction originale

Pour pouvoir reconstruire la fonction originale f; l�ondelette  doit nécessairement véri�er la
condition d�admissibilité suivante :

C =
1R
0

��� ̂(�)���2 d�
�
< +1; (2.6.1)

où  ̂(�) est la transformée de Fourier de  (voir Annexe). Cette reconstruction s�e¤ectue
par :

f(x) =
1

C 

R R
Wf(u; s) s;u(x)

duds

u2
:

Remarque 2.6.1 Si l�ondelette  véri�e la condition (2.4.1) elle est dite admissible.

2.6.3 Transformée en ondelette discrète (TOD)

Notons par
s = sm0 et u = nu0s

m
0 avec s0; u0 2 Z:

On dé�nit la transformée en ondelette discrète par :

Wf(m;n) = s
�m

2
0

R
R
f(t) (s�m0 t� nu0)dt; (s0; u0) 2

�
R�+
�2
; (m;n) 2 Z2;

avec sm0 l�échelle et nu0s
m
0 représente la translation.

On parlera de transformée en ondelettes dyadique dans le cas où s0 = 2 et u0 = 1

Wf(m;n) = 2�
m
2

R
R
f(t) (2�mt� n)dt;

le signal décomposé f(x) est reconstruit par la formule suivante :

f(x) =
P
j

P
n

Wf(j; n) m;n(x):

2.6.4 Base d�ondelettes

Dé�nition 2.6.4 Une base d�ondelettes est une base préhilbertienne de L2(R) de la forme
 j;k obtenue par translation et dilatation dyadique de l�ondelette mère  :

 j;k(t) = 2
�j=2 

�
2�jt� k

�
; j; k 2 Z:
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Exemple 2.6.3 La base d�ondelettes de Haar est dé�nie par :

 j;k(t) =

8<:
1 si k

2j
� t < k

2j
+ 1

2j+1
;

�1 si k
2j
+ 1

2j+1
� t < k+1

2j
;

0 sinon :

Elle est orthogonale.

Remarque 2.6.2 Ingrid Daubechies a cherchée à construire des bases d�ondelettes orthogo-
nales à supports compacts et à m moments nuls.

Dé�nition 2.6.5 Une base d�ondelettes  m;k(t) est dite orthonormale si

<  j;k;  i;l >=
R
R
 j;k(x) i;l(x)dx

= � (j � i) � (k � l) ;

où � est la matrice de Kronecker

� (j � i) =
�
1 si j = i
0 si j 6= i

:

Dé�nition 2.6.6 Une ondelette  est dite orthogonale si la famille
�
 j;k; (j; k) 2 Z2

	
forme

une base orthogonale de L2(R):

La construction des bases d�ondelettes repose sur la notion de l�analyse multi-résolution.

2.6.5 Analyse multi-résolution (AMR)

Les AMR (analyses multi-résolution) d�ondelettes, sont des espaces d�approximation générés
par des bases de fonctions introduites par Stéphan Mallat en 1986. Cette thématique
permet de calculer des approximations successives d�une fonction à des résolutions spatiales
de plus en plus grossières. L�approximation multi-résolution calcule l�approximation d�une
fonction f à diverses résolutions par sa projections orthogonales sur une famille d�espaces
(Vj)j2Z.

Dé�nition 2.6.7 Une analyse multi-résolution (AMR) de L2 (R) est une suite de sous-
espaces vectoriels (fermés) (Vj)j2Z de L

2 (R) véri�ant les conditions suivantes :

1. (Vj)j2Z constitue une suite d�espaces emboîtés : 8j 2 Z; Vj � Vj+1:

2. lim
j!+1

Vj = f0g ; lim
j!�1

Vj est dense dans L2 (R) :

3. Une fonction f(x) appartient à Vj si et seulement si sa dilatée f(2x) appartient à Vj+1.

4. Il existe �(x) 2 L2 (R), appelée fonction d�échelle ou l�ondelette père telle que

f�(x� k); k 2 Zg

forme une base orthonormale de V0.
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Remarque 2.6.3 - La première condition signi�e que Vj est un sous espace de Vj+1 et donc
la projection d�une fonction sur Vj constitue une moins bonne approximation que sa projection
sur Vj+1. Cette inclusion montre que l�approximation sur Vj+1 contient toute l�information
nécessaire pour calculer l�approximation sur Vj.
- Les secondes montre que quand j ! +1 on perd toutes les informations sur la fonction,
alors que quand j ! �1 l�approximation est asymptotiquement égale au fonction d�origine
- De troisième condition, on peut passer de Vj à Vj+1en multipliant par le facteur 2 d�échelle.

Les espaces Vj sont appelés les espaces d�approximations et le complémentaire orthogonale
de Vj dans Vj+1 noté par Wj est appelé espace de détails et on écrit :

Vj+1 = Vj �Wj

où le symbole � désigne la somme directe de sous espaces vectoriels.
Ainsi la projection orthogonale d�une fonction f sur Vj+1 peut se décomposer comme la somme

de sa projection orthogonale sur Vj et Wj. les familles
n
�j;n (t) = 2

� j
2� (2�jt� n) ; n 2 Z

o
et
n
 j;n (t) = 2

� j
2 (2�jt� n) ; n 2 Z

o
étants les bases orthonormales des espaces Vj et Wj

respectivement.
La projection de f sur Vj+1 est donnée par

PVj+1f(t) = PVjf(t) + PWj
f(t):

où

PVjf(t) =
X
n

aj [n] 2
� j
2�
�
2�jt� n

�
;

PWj
f(t) =

X
n

cj [n] 2
� j
2 
�
2�jt� n

�
;

et
aj [n] =

D
f(t); 2�

j
2�
�
2�jt� n

�E
; cj [n] =

D
f(t); 2�

j
2 
�
2�jt� n

�E
les coe¢ cients aj [n] et cj [n] sont appelés coe¢ cients d�approximation et coe¢ cients d�onde-
lettes ou de détails du fonction au niveau de résolution j:

2.6.6 Bases d�ondelettes bidimensionnelles

Analyse multi-résolution bidimentionnels

Considérons (Vj)j2Z une analyse multi-résolution de L
2 (R) ; on dé�nit l�analyse multi-résolution

séparable de L2 (R2) parVj = V 2
j = Vj
Vj: Si �(x) est la fonction d�échelle associer à l�AMR

(Vj)j2Z alors on peut donné une base orthonormale de (Vj)j2Z par�
�n;m(x; y) = 2

�j�(2�jx� n)�(2�jy �m); (n;m) 2 Z2
	
:

Remarque 2.6.4 L�AMR dans le cas bidimentionnelle a les mêmes propriétés que dans le
cas monodimentionnel.
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Suposons l�espace de détailsWj est le complémentaire orthogonale de Vj+1 dans Vj:
Dans le cas 2D; on a besion de trois espaces de détailsWh

j ; W
d
j ; W

v
j ; de tels sorte que

Vj+1 = Vj �Wh
j �Wd

j �Wv
j ;

oùWh
j est l�espace des détails horizontaux,W

d
j est l�espace des détails diagonaux etW

v
j est

l�espace des détails verticaux.
Si  (t) est l�ondelette mère associer à l�AMR (Vj)j2Z on pose les trois fonctions :

 h(x; y) = �(x) (y);

 d(x; y) =  (x) (y);

 v(x; y) =  (x)�(y);

par translation et dilatation de ces bases, on obtient des bases orthonormales de 3 espaces
de détails �

2�j h(2�jx� n; 2�jy �m); (n;m) 2 Z2
	
base orthonormale deWh

j ;
f2�j v(2�jx� n; 2�jy �m); (n;m) 2 Z2g base orthonormale deWh

j ;�
2�j d(2�jx� n; 2�jy �m); (n;m) 2 Z2

	
base orthonormale deWh

j ;

ces ondelettes extraient les détailes d�une fonction à di¤érente échelles et orientations.

Exemple 2.6.4 Considérons la base de Haar en 2D. La fonction d�échelle est la fonction
caractéristique du carré unité :

� (x; y) = �[0;1]2 (x; y) :

Les images suivantes devraient su¢ re à comprendre la nature des ondelettes de Haar en 2-D
et la fonction d�échelle :

1 1
1 1

�1 1
1 �1

1 �1
1 �1

�1 �1
1 1

� (x; y)  d (x; y)  h (x; y)  v (x; y)

Dé�nition 2.6.8 Une base d�ondelettes séparables de L2(R2) peut être associée à toute base
d�ondelettes orthonormées de L2(R)

 j1;j2k1;k2
(x; y) =

�
 j1;k1 (x) j2;k2 (y)

	
j1;j2;k1;k22Z4

: (2.6.2)

Les fonctions  j1;k1 (x) j2;k2 (y) mélangent informations à deux échelles di¤érentes 2
j1 ; 2j2

le long de x et y, ce qui souvent nous voulons éviter.



Chapitre 3

La méthode de collocation
orthogonale sur les éléments �nis

Ce chapitre traite la méthode des éléments �nis qui est une technique d�approximation nu-
mérique de problèmes de valeurs aux limites.
Cette méthode est très utile dans le cas où la forme géométrique du domaine d�étude est irré-
gulière. Le principe de cette méthode est de discrétiser le problème en découpant le domaine
considéré en un nombre �ni de sous domaines de formes géométriques simples (segment,
carré, rectangle, triangle ...) que l�on appelle élémemts �nis. Sur chacun de ces éléments,
on applique l�une des méthodes des résidus pondérées présentées dans le chapitre précédent
(section 1) a�n d�obtenir des matrices élémentaires. Ensuite, on procède à un assemblage en
une matrice globale.
Considérant le problème de valeurs aux limites suivant :

a(x; y)�U(x; y) + b(x; y)rU(x; y) + c(x; y)U(x; y) = f(x; y); sur 
 = ]a; b[� ]c; d[ ; (3.0.1)

avec les conditions aux limites :�
U(a; y) = g1(y); U(b; y) = g2(y)
U(x; c) = g3(x); U(x; d) = g4(x);

(3.0.2)

où, 
 est un ouvert de R2; a; c; f sont dans C
�

;R

�
, b est dans C

�

;R2

�
, g1 et g2 sont

dans C ([c; d] ;R) et g3 et g4 sont dans C ([a; b] ;R).

3.1 Discrétisation du domaine 


3.1.1 Discrétisation par éléments �nis

L�idée de base de la discrétisation par éléments �nis est de découper le domaine d�étude 

en un nombre �ni de sous domaines 
(i) de dimensions �nies. Ces derniers sont appelés des
éléments �nis de telle sorte qu�ils forment un recouvrement admissible du domaine 
 i. e ;S

i


(i) = 
;
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et

8i; j 
(i) \ 
(j) =

8<:
soit un point
soit tout un coté
;:

Remarque 3.1.1 L�avantage de la discrétisation par éléments �nis est qu�on peut localiser
un n�ud, un élément sans aucun problème.

Pour discrétiser 
 = [a; b]� [c; d] on procède de la façon suivante :
a- Discrétisation suivant l�axe des x
En choisissant le nombre des n�uds nxe, on peut calculer le pas de discrétisation hxe suivant

l�axe des x par la formule suivante :

hxe = (b� a) = (nxe � 1) ;

et la valeur de l�abscisses x(i)e est dé�nie par :

x(i)e = a+ (i� 1)hxe ; i = 1; :::; nxe ;
comme il est montré dans la �gure suivante

Figure 1 : Discretisation suivant l�axe des x

b- Discrétisation suivant l�axe des y
En choisissant le nombre des n�uds nye, on peut calculer le pas de discrétisation hye suivant

l�axe des y par la formule suivante :

hye = (d� c) = (nye � 1) ;

et la valeur de l�abscisses y(j)e est dé�nie par :

y(j)e = c+ (j � 1)hye ; j = 1; :::; nye ;

comme il est montré dans la �gure suivante

Figure 2 : Discretisation suivant l�axe des
y

En arrangeant les deux discrétisations, on obtient un domaine maillé, où les points
(x
(i)
e ; y

(j)
e ) obtenus sont appelés des n�uds, on les rassemble dans la matriceXe suivante :

Xe =

 
x
(1)
e x

(2)
e ::: x

(nxe )
e x

(1)
e ::: x

(nxe )
e ::: x

(1)
e ::: x

(nxe )
e

y
(1)
e y

(1)
e ::: y

(1)
e y

(2)
e ::: y

(2)
e ::: y

(nye )
e ::: y

(nye )
e

!
; (3.1.1)
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de telle manière que chacun de ses colonnes représente les coordonnées d�un n�ud

x(1)e = a; y(1)e = c; x(nxe )e = b; y(nxe )e = d:

Le choix de sens de lecture des n�uds est important pour les numériciens, le choix est dans
le sens lexicographique i.e ; de gauche à droite et de bas en haut.
L�algorithme suivant donne la numérotation des n�uds et ses coordonnées��������������

pour j de 1 jusqu�à nye
pour i de 1 jusqu�à nxe

n�ud n�ud+1
Xe1,n�ud  xi
Xe2,n�ud  yi

�n pour
�n pour
On cherche maintenant à relier les n�uds pour obtenir des éléments rectangulaire. Tout
élément rectangulaire est composé de quatre n�uds, voir la �gure (??)

Figure 3 : Discrtisation en EF

Ainsi, on obtient (nxe � 1) (nye � 1) éléments rectangulaires.
L�algorithme suivant nous donne le numéro de chaque élément �ni et le numéro des n�uds
qui le composent :

��������������������

elt 0
pour j de 1 à nye-1

pour i de 1 à nxe-1
elt elt+1
elem�ni1,elt  (j-1)� nxe+i
elem�ni2,elt  (j-1)� nxe+i+1
elem�ni3,elt  (j-1)� nxe+i+1+nxe
elem�ni4,elt  (j-1)� nxe+i+nxe

�n pour
�n pour
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Remarque 3.1.2

1. Le choix du pas constant dans la discrétisation est le plus facile à mettre en �uvre mais
si la solution présente une instabilité dans certaine région du domaine, on ra¢ ne le
maillage dans ses régions.

2. Le sens de numérotation des sommets dans un rectangle est toujours inverse à celui des
aiguilles d�une montre.

Maintenant on va appliquer la méthode de collocation orthogonale sur chaque élément �ni.

3.1.2 La méthode de collocation orthogonale

On s�intéresse à l�application de la méthode de collocation orthogonale sur chaque élément
�ni.
La méthode de collocation orthogonale consiste aux étapes suivantes :

1. Discrétisation d�un élément �ni 
(i) =
h
x
(i)
e ; x

(i+1)
e

i
�
h
y
(i)
e ; y

(i+1)
e

i
:

Dans cette étape on choisit quelques points de collocation dans l�élément qu�on va
obtenir par la suite une approximation de la solution en ces points.
Pour trouver les points de collocation, on procède de la même manière que pour la
discrétisation par élément �nis. Étant donné (nxc + 2) ; (resp. (nyc + 2)) points de col-
location qui sont représentés par les racines du polynômes de Jacobi que l�on note par
xc (resp. yc) suivant l�axe des x (resp. l�axe des y ), on calcule les pas de discrétisation :

h(k)xc =
�
x(k+1)c � x(k)c

�
; k = 1; :::; nxc + 1;

h(l)yc =
�
y(l+1)c � y(l)c

�
; l = 1; :::; nyc + 1:

L�algorithme ci-dessus nous montre la numérotation des points de collocation et ses coordon-
nées, où la matrice Xc est conçue de telle sorte que chacune de ses colonnes représente les
coordonnées d�un point de collocation����������������

k = 0 ;
pour j de 1 à nyc + 2

pour i de 1 à nxc + 2� (j � 1)
k ! k + 1 ;
Xc1;k ! xci
Xc2;k ! ycj

�n pour
�n pour

Par conséquent,

Xc =

 
x
(1)
c x

(2)
c ::: x

(nxc+2)
c x

(1)
c ::: x

(nxc+2)
c ::: x

(1)
c ::: x

(nxc+2)
c

y
(1)
c y

(1)
c ::: y

(1)
c y

(2)
c ::: y

(2)
c ::: y

(nyc+2)
c ::: y

(nyc+2)
c

!
(3.1.2)

avec, x(1)c = x
(i)
e ; y

(nyc+2)
c = xe(i+1); y

(1)
c = y

(i+1)
e ; y

(nyc+2)
c = y

(i+1)
e :
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Voir la �gure (??)

Figure 4 : Discretisation du domaine [0; 1]
� [0; 1] par MCOEF

1. 2. Déscritisation de équation (3.0.1)

Dans cette étape, on va écrire cette équation en chaque point de Xc de la discrétisation.
Choisissant une approximation lagrangienne en 2D de la solution du problème (3.0.1)-(3.0.2)

sur un élément 
(s) =
h
x
(s)
e ; x

(s+1)
e

i
�
h
y
(s)
e ; y

(s+1)
e

i
de la forme suivante :

U (s)(x; y) =

nxc+2X
i=1

nyc+2X
j=1

U
(s)
i;j Lij (x; y) ; (3.1.3)

où, Lij (x; y) = li(x)lj(y) est le polynôme de Lagrange voir ([10]) et U
(s)
i;j sont les paramètres

d�approximation.
Après la substitution de (3.2.1) dans l�équation (3.0.1), on obtient un résidus non nulR(x; y) :

R(x; y) = a(x; y)�U (s)(x; y) + b(x; y)rU (s)(x; y) + c(x; y)U (s)(x; y)� f (s)(x; y) 6= 0: (3.1.4)

Remarque 3.1.3 Pour des raisons techniques, on est amené à transformer le dévelopement
de calcul sur un élément de référence.
En e¤et, tout intervalle (a; b) de R peut être transformé en un intervalle de référence (0; 1)
grâce à une transformation linéaire :

Tr : (a; b) ! (0; 1)
x 7! x�a

b�a :
(3.1.5)

De même pour le cas de deux dimensions, chaque pavé [a; b]� [c; d] peut être transformer en
un élément de référence [0; 1]� [0; 1] :
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Pour la transformation d�un élément �ni 
(s) en un élément de référence [0; 1]� [0; 1] on note :

(x;y) =

 
x� x(s)e
hxe

;
y � y(s)e
hye

!
;

avec hxe = x
(s+1)
e � x(s)e , hye = y

(s+1)
e � y(s)e :

Donc

�U (s)(x; y) =
1

h2xe

@2U (s)

@x2
(x;y) +

1

h2ye

@2U (s)

@y2
(x;y) (3.1.6)

rU (s)(x; y) =
�
1

hxe

@U (s)

@x
(x;y);

1

hye

@U (s)

@y
(x;y)

�
: (3.1.7)

Le résidu transformé sur l�élément de référence devient :

R(x;y)

= a(x;y)
1

h2xe

@2U (s)

@x2
(x;y) +

1

h2ye

@2U (s)

@y2
(x;y) + b(x;y)

�
1

hxe

@U (s)

@x
(x;y);

1

hye

@U (s)

@y
(x;y)

�T
+c(x;y)U (s)(x;y)� f (s)(x;y)

= a(x;y)
1

h2xe

@2U (s)

@x2
(x;y) +

1

h2ye

@2U (s)

@y2
(x;y) +

1

hxe
b1(x;y)

@U (s)

@x
(x;y) +

1

hye
b2(x;y)

@U (s)

@y
(x;y) + c(x;y)U (s)(x;y)� f (s)(x;y);

avec

(b1(x;y); b2(x;y)) = b(x;y):

Pour des raisons de simpli�cation, on prend nxc = nyc = nc.
Le principe de la méthode consiste à minimiser le résidu R(x;y) au sens des distributions en
le pondérant par les fonctions

 kl(x;y) =

�
0 si (x;y) 6= (xk;yl)
1 si (x;y) = (xk;yl)

:

On a donc ZZ
[0;1]�[0;1]

R(x;y) kl(x;y)dxdy = 0;

ce qui implique

R (xk;yl) = 0; (3.1.8)

avec k = 1; :::; nc + 2; l = 1; :::; nc + 2:
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Dans toute la suite on utilise la notation suivante :

h (xk;yl) = hk;l:

Alors, l�équation (3.2.5) devient pour tout k; l = 1; :::; nc + 2 :

R (xk;yl) = ak;l

 
nc+2X
i=1

nc+2X
j=1

1

h2xe
U
(s)
i;j B

(s)
xk;i
M (s)

yl;j
+

nc+2X
i=1

nc+2X
j=1

1

h2ye
U
(s)
i;j M

(s)
xk;i
B(s)
yl;j

!
(3.1.9)

+b1k;l

nc+2X
i=1

nc+2X
j=1

1

hxe
U
(s)
i;j A

(s)
xk;i
M (s)

yl;j
+ b2kl

nc+2X
i=1

nc+2X
j=1

1

hye
U
(s)
i;j M

(s)
xk;i
A(s)yl;j

+ck;l

nc+2X
i=1

nc+2X
j=1

U
(s)
i;j M

(s)
xk;i
M (s)

yl;j
� f (s)k;l

= 0;

avec

A
(s)
xj;i =

dli
dx
(xj); A

(s)
yj;i =

dli
dy
(yj); M

(s)
xk;i = li (xk) ;

B
(s)
xj;i =

d2li
dx2

(xj); B
(s)
yj;i =

d2li
dy2

(yj); M
(s)
yl;j = lj (yl) :

Pour les expréssion de A(s)xk;i ; A
(s)
yl;j ; B

(s)
xk;i ; B

(s)
yl;j ;M

(s)
xk;i et M

(s)
yl;j voir annexe.

Par conséquent l�équation (??) devient :

nc+2X
i=1

�
ak;l

�
1

h2xe
B(s)
xk;i
M (s)

yl;1
+
1

h2ye
M (s)

xk;i
B(s)
yl;1

��
U
(s)
i;1

+
nc+2X
i=1

�
b1k;l
hxe

A(s)xk;iM
(s)
yl;1
+
b2k;l
hye

M (s)
xk;i
A(s)yl;1 + ck;l

�
M (s)

xk;i
M (s)

yl;1

��
U
(s)
i;1

+
nc+2X
i=1

�
ak;l

�
1

h2xe
B(s)
xk;i
M (s)

yl;1
+
1

h2ye
M (s)

xk;i
B(s)
yl;1

��
U
(s)
i;2

+

nc+2X
i=1

�
b1k;l
hxe

A(s)xk;iM
(s)
yl;1
+
b2k;l
hye

M (s)
xk;i
A(s)yl;1 + ck;l

�
M (s)

xk;i
M (s)

yl;1

��
U
(s)
i;2

...

+

nc+2X
i=1

�
ak;l

�
1

h2xe
B(s)
xk;i
M (s)

yl;nc+2
+
1

h2ye
M (s)

xk;i
B(s)
yl;nc+2

��
U
(s)
i;nc+2

+
nc+2X
i=1

�
b1k;l
hxe

A(s)xk;iM
(s)
yl;nc+2

+
b2k;l
hye

M (s)
xk;i
A(s)yl;nc+2 + ck;lM

(s)
xk;i
M (s)

yl;nc+2

�
U
(s)
i;nc+2

= f
(s)
k;l ;
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avec, l; k = 1; :::; nc + 2:
Donc on peut le réécrir sous la forme compacte suivante

nc+2X
i;j=1

N
(s)
i;j U

(s)
ij = fk;l; (3.1.10)

avec

N
(s)
i;j =

�
ak;l

�
1

h2xe
B(s)
xk;i
M (s)

yl;j
+
1

h2ye
M (s)

xk;i
B(s)
yl;j

�
+
b1k;l
hxe

A(s)xk;iM
(s)
yl;j
+
b2k;l
hye

M (s)
xk;i
A(s)yl;j + ck;lM

(s)
xk;i
M (s)

yl;j

�
:

Ainsi l�équation (??) devient

N
(s)
1;1U1;1 +N

(s)
2;1U2;1 +N

(s)
3;1U3;1 + � � �+N

(s)
nc+2;1Unc+2;1

+N
(s)
1;2U1;2 +N

(s)
2;2U2;2 +N

(s)
3;2U3;2 + � � �+N

(s)
nc+2;2Unc+2;2

+ � � �
+N

(s)
1;nc+2U1;nc+2 +N

(s)
2;nc+2U2;nc+2 +N

(s)
3;nc+2U3;nc+2 + � � �+N

(s)
nc+2;nc+2Unc+2;nc+2

= f
(s)
k;l :

Par conséquent, on obtient un système de (nc + 2)
2 équations linéaires associées à (nc + 2)

2

inconnues dans chacun des (nxe � 1) (nye � 1) éléments �nis, qu�on écrit directement sous
forme matricielle :

AL(s)U (s) = BL(s):

3.1.3 Le calcul de la matrice locale

Aprés avoir discrétisé l�équation sur un élément de référence, on recherche maintenant à
évaluer l�écriture matricielle du système, on dé�nit la matrice locale AL(s); et le second
membre local BL(s) dans l�élément �ni 
(s) = [0; 1]� [0; 1] par :

AL
(s)
(l�1)(nc+2)+k ; (j�1)(nc+2)+i =

24 ak;l

�
1
h2xe
B
(s)
xk;iM

(s)
yl;j +

1
h2ye
M

(s)
xk;iB

(s)
yl;j

�
+ 1

hxe
b1k;lA

(s)
xk;iM

(s)
yl;j

+ 1
hye
b2k;lM

(s)
xk;iA

(s)
yl;j + ck;lM

(s)
xk;iM

(s)
yl;j ;

35T ;
avec k; l = 1; :::; nc + 2;

BL(s)
(l�1)(nc+2)+k;l

= fk;l;
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et l�inconnu

U (s) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

U
(s)
1;1
...

U
(s)
nc+2;1

U
(s)
1;2
...

U
(s)
nc+2;2
...

U
(s)
1;nc+2
...

U
(s)
nc+2;nc+2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

La matrice obtenue AL(s) est de dimension (nc + 2)�(nc + 2) : Elle est appelée matrice locale
et le vecteur BL(s) est appelé second membre locale dans l�élément numéro s.

3.2 L�assemblage de matrices locales

Dans cette étape on veut assembler toutes les matrices locales obtenues sur chaque élément,
en une matrice globale.
Cette procédure se réalise de la façon suivante :

����������������

pour m de 1 jusqu�à elt
pour i de 1 jusqu�à nel
pour j de 1 jusqu�à nel

AG(element(i;m); element(j;m))! AG(element(i;m); element(j;m)) + AL(i; j)
�n pour
BG(element(i;m))! BG(element(i;m)) +BL(i)

�n pour
�n pour

où elt désigne le nombre total des éléments �nis,nel est le nombre de points de collocation
dans chaque élément �ni, AG est la matrice globale et BG est le second membre globale.

3.3 Les conditions aux limites

Une fois la matrice et le second menbre locaux obtenus, on a besoin d�imposer les conditions
aux limites.
L�algorithme suivant nous permet d�imposer les conditions aux limites :
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1: Initialisation ind et val_impose deux vecteurs de dimension p à zéro
2: conditions aux limites en x = a et y quelconque
k ! 0
pour i de 1 pas de (nxe � 1)(nxc + 1) + 1 jusqu�à p

k ! k + 1
ind(i)! 1
val_impose(i)! ud(k)

�n pour
3: pour i de 1 jusqu�à p

si ind(i)=1
pour j de 1 jusqu�à p

si i 6= j
BG(j)! BG(j)� AG(j; i)val_impose(i)
AG(i; j)! 0

�n si
�n pour
pour k de 1 jusqu�à p

AG(i; k)! 0
�n pour
AG(i; i)! 0
BG(i)! val_impose(i)

�n si
�n pour

où
p : nombre de points de collocation et de n�uds dans le domaine d�étude,
nxc : nombre de points de collocation intérieur suivant l�axe des x,
nyc : nombre de points de collocation intérieur suivant l�axe des y,
ind : un indicateur pour détecter le noeud ou on doit imposer une valeur,
val_impose : un vecteur pour la valeur à imposé,
AG : matrice globale,
BG : second membre globale.

3.4 La résolution du système

Aprés avoir imposé les conditions aux limites, on obtient le système linéaire suivant :

(AG)U = BG: (3.4.1)

Pour résoudre ce système on utilise la méthode LU (voir Annexe).



Chapitre 4

Une méthode de représentation des
opérateurs di¤érentiels en terme
d�ondelettes

Considérons une analyse multi-résolution en 2D

::: � Vj = Vj 
 Vj � Vj+1 � :::; j 2 Z;
avec les bases associées au espaces Vj; W

h
j ; W

v
j etW

d
j sont respectivement

�jn1;n2 (x; y) = 2�j�(2�jx� n1)�(2�jy � n2);
	j;hn1;n2 (x; y) = 2�j�(2�jx� n1) (2�jy � n2);
	j;vn1;n2 (x; y) = 2�j 

�
2�jx� n1

�
�
�
2�jy � n2

�
;

	j;dn1;n2 (x; y) = 2�j 
�
2�jx� n1

�
 
�
2�jy � n2

�
;

où �(x) et  (x) sont la fonction échelle et l�ondelette mère associées à l�AMR (Vj)j2Z.
L�analyse multi-résolution d�une fonction f de L2 (R2) consiste à calculer les projections
orthogonales sur les espaces Vj W

h
j ; W

v
j etW

d
j comme suit :

PVj
f (x; y) =

+1X
n1=�1

+1X
n2=�1

sj [n1; n2] �
j
n1;n2

(x; y) ;

PWh
j
f (x; y) =

+1X
n1=�1

+1X
n2=�1

chj [n1; n2] 	
j;h
n1;n2

(x; y) ;

PWv
j
f (x; y) =

+1X
n1=�1

+1X
n2=�1

cvj [n1; n2] 	
j;v
n1;n2

(x; y) ;

PWd
j
f (x; y) =

+1X
n1=�1

+1X
n2=�1

cdj [n1; n2] 	
j;d
n1;n2

(x; y) ;



Une méthode de représentation des opérateurs di¤érentiels en terme
d�ondelettes 33

avec

sj [n1; n2] =


f (x; y) ;�jn1;n2 (x; y)

�
;

chj [n1; n2] =


f (x; y) ;	j;hn1;n2 (x; y)

�
;

cvj [n1; n2] =


f (x; y) ;	j;vn1;n2 (x; y)

�
;

cdj [n1; n2] =


f (x; y) ;	j;dn1;n2 (x; y)

�
:

Dans la �gure ci-dessous les zones Vj; W
h
j ; W

v
j et W

d
j correspondent respectivement aux

coe¢ cients d�approximations, de détails horizontaux, verticaux et diagonaux au niveau de
résolution j

En choisissant Vn et Vn�J comme étant le plus �n et le plus grossier sous espace, respecti-
vement, et utilisant Vj = Vj�1 �Wj�1, on obtient :

Vn = Vn�J �Wn�J �Wn�J+1 � :::�Wn�1:

Alors l�approximation de f sur Vn peut être étendue comme suit :

PVnf (x; y) = PVn�Jf (x; y) +
n�1X

j=n�J
Qjf (x; y) ;

avec
Qjf (x; y) = Qh

j
f (x; y) +Qv

j
f (x; y) +Qd

j
f (x; y) ;

où

Qh
j
= PWh

j
; Qv

j
= PWv

j
f (x; y) ; Qd

j
= PWd

j
f (x; y) :

Ici, PVn�Jf est la plus grossière approximation sur Vn�J et les projections Qj
surWj donnent

les détails Q
j
f surWj construits par l�approximation la plus �ne, PVnf , de f sur Vn.
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La décomposition est du type de celle présentée dans la �gure

Une dcomposition sur 3 niveaux de
resolution

4.1 La représentation non-standard des opérateurs dif-
férentiels

Soit T un opérateur donné. On approxime T par Tn = PVnTPVn et avecVn etVn�J ci-dessus,
on étend Tn par :

Tn = PVnTPVn =

J�1X
j=0

�
PVn�jTPVn�j � PVn�j�1TPVn�j�1

�
+ PVn�JTPVn�J ;

et on utilise
PVj+1

= PVj
+Q

j
;

pour obtenir la représentation non-standard de T;

Tn =
n�1X

j=n�J
[Aj +Bj + Cj] + Tn�J ;

où Tn�J = PVn�JTPVn�J : Vn�J ! Vn�J et

Aj =
X

�;�0=h;v;d

A�;�
0

j =
X

�;�0=h;v;d

Q�
jTQ

�0

j :W
�0

j !W�
j ;

Bj =
X

�=h;v;d

B�
j =

X
�=h;v;d

Q�
jTPVj

: Vj !Wj;
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Cj =
X

�=h;v;d

C�
j =

X
�=h;v;d

PVj
TQ�

j :Wj ! Vj:

La représentation NS découple les échelles par l�action sur Vj etWj à chaque niveau.
Alors pour f 2 L2 (R2), on a l�approximation :

Tf t
n�1X

j=n�J

24 X
�;�0=h;v;d

A�;�
0

j f +
X

�=h;v;d

�
B�
j + C�

j

�
f

35+ Tn�Jf:

Les étapes dans l�application d�un opérateur T sur des fonctions périodiques f 2 L2
�
[0; 1]2

�
de période 1 sont les suivantes :

- Approximer f dans Vn par PVnf pour avoir la matrice s
n de même rang (2n � 2n).

- Décomposer sn sur les espaces d�AMR en utilisant la transformée en ondelette rapide en
2D pour obtenir chj ; c

v
j ; c

d
j et s

j pour j = n� 1; n� 2; :::; n� J .
- Pour n�J � j � n�1, construire les matrices Aj;�;�0, Bj;�, Cj;� représentant les opérateurs

A�;�
0

j , B�
j , C

�
j , respectivement.

- L�approximation Tf t Tnf est donnée par :

Tnf =
n�1X

j=n�J

24 X
�=h;v;d

0@ 2j�1X
n3;n4=0

ecj;�n3;n4	j;�n3;n4
1A+ 2j�1X

n3;n4=0

esj�j;�n3;n4
35 ;

où, ecj;h = X
�=h;v;d

Aj;h;� � c�j +Bj;h � sj;

ecj;v = X
�=h;v;d

Aj;v;� � c�j +Bj;v � sj;

ecj;d = X
�=h;v;d

Aj;d;� � c�j +Bj;d � sj;

esj = P
�=h;v;d

Cj;� � c�j ; pour n� J + 1 � j � n� 1;

esn�j = X
�=h;v;d

Cn�j;� � c�n�j + T n�J � sn�J :

L�opération � est dé�nie comme suit :

Dé�nition 4.1.1 Si P est une matrice bloc (k � k) avec des matrices blocs (k � k) notée
P i;j et D est une matrice (k � k), alors

(P �D)i;j =
X
m;n

P i;j
m;nDm;n:

La fonction Tnf peut être reconstruite dans l�espace Vn comme suit :

Tnf =

2n�1X
n1=0

2n�1X
n2=0

sn
n1;n2

�nn1;n2 :
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4.2 Construction de la matrice correspondante à la re-
présentation NS

L�action de l�opérateur Tn sur la fonction f 2 L2
�
[0; 1]2

�
,

Tnf : = PVnTPVnf = PVnT

 X
n1;n2



f;�nn1;n2

�
�nn1;n2

!
;

=
X
n3;n4

0BB@X
n1;n2



T�nn1;n2 ;�

n
n3;n4

�| {z }
T
n;n3;n4
n1;n2



f;�nn1;n2

�| {z }
snn1;n2

1CCA
| {z }

�nn3;n4

esnn3;n4

;

est représentée par la structure à 4 dimensions :

T n;n3;n4n1;n2
=


T�nn1;n2 ;�

n
n3;n4

�
:

Pour chaque n3; n4, la matrice de dimension (2n � 2n)

T n;n3;n4n1;n2
=


T�nn1;n2 ;�

n
n3;n4

�
; 0 � n1; n2 � 2n � 1

est le bloc dans la représentation de la structure T n de Tn : Vn ! Vn;

T n =

26664
T n;0;0 T n;0;1 � � � T n;0;2

n�1

T n;1;0 T n;1;1 � � � T n;1;2
n�1

...
... � � � ...

T n;2
n�1;0 T n;2

n�1;1 � � � T n;2
n�1;2n�1

37775 :

4.3 L�opérateur T = @x

L�opérateur T = @x a la représentation suivante :

T n;n3;n4n1;n2
=


@x
�
�nn1;n2

�
;�nn3;n4

�
= 2nrn3�n1�n2;n4 ;

où,

rl =
+1R
�1
� (x� l) � (x) dx; l 2 Z:

avec � représente le conjugué de �:
Ainsi, T n est complètement déterminé par rl.
Avec un changement mineur dans la notation, la matrice bloc T nx (= T n pour T = @x) de-
vient :
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T nx =

2666664
X1;1 X1;2 � � � X1;2n�1 X1;2n

X2;1 X2;2 � � � X2;2n�1 X2;2n

...
... � � � ...

...
X2n�1;1 X2n�1;2 � � � X2n�1;2n�1 X2n�1;2n

X2n;1 X2n;2 � � � X2n;2n�1 X2n;2n

3777775 ;
avec,

Xn3;n4
n1;n2

= T n;n3;n4n1;n2
= 2nrn3�n1�n2;n4 :

Chaque Xn3;n4 contient seulement les colonnes non nulles, la ni�eme4 colonne. La colonne non
nulle de X1;1 est donnée par :

c = 2n
�
0; r�1; r�2; :::; r�(L�2); 0; :::; 0; rL�2; :::; r1

�T
:

Les matrices Xn3;n4 sont obtenues par le biais des "Forward shift Rows Wrap aRound " et
"Forward shift Columns Wrap aRound " qui servent à permuter les lignes et les colonnes
comme suit :

Xn3;n4+1 = FSRWR(Xn3;n4); Xn3+1;n4 = FSCWR(Xn3;n4);

où , pour A = (�!c 1;�!c 2; :::;�!c n�1;�!c n),

FSRWR (A) = [�!c n;�!c 1;�!c 2; :::;�!c n�1] ;
et pour,

A =

26664
r01�!r 2
...
�!r n

37775 ; FSCWR (A) =

26664
r0n�!r 1
...

�!r n�1

37775 :
On note que seulement la matrice X1;1, est calculée et stockée comme les autres blocs X i;j

peut être dynamiquement produits.



Chapitre 5

Application numérique

Ce chapitre est consacré à l�application numérique pour illustrer la méthode étudiée dans ce
mémoire et pour montrer l�e¢ cacité et la stabilité de cette méthode. On a utilisé le logiciel
MATLAB pour construire nos programmes.
On veut résoudre le problème de valeurs aux limites suivant :8><>:

�1
2
�U(x; y) + (x; y)rU(x; y) + xyU (x; y) = xy exp (x2 + y2) sur ]0; 1[� ]0; 1[

U (0; y) = exp (y2) ; U (1; y) = exp (1 + y2) ;
U (x; 0) = exp (x2) ; U (x; 1) = exp (x2 + 1) ;

(5.0.1)
qui admet pour solution analytique :

U(x; y) = exp
�
x2 + y2

�
: (5.0.2)

Pour traiter ce problème par la méthode de collocation orthogonale sur les éléments �nis,
nous discrétisons le domaine d�étude en choisissant nxe noeuds, nxc points de collocation
interieurs suivant l�axe des x et nye n�uds, nyc points de collocation interieurs suivant l�axe
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des y ; comme dé�ni sur le graphe suivant :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

y

Figure 5 : Discrtisation du domaine par MEF et MCO

On note par p le nombre de n�uds total (les n�uds des éléments �nis + les points de
collocation) :

p = (nxe � 1)(nye � 1)(nxc + 2)(nyc + 2)� (nye � 1)(nxe � 2)(nyc + 2)
�(nxe � 1)(nye � 2)(nxc + 2) + (nye � 2)(nxe � 2):

Le graphe suivant montre la forme de la solution exacte

Figure 6 : Solution exacte
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En utilisant la méthode de collocation orthogonale sur les éléments �nis, on obtient le graphe
de la solution approchée suivant :

Figure 7 : Solution approche

À première vu, on constate qu�il n�y a pas de di¤érence majeure entre la solution analytique
et celle obtenue avec notre méthode. C�est la raison qui nous pousse à étudier l�erreur de
cette méthode.
Erreur globale d�approximation
Après avoir obtenu la solution approchée, on peut calculer l�erreur produite par la méthode
avec la formule suivante :

err =

s
nc+2P
i=1

nc+2P
j=1

(erreur(i; j))2 (5.0.3)

et l�erreur ponctuel donnée par :

erreur(i; j) = Uexacte(i; j)� Uapproch�ee(i; j); (5.0.4)

avec i; j = 1; :::; p:
On veut étudier l�erreur d�approximation en partant de p = 49 jusqu�à 550 noeuds, on a alors
le tableau suivant :

n�uds total(p) 49 81 121 169 225 289 361 441 529
Erreur 0.0204 0.0175 0.0137 0.0102 0.0073 0.0050 0.0033 0.0021 0.0015
t (second) 0.0235 0.0350 0.0591 0.1288 0.3194 0.7250 1.5540 3.2671 4.8649
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ce qui se traduit graphiquement par :

Figure 8 : Erreur de la methode

On constate qu�en augmentant p l�erreur diminue ce qui prouve la convergence et la stabilité
numérique pour cet exemple.
Dans ce qui suit on va regarder la rapidité de calcul de la méthode en fonction de p

Figure 9 : la rapidite de l�erreur d�approximation.

On constate que plus que p augmente le temps de calcul augmente. En e¤et, on regarde sur
le graphe qu�à p = 300 n�uds, t = 1 second et pour p = 500 n�uds (moins du double de 300
n�uds) le temps c�est multiplier par 4.



Conclusion

La méthode de collocation orthogonale sur les éléments �nis, a prouvé son e¢ cacité en four-
nissant une bonne approximation de la solution du problème aux limites. On le voit clairement
dans l�application numérique, la convergence, la stabilité numérique de la solution et la pré-
cision des résultats prouvent la haute qualité de cette méthode pour un certain nombre de
n�uds total.
Une augmentation excessive des points de collocation intérieurs provoque une certaine in-
stabilité numérique, pour y remédier les perspectives sont nombreuses. Parmi ces dernières
l�intégration d�une base d�ondelettes à la méthode de collocation. Au quatrième chapitre,
nous avons introduit une méthode de discrétisation à base d�ondelettes et nous prevoyons sa
concrétisation pour la méthode de collocation en perspectives.



Annexes

Dé�nition 5.0.1 L�interpolation est un calcul mathématique qui permet de prédire une va-
leur inconnue à partir de valeurs connues. Ce calcul est utilisé pour estimer les valeurs in-
connues de tout point de données géographiques, etc.

5.1 Polynôme de Lagrange

Dé�nition 5.1.1 Les polynômes de Lagrange en une seule dimension ont la forme suivante :

li(x) =
nx+2Q
k=1
k 6=i

x� xk
xi � xk

;

où nx+ 2 est le nombre de points de collocation.
De plus ils véri�ts la propriété suivante :

li(xj) =

�
1 si i = j
0 sinon

Posons

nx+1Q
s=1

(x� xs) = Pnx+2 (x) ;

ainsi, on peut réécrire les polynôme de Lagrange sous la forme suivante :

li(x) =
Pnx+2 (x)

(x� xi)P 0nx+2 (xi)
tel que P 0nx+2 (xi) désigne la dérivée première de Pnx+2 (x) au points de collocation xi
La dérivée première, la deuxième et la troisième de Pnx+2 (x) sont données par :
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P
0

nx+2 (x) =
nx+2X
m1=1

1

(x� xm1)

0@nx+2Q
s=1
m1 6=s

(x� xi)

1A ;

P
00

nx+2 (x) = 2!

nx+2X
m2=1

1

(x� xm2)

nx+2X
m1=1
m2 6=m1

1

(x� xm1)

0@nx+2Q
s=1
m1 6=s

(x� xi)

1A ;

P
000

nx+2 (x) = 3!
nx+2X
m3=1

1

(x� xm3)

nx+2X
m2=1
m3 6=m2

1

(x� xm2)

nx+2X
m1=1
m2 6=m1

1

(x� xm1)

0@nx+2Q
s=1
m1 6=s

(x� xi)

1A :

Alors, les dérivées première et deuxième de li(x) sont :

dli
dx
(x) = l

0

i(x) =
P 0nx+2 (x)

(x� xi)P 0nx+2 (xi)
�
 

Pnx+1 (x)

(x� xi)2 P 0nx+2 (xi)

!
;

et

d2li
dx2

(x) = l
00

i (x) =
P 00nx+2 (x)

(x� xi)P 0nx+2 (xi)
� 2l

0
i(x)

(x� xi)
;

car
Pnx+2 (xk)

(xk � xi)2 P 0nx+2 (xi)
= 0:

Notons par

Axj;i =
dli
dx
(xj); Ayj;i =

dli
dy
(yj)

Bxj;i =
d2li
dx2

(xj); Byj;i =
d2li
dy2

(yj)

ainsi la dérivée première et la deuxième de li(x) (resp. li(y)) aux points de collocation xj
(resp. yj) est dé�nit comme suit :8>><>>:

Axj;j = lim
xi!xj

dli
dx
(xj) =

P
00
nx+2 (xj)

2P 0nx+2 (xj)

Axj;i =
P

0
nx+2 (xi)

(x� xi)P 0nx+2 (xj)
; pour i 6= j;

et 8>><>>:
Bxj;j = lim

xi!xj

d2li
dx2

(xj) =
P 000nx+2 (xj)

3P 0nx+2 (xj)

Bxj;i =
P 00nx+2 (xj)

(xj � xi)P 0nx+2 (xi)
� 2l

0
i(xj)

(xj � xi)
; pour i 6= j;

Bxj;i =
P 00nx+2 (xj)

(xj � xi)P 0nx+2 (xi)
� 2

(xj � xi)

 
P

0
nx+2 (xi)

(x� xi)P 0nx+2 (xj)

!
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avec i; j = 1; :::; nx+ 2:
Le procédé est le même pour la dérivée partielle par rapport à y:
Dé�nissant maintenant le polynôme de Lagrange Lij en deux dimensions par :

Lij(x; y) = li(x):lj(y); i = 1; :::; nx+ 2 ; j = 1; :::; nx+ 2:

5.2 Fonction Gamma

Dé�nition 5.2.1 La fonction Gamma notée par �(z) est dé�nie par l�intégrale :

�(z) =

+1Z
0

exp(�t)tz�1dt

pour tout complexe z dont la partie réelle est strictement positive.

5.3 Produit de convolution

Dé�nition 5.3.1 Soient f; g deux fonctions de carré sommables, on dé�nit le produit de
convolution de ces deux fonctions par

f(x) � g(x) =
R
R
f(t)g(x� t)dt:

5.4 Base de Riesz

Dé�nition 5.4.1 Une famille de vecteurs fxn ; n 2 Ng est une base de Riesz d�un espace de
Hilbert H si : elle est libre, s�il existe deux constantes � > 0; � > 0 tel que :

�

�P
n

janj2
� 1

2

�




P
n

anxn






H

� �

�P
n

janj2
� 1

2

;

le quotient �
�
est le conditionnement de la base de Riesz.

Dans le cas où � = � = 1 on obtient une base orthonormée.
Alors pour toute suite de scalaires (an)n2N :

8f 2 H : f =
P
n2N

anxn:

5.5 Transformée de Fourier

Dé�nition 5.5.1 On appelle transformée de Fourier d�une fonction f 2 L1 (R)

bf(!) = +1Z
�1

f (t) exp(�i!t)dt;

La fonction f̂ peut être vue comme le spectre en fréquences de la fonction f .
L�espace Cp(R) est l�espace des fonctions continues et p fois continûment dérivables.
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5.6 Méthode LU

La méthode LU consiste à factoriser une matrice A qui est inverssible du système Ax = b
en un produit d�une matrice triangulaire unitaire inférieure L et une matrice triangulaire
supérieure U. Dans ce cas notre système peut être décomposé en deux systèmes triangulaires
faciles à résoudre (puisque les matrices sont triangulaires) avec une variable intermédiaire y
i.e

Ax = b , LUx = b

,
�

Ly = b
Ux = y

posons : 8<:
A = (aij)1�i;j�n
L = (lij)1�i;j�n
U = (uij)1�i;j�n

où n est la dimension de la matrice A:
L�algorithme suivante montre le calcule de deux matrices triangulaires L et U
Etape 1 : Choisir l11 et u11 de telles façons que

l11u11 = a11

Etape 2 : Déterminer les coe¢ cients de la première ligne de U par :

u1j =
a1j
l11

pour j = 2; 3; :::; n

Etape 3 : Déterminer les coe¢ cients de la première colonne de L par :

lj1 =
aj1
u11

pour j = 2; 3; :::; n

Etape 4 : pose i = 2
Etape 5 : Choisir lii et uii de telles façons que

lii uii = aii �
i�1X
k=1

lik uki :

Etape 6 : Si i < n, aller à l�étape 7.
Si i = n, aller à l�étape 10.

Etape 7 : Déterminer les coe¢ cients de la i�eme colonne de L par :

lji =

�
aji �

i�1P
k=1

ljk uki

�
uii

pour j = i+ 1; i+ 2; :::; n:

Etape 8 : Déterminer les coe¢ cients de la i�eme ligne de U par :

uij =

�
aij �

i�1P
k=1

lik ukj

�
lii

pour j = i+ 1; i+ 2; :::; n:
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Etape 9 : Mettre i = i+ 1 et aller à l�étape 5.
Etape 10 : Fin.
Une fois calculées, les matrices L et U, résoudre le système linéaire consiste simplement à
résoudre successivement les deux systèmes triangulaires :�

Ly = b
Ux = y
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5.7 Programmation

La programmation sous Matlab a été faite de la manière suivante :
Plusieurs �chiers ont été créé comme la discrétisation par la méthode des éléments �nis
(disc_MEF), la discrétisation par la MCO (disc_MCO) et d�autres sous programmes
utilisés pour discrétiser l�équation di¤érentielle. Après la prise en compte les conditions aux
limites on utilise la factorisation LU pour trouver la solution rechercher. Ces sous programmes
ou �chiers seront appelés par la suite dans le programme principale (pp). Nous allons voir le
contenu de chaque �chier :
Le programe principale(pp)
clear all
close all
%======================LESDONNÉES======================
% <>-<>-<>-<>-<>-<>-< Les donnees Physique >-<>-<>-<>-<>-<>-<><>
a = 0 ;
b = 1 ;
c = 0 ;
d = 1 ;
% <>-<>-<>-<>-<>-<>-< Les données Mathématique >-<>-<>-<>-<>-<>-<>
nxe = 12 ;
nye = 12 ;
nxc = 1 ;
nyc = 1 ;
px = (nxe-1)*(nxc+1)+1 ;
py = (nye-1)*(nyc+1)+1 ;
p = (nxe-1)*(nye-1)*(nxc+2)*(nyc+2)-(nye-1)*(nxe-2)*(nyc+2)-(nxe-1)*(nye-2)...
*(nxc+2)+(nye-2)*(nxe-2) ;
AG = zeros(p,p) ;
BG = zeros(p) ;
%===========================================================
% discrétisation par éléments �nis
[xL,xe,ye,hxe,hye] = discr_MEF(a,b,c,d,nxe,nye)
[noe,elt,element,elem�ni,xg]=maillage(a,b,c,d,nxe,nye,nxc,nyc) ;
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% discrétisation par MCO
nel = (nxc+2)*(nyc+2) ;
mx = 0 ; my = 1 ; pop = nxe ;
for m = 1 : elt
if mod(m,pop)==0 & m >= pop
mx = 0 ;
my = my +1 ;
pop = pop + nxe-1 ;

end
mx=mx+1 ;
x1 = xe((mx-1)+1)
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x2 = xe((mx-1)+2)
y1 = ye((my-1)+1)
y2 = ye((my-1)+2)
[xcc,ycc] = discr_MCO(x1,x2,y1,y2,nxc,nyc)
for i=1 :length(xcc)

for j=1 :length(ycc)
xc(i)=(xcc(i)-xcc(1))/hxe ;
yc(j)=(ycc(j)-ycc(1))/hye ;

end
end

%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% descritisation des equations par la MCO
AL = Matrice_Locale(xc,yc,nxc,nyc,hxe,hye) ;
BL = Vect_Locale(xc,yc,nxc,nyc,hxe,hye) ;

end
% Numérotation globale des points de collocation et de noeuds
[noe,elt,element,elem�ni,xg] = maillage(a,b,c,d,nxe,nye,nxc,nyc) ;
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% l�assemblage des elements �nis
for i = 1 :nel

for j = 1 :nel
AG(element(i,m),element(j,m)) = AG(element(i,m),element(j,m))+ AL(i,j) ;
BG(element(i,m)) = BG(element(i,m)) + BL(i) ;

end
end
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% renumérotation des points
[x_g,xx,yy] = x_global(a,b,c,d,nxe,nye,nxc,nyc) ;
% imposer les conditions aux limites
[AG,BG] = impose( p,xx,yy,nxe,nye,nxc,nyc,AG,BG) ;
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% resolutions du systeme lineaire
U = matLU(p,AG,BG) ;
% calcule de la solution exacte
for l =1 :py
for k =1 :px

%sol_exact(l,k) = sin(pi*xx(k))*sin(2*pi*yy(l)) ;
sol_exact(l,k) = exp(xx(k)^2+yy(l)^2) ;

end
end
UM = transVectMat(px,py,U) ;
err = erreur(px,py,sol_exact,UM) ;
[X,Y] = meshgrid(xx,yy) ;
�gure(1)
meshc(X,Y,UM) ;
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�gure(2)
meshc(X,Y,sol_exact) ;
�gure(3)
meshc(X,Y,err) ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
Ce programe fait rappeler les sous programes suivants :
maillage
function [noe,elt,element,elem�ni,xg] = maillage(a,b,c,d,nxe,nye�nxc,nyc)
% déscrétisatios du domaine [a,b]�[c; d]
% nxe : le nombre des noeuds suivant l�axe des x
% nye : le nombre des noeuds suivant l�axe des y
% elt : le nombre des elements �nis
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
[xL,xe,ye,hxe,hye] = discr_MEF(a,b,c,d,nxe,nye) ;
om = 0 ;
for j = 1 :nye
for i = 1 :nxe

om = om + 1 ;
xg(1,om)= xe(i) ;
xg(2,om)= ye(j) ;

end
end
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
noe = (nxe*(nxc+1)-nxc)^2 ;
elt = 0 ;
for j = 1 :nye-1

for i = 1 :nxe-1
elt = elt +1 ;
for k = 1 :nyc+2

for l = 1 :nxc+2
element((k-1)*(nxc+2)+l,(j-1)*(nxe-1)+i) = (k-1)*...
(nxe*(nxc+1)-nxc)+(i-1)*(nxc+1)+l+(j-1)*(nyc+1)...
*(nxe*(nxc+1)-nxc) ;

end
end

end
end
el = 0 ;
for j = 1 :nye-1
for i = 1 :nxe-1

el = el +1 ;
elem�ni(1,el) = (j-1)*nxe + i ;
elem�ni(2,el) = (j-1)*nxe + i+1 ;
elem�ni(3,el) = (j-1)*nxe + i+1+nxe ;
elem�ni(4,el) = (j-1)*nxe + i +nxe ;
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end
end
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
for m = 1 :elt

x1 = xg(1,element(1,m)) ;
x2 = xg(1,element(2,m)) ;
x3 = xg(1,element(3,m)) ;
x4 = xg(1,element(4,m)) ;
y1 = xg(2,element(1,m)) ;
y2 = xg(2,element(2,m)) ;
y3 = xg(2,element(3,m)) ;
y4 = xg(2,element(4,m)) ;
x = [x1,x2,x3,x4,x1] ;
y = [y1,y2,y3,y4,y1] ;
plot(x,y,�r�)
hold on

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
discr_MEF
function [xL,xe,ye,hxe,hye] = discr_MEF(a,b,c,d,nxe,nye)
% Déscrétisatios du domaine [a,b]�[c; d]:::
% a : borne inférieur suivant l�axe des x
% b : borne supérieur suivant l�axe des y
% c : borne inférieur suivant l�axe des y
% d : borne suivant supérieur l�axe des x
% nxe : nombre des noeuds suivant l�axe des x
% nye : nombre des noeuds suivant l�axe des y
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
hxe = (b - a) / ( nxe - 1) ;
hye = (d - c) / ( nye - 1) ;
%discrétisation suivant l�axe des x
xe(1) = a ;
for i = 2 :nxe

xe(i) = xe(i-1) + hxe ;
end
%discrétisation suivant l�axe des y
ye(1) = c ;
for j = 2 :nye

ye(j) = ye(j-1) + hye ;
end
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
for j = 1 :nye
for i = 1 :nxe

xL(1, nxe*(j - 1)+ i) = xe(i) ;
xL(2, nxe*(j - 1)+ i) = ye(j) ;
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end
end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
discr_MCO
function [xc,yc] = discr_MCO(x1,x2,y1,y2,nxc,nyc)
% nxc : le nombre de points de collocation intérieur suivant l�axe des x
% nyc : le nombre de points de collocation intérieur suivant l�axe des y
% discrétisatios de l�element [x1,x2]�[y1; y2]
% discrétisation du l�axe des x et y
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
hxc = (b - a) / ( nxc + 1) ;
hyc = (d - c) / ( nyc + 1) ;
% discrétisation suivant l�axe des x
x = Racines_Jacobi(nxc) ;
y = Racines_Jacobi(nyc) ;
xc(1) = x1 ;
for i = 2 :nxc+1
xc(i) = xc(i-1) + hxc ;

end
xc(nxc+2) = x2 ;
x = Rac_Jacobi(nxc) ;
% discrétisation suivant l�axe des y
yc(1) = y1 ;
for j = 2 :nyc+1
yc(j) = yc(j-1) + hyc ;

end
yc(nxc+2) = y2 ;
%yc = Rac_Jacobi(nyc) ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function [x_g,xx,yy] = x_global(a,b,c,d,nxe,nye,nxc,nyc)
[xL,xe,ye,hxe,hye] = discr_MEF(a,b,c,d,nxe,nye) ;
[xc,yc] = discr_MCO(xe(1),xe(2),ye(1),ye(2),nxc,nyc) ;
px = (nxe-1)*(nxc+1)+1 ;
py = (nye-1)*(nyc+1)+1 ;
%===========================================================
% racines de JACOBI
for i = 1 :nxc+1
hx(i) = xc(i+1)-xc(i) ;

end
for i = 1 :nyc+1

hy(i) = yc(i+1)-yc(i) ;
end
xx(1) = a ;
k = 0 ;
pop = nxc+3 ;
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for i = 2 :px
if mod(i,pop) ==0 & i>=pop
k = 0 ;
pop = pop + nxc+1 ;

end
k = k+1 ;
xx(i) = xx(i-1)+ hx(k) ;

end
yy(1) = c ;
kk = 0 ;
pip = nyc+3 ;
for i = 2 :py

if mod(i,pip) ==0 & i>=pip
kk = 0 ;
pip = pip+nyc+1 ;

end
kk=kk+1 ;
yy(i) = yy(i-1)+hy(kk) ;

end
%=================================================
hxc = (xe(2)-xe(1))/(nxc+1) ;
hyc = (ye(2)-ye(1))/(nyc+1) ;
%xx(1) = a ;
%for i = 2 :px

% xx(i) = a +(i-1)* hxc ;
%end
%yy(1) = c ;
%for i = 2 :py

% yy(i) = c + (i-1)*hyc ;
%end
%==============================================
for j = 1 : py
for i = 1 :px

m = (j-1)*px + i ;
x_g(1,m) = xx(i) ;
x_g(2,m) = yy(j) ;
%plot (xx(i),yy(j),�*�)

end
end
%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
calcul de polynôme de Lagrange aux points de collocation xi
function lag = Lag( i,x,xi)
nc =length(x)-2 ;
p =1 ;
for j =1 :nc+2
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if i~=j
p = p*(x-xi(j))/(xi(i)-xi(j)) ;
end

end
lag=p ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% la 1ere dirévée de du Polynome de Lagrange % à x
function Ax = mat_A(x)
nc =length(x) ;
for i =1 :nc

pn(i,1)=x(i)-x(1) ;
pn1(i,1)=1 ;
pn2(i,1)=0 ;
pn3(i,1)=0 ;

end
for j =2 :nc

for i=1 :nc
pn(i,j)=(x(i)-x(j))*pn(i,j-1) ;
pn1(i,j)=(x(i)-x(j))* pn1(i,j-1)+pn(i,j-1) ;
pn2(i,j)=(x(i)-x(j))* pn2(i,j-1)+2*pn1(i,j-1) ;
pn3(i,j)=(x(i)-x(j))* pn3(i,j-1)+3*pn2(i,j-1) ;

end
end
for i=1 :nc
for j=1 :nc

if i==j
Ax(i,j)=pn2(i,nc)/(2*pn1(i,nc)) ;

else
Ax(i,j)=pn1(i,nc)/((x(i)-x(j))*pn1(j,nc)) ;

end
end

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% la 2ème dirévée de du Polynome de Lagrange % à x
function Bx = mat_B(x)
nc =length(x) ;
for i =1 :nc

pn(i,1)=x(i)-x(1) ;
pn1(i,1)=1 ;
pn2(i,1)=0 ;
pn3(i,1)=0 ;

end
for j =2 :nc

for i =1 :nc
pn(i,j)=(x(i)-x(j))*pn(i,j-1) ;
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pn1(i,j)=(x(i)-x(j))* pn1(i,j-1)+pn(i,j-1) ;
pn2(i,j)=(x(i)-x(j))* pn2(i,j-1)+2*pn1(i,j-1) ;
pn3(i,j)=(x(i)-x(j))* pn3(i,j-1)+3*pn2(i,j-1) ;

end
end
for i = 1 :nc

for j = 1 :nc
if i == j
Bx(i,j) = pn3(i,nc)/(3*pn1(i,nc)) ;

else
Bx(i,j) = (pn2(i,nc) / ((x(i) - x(j)) * pn1(j,nc))) - ((2 / (x(i) - x(j))...
* pn1(i,nc) / pn1(j,nc)) / (x(i) - x(j))) ;

end
end

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%calcul du polynome de Lagrange aux points de collocation
function Mx=mat_Mx(x)
nc=length(x)-2 ;
for i =1 :nc+2

for j =1 :nc+2
if i==j
Mx(i,j)=1 ;

else
Mx(i,j) = lag(i,x(j),x) ;

end
end

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%calcul du polynome de Lagrange aux points de collocation
function My=mat_My(y)
nc=length(y)-2 ;
for i =1 :nc+2

for j =1 :nc+2
if i==j
My(i,j)=1 ;

else
My(i,j) = lag(i,y(j),y) ;

end
end

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
polynome de Jacobi
function Jn = Jn(n,Gamma,x)
% n : désigne le degré du polynome de Jacobi
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%�� � � � � � � � � � � � � � � � � �
pr = (-1) ^ n ;
for j = 1 : n

pr = pr + (-1) ^(n - j) * Gamma(j) * x ^j ;
end
Jn = pr ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%calcul les racine du polynome de Jacobi...
function xc = Rac_Jacobi(n)
itermax =100 ;
alpha = 1 ;
beta =0 ;
tol =1.0e-10 ;
x(1) =0 ;
xc(1) =0 ;
k=1 ;
err1 =1 ;
%calcul de Gamma
Gamma(1) = n*(n + 1 + alpha + beta)/(1 + beta) ;
for i = 2 : n

Gamma(i) = (n - i + 1)*(n + i + alpha + beta)/(i*(i + beta)) * Gamma(i-1) ;
end
while err1>=tol

k =k+1 ;
x(k) = x(k-1)-Jn(n,Gamma,x(k-1))/dJn(n,Gamma,x(k-1)) ;
err1 = abs(x(k)-x(k-1)) ;

end
xc(2) = x(k) ;
l = 1 ;
for j =2 :n

k =1 ;
l = l+1 ;
y(1) =xc(l)+1.0e-4 ;
err2 =1 ;
while err2>=tol

k =k+1 ;
rest = calcul(n,l,y(k-1),xc,alpha,beta) ;
y(k) = y(k-1) - rest ;
err2 = abs(y(k)-y(k-1)) ;

end
xc(l+1) = y(k) ;

end
xc(n+2) = 1 ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function rest = calcul(n,k,x,xc,alpha,beta)



5.7 Programmation 57

g(1) = (beta+1)/(alpha+beta+2) ;
for i = 2 : n

g(i) = 0.5*(1- (alpha^2-beta^2)/((2* i+alpha+beta-1)^2-1)) ;
end
h(1) = 0 ;
h(2) = (alpha+1)*(beta+1)/((alpha+beta+2)^2*(alpha+beta+3)) ;
for i = 3 : n

h(i) = (i-1)*(i+alpha-1)*(i+beta-1)*(i+alpha+beta-1)/((2*i+alpha+beta-1)...
*(2*i+alpha+beta-2)^2*(2*i+alpha+beta-3)) ;

end
P = 1 ;
dP0 = 0 ;
P(1) = (x-g(1))*P0 ;
dP(1) = P0+(x-g(1))*dP0 ;
P(2) = (x-g(2))*P(1)-h(2)*P0 ;
dP(2) = P(1)+(x-g(2))*dP(1)-h(2)*dP0 ;
for j = 3 : n

P(j)=(x-g(j))*P(j-1)-h(j)*P(j-2) ;
dP(j)=P(j-1)+(x-g(j))*dP(j-1)-h(j)*dP(j-2) ;

end
pr = 0 ;
for i =1 :k

pr= pr+1/(x-xc(i)) ;
end
rest = (P(n)/dP(n)) / (1-(P(n) / dP(n))* pr) ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
% dirévée du polynome de Jacobi...
function dJn = dJn(n,Gamma,x)
pr = (-1)^ (n-1) * Gamma(1) ;
for j = 2 : n

pr = pr+(-1)^(n-j)*j* Gamma(j)* x^ (j-1) ;
end
dJn = pr ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%calcul de la fonction Gamma ...
%n désigne le degré du Jn....
function Gamma = Gamma (i,alpha ,beta)
alpha = 1 ;
beta = 0 ;
Gamma(1) = n * (n + 1 + alpha + beta)/(1 + beta) ;
for i = 2 : n

Gamma(i) = (n - i + 1)*(n + i + alpha + beta)/(i*(i + beta)) * Gamma(i-1) ;
end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function x = matLU(n,A,b)
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[n,n]= size(A) ;
l = zeros(n,n) ;
u = zeros(n,n) ;
for i = 1 :n

l(i,i) = 1 ;
end
%calcul de la matrice u
for r = 1 :n

for j = r :n
s1 =0 ;
for k =1 :r-1

s1 = s1 + l(r,k)*u(k,j) ;
end
u(r,j) = A(r,j) - s1 ;

end
for i = r+1 : n

s2 = 0 ;
for k = 1 : r - 1

s2 = s2 +l(i,k) * u(k,r) ;
end
l(i,r) = (A(i,r)-s2) / u(r,r) ;

end
end
for i = 1 :n

c = 0 ;
for j =1 :i-1

c =c+l(i,j)*x(j) ;
end
x(i)=(b(i)-c)/l(i,i) ;

end
for i = n :-1 :1

p = 0 ;
for j =i+1 : n

p =p+u(i,j)*x(j) ;
end
x(i) =(x(i)-p)/u(i,i) ;

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%calcul de matrice locale
function AL = Matrice_Locale(x,y)
% AL : etant la matrice locale
% Mx : calcul du polynome de Lagrange aux points de collocation xc
% My : calcul du polynome de Lagrange aux points de collocation yc
% nc : le nombre des points de collocation intérieur
nc = length(x)-2 ;
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[a,b1,b2,c,f] = coe¤(x,y) ;
Ax = mat_A(x) ;
Ay = mat_A(y) ;
Bx = mat_B(x) ;
By = mat_B(y) ;
for i = 1 :nc+2
for j =1 :nc+2

Mx(i,j) = lag(i,x(j),x) ;
My(i,j) = lag(i,y(j),y) ;

end
end
for i = 1 :nc+2
for k = 1 :nc+2
for j = 1 :nc+2
for l = 1 :nc+2
AL((l-1)*(nc+2)+k,(j-1)*(nc+2)+i) = a(k,l)*(Bx(i,k)*My(j,l)+Mx(i,k)*By(j,l))...
+b1(k,l)*Ax(i,k)*My(j,l)+b2(k,l)*Mx(i,k)*Ay(j,l)+c(k,l)*Mx(i,k)*My(j,l) ;

end
end

end
end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function Ax = mat_A(x)
% la 1ere dirévée du Polynome de Lagrange % à x
nc =length(x) ;
for i =1 :nc
pn(i,1)=x(i)-x(1) ;
pn1(i,1)=1 ;
pn2(i,1)=0 ;
pn3(i,1)=0 ;

end
for j =2 :nc
for i=1 :nc

pn(i,j)=(x(i)-x(j))* pn(i,j-1) ;
pn1(i,j)=(x(i)-x(j))* pn1(i,j-1)+pn(i,j-1) ;
pn2(i,j)=(x(i)-x(j))* pn2(i,j-1)+2*pn1(i,j-1) ;
pn3(i,j)=(x(i)-x(j))* pn3(i,j-1)+3*pn2(i,j-1) ;

end
end
for i = 1 :nc
for j = 1 :nc

if i == j
Ax(i,j) = pn2(i,nc)/(2*pn1(i,nc)) ;

else
Ax(i,j) = pn1(i,nc)/((x(i)-x(j))*pn1(j,nc)) ;
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end
end

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function Bx = mat_B(x)
% la 2ème dirévée de du Polynome de Lagrange % à x
% nc : le nombre des points de collocation intérieur
% Bx : calcul la 2ème dirévée de du Polynome de Lagrange % à x
nc = length(x) ;
for i = 1 :nc

pn(i,1) = x(i)-x(1) ;
pn1(i,1) = 1 ;
pn2(i,1) = 0 ;
pn3(i,1) = 0 ;

end
for j = 2 :nc
for i = 1 :nc

pn(i,j) = (x(i)-x(j))*pn(i,j-1) ;
pn1(i,j) = (x(i)-x(j))* pn1(i,j-1)+pn(i,j-1) ;
pn2(i,j) = (x(i)-x(j))* pn2(i,j-1)+2*pn1(i,j-1) ;
pn3(i,j) = (x(i)-x(j))* pn3(i,j-1)+3*pn2(i,j-1) ;

end
end
for i = 1 :nc
for j = 1 :nc

if i == j
Bx(i,j) = pn3(i,nc)/(3*pn1(i,nc)) ;

else
Bx(i,j) = (pn2(i,nc)/((x(i)-x(j))* pn1(j,nc)))-((2/(x(i)-x(j))*pn1(i,nc)...
/pn1(j,nc))/(x(i)-x(j))) ;
end

end
end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
la prise en compte les conditions aux limites
function [AG,BG] = impose( p,nxe,nye,nc,x,y,AG,BG)
% nc : le nombre des points de collocation intérieur
% nxc : le nombre de points de collocation intérieur suivant l�axe des x
% nyc : le nombre de points de collocation intérieur suivant l�axe des y
% ind : un indicateur pour détecter le noeud ou on doit imposer une valeur
% val_impose : un vecteur pour la valeur à imposé
% AG : la matrice globale
% BG : le second membre globale
%
%
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[u0y,u1y,ux0,ux1] = condition_lim(nxc,nyc,nxe,nye,x,y) ;
for i = 1 : p

ind(i) = 0 ;
val_impose(i) = 0 ;

end
% la condition au limite en x = 0 et y quelconque
k =0 ;
for i = 1 : (nex-1)*(nc+1)+1

k = k+1 ;
ind(i) = 1 ;
val_impose(i) = u0y(k) ;

end
% la condition en x=1 et y quelconque
k =0 ;
for i = p : (nex-1)*(nc+1) : nxe

k = k+1 ;
ind(i) = 1 ;
val_impose(i) = u1y(k) ;

end
% la condition en x quelconque et y = 0
for i = 1 : (nye-1)*(nc+1)+1 : p-((nye-1)*(nc+1)+1)

ind(i) = 1 ;
val_impose(i) = ux0(i) ;

end
% la condition en x quelconque et y = 1
k =0 ;
for i = p-((nye-1)*(nc+1)+1) :p

k = k+1 ;
ind(i) = 1 ;
val_impose(i) = ux1(k) ;

end
for i =1 :p
if ind(i) == 1
for j = 1 :p

if j ~= i
BG(j) = BG(j)-AG(j,i)* val_impose(i) ;
AG(i,j)=0 ;

end
end
for k =1 :p

AG(i,k) =0 ;
end
AG(i,i) = 1 ;
BG(i) = val_impose(i) ;

end
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end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
les conditions aux limites imposées
function [u0y,u1y,ux0,ux1] = condition_lim(nxc,nyc,nxe,nye,x,y)
for i =1 :(nxe-1)*(nxc+1)+1
ux0(i) = exp(x(i)^2) ;
ux1(i) = exp(1+x(i)^2) ;

end
for i =1 :(nye-1)*(nyc+1)+1

u0y(i) = exp(y(i)^2) ;
u1y(i) = exp(1 + y(i)^2) ;

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function BL = Vect_Locale(x,y,nxc,nyc,hxe,hye)
% nxe : nombre des pont de collocation suivant l�axe des x
% nyc : nombre des pont de collocation suivant l�axe des y
% nxc = length(x)-2 ;
% nyc = length(y)-2 ;
[a,b1,b2,c,f] = coe¤(nxc,nyc,x,y) ;
for j = 1 :nyc+2
for i = 1 :nxc+2

BL((j-1)*(nxc+2)+i) = f(i,j) ;
end

end
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
%norme matricielle...
function nr2M = nr2Matrix(n,M)
Pr = 0 ;
for i =1 :n

for j =1 :n
Pr = Pr+ M(i,j)^2 ;

end
end
nr2M = sqrt(Pr) ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
function norme2 = norme2(n,y)
s = 0 ;
for i = 1 : n

s = s + y(i)^2 ;
end
norme2 = sprt(s) ;
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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