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Notations

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de changement,

elles seront redé�nies conformément aux di¤érentes articulations de la partie.
x : la position, x 2 Rn,
� : l�impulsion, � 2 Rn,
z : un nombre complexe,
Re(z) : partie réelle du nombre complexe z,
Im(z) : partie imaginaire du nombre complexe z,
h : la constante de Planck,
Hs : espace de Sobolev non homogène,
S(Rn) : espace de Schwartz,
Cm(Rn) : l�ensemble des fonctions m fois continument di¤érentiables,
C1(Rn) =

\
m2N

Cm(Rn) : l�ensemble des fonctions in�niment dérivable,

C10 (Rn) : l�ensemble des fonctions C1(Rn) à support compact dans Rn,

Lp(Rn) :

8<:f mesurable sur Rn et
Z
Rn

jf(x)jp dx < +1

9=; ; 1 � p <1,

Sd (< x >m) : espace des symboles d�ordre m,
hxim = (1 + jxj2)m2 : fonction d0ordre où m 2 R,
B(�; �) : boule ouverte de centre � et de rayon �,
B(�; �) : boule fermée de centre � et de rayon �,
d(x0; x) : la distance d�Agmon,
kfkp : la norme de la fonction f dans Lp,
Hp : champ Hamiltonien,
Suppf = fx 2 Rn; f(x) 6= 0g : support d�une fonction f ,

� =
nX
i=1

@2

@x2i
: opérateur de Laplacien,

r =
�

@
@x1
; :::; @

@xn

�
: vecteur gradient,

Dx =
1
i
@
@x
; i2 = �1 : la di¤érentielle au point x,

h:; :i : produit scalaire,
:

�disc : spectre discret,
�ess : spectre essentiel,
�(A) : ensemble résolvant de l�opérateur A,
[A;B] : commutateur des opérateurs A et B,
Hess : la matrice Hessien



INTRODUCTION

On se propose d�étudier l�écart existant entre la solution BKW et l�état résonant u

associé à la résonance de forme � du problème :

Pu = �u;

où

P = �h2�+ V;

et V est un potentiel non globalement analytique ayant la forme d�un puit dans une île (voir

l�hypothèse (A2) page 24).

Le travail de ce mémoire consiste essentiellement a étudié cet écart au voisinage d�un

point de type 1( voir ([9])) du bord de l�île .

Ce mémoire est partiellement une continuation de ([3]). L�existence et l�unicité de la

solution à l�intérieure de l�île a été étudier par l�article ([3]).

L�extention de la solution BKW a été étudier par l�article ([3]).

A partir de ces travaux, nous nous somme intéressés à l�écart entre les deux solutions. La

di¢ culté essentielle consiste les points de type 1 qui consistent une irrégularité de la solution.

Nous commençons par obtenir une estimation sur la distance de l�ordre (NK)2=3 d�un

point de type 1 de l�île �O, ensuite une estimatiuon globale dans un voisinage du bord de l�île

@ �O.

Ce travail est constitué de quatre chapitres :

Le premier chapitre est un rappel de notions de base necessaires pour ce travail.

Dans le deuxième chapitre la construction BKW est constituée.

Dans le troisième chapitre le problème est posé avec les hypothèses.

Dans le quatrième chapitre nous déterminons la comparaison de la solution BKW

avec l�état résonant u dans l�île, en montrant une estimation locale au voisinage du point de

type 1;et aprés une estimation globale dans un voisinage du bord de l�île @ �O.

Nous terminons ce travail par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaire

Nous allons tout d�abord pour situer ce travail rappeler quelques notions de base.

1.1 Espaces de symboles

Dé�nition 1.1.1 ([12]) Soit g une fonction réelle sur un ensemble E, on note par O(g)

toute fonction f dé�nie sur E telle que

9C > 0; f(x) � Cg(x); 8x 2 E:

On appelle fonction d�ordre toute fonction g 2 C1(Rd;R�+) telle que pour tout � 2 Nd

@�x g = O(g)

uniformément sur Rd:

Exemple 1.1.1 La fonction dé�nie par

hxim : Rd ! R
x! hxim = (1 + jxj2)m2 ;

où m 2 R, est une fonction d�ordre.

Dé�nition 1.1.2 [12]Soit g une fonction d�ordre, on appelle espace de symboles et on note

Sd(g) l�espace des fonctions a = a(x;h) dé�nies sur Rd � [0; h0[ pour h0 > 0 indé�nement

dérivable par rapport à x tel que

@�xa(x; h) = O(g(x)):

uniformément sur Rd � [0; h0[.
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Dé�nition 1.1.3 ([12])Un symbole a 2 Sd(g) est elliptique s�il existe une constante C > 0

telle que :

ja(x; h)j � 1

C
g(x):

8(x; h) 2 Rd � [0; h0[ avec h0 > 0:

Dé�nition 1.1.4 ([12])Soit 
 un ouvert de Rn, on appelle espace des symboles d�ordre m

et on note Sm(
 � Rn) l�ensemble des fonctions a 2 C1 sur 
 � Rn telle que pour tous

multi-indice �; �; on ait :

D�
xD

�
� a(x; �) � (1 + j�j

m�j�j)

Sm est un espace de Fréchet muni de la topologie découlante des semi-normes suivantes :

Pm;k(a) = Sup
j�j+j�j�m

���D�
xD

�
� a(x; �)(1 + j�j

m�j�j)
��� ; x 2 k�; � 2 Rn;

où k� est un recouvrement de 
 par des compacts tel que k� � int(k�+1 ):

Exemple 1.1.2 La fonction �(x; �) =
P
j�j�m

a�(x)�
� dé�nie un symbole.

Exemple 1.1.3 Sd (1) : l�ensemble des fonctions qui sont bornées ainsi que toute leurs

dérivées est un espace de symboles.

1.2 Opérateurs pseudo-di¤érentiels

Dé�nition 1.2.1 ([12])Soit P (x; �) une fonction des 2n variables (x; �), on associe à cette

fonction un opérateur pseudo-di¤érentiel PD dont l�action sur une fonction ' est dé�nie par

l�intégrale suivante :

(PD')(x) =
1

(2�)n

Z
R

e+ix�P (x; �)c'(�)d�:
Soit ' 2 S(Rn),en utilisant les propriétés de la transformation de Fourier dans S(Rn) ; on

représente l�opérateur PD de la façon suivante :

PD(x; h)'(x) = Oph(p)'(x) =
1

(2�h)
n
2

Z
Rn

Z



ei(x�y)�=h a(x; �;h)'(y)dyd�

est appelé opérateur pseudo-di¤érentiel semi-classique de symbole p:
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Exemple 1.2.1 L�opérateur di¤érentiel semi-classique P (x; hD) véri�ant :

P (x; hD) =
X
j�j�m

b(x)(hDx)
�;

est un opérateur pseudo-di¤érentiel de symbole
P
j�j�m

b�(x)�
�;

avec

b� 2 S2n(1)):

L�opérateur pseudo-di¤érentiel Oph(p) est bien dé�ni au sens des intégrales oscillantes,8m 2

R;et on a le théorème suivant :

Théorème 1.2.1 ([12]) Pour tout a = a(x; y; �; h) 2 S3n(h�im):

1. L�opérateur Oph(a) se prolonge de manière unique en un opérateur linéaire continu de

S(Rn) dans S(Rn):

2. L�opérateur Oph(a) se prolonge de manière unique en un opérateur linéaire de S
0
(Rn)

dans S
0
(Rn) où S 0

(Rn) espace des distributions tempérés .

Théorème 1.2.2 (Caldéron-Vaillancourt) ([12])Soit a 2 S3n(1); Oph(a) est alors continu

sur L2(Rn) de plus on a

kOph(a)k$(L2(Rn)) � Cn
X

j�j�Mn

k@�akL1(Rn) ;

où les constantes positives Cn et Mn dépendent uniquement de n:

Dé�nition 1.2.2 Soient a 2 Sd(g) et (aj)j2N une suite de symboles dans Sd(g): On dit que a

est asymptotiquement équivalent à la série formelle

1X
j=0

hjaj dans Sd(g);

où d et g représentent respectivement l�ordre de symbole et la fonction d�ordre, si et seulement

si pour tout N 2 N et pour � 2 Nd; il existe

hN;� > 0 et CN;�
> 0 tel que :

�����@�
 
a�

1X
j=0

hjaj

!����� � C
N;�
hNg
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uniformément sur Rd� (o; hN;�[ : En particulier quand tout les aj sont identiquement nuls on

dit que

a = O(h1) dans Sd(g);

on note

a v
1X
j=0

hjaj:

Proposition 1.2.1 ([12])Si (aj)j2N une suite de symboles dans Sd (hxi
m) alors il existe

a 2 Sd (hxim) tel que

a v
1X
j=0

hjaj dans Sd (hxim) ;

on appelle une ressomassion de
P1

j=0 h
jaj:

a est unique modulo O(h1) dans le sens ou la di¤érence entre deux symboles est O(h1)

dans Sd (hxim) :

Preuve. Soit

Cj = sup
j�j�j

����@� �aj(x;h)g(x)

�����
soit aussi ("j)j2N une suite décroissante de nombres positifs véri�ants

8 j 2 N; "j � min(
1

2n+1
;
1

Cj+1
):

Soit la fonction troncature � dé�nie par

� 2 C10 (Rn)

supp� � ]�2; 2[ ; � = 1 sur [�1; 1]

alors a est dé�ni par :

a(x; h) =
1X
j=0

hj(1� �(
"j
h
))aj(x; h)

est une ressomation de la série formelle
P1

j=0 h
jaj: �

Théorème 1.2.3 (de composition) ([12]) Pour tout p 2 S3n(h�im) et q 2 S3n(h�im
0

), il

existe un symbole que nous notons p#q dans S3n(h�im+m
0

) tel que

Oph(p) �Oph(q) = Oph(p#q);
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où

p#q v
X
j�j�0

hj�j

ij�j�!
@�x@

�
� p(x; z; �)q(z; y; �)

������ z = x
� = �

dans S3n(h�im+m
0

):

Dé�nition 1.2.3 ([17])Soient p = p(x; �) 2 S2n(h�im) et t 2 [0; 1] on a p((1� t)x+ ty; �) 2

S3n(h�im):On note

Opth(p) = Oph(p((1� t)x+ ty; �):

Pour t = 1
2
; l�opérateur Op

1
2
h (p) est appelé quanti�cation semi-classique deWeyl et on le note

Opwh (a):

Remarque 1.2.1 ([17])Si a 2 S2n(h�im) est réel alors Opwh (a) est auto-adjoint.

Théorème 1.2.4 ([17]) Soit p 2 S3n(h�im) et t 2 [0; 1]. Alors il exist un unique symbole

pt 2 S2n(h�im) tel que

Oph(p) = Opth(pt);

où le symbole pt est donné par l�intégrale suivante :

pt(x; �) =
1

(2�h)n

Z
R2n

ei(x�y)�=hp(x+ t�; x� (1� t)�; �)dxd�;

et admet le développement asymbtotique suivant :

pt(x; �) v
X
�2Nn

(�1)
j�j
h
j�j

i
j�j
�!

@�� @
�
� p(x+ t�; x� (1� t)�; �)j�=0 dans S2n(h�im):

Théorème 1.2.5 (calcule symbolique) ([17]) Soient p = p(x; �) 2 S2n(h�im); q = q(x; y) 2

S2n(h�im
0

) alors pour tout t 2 [0; 1] il existe un unique symbole pt 2 S2n(h�im+m
0

) tel que

Opth(p) �Opth(q) = Opth(pt):

Dans le cas particulier où t = 1
2
; on a

Opwh (p) �Opwh (q) = Opwh (p
w
t );

avec

pwt =
1

(2�h)2n

Z
e
i
h
(���)(v�x)+(�+�0 )(x�u)

i
lh
p

�
1

2
(x+ u); �

�
q

�
1

2
(x+ v); �

0
�
dudvd�d�

0
;

pwt v
X
�2Nn

(�1)
j�j
h
j�+�j

(2i)
j�+�j

�!�!

�

x

@�x@
�
� p(x; �)@

�
� @

�
xq(x; �):
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1.3 Théorèmes d�analyse spectrale

Nous rappelons dans cette partie des notions et résultats de théorie spectrale des opé-

rateurs. Dans tout ce qui suit DA et DB désignant les domaines des opérateurs A et B

respectivement.

Dé�nition 1.3.1 ([21])On dit qu�un opérateur symétrique (DA; A) est essentiellement auto-

adjoint l�orsque (DA; A)est auto-adjoint.

Lemme 1.3.1 Si l�opérateur symétrique (DA; A) est essentiellement auto-adjoint, alors il

admet une unique extension auto-adjointe.

Théorème 1.3.1 (Kato-Rellich) ([21]) Soit (DA; A) un opérateur auto-adjoint (resp. es-

sentiellement auto-adjoint) et (DB; B) un opérateur A�borné de borne relative inférieur à

1.

Alors (DA; A+B) est auto-adjoint (resp. essentiellement auto-adjoint).

Lemme 1.3.2 ([21]) Soit (DA; A) un opérateur auto-adjoint, et (DB; B) un opérateur tel

que DA � DB:

B est A�borné si et seulement si il existe z 2 �(A) tel que, BRA(z) est un opérateur borné.

La borne relative a de B pour A est donné par :

a = lim
�!1

kBRA(�i�)k

Lemme 1.3.3 ([21]) Soit (DA; A) un opérateur fermé et (DB; B) un opérateur tel que DA �

DB:

B est A�compact s�il existe z 2 �(A) tel que BRA(z) est compact.

Si B est A-compact et B est A-borné de borne relative 0, on a alors,

BRA(i�) = (BRA(i))((A+ i)RA(i�))

où le premier opérateur est compact et le second tend vers 0 quand �!1:

Théorème 1.3.2 (Théorème de Weyl) ([21])Si (DA; A) est un opérateur auto-adjoint et

(DB; B) un opérateur symétrique A-compact, alors (DA; A+B) est auto-adjoint et on a

�ess(A) = �ess(A+B):
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1.4 Théorèmes d�analyse complexe

Dé�nition 1.4.1 ([17])L�espace F des fonctions entières est l�espace des fonctions f qui

ont la propriété suivante :

8" > 0;8z 2 C" = fz 2 Cn; jIm zj � (1� ") jRe zjg ;8k 2 N on ait : lim
jzj

z2C"
!1

jzjk jf(z)j = 0

Dé�nition 1.4.2 ([17])L�espace A des fonctions analytiques dans L2(Rn) est l�espace des

fonctions  2 L2(Rn) véri�ant :

9f 2 F tel que  (x) = f(x):

Théorème 1.4.1 (Extension presque analytique) ([17])Soit V = V (x) une fonction

C1 de Rn uniformément bornée ainsi que toutes ses dérivées. Une fonction eV (x; y) sur R2n
est dite extension presque analytique de V si,

eV (x; 0) = V (x);

et
1

2

�
@

@x
+ i

@

@y

� eV (x; y) = O(jyj1);
quand jyj ! 0+, uniformément par rapport à x.

Remarque 1.4.1 On peut construire une extension presque analytique en posant,

eV (x; y) = X
�2Nn

(iy)�

�!
@�V (x)

�
1� �

�
��
jyj

��
; (1.4.1)

où � 2 C10 (R) est une fonction de troncature égale à 1 près de 0, et (��)�2Nn une suite positive

décroissante de nombres positifs convergeant vers 0 assez rapidement. Plus précisément, on

choisit "� telle que, pour tout � � �, on a :

jyj sup j(1� �("�=jyj))@�+�V j � �!: (1.4.2)
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1.5 Espace de Sobolev

Dé�nition 1.5.1 ([15])Pour tout 
 un ouvert de Rn; pour tout m 2 N;et pour tout 1 � p <

1;on dé�nit l�éspace de Sobolev Hm;p(
) comme étant le complété de l�espace C1;m;p(
)

pour la norme k:km;P ;

où

C1;m;p(
) =
�
u 2 C1(
);D�u 2 Lp(
) pour tout j�j � m

	
;

et

kukHm;p =

0@X
j�j�m



D�u


p
Lp

1A 1
p

;

où la dérivée partielle D�u est entendue au sens des distributions.

Dans le cas de p = 2; les espaces de Sobolev sont des espaces de Hilbert, leur norme est

induite par

< u; v >m=
X

0�j�j�m

(D�u;D�v);

où

< u; v >=

Z



u(x)v(x)dx dans L2(
):

Dé�nition 1.5.2 ([15])L�espace de Sobolev H1 est donné par :

H1(
) =

�
u 2 L2(
) telles que 8i 2 [1; d] @u

@xi
2 L2(
)

�
:

Théorème 1.5.1 ([15])H1(
) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire

< f; g >H1=

Z



f(x)g(x)dx+
dX
i=1

Z



@f(x)

@xi

@g(x)

@xi
dx:

C�est un espace de Hilbert. Sa norme est notée k:kH1 :

1.6 Le problème de Dirichlet pour le Laplacien

Parmi les problèmes rencontrés par les chercheurs, les problèmes d�équations aux dérivées

partielles, occupent à notre époque une place de choix, en particulier le problème de Dirichlet,

qui consiste à trouver une fonction harmonique u dans D, continue sur D, valant u0 sur le
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bord @D où u0 est une fonction continue sur le bord du disque unité ouvert D de C. Donc il

s�agit de trouver u telle que : �
�u = 0 sur D
u j@D = u0

;

où � est le Laplacien.([23])

1.7 Estimation d�Agmon

Les estimations géométriques précisent la décroissance des fonctions propres en dehors

des puits, décroissance qui s�explique en terme de la distance à UE0(la réunion des puits) au

sens d�une métrique Riemannienne dégénérée.

Dé�nition 1.7.1 ([18])Soient V une fonction à valeurs réelles bornée sur Rn; E 2 R, et

�; � 2 Tx(Rn)~Rn; l�espace tangent de Rnà x;on dé�nit un produit non dégénéré sur Tx(Rn)

pour

h�; �i = (V (x)� E) + h�; �iE ;

où h:; :i est le produit Euclidien usuel.

La pseudo-métrique correspendante est appellée la métrique d�Agmon liée par le potentiel V

à l�énergie E .

On utilise la structure donnée dans la dé�nition pour construire une fonction distance (ou

métrique) sur Rn:

Soit 
 : [0; 1] ! Rn une courbe di¤érentielle sur Rn: La dérivée 
0(t) apartient à l�espace

tangent au point 
(t) .Pour toute métrique Riemanienne g sur une variété de Rn; la longueur

de 
 est donnée par :

L(
) =

Z 1

0





0(t)




(t)

dt; (1.7.1)

où k�kx = h�; �i
1=2
x ; pour � 2 Tx(Rn):Dans la structure d�Agmon la longueur de la courbe 


est

LA(
) =

Z 1

0

(V (
(t))� E)1=2 +




0(t)




E
dt; (1.7.2)

où k:kE est la norme Euclidienne usuelle . Une courbe 
 est une géodésique si elle minimise

la fonctionelle d�énergie

E(
) =
1

2

Z 1

0





0(t)


2

(t)

: (1.7.3)
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Dé�nition 1.7.2 ([18])Soit V un potentiel réel borné et soit E l�énergie, la distance entre

x; y 2 Rn dans la métrique d�Agmon est

�E(x; y) = inf

2Px;y

L(
);

où

Px;y = f
 : [0; 1]! Rn = 
(0) = x; 
(1) = y; 
 2 Ac [0; 1]g:

L�ensemble Ac [0; 1] est l�éspace des fonctions absolument continues sur [0; 1] :La distance

entre x; y 2 Rn parla métrique d�Agmon est la longueur du plus chemain entre x et y:

Théorème 1.7.1 ([18])Soit un niveau dénergie E 2 R et soit u 2 L2(Rn) tel que kuk2 = 1

et véri�ant

PVE = Eu;

où

PV = �h2�+ V:

Alors 8" > 0 et 8' véri�ant

jrx'j2 � V (x)� E � ";

sur le Supp'; on obtient

kuk22 = O(e�'(x)=h);

uniformément quand h! 0+:

La phase '(x) désigne la métrique d�Agmon et

'(x) � (V (x))1=2 pour kxk ! 1:

Lemme 1.7.1 ([18])Sous les conditions du théorème (1.7.1) et soit � une fonction continue,

bornée telle que Supp jr�j soit compact.

Soit v = �e'=hu où Pu = Eu:Alors

Re

�
�e'=h(PV � E)�u; �e'=hu

��
�


�e'=hu; e'=hu

�
;

où

� = jr�j2 + 2(r�:r')�:
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1.7.1 Inégalité d�Agmon

Proposition 1.7.1 ([18])Soit l�opérateur de Shrödinger

PV = �h2�+ V (x);

où V 2 S2n(1):

Soit ' une fonction continue dé�nie sur Rn à valeurs réelles, bornée ainssi que toutes ses

dérivées et satisfaisant

j�'j � C0 8u 2 H1(Rn) \D(V ) ;

où D(V ) est le domaine de dé�nition de V; on a

Re


e'=hPV u; e

'=hu
�
�


(V (x)� j�'(x)j2)e'=hu; e'=h

�
;

uniformément pour tout h assez petit .

1.7.2 Distance d�Agmon

Dé�nition 1.7.3 ([18])Soit X est la métrique Riemanienne donnée par

�E0 = (V (x)� E0)+g;

où E0 est �xée.

Cette métrique est nulle dans la réunion des puits UE0 = fV (x) � E0g:

La distance d�Agmon dE0 est dé�nie par

dE0(x; y) = inf



Z 1

0

p
V (
(t)� E0)+ k
(t)k dt;

où le inf porte sur les arcs


 : [0; 1]! X de classe C1tels que 
(0) = x; 
(1) = y:

Cas des puits non dégénérés

On va décrire la distance d�Agmon lorsque E0 = inf V; (On supposera que E0 = 0) ; et

que les puits U0 = fU1; :::; UNg sont non dégénérés, ce qui signi�e que 8j; V "(Uj) est une

forme quadratique.

On a alors le théorème suivant :
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Théorème 1.7.2 ([18])Au voisinage de Uj,d0(x) = d0(x; Uj) est une fonction C1 ayant en

Uj un minimum non dégénéré.

La métrique d�Agmon a plusieurs propriétés, elle satisfait l�inégalité triangulaire, et elle

est Lipschitz continue.

jd(�x; y)� d(x; y)j � d(�x; x); 8x; �x; y 2 Rn:

jrxd(x; y)j2 � (V � E0)+ (x):

Nous observons que la deuxième inégalité est satisfaite pour d�autres distances comme

d(x; U) = inf
y2U

d(x; y):



Chapitre 2

La construction BKW pour
l�opérateur de Shrödinger : approche
formelle

2.1 Introduction

La méthodeBKW nomée Brillouri, Kramers et Wertzel est une téchnique de l�expansion

asymptotique pour trouver des solutions approximatives pour certains types de problèmes.

La plus connue des appliquations de cette méthode est l�obtention des solutions de

l�équation de Shrödinger, indépendante du temps en mécanique quantique.

2.2 La construction BKW

([7])Soit V (x) = V0(x) + hV1(x) un potentiel. On veut trouver une solution BKW de la

forme

w(x; h) = hn=4a(x; h)e��0(x)=h;

pour l�opérateur de Shrödinger

P = �h2�+ V (x; h);

dans le voisinage d�un potentiel V0 non dégénéré dé�ni sur Rn: Les potentiels V0 et V1 sont

C1; la phase �0 est réelle positive et on veut écrire a tel que :

a(x; h) �
1X
j=0

hjaj(x):
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La recherche d�une solution BKW correspond à la recherche de a(x; h) et de E(x) �P1
j=0Ejh

j tel que

(�h2�+ V (x;h)� Ej(h))(a(:; h)e
��(:)=h) � 0;

qui est équivalente à

(V0 � jr�0j
2)a+ 2hr�0:r� h�a+ h��0a+ hV1a+ E(h)a � 0: (2.2.1)

Cela donne en premier l�équation eiconale :

V0(x)� jr�0(x)j
2 � E0 = 0: (2.2.2)

Supposons qu�une solution de cette équation a été trouvé, nous obtenons aprés un sys-

tème d�équations appellées équations de transport :

(T1) 2r�0(x):ra0 + (V1 +��0 � E1)a0 = 0; (2.2.3)

(T2) 2r�0(x):ra1 + (V1 +��0 � E1)a1 = �a0 + E2a0;

:::

:::

(Tk+1) 2r�0(x):rak1 + (V1 +��0 � E1)ak =
Pk

j=0Ejak+1�j +�ak�1 + Ek+1a0:

Ces équations ont la même structure. Il existe un vécteur réel X dé�ni par

X = 2r�0:r:

qui tendera vers 0 (et déterminera E0 = 0 = minV0); et une fonction g telle que

g = (V1 +��0 � E1);

qui doit tendre vers 0 (et qui détermine E1; en assumant que a0(0) = 1) et une fonction f

qui va être identiquement 0 (dans le cas (T1)) et elle est dé�nie par

f =
kX
j=2

Ejaa+1�j +�ak�1 + Ek+1a0;

et tendera vers 0 et déterminera Ek+1:

Nous devons aprés résourdre

Xu+ gu = f

avec u(0) = 1 dans le cas de (T1) et avec u(0) = 0 dans les autres cas.
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2.2.1 le cas de la dimension n = 1

Soit en premier l�écriture de l�équatoin eiconale dans la dimension 1

�
0

0(t)
2 = V (t):

On écrit V (t) sous la forme

V (t) = t2b(t);

avec b(t) 6= 0 dans un assez petit voisinage de 0:

Ce qui justi�er le choix

�
0

0(t) = t
p
jb(t)j; �0(0) = 0;

qui est la seul compatible avec la construction sur �0:Ce qui donne :

�0(t) =

Z t

0

s
p
jb(t)jds;

qui est bien dé�nie et C1 dans un voisinage de 0:

Maintenant on écrit l�équation de transport

2�
0

0(t)a
0

0(t) + �
00

0(t)a0(t) = 0;

avec la condition initiale

a0(0) = 1:

E1 est déterminée par :

E1 = �
00

0(0):

On peut résourdre explicitement ces équations di¤erentielles ordinaires en observant que

(ln a0) = �
1

2

(E1 � �
00

0(t))

�
0
0(t)

:

Tout les autres équations ont la même structure et peuvent être resolu en utilisant la

variation de la constante.

2.2.2 Le cas général

Nous expliquons la situation dans le cas quadratique

V0(x) =
1

2
(
X
j

�jx
2
j);

et V1(x) générale et �j sont les valeurs propres de l�opérateur P de Shrdinger.
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Détermination de la phase

La phase doit satisfaire

jr�0j
2 = V0;

si �0 a une forme quadratique

�0(x) =
1

2
hAx; xi ;

on trouve l�équation

A2 =
1

2
HessV0;

et on peut prendre A a une racine positive de 1
2
HessV0; qui était supposée d�être strictement

positive.

On trouve pour un point critique xc de V0 la relation necessaire pour la solution �0 suivante :

(Hess�0(xc))
2 =

1

2
HessV0(xc):

2.2.3 Résolution formelle(dans la puissance de x�) de l�équation
de transport

Pour chaque équation de transport, on observe que :X
�jxj@xjx

� = (
X
j

�j�j)x
�;

et on peut résourdre l�équation transport par récurrence, en observant que (
P

j �j�j)x
� est

une série formelle qui tend vers 0 à l�ordre j�j+ 1:

La situation générale dans le cas général est expliquée dans( ([2])) (et les cours dans

([9])):



Chapitre 3

Position du problème et hypothèses

Dans ce travail nous voulons étudier l�opérateur de Schrödinger P dans L2(Rn) dé�ni

par :

P = �h2�+ V:

On introduit les hypothèses suivantes sur le potentiel V:

Hypothèse (A1) ([3])

(A11) V 2 C1 à valeurs réels.

(A12) Il existe un compact K0 � Rn; tels que V est analytique sur KC
0 = Rn�K0; et se

prolonge holomorphiquement dans

D0 =
�
x 2 Cm; jIm xj < �0 jRexj ; Rex 2 KC

0

	
;

pour la constante �0 > 0:

(A13) V (x)! 0 quand jRexj ! 1; x 2 D0:

L�objéctif de cette hypothèse est de dé�nir les résonances prés de l�axe réel comme les

valeurs propres complexes de l�opérateur distordu P� de P avec P� = ePi� où � su¢ ssement

petit.

Soit l�opérateur eP� = U�PU�� est l�opérateur conjugué. U� est dé�ni par

U��(x) = det(1 + vdF (x))
1
2�(x+ vF (x))
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tel que �
F (x) = 0 si x 2 K0

F (x) = x si x 2 Kc
0

:

Proposition 3.0.1 l�opérateut U� est unitaire de L2(Rn) dans L2(Rn):

Preuve. a)Montrons que U� est unitaire �
U� est unitaire () U�vUv = UvU

�
v = IL2(Rn):

On calcule d�abord U�� :

Soient f; g 2 L2(Rn) :

hUvf; gi =

Z
Rn
Uv(f (x):g(x)dx

=

Z
Rn
det(1 + vdF (x))

1
2f(1 + vF (x))g(x)dx

=

Z
Rn
det(d�v(x))

1
2f (�v(x))g(x)dx;

où �
�v(x) = x; x 2 K0

�v(x) = x(1 + v); x 2 Kc
0

Comme �v(x) est di¤émorphisme sur Rn alors

hUvf; gi =

Z
Rn
det(dy)

1
2 f(y)g(��1v (y)) det(d�

�1
v (y))dy

=

Z
Rn
f(y)g(��1v (y) det d�

�1
v (y))

1
2dy

= hf; U�� gi ;

avec

U�� g(x) = g((x+ vF (x))�1 det(d(x+ vF (x))�1)
1
2 :

Maintenant on montre que Uv est un opérateur unitaire.

Soit f2 L2(Rn);alors pour tout x 2 Rn on a :

UvU
�
� (f)(x) = Uv [U

�
� (f)(x)]

= det(1 + vdF (x))
1
2 [U�� (f)(x+ vF (x)]

= det(d�v(x))
1
2

[U�� (f)] (�v(x))

= det(d�v(x))
1
2

f(��1v (�v(x)) det(d�
�1
v (�v(x))

1
2

= f(x);
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car det(d�v(x))
1
2

det d(��1v (�v(x))
1
2

= det(d��1v (�v(x))
1
2

= 1:

D�autre part,pour tout y 2 Rn on a :

UvU
�
� (g)(y) = U�� [Uv(g)(y)]

= det(d��1v (y))
1
2

[Uv(g)] (�
�1
v (y))

= det(d��1v (y)
1
2

) det(d�v(�
�1
v (y))g(�v(�

�1
v (y))

= g(y);

car det(d��1v (y))
1
2

det d�v(�
�1
v (y))

1
2

= det(d�v(�
�1
v (y))

1
2

= 1:

De tout ce qui précede on en déduit que

U�vUv = UvU
�
v = IL2(Rn):

On déduit donc que Uv est unitaire.

b)montrons que U� est de L2(Rn) dans L2(Rn):

Soit u 2 L2(Rn);

On a

Uv 2 L2(Rn) ()
Z
Rn
jU�u(x)j2 dx < +1

() kU�u(x)k2 < +1:

On a alors

kU�u(x)k2 =

Z
Rn
jU�u(x)j2 dx

=

Z
Rn
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx

=

Z �A

�1
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx+

Z A

�A
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx

+

Z +1

A

jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx

= I1 + I2 + I3

On pose

I1 =

Z �A

�1
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx; I2 =

Z A

�A
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx
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et

I3 =

Z +1

A

jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx:

On obtient :

1.

I1 =

Z �A

�1
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx

=

Z �A

�1
jdet(1 + �)j ju(x+ � jxj)j2 dx

�
Z �A

�1
ju(x+ � jxj)j2 dx

< +1 car u 2 L2(Rn)

2.

I2 =

Z A

�A
jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx

= 0

3.

I3 =

Z +1

A

jdet(1 + �dF (x))j ju(x+ �F (x))j2 dx

=

Z +1

A

jdet(1 + �)j ju(x+ �x)j2 dx

=

Z +1

A

ju(x+ �x)j2 dx < +1 car u 2 L2(Rn)

d�où on a U� : L2(Rn) �! L2(Rn):

Proposition 3.0.2 L�opérateur P (h) = �h2� + V est essentiellement auto-adjoint de do-

maine

H2(Rn) = fu 2 L2(Rn);�u 2 L2(Rn)g:

Preuve. P0(h) = ��h2 est auto-adjoint de domaine H2(Rn) avec �ac(��) = [0;+1[

donc (�i) 2 �(�); ainsi

V (� + i)�1 = V�R(�i)



Position du problème et hypothèses 21

est compact ce qui entraine que V est � borné de borne relative < 1:

D�aprés le théorème de Kato-Rellich P est essentiellement auto-adjoint : �
Et l�opérateur U�PU��se prolonge à un opérateur analytique dans L2 (Rn).

Nous supposons toujours que le potentiel V véri�er l�hypothèse (A1), et l�on peut donc dé�nir

sur L2(Rn) l�opérateur P� avec � = i�, � 2 R+ assez petit de domaine H2(Rn) :

P� = U�PU��

= e�2i�h2D2 + V (xei�);

où

U�f(x) = f(xei�); avec 0 < � < �0 <
�

2
et � = D2:

Le théorème de Weyl permet d�a¢ rmer que le spectre essentiel de cet opérateur est la

demi droite e�2i�R+:

Soit un domaine �� dé�nie par :

�� = fE 2 C n f0g ;�2� < argE < 0g :

C�est-à-dire :

�ess(P�) = �ess(e
�2i�(hD)2) = e�2i�R+:

De plus le spectre �(P�) dans le secteur S� = fE 2 C;�2� < argE < 0g est discret.

Les éléments de � (P�)\S� sont appellés les résonances. Cette dé�nition est indépendante

de � dans le sens que �(P
�
0 ) \ S� = �(P�) \ S� si �0i� ; et aussi de la fonction F (x):

On outre si U� est une fonction propre de P�, il existe alors u 2 C1(Rn), holomorphique

dans D0 ; tel que u� = Ui�u: Les fonctions u sont appelées les états résonants de P:

Hypothèse (A2) ([3])

Il existe un domaine ouvert borné �O�Rn, un point x0 dans �O et un nombre positif E0

tels que :

V (x0) = E0,
@V

@x
(x0) = 0,

@2V

@x2
(x0) > 0;

et

V (x) > E0 dans �O� fx0g , V (x) = E0 sur @ �O:
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Cette hypothèse décrit la forme de V (x) dans l�île.

On peut introduire le problème de Dirichlet et on utilise la distance d�Agmon avec le

pseudo-métrique

ds2 = max(V (x); 0)dx2;

S = d(x0; @ �O);

la distance minimale de x0 au bord de �O et Bd(x0; S) = fx; d(x; x0) < Sg la boule ouverte

de centre x0 et rayon S par rapport à la distance d:

On considère la réalisation de Dirichlet PD de l�opérateur P sur le domaine Bd(x0; S � �)

pour � su¢ samment petit .

En dehors de l�île dans �Oc; on suppose la condition de non-trapping sur

p�1(E) = f(x; �); p(x; �) = Eg ;

par l�hypothèse :

Hypothèse (A3) ([3])

Pour tout (x; �) 2 p�1 (E0) avec x 2 �OC , la quantité jexp(tHp) (x; �)j tend vers l�in�nie

quand jtj tend vers l�in�nie où Hp est le champ Hamiltonien

Hp =
@p

@�
:
@

@x
� @p

@x
:
@

@�

= 2�:
@

@x
� @V

@x
:
@

@�
:

Si x 2 @ �O; en particulier, � 2 Rn tel que p(x; �) = E0 est 0, et Hp = �rV (x): @@� :

L�hypothèse (A3) implique aussi que rV (x) 6= 0 sur @ �O:

Hypothèse (A4) ([3])

Dans la dernière hypothèse on suppose quelques conditions sur l�ensemble @ �O\B(x0;S)

et l�ensemble caustique

_C=
n
x 2 �O; d(x; @ �O) + S

o
:

Les points de l�ensemble @ �O \Bd(x; S) sont appelés points de type 1.

@ �O\B(x; S) est la sous variétté � de l�ensemble @ �O. On note par ��(� ��1) la dimention

de �:



Chapitre 4

Comparaison dans l�île

Dans ce chapitre, Nous allons comparer la solution BKW noté par wN avec l�état ré-

sonant u dans �O au point de type 1 x1. On obtient une estimation de la distance de l�ordre

(Nk)2=3 de x1:

On va utiliser les mêmes notations de la section 4 dans l�article ([3]). Soit e
 un petit
voisinage de 
([�1; 0]) et

e
+ = nx 2 e
; xn + b(x
0
) > 0

o
; e
� = e
n(e
+ [ nx;xn + b(x

0
) = 0

o
.

Soit x 2 e
�; un point prés de x1:
On va utiliser la formule (4:12) de l�artilce ([3]) pour � (voir aussi [([9]); formule (10:22)])

on a,

�(x) � �(x
0
;�b(x0)) + (xn + b(x

0
))�cn(x

0
)� (C1

���xn + b(x
0
)
���2=3 ; (4.0.1)

pour C1 > 0:

D�aprés l�hypothèse (A4) on a;

�(x
0
;�b(x0)) = �

��� _C(x0 ;�b(x0))��� � �
���x0���2 ;

avec � > 0

�(x
0
;�b(x0)) + (xn;�b(x

0
))�cn(x

0
) � 0;

au voisinage de x1:
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Par concéquence, on a

d(x0; x) � S � C1

���xn + b(x
0
)
���2=3 : (4.0.2)

En particulier, si x 2 
(�(Nk)2=3; 0); k = h log(1=h); on a

e�s(x)=h = O(h�C1Ne�S=h):

L�objectif de ce travail est de montrer une estimation locale au voisinage du point x1

(théorème(4.1.1) voir ci-dessous) et par concéquence une estimation globale dans @ �O (théo-

rème (4.2.1) voir ci-dessous).

C�est pour cela, nous avons besoin de la proposition et le théorème suivants :

Proposition 4.0.3 ([3]) Pour tout N large, il existe une fonction lyce wCN(x; h) 2 C1( �ON);

avec

�ON = fdist(x; �O) < 2(Nk)2=3g;

véri�ant les propriétées suivantes :

1. 9� > 0 indépendant de N; tel que uniformément dans �ON ; et 8� 2 Zn+; on a

�S + @�wCN(x; h) = O(h�m�e�(S+Re
e�(x))=h);

(P � � (h)) = O(h�Ne�(S+Re e�(x)=h);
pour m� � 0; et e�(x) = d(x0; x)� S pour x 2 
 [M�; et pour x 2 !+(2Nk; (Nk)2=3)

2. Dans tout compact de 
 , pour M 2 N, on a

wN(x; h) = hn=4e�(S+
e�(x))=h

 
MX
j=0

aj(x)h
j +O(hM+1)

!
;

quand h! 0; où aj(x) sont des extentions du symbole a(x; h); et a0 est elleptique .

3. Dans
n
(Nk)2=3 < dist(x; �O) < 2(Nk)2=3

o
\ !+(Nk; (1=2)(Nk)2=3); pour tout L assez

large, il éxiste C
0
L > 0 et �L > 0 indépendant de N tel que

wN(x; h) = h�n=4e(S+
e�(x))=h

0B@L+
h
Nk=C

0
Lh
iX

j=0

~aj(x)h
j +O(h�LN + hL)

1CA ;
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quand h! 0; avec ~aj (indépendant de h ) de terme,

~aj(x) = (dist(x; _C))
�3j=2�1=4e�j(x; dist(x; _C));

où e�j est lyce prés de � � f0g pour tout j, et en particulier e�0 est elleptique prés de
�� f0g:

Théorème 4.0.1 ([3]) Sous les hypothèses (A1)� (A3). Alors il existe une unique résonance

�(h) de P tel que

h�1 j�(h)� �D(h)j ! 0 quand h! 0+;

elle véri�e

j�D(h)� �(h)j = O(e�(2S��(�)=h):

Notons par u(x; h) l�état résonant ; on a :

juD(x; h)� u(x; h)j = O(e�(2S�d(x;x)��(�))=h);

uniformément dans Bd(x0; S � �); où �(�)! 0 quand � ! 0; et pour tout compact K � Rn,

il existe NK 2 N tel que 

es(x)=hu(x; h)


H1(K)

= O(h�NK );

uniformément quand h! 0;où

s(x) =

�
d(x0; x) si x 2 Bd(x0; S)
S ailleur

:

4.1 Comparaison dans l�île

Dans cette partie on cherche une estimation de u� wCN dans l�île.

Théorème 4.1.1 Il existe N2 2 Z et C > 0, tel que pour tout N > 0; on a,

ku(x; h)� wCN(x; h)kH1(
(�(N k)2=3;0)) = O(h�N2e�S=h);

uniformément quand h! 0:
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Preuve. Celon le théorème (4.0.1); on a 8K � Rn, 9NK 2 N tel que

es(x)=hu(x; h)


H1(K)

= O(h�NK );

Donc pour NK = N0 et K = e
�

es(x)=hu(x; h)


H1(e
�) = O(h�N0)

D�aprés la proposition (4.0.3), la solution BKW , satisfait la même estimation :

9N0 tel que 

es(x)=hwCN(x; h)

H1(e
�) = O(h�N0);
En passant par la di¤érence on a



es(x)=h(u(x; h)� es(x)=hwCN(x; h))



H1(e
�) = O(h�N0);

donc 

es(x)(u(x; h)� wCN(x; h))



H1(e
�) = O(h�N0);

alors

ku(x; h)� wCN(x; h)kH1(e
�) = O(h�N0e�s(x)=h);
puisque e
� \ fd(x0; x) � S � 2kg � e
�; alors

ku(x; h)� wCN(x; h)kH1(e
�\fd(x0;x)�S�2k) = O(h�N
0
0e�S=h);

pour une autre constante N
0
0: Maintenant, on pose ;


1 = 
1(h) = Bd(x0; S � k) \ e
�:
Tout point de 
1 peut être connu à x0 par une géodésique lyce minimale (distance d�Agmon

). Les arguments du section 4([3]) montre que la solution BKW wCN(x; h) est bien dé�nie

sur 
1:

On construit �h 2 C10 (
1); tel que�
�h = 1 surfd(x0; x) � S � 2kg

0 � �h � 1 ailleur

et 8� 2 Nn; @��h = O(h�N0); pour une constante N� � 0:
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On pose, bw := �h(x)wCN(x; h);

et, 8N � 1 assez large ,

�N(x) = min (d(x0; x) + C1Nk + k(S � d(x0; x))
1=3; S + (1� k1=3)(S � d(x0; x))):

sur 
(�(Nk)2=3; 0), par (??) on a d(x0; x) � S � C1Nk: Alors �N(x) � S. �

Lemme 4.1.1 Il existe N0 � 0 tel que, pour tout N � 1,

e�N=h(�hu� bw)

H1(
1)
= O(h�N0);

Preuve. En utilisant l�estimation d�Agmon (voir lemme 8.2 dans Aprendix),et en remar-

quant que �N � d(x0; x) + (C1N + S1=3)k; on a uniformément dans 
1

(P � (h)) bw = (P � �(h))�hwCN ;

= (P�h � �(h)�hwCN ;

= (P�h � �hP + �hP � �(h)�h)wCN :

Et comme

[P; �h] = P�h � �hP:

�
Alors

P � (�(h)) bw = [P; �h]wCN + �h(P � �(h))wCN

= [P; �h]wCN +O(h��CNe�d(x0;x)=h)

= �2h2(r�h)(rwCN)� h2(��h)wCN +O(h�CNe�d(x0;x)=h)

= O(1Suppr�hh
�M1e�S=h) +O(h�CN�C1N�S1:3e��N=h); (4.1.1)

pour une autre constante M1 � 0: On sait que

�N � d(x; x) + (C1N + S1=3)k);

uniformément dans 
1,et en utilisant l�estimation d�Agmon, ainsi que ((2.7)([3]) ;

e�N=h(P � �(x)�h



L2
=


e�N=h [P; �h]u

L2 = O(h�M 0

1e(FN�S)=h) (4.1.2)
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pour une constante M
0
1 � 0; et avec : FN := sup�N

Suppr�h
:

Puisque S � d(x0; x) � 2k sur Supp r�h; on a FN � S +2(1� k1=3)k � S +2k; et d�aprés

(4.1.2),on déduit 

e�N=h(P � �(h))�hu



L2
= O(h�M

0
1�2) (4.1.3)

Posons,

u
0

h = �hu� bw;
et choisissons C tel que �C � C1, on obtient de (4.1.1)-(4.1.3)


e�N=h(P � �(h))u

0

h





L2
= O(h�M2); (4.1.4)

pour une constante M2 � 0; indépendante de N:

Soient


�1 = 
1 \ fd(x0; x) + C1k + k(S � d(x0; x))
1=3 < S + (1� k1=3)(S � d(x0; x))g;

et


+1 = 
1 \ fd(x0; x) + C1k + k(S � d(x0; x))
1=3 > S + (1� k1=3)(S � d(x0; x))g:

On a d�aprés la dé�nition de �N(x) :�
�N(x) = d(x0; x) + C1Nk + k(S � d(x0; x))

1=3 sur 
�1
�N(x) = S + (1� k1=3)(S � d(x0; x)) sur 
+1

Donc (
r�N(x) =

�
1� k

3(S�d(x;x))2=3

�
rd(x0; x) sur 
�1

r�N(x) = �(1� k1=3)rd(x0; x) sur 
+1

Puisque on a k(S � d(x0; x))
�2=3 � k � 1; pour tout h su¢ samment petit et en utilisant

l�estimation d�Agmon alors : sur 
�1 on a

V � Re �� jr�N j
2 = V � Re ��

�
1� k

3(S � d(x0; x))2=3

�2
jrd(x0; x)j2

� V � Re �� k

3(S_d(x0; x))2=3
(V � E0);

� V � Re �� k

3(S_d(x0; x))2=3
(V � E0) + E0 + E0;

� k

3(S_d(x0; x))2=3
(V � E0)� (Re �� E0);
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et sur 
+1 on a

V � Re �� jr�N j
2 = V � Re ��

�
1� k1=3

�2 jrd(x0; x)j2
� V � Re �� (1� k1=3)(V � E0)

� V � Re �� (1� k1=3)(V � E0) + E0 � E0

� k1=3(V � E0)� (Re �� E0)

rV 6= 0 sur @ �O; la courbe Hamiltonienne de q = �2 � V (x) commençant par @ �O � f0g,

montre que :

8x 2 �O \ @ �O d(x; @ �O) = O((V (x)� E0)
3=2);

et par l�énigalitée triangulaire on déduit,

d(x0; x) � S � C2(V (x)� E0)
2=3; (4.1.5)

où C2 > 0 et l�inégalitée est valide sur tout �O a l�exception de certains petits voisinages U0

de x0 (puisque V � E0 > 0 sur �O�fx0g):

En particulier, U0 � 
+1 ; et (4.1.5) montre que V (x)� E0 � (k=C2)2=3 sur 
+1
On a aussi,

j�� E0j � C3h C3 > 0:

Donc sur 
+1 on obtient ;

V � Re �� jr�N j
2 � k1=3

(kC2)2=3
� C3h �

k

C
2=3
2

� C3h �
k

2C
2=3
2

; (4.1.6)

pour h > 0 assez petit.

De plus par (4.1.5), sur �OnU0; on a aussi ;

(V � E0)
3=2

S � d(x0; xS)
� 1

C2
V � E0

3(S � d(x0; xS)2=3
� 1

3C
2=3
2

;

et si x 2 
�1 nU0;

V � Re �� jr�N j
2 � k

3C
2=3
2

� C3h �
k

4C
2=3
2

; (4.1.7)

pour h > 0 assez petit .
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D�autre part ,par ((2.5) ([3]) et le résultat de ([8]) on sait que wCN(x; h) est une bonne

approximation de u(x; h) sur U0; alors,


ed(x0;x)=hu0h



L2(U0)

= O(h1);

puisque e�N=h = O(h�C1N �S1=3 ed(x0;x)=h), on déduit,


e�N=hu0h



L2(U0)

= O(h1): (4.1.8)

Maintenant ,en appliquant (3.14)([3]) avec u
0
h; �N ;Re � à la place de vh; �; �h:En utilisant

(4.1.4), (4.1.6), (4.1.7) et(??) ; on obtient :

h2



r(e�N=hu0h)


2 + k




e�N=hu0h


2 = O(h1 + h�M2




e�N=hu0h


):
En particulier, 


e�N=hu0h


 = O(h�(M2+1));

et aussi, 


r(e�N=hu0h)


 = O(h�(M2+3=2)):

4.2 Comparaison dans le bord de l�île

Maintenant on cherche l�estimation globale de u� wCN dans

UN =
n
x; dist

�
x; @ �O

�
< 2 (Nk)2=3

o
un petit voisinage du bord de l�île, où N est indépendant de h:

Théorème 4.2.1 Il existe N2 2 Z et C > 0 tel que, pour tout N;on a

ku� wCNkH1(UN )
= O

�
h�N2e�S=h

�
:

Preuve. Soit

UN;1 = UN \ 
 (Nk; t0) ;

avec t0 > 0 assez petit .
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Donc on a

UN;1 � [
x12�


1x1 ((�Nk)
2=3 ; (Nk)2=3);

où 
1x1 ((�Nk)
2=3 ; (Nk)2=3) est le voisinage de chaque x1 2 � dé�nie par ((4:24)([3])):

D�aprés le théorème (4:1:1); ((2; 7)([3])), il existe N2 tel que

ku� wCNkH1(UN )
= O(h�N2e�S=h):

Et puisque (UNnUN;1) \Bd (x0; S) = ;; et d�aprés ((2:7)([3])) alors

kukH1 (UNnUN;1) = O(h
�N2e�S=h);

et comme wCN = 0 dans UNnUN;1;on obtient

ku� wCNkH1(Un)
= O(h�N2e�S=h):

�



CONCLUSION

Dans ce travail nous avons trouvé une estimation de la di¤érence entre la solution BKW

et l�état résonant u dans une île non analytique pour l�opérateur de Schrödinger

P = �h2�+ V

dé�nit dans L2(Rn), s�aidant d�un article de( [3]):Cette estimation a été étudiée dans un

voisinage du point de type 1 dans l�île, et ainsi dans un voisinage dans le bord de l�île.
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