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NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de changement,

elles seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la partie.

T

Re(z)

Im(z)

h

HS

S(R™)

C™(R")

Ce(R") = () C™(R")

meN

s (R™)
LP(RY)

Sd( X >m)

(@)™ = (1+ )%
B(a, B)

B(a,B)

d(xg, )

1711,
H

p

Suz?pfn ={z € R", f(x) # 0}
A=) i
=1

_ (o . o
V= ()
D,=12 i*=-1

<.7'> i Ox’

Odisc
O—BSS
p(A)
[A, B]
Hess

la position, = € R",

I'impulsion, £ € R",

un nombre complexe,

partie réelle du nombre complexe z,

partie imaginaire du nombre complexe z,

la constante de Planck,

espace de Sobolev non homogeéne,

espace de Schwartz,

I’ensemble des fonctions m fois continument différentiables,

I’ensemble des fonctions infiniment dérivable,

I’ensemble des fonctions C*°(R") & support compact dans R”,

f mesurable sur R" et /]f(m)|pdm <400 p,1 <p<oo,

R

espace des symboles d’ordre m,

fonction d’ordre ot m € R,

boule ouverte de centre o et de rayon [,

boule fermée de centre o et de rayon S,

la distance d’Agmon,

la norme de la fonction f dans L?,

champ Hamiltonien,

support d’une fonction f,

opérateur de Laplacien,

vecteur gradient,

la différentielle au point x,
produit scalaire,

spectre discret,

spectre essentiel,

ensemble résolvant de l'opérateur A,
commutateur des opérateurs A et B,
la matrice Hessien



INTRODUCTION

On se propose d’étudier ’écart existant entre la solution BKW et ’état résonant u

associé a la résonance de forme p du probléeme :
Pu = pu,

ou

P=—-hA+V,

et V' est un potentiel non globalement analytique ayant la forme d’un puit dans une ile (voir
I’hypothése (As) page 24).
Le travail de ce mémoire consiste essentiellement a étudié cet écart au voisinage d’un
point de type 1( voir ([9])) du bord de T'ile .
Ce mémoire est partiellement une continuation de ([3]). L’existence et I'unicité de la
solution a l'intérieure de lile a été étudier par Particle ([3]).
L’extention de la solution BKW a été étudier par article ([3]).
A partir de ces travaux, nous nous somme intéressés a ’écart entre les deux solutions. La
difficulté essentielle consiste les points de type 1 qui consistent une irrégularité de la solution.
Nous commengons par obtenir une estimation sur la distance de 'ordre (NK)?? d'un
point de type 1 de l'ile O, ensuite une estimatiuon globale dans un voisinage du bord de ’ile
90.
Ce travail est constitué de quatre chapitres :
Le premier chapitre est un rappel de notions de base necessaires pour ce travail.
Dans le deuxieéme chapitre la construction BKW est constituée.
Dans le troisiéme chapitre le probléme est posé avec les hypotheéses.
Dans le quatriéme chapitre nous déterminons la comparaison de la solution BKW
avec ’état résonant u dans l’ile, en montrant une estimation locale au voisinage du point de
type 1,et aprés une estimation globale dans un voisinage du bord de I’ile 9O.

Nous terminons ce travail par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaire

Nous allons tout d’abord pour situer ce travail rappeler quelques notions de base.

1.1 Espaces de symboles

Définition 1.1.1 ([12]) Soit g une fonction réelle sur un ensemble E, on note par O(g)

toute fonction f définie sur E telle que
AC > 0, f(z) < Cg(x), Vx € E.
On appelle fonction d’ordre toute fonction g € C*(R% R%) telle que pour tout o € N¢
0zg9 = 0O(g)
uniformément sur RZ.

Exemple 1.1.1 La fonction définie par

<l‘>m: RY - R
r— ()" =(1+]zf)%

ot m € R, est une fonction d’ordre.

Définition 1.1.2 [12/Soit g une fonction d’ordre, on appelle espace de symboles et on note
S4(g) lespace des fonctions a = a(z;h) définies sur R x [0, ho[ pour hg > 0 indéfinement

dérivable par rapport o x tel que
0da(x,h) = O(g(x)).

uniformément sur R% x [0, hol.
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Définition 1.1.3 ([12/)Un symbole a € Sy(g) est elliptique s’il existe une constante C' > 0

telle que :

(. 1)| > Zo(r).

V(z,h) € R% x [0, hy[ avec hy > 0.

Définition 1.1.4 ([12])Soit Q@ un ouvert de R", on appelle espace des symboles d’ordre m
et on note S™(2 x R™) l'ensemble des fonctions a € C* sur Q@ x R™ telle que pour tous

multi-indice o, 3, on ait :

DeDfa(x,€) < (1+ [¢™ )

S™ est un espace de Fréchet muni de la topologie découlante des semi-normes suivantes :

Pui(a)= Sup |D2DZa(x,&)(1+[€" ™| v € ko € €R™,
laf+|B|<m

ol k, est un recouvrement de {2 par des compacts tel que k, C int(kqoi1 ).

Exemple 1.1.2 La fonction o(x,&) = > an(x)£* définie un symbole.

laj<m

Exemple 1.1.3 S; (1) : l'ensemble des fonctions qui sont bornées ainsi que toute leurs

dérivées est un espace de symboles.

1.2 Opérateurs pseudo-différentiels

Définition 1.2.1 ([12])Soit P(x,§) une fonction des 2n variables (x,§), on associe a cette
fonction un opérateur pseudo-différentiel Pp dont [’action sur une fonction o est définie par

l'intégrale suivante :

1 +iz "
(Poo)a) = G / %Pz, €) €.

R

Soit ¢ € S(R™),en utilisant les propriétés de la transformation de Fourier dans S(R™); on

représente 'opérateur Pp de la facon suivante :

Pof R)p(w) = Opup)e(@) = s [ [ X ot o moty e

est appelé opérateur pseudo-différentiel semi-classique de symbole p.
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Exemple 1.2.1 L’opérateur différentiel semi-classique P(x, hD) vérifiant :
P(z,hD) = Y b(z)(hD,)",
laj<m

est un opérateur pseudo-différentiel de symbole > b, ()&,

lal<m
avec

bo € San(1)).

L’opérateur pseudo-différentiel Opy,(p) est bien défini au sens des intégrales oscillantes,Vm €

R.,et on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 ([12]) Pour tout a = a(z,y,(, h) € S3,({{)™).

1. L’opérateur Opy(a) se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire continu de
S(R™) dans S(R™).
2. L’opérateur Opy,(a) se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire de S (R")

dans S'(R™) ot S’ (R") espace des distributions tempérés .

Théoréme 1.2.2 (Caldéron-Vaillancourt) ([12/)Soit a € S3,(1), Opp(a) est alors continu
sur L*(R™) de plus on a

HOph(a)”.f(H(Rn)) <Cy Z H8aa‘|Lw(Rn)a
la| <M,

ot les constantes positives C,, et M, dépendent uniquement de n.

Définition 1.2.2 Soient a € Sa(g) et (a;);oy une suite de symboles dans Sq(g). On dit que a

est asymptotiquement équivalent & la série formelle

Z ha; dans Sq(g),

Jj=0

ol d et g représentent respectivement [’ordre de symbole et la fonction d’ordre, si et seulement

si pour tout N € N et pour o € N?, il existe

<C, hY

N,a'"g

hnao >0 et CNJ¥ > 0 tel que :

o <a — i h’dj)
=0
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uniformément sur R? x (o, hx o[ . En particulier quand tout les a; sont identiquement nuls on
dit que
a = O(h™) dans Sy(g),

on note
o0
a E haj.
j=0

Proposition 1.2.1 ([12])Si (a;) oy une suite de symboles dans Sq ((x)™) alors il existe
a € Sy ((x)™) tel que

a Z hja,] danS Sd (<x>m) )

J=0
on appelle une ressomassion de » 2" hiaj.

a est unique modulo O(h>) dans le sens ou la différence entre deux symboles est O(h™)

dans Sy ((z)™) .
(455

soit aussi (€;)jen une suite décroissante de nombres positifs vérifiants

Preuve. Soit

1

J

Soit la fonction troncature x définie par

x € Cg(RY)

suppx C ]_2a2[a X = 1 sur [_171}

alors a est défini par :
[eS) ' c.
(. h) = S W1~ xX(F))ay(a, )
j=0

est une ressomation de la série formelle 22 h'aj. O

!

Théoréme 1.2.3 (de composition) ([I2]) Pour tout p € S3,({{)™) et ¢ € Ss5,((O)™), il

m+ml
)

existe un symbole que nous notons p#q dans Ss,({() tel que

Opw(p) © Opw(q) = Opn(p#4q),
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ou
|a| /
pita -~ Y 0205l 2 m)a(z Q) , _, dans S (")
|oc\>0 n=_C
Définition 1.2.3 ([17])Soient p = p(x,() € S2,((¢)™) et t € [0,1] on a p((1 —t)x +ty,() €

S3,((¢)™).On note

Oph(p) = Opn(p((1 — t)z + ty, Q).
Pour t = %, lopérateur Op}% (p) est appelé quantification semi-classique de Weyl et on le note
Opj)(a).
Remarque 1.2.1 ([17])Si a € S5,((¢)™) est réel alors Op}’'(a) est auto-adjoint.
Théoréme 1.2.4 ([17]) Soit p € Ss,({(C)™) et t € [0,1]. Alors il exist un unique symbole

e € S2,((0)™) tel que
Opn(p) = Opj(p),

ou le symbole p; est donné par 'intégrale suivante :

1
Pi,€) = (2wh)"

R2n

et admet le développement asymbtotique suivant :

el
EASDY %8?83‘p(x+t€,x (1= 1)8, oo dams San({O)™).

aeN”?
Théoréme 1.2.5 (calcule symbolique) ([17]) Soient p = p(z,¢) € So,((O)™), ¢ = q(x,y) €

Son({C)™ ) alors pour tout t € [0,1] il existe un unique symbole p; € Sa, ((O)™™ ) tel que

Op},(p) © Op;,(q) = Opj, (p).

Dans le cas particulier ou t = %; on a

Opy, (p) o Opy (q) = Opy ("),

avec

w_ 1 i[c=no-a)+(c+¢ ) a—w]tn (] 1 , ,
b= (27rh)2”/€ ply@+u).m)q(5@+0),C ) dudvdndc,

)‘ ‘h|a+5‘
- Z agafp(m,oé‘?é‘fq(w, ¢)-

Ia+ﬂ\
aEN"
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1.3 Théorémes d’analyse spectrale

Nous rappelons dans cette partie des notions et résultats de théorie spectrale des opé-
rateurs. Dans tout ce qui suit D4 et Dp désignant les domaines des opérateurs A et B

respectivement.

Définition 1.3.1 ([21]/)On dit qu’un opérateur symétrique (D4, A) est essentiellement auto-

adjoint lorsque (D4, A)est auto-adjoint.

Lemme 1.3.1 Si l'opérateur symétrique (Da, A) est essentiellement auto-adjoint, alors il

admet une unique extension auto-adjointe.

Théoréme 1.3.1 (Kato-Rellich) ([21]) Soit (D4, A) un opérateur auto-adjoint (resp. es-
sentiellement auto-adjoint) et (Dp, B) un opérateur A—borné de borne relative inférieur
1.

Alors (Da, A+ B) est auto-adjoint (resp. essentiellement auto-adjoint).

Lemme 1.3.2 ([21]) Soit (Da, A) un opérateur auto-adjoint, et (Dg, B) un opérateur tel
que Dy C Dgp.
B est A—borné si et seulement si il existe z € p(A) tel que, BRA(z) est un opérateur borné.

La borne relative a de B pour A est donné par :
a= )\lim |BRA(£iN)||

Lemme 1.3.3 ([21)]) Soit (Da, A) un opérateur fermé et (Dpg, B) un opérateur tel que D, C
Dp.
B est A—compact s’il existe z € p(A) tel que BRA(z) est compact.

St B est A-compact et B est A-borné de borne relative 0, on a alors,
BRA(iN) = (BRA(1))((A+1i)Ra(iN))
ot le premier opérateur est compact et le second tend vers 0 quand A — oo.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de Weyl) ([21])Si (Da, A) est un opérateur auto-adjoint et

(Dp, B) un opérateur symétrique A-compact, alors (Da, A+ B) est auto-adjoint et on a

Oess<A> = Uess(A + B)



1.4 Théorémes d’analyse complexe 7

1.4 Théorémes d’analyse complexe

Définition 1.4.1 ([17])L’espace § des fonctions entiéres est l'espace des fonctions [ qui
ont la propriété suivante :
Ve>0,VzeC.={zeC" |[Imz| < (1—¢)|Rez|},Vk € N on ait : lim |2|"|f(z)] =0

z| —oo
z€C¢

Définition 1.4.2 ([17])L espace A des fonctions analytiques dans L*(R") est l'espace des
fonctions ¢ € L*(R™) vérifiant :

af € F tel que Y(z) = f(x).

Théoréme 1.4.1 (Extension presque analytique) ([17/)Soit V' = V() une fonction
C* de R™ uniformément bornée ainsi que toutes ses dérivées. Une fonction v(x,y) sur R?"

est dite extension presque analytique de V' si,

V(z,0) =V (z),

et
1 0 . a = [e'e)
! (8_93 N a—y) V(a,y) = O(ly),

quand |y| — 0, uniformément par rapport a x.

Remarque 1.4.1 On peut construire une extension presque analytique en posant,

Viz,y)= > %aavw) <1 . <€a)> : (1.4.1)

aeN" |y‘

oty € C§°(R) est une fonction de troncature égale a1 prés de 0, et (€4)aenn une suite positive
décroissante de mombres positifs convergeant vers 0 assez rapidement. Plus précisément, on

choisit €, telle que, pour tout 3 < a, on a :

[yl sup |(1 = x(ea/Iyl))0* V] < al. (1.4.2)
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1.5 Espace de Sobolev

Définition 1.5.1 ([15])Pour tout Q un ouvert de R™, pour tout m € N, et pour tout 1 < p <
oo,on définit ’éspace de Sobolev H™P()) comme étant le complété de l’espace C"P(€)
pour la norme ||.[|,, p,

ol

Cm2(9) = {u € C%(Q); DPu € LM(Q) pour tout |8] < m}:

et
lellmo = | 22 1P%ullZ |
1B]1<m
ow la dérivée partielle DPu est entendue au sens des distributions.
Dans le cas de p = 2, les espaces de Sobolev sont des espaces de Hilbert, leur norme est
induite par

< U,V >p= Z (DPu, DPv),

0<|BI<m
ol

<u,v >= /Qu(x)mdx dans L*(Q).

Définition 1.5.2 ([15])L espace de Sobolev H' est donné par :

HY(Q) = {u € L*(Q) telles que Vi € [1,d] gg € L2(Q)} :

Théoréme 1.5.1 ([15])H(Q) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire

<f,g>H1=/Qf($) x)dx +Z/ 8$Z 8:51

C’est un espace de Hilbert. Sa norme est notée ||.|| ;. -

1.6 Le probléme de Dirichlet pour le Laplacien

Parmi les problémes rencontrés par les chercheurs, les problémes d’équations aux dérivées
partielles, occupent a notre époque une place de choix, en particulier le probléme de Dirichlet,

qui consiste & trouver une fonction harmonique v dans D, continue sur D, valant uq sur le
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bord 0D ou ug est une fonction continue sur le bord du disque unité ouvert D de C. Donc il

s’agit de trouver u telle que :
{ Au =0 sur D

ulop = o
ou A est le Laplacien.([23])

1.7 Estimation d’Agmon

Les estimations géométriques précisent la décroissance des fonctions propres en dehors
des puits, décroissance qui s’explique en terme de la distance a Ug,(la réunion des puits) au

sens d’une métrique Riemannienne dégénérée.

Définition 1.7.1 ([18])Soient V' une fonction & valeurs réelles bornée sur R, E € R, et
¢,n € T,(R")"R™, 'espace tangent de R™a z,on définit un produit non dégénéré sur T,(R™)
pour

&m=V(x)=E)+ (g,
ot (.,.) est le produit Euclidien usuel.
La pseudo-métrique correspendante est appellée la métrique d’Agmon liée par le potentiel V'
a l’énergie E .
On utilise la structure donnée dans la définition pour construire une fonction distance (ou
métrique) sur R™.
Soit v : [0,1] — R™ une courbe différentielle sur R™. La dérivée ' (t) apartient o ’espace
tangent au point y(t) .Pour toute métriqgue Riemanienne g sur une variété de R™, la longueur

de vy est donnée par :
7 (t)

ou €], = (f,ﬁ)iﬂ, pour & € T,(R™).Dans la structure d’Agmon la longueur de la courbe y

dt, (1.7.1)

v(t)

est
1
La(v) =/ (V((t)) — E)Y? + H’y (t)HEdt, (1.7.2)
0
ou ||.|| z est la norme Euclidienne wusuelle . Une courbe y est une géodésique si elle minimise

la fonctionelle d’énergie

(1.7.3)
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Définition 1.7.2 ([18])Soit V' un potentiel réel borné et soit E [’énergie, la distance entre

x,y € R" dans la métrique d’Agmon est

pp(z,y) = nf L(y),

YEPz,y
ol

Poy={7:10,1] = R / 7(0) = 2,7(1) = y.7 € Ac[0, 1]},

L’ensemble Ac|0,1] est I’éspace des fonctions absolument continues sur [0, 1].La distance

entre x,y € R" parla métrique d’Agmon est la longueur du plus chemain entre z et y.

Théoréme 1.7.1 ([18])Soit un niveau dénergie E € R et soit u € L*(R") tel que |ul, =1
et vérifiant

PyE = Fu,

ol

Py = —h*A+ V.

Alors Ve > 0 et Vo vérifiant
Vapl” SV(e) — E —e,

sur le Suppp, on obtient
lull; = O(e=?/M),

uniformément quand h — 0F.

La phase p(z) désigne la métrique d’Agmon et
() ~ V()2 pour || — oo.

Lemme 1.7.1 ([18])Sous les conditions du théoréme et soit x une fonction continue,
bornée telle que Supp |Vx| soit compact.

Soit v = xe¥/"u ot, Pu = Eu.Alors
Re <(Xe‘p/h(PV — E)xu, Xe‘p/hu)> > <§e@/hu, e‘p/hu> :

ol

¢ =|Vx|* +2(Vx.Vo)x.
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1.7.1 Inégalité d’Agmon
Proposition 1.7.1 ([18])Soit l'opérateur de Shrodinger
PV = —/’LQA + V(I),

ouV € SQn(l)
Soit ¢ une fonction continue définie sur R™ a valeurs réelles, bornée ainssi que toutes ses

dérivées et satisfaisant

|Ap| < Cy Yue H{(R")ND(V) ,
ot D(V) est le domaine de définition de V, on a
Re (e?/" Pyu, e“"/hu> > ((V(z) - |Ap(z)|*)e?  u, e“a/h>,
uniformément pour tout h assez petit .

1.7.2 Distance d’Agmon

Définition 1.7.3 ([18/)Soit X est la métriqgue Riemanienne donnée par
ag, = (V(2) = Eo)+9,

ot Ey est fixée.
Cette métrique est nulle dans la réunion des puits Ug, = {V (z) < Ep}.

La distance d’Agmon dg, est définie par

) =inf [ VRGO B )] d
ou le inf porte sur les arcs
7 :[0,1] — X de classe C'tels que v(0) = z,7(1) = y.
Cas des puits non dégénérés

On va décrire la distance d’Agmon lorsque Fy = inf V, (On supposera que Ey = 0), et
que les puits Uy = {Uy,...,Uy} sont non dégénérés, ce qui signifie que Vj, V”(U,) est une
forme quadratique.

On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 1.7.2 ([18])Au voisinage de U;,do(z) = do(z, U;) est une fonction C* ayant en

U; un minimum non dégénéré.

La métrique d’Agmon a plusieurs propriétés, elle satisfait I'inégalité triangulaire, et elle

est Lipschitz continue.

’d(:ﬁay) - d($7y)| S d(f’x)a Vm,i’,y € R".

Vad(z,y)|” < (V= Eo) ().

Nous observons que la deuxiéme inégalité est satisfaite pour d’autres distances comme

d(z,U) = yirellf]d(x,y).



Chapitre 2

La construction BKW pour
’opérateur de Shrodinger : approche
formelle

2.1 Introduction

La méthode BKW nomée Brillouri, Kramers et Wertzel est une téchnique de I’expansion
asymptotique pour trouver des solutions approximatives pour certains types de problémes.
La plus connue des appliquations de cette méthode est 1’obtention des solutions de

I’équation de Shrodinger, indépendante du temps en mécanique quantique.

2.2 La construction BKW

([7)Soit V(z) = Vo(x) + hVi(z) un potentiel. On veut trouver une solution BKW de la

forme

w(z, h) = h*a(x, h)e %@/"
pour 'opérateur de Shridinger
P = —hA+V(a,h).

dans le voisinage d’un potentiel V non dégénéré défini sur R”. Les potentiels Vj et V] sont

C*, la phase ¢, est réelle positive et on veut écrire a tel que :

a(z,h) ~ Z Wa;(z).
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La recherche d’une solution BKW correspond a la recherche de a(x,h) et de E(z) ~
> o020 Bl tel que
(=h*A+ V(@i h) = E;(h)(a(., h)e= ) ~ 0,
qui est équivalente a
(Vo — |Voo|*)a + 20V ¢y.V — hAa + hA¢ya + hVia + E(h)a ~ 0. (2.2.1)

Cela donne en premier 1’équation eiconale :

Vo(z) = V()" — Eo = 0. (2.2.2)

Supposons qu’une solution de cette équation a été trouvé, nous obtenons aprés un sys-

teme d’équations appellées équations de transport :
(Ty) 2V¢y(x).Vag+ (Vi + A¢y — Er)ag = 0, (2.2.3)
(Tg) 2V¢O(ZL’)VCL1 + (‘/1 + AQZ)O - El)al = ACLO + Egao,

(Te1) 2V (). Vag + (Vi + Ay — Er)ay = 35 Bjag1—; + Aaj_y + Eyraao.
Ces équations ont la méme structure. Il existe un vécteur réel X défini par
X =2V¢,.V.
qui tendera vers 0 (et déterminera Fy = 0 = min V}), et une fonction g telle que
g=Vi+A¢, — En),

qui doit tendre vers 0 (et qui détermine Fy, en assumant que ag(0) = 1) et une fonction f

qui va étre identiquement 0 (dans le cas (77)) et elle est définie par
k

[ = Z FEjaq41-j + Aag—1 + Epq10a0,

j=2
et tendera vers 0 et déterminera Fyq.
Nous devons aprés résourdre

Xu+gu=f

avec u(0) = 1 dans le cas de (71) et avec u(0) = 0 dans les autres cas.
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2.2.1 le cas de la dimension n =1

Soit en premier ’écriture de 1’équatoin eiconale dans la dimension 1

do(t)> =V (1).

On écrit V (t) sous la forme

avec b(t) # 0 dans un assez petit voisinage de 0.

Ce qui justifier le choix
do(t) = t/[b(t)], 6o(0) = 0,

qui est la seul compatible avec la construction sur ¢,.Ce qui donne :

do(t) = / sv/To(D)]ds,

qui est bien définie et C*° dans un voisinage de 0.

Maintenant on écrit ’équation de transport

200(t)ag(t) + o (ao(t) = 0,

avec la condition initiale

ao(0) = 1.
FE est déterminée par :

By = ¢,(0).

On peut résourdre explicitement ces équations differentielles ordinaires en observant que

1 (& — (1))
2 g(t)

Tout les autres équations ont la méme structure et peuvent étre resolu en utilisant la

(Inag) = —

variation de la constante.

2.2.2 Le cas général

Nous expliquons la situation dans le cas quadratique
1 2
Volw) = 5(3 A,
J

et Vi(z) générale et \; sont les valeurs propres de 'opérateur P de Shrdinger.
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Détermination de la phase

La phase doit satisfaire

Vol = Vo,
si ¢, a une forme quadratique
1
¢0<$) = 5 <Aﬂj‘71}> )

on trouve 1’équation

1
A? = 5]‘[688%,

et on peut prendre A a une racine positive de %H essVp, qui était supposée d’étre strictement
positive.

On trouve pour un point critique x. de Vj la relation necessaire pour la solution ¢, suivante :

(Hesson(r)? = 5 HessVi(r.).

2.2.3 Résolution formelle(dans la puissance de z%) de 1’équation
de transport

Pour chaque équation de transport, on observe que :

Z ;le‘jale'a = (Z :Ujaj)ajaﬂ
J

et on peut résourdre I’équation transport par récurrence, en observant que () j ujaj)xa est
une série formelle qui tend vers 0 a ordre || + 1.

La situation générale dans le cas général est expliquée dans( ([2])) (et les cours dans

([90))-



Chapitre 3

Position du probléme et hypothéses

Dans ce travail nous voulons étudier opérateur de Schridinger P dans L?(R") défini

par :

P=—-R*A+V.
On introduit les hypotheses suivantes sur le potentiel V.
Hypothese (A;) ([3])
(A11) V € C™ a valeurs réels.

(A12) 1l existe un compact Ko C R, tels que V est analytique sur K = R™\ Ky, et se

prolonge holomorphiquement dans
Dy = {2z € C™; [Imz| < og|Rez|, Rex € K},

pour la constante oy > 0.
(A13) V(z) — 0 quand |Rez| — oo, = € Dy.

L’objéctif de cette hypothése est de définir les résonances prés de ’axe réel comme les
valeurs propres complexes de 'opérateur distordu Py de P avec Py = ég ou # suffissement
petit.

Soit 'opérateur 15,, = U,PU_, est 'opérateur conjugué. U, est défini par

U,®(z) = det(1 + vdF(2))2®(z + vF(z))
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tel que
F(z)=0 si z€ Ky
Flz)=z si x€ K§
Proposition 3.0.1 l'opérateut U, est unitaire de L*(R"™) dans L*(R").
Preuve. a)Montrons que U, est unitaire g

U, est unitaire <= U;U, = U,U; = I12®n).
On calcule d’abord U;.
Soient f,g € L*(R") :

(Uuf,g9) = / Us(f (2).g(x)dz

R’!’L

- /det (1 + vdF ()

N[

f(a+ UF(Q:))Mdm

n

— [ detl, @)

=

f(,(2))g(x)dz,

D=

ou

{ o, () = =, z € Ky
o,(x) =2(1+v), ze K§

Comme ¢, (z) est diffétmorphisme sur R" alors

Wotog) = [ dettdn)® 10006, () detlds, )y

= | 0906, () detdo, () dy
= ([, UJg),

avec
1
Urg(z) = g((x + vF(z)) ' det(d(z +vF(x))™ )7,
Maintenant on montre que U, est un opérateur unitaire.
Soit fe L?(R™),alors pour tout z € R" on a :
VU (f)(x) = U, [U(f) ()]

1
2

= det(l—i—vdF( )" [UX(f)(x +vF(x)]
= det(do ()) (U ()] (d(2))
(

1

do,(1))" f(6,(6,(x)) det(dey, (¢, ()
= f(=);

1
2

= det
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—
[V

car det(do,(2)) detd(6;(6,(x)" = det(ds; (6y(a))’ = 1.

D’autre part,pour tout y € R™ on a :

UU(9)(y) = U [Uu(9)(y)]
— det(ds; ) [U.(0)] (671 (w)
— det(ddy (y) ) det(do, (9 (1)) (60(0, ')
= g();

car det(ds; (1) detd, (67 (y)" = det(do, (671 ()" =1

De tout ce qui précede on en déduit que

p—
[N

U:Uy — UUU; — ILZ(R")'

On déduit donc que U, est unitaire.
b)montrons que U, est de L?(R") dans L*(R").
Soit u € L*(R™);

On a
U, c L*(R") «—= |Uyu(:v)|2 dr < +00
Rn
= |Uu(@)]? < +oc.
On a alors
lOu@))> = [ |Uu))de
Rn
_ |det(1 + vdF ()| Ju(z + vF(2))| dx
R’VL
—A A
- / |det(1 + vdF (2))| |u(z + vF(z))) do + / [det(1 + vdF(2))| [u(z + vF(x))[* do
—00 _A
“+o0o
+ / |det(1 + vdF(2))| [u(z + vF(2))|? dx
A
= L+1L+ 13
On pose

A

L= [ et 4 vdF @) (e + @) do, = [ |det(1+ vdF ()] fula + vF(@) do
Cw —A
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et
—+00
I — / (det(1 + vdF(2))]| [u(z + vF (@) da.
A
On obtient :

1.

—A
L = /_ (det(1 + vdF(2)| |u(z + v (@) do

[
—A

_ /_ (det(1+ )| [u(z + v |2])? da

oo

—A
< / |u(x+u|a¢|)|2dw

[e o]

< 4oo caru € L*(R")

L = / det(1 4+ vdF ()] [u(z + vF(2))]? do
A

=0

I — /A " |det(1 + vdF (@) [u(s + v ()] do

+oo
= / |det(1 + v)| Ju(z + vz)|* do
A

+oo

= / lu(z 4 vz)|* do < 400 car u € L*(R")
A

d’ott on a U, : L*(R") — L*(R").

Proposition 3.0.2 L’opérateur P(h) = —h?A + V est essentiellement auto-adjoint de do-

maine

H*(R™) = {u € L*(R"), Au € L*(R")}.

Preuve. Py(h) = —Ah? est auto-adjoint de domaine H?(R"™) avec o,.(—A) = [0, +00]

donc (—i) € p(A); ainsi

V(A +i)" = VaR(—1)
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est compact ce qui entraine que V' est A borné de borne relative < 1.

D’aprés le théoreme de Kato-Rellich P est essentiellement auto-adjoint . U
Et 'opérateur U, PU_,se prolonge a un opérateur analytique dans L? (R").

Nous supposons toujours que le potentiel V' vérifier ’hypothése (A1), et 'on peut donc définir

sur L?(R") 'opérateur Py avec p = i0, § € RT assez petit de domaine H?(R") :

Py = UyPU_y

= e 2W0p2p2 4 V(:L'eia),

ou
, s
Upf(x) = f(ze'), avec 0 < 0 < 0y < B et A = D2
Le théoréme de Weyl permet d’affirmer que le spectre essentiel de cet opérateur est la
demi droite e %9RT.

Soit un domaine Ily définie par :
IIy ={F € C\ {0},-20 <argE <0}.

C’est-a-dire :

Oess(Py) = Oess (672 (RD)?) = e 2R T,

De plus le spectre o(Fp) dans le secteur Sy = {F € C; —26 < arg E' < 0} est discret.

Les éléments de o (Py) NSy sont appellés les résonances. Cette définition est indépendante
de 6 dans le sens que o(Py) NSy = o(Py) NSy si 0')0; et aussi de la fonction F(x).

On outre si Uy est une fonction propre de P, il existe alors u € C*°(R™), holomorphique
dans Dy ; tel que ug = Ujpu. Les fonctions u sont appelées les états résonants de P.
Hypotheése (A2) ([3])

Il existe un domaine ouvert borné OCR", un point zy dans O et un nombre positif Ey
tels que :

ov 0*V

V(l‘o) = Eo, %(l'o) = 0, W(IO) > 0,

et
V(z) > Ey dans O\ {zo}, V(z) = Ey sur 0.
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Cette hypothese décrit la forme de V' (x) dans I'ile.
On peut introduire le probléme de Dirichlet et on utilise la distance d’Agmon avec le

pseudo-métrique

ds*> = max(V(z),0)dz?,
S = d(z0,00),

la distance minimale de z au bord de O et By(zo,S) = {z;d(z,20) < S} la boule ouverte
de centre xy et rayon S par rapport a la distance d.

On considere la réalisation de Dirichlet Pp de I'opérateur P sur le domaine Bd(TS—n)
pour 7 suffisamment petit .

En dehors de lile dans O¢, on suppose la condition de non-trapping sur

p(E) ={(z,8);p(z,&) = E},

par ’hypotheése :
Hypotheése (As) ([3])
Pour tout (z,€) € p~' (Ey) avec x € O°, la quantité |exp(tH,) (z,€)| tend vers V'infinie

quand |¢| tend vers 'infinie ou H, est le champ Hamiltonien

g9 0
P 9¢ 0 Oz o€
B o oV 0
= .%_8_33-8_5.

Si & € D0, en particulier, £ € R tel que p(x, &) = Fy est 0, et H, = —VV(x).a%.
L’hypothese (As) implique aussi que VV (x) # 0 sur a0.

Hypothése (Ay) ([3])
Dans la derniére hypothése on suppose quelques conditions sur ’ensemble 20 ﬂm

et I’ensemble caustique

C’:{x € 0,d(z,00) + S} :

Les points de 'ensemble 90 N By(z, S) sont appelés points de type 1.
dONB(z, S) est la sous variétté I' de 'ensemble d0. On note par 1 (< n—1) la dimention
de T



Chapitre 4

Comparaison dans I’ile

Dans ce chapitre, Nous allons comparer la solution BKW noté par wy avec I’état ré-
sonant u dans O au point de type 1 z'. On obtient une estimation de la distance de Pordre
(NE)*? de .

On va utiliser les mémes notations de la section 4 dans larticle ([3]). Soit © un petit
voisinage de y([—o0, 0]) et

Q, = {x e Qa, +b(z) > 0} , Q- =0\(Q U {x;xn +b(z) = 0} .

Soit z € Q_, un point prés de z!.
On va utiliser la formule (4.12) de Partilce ([3]) pour ¢ (voir aussi [([9]), formule (10.22)])

on a,
2/3
, (4.0.1)

o(z) > ¢z, =b(a")) + (wn +b(2))E5 (2) — (Cr |20+ b(2)

pour C > 0.
D’aprés 'hypothése (Ay4) on a,
2

o, ~b(a)) = 0|C(w', ()| = 8|

avec > 0

au voisinage de z1.
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Par concéquence, on a

2/3

d(zo,z) > S — Cy |z, + b(z) (4.0.2)

En particulier, si x € Q(—(Nk)?3,0), k = hlog(1/h), on a

efs(a:)/h _ O(th’lNefS/h)‘

L’objectif de ce travail est de montrer une estimation locale au voisinage du point z!
(théoréme(4.1.1) voir ci-dessous) et par concéquence une estimation globale dans 9O (théo-
réme (4.2.1)) voir ci-dessous).

C’est pour cela, nous avons besoin de la proposition et le théoréme suivants :

Proposition 4.0.3 ([3]) Pour tout N large, il existe une fonction lyce won (z, h) € C®(Oy),
avec

On = {dist(z,0) < 2(Nk)**},
vérifiant les propriétées suivantes :

1. 36 > 0 indépendant de N, tel que uniformément dans Oy, et Va € 71, on a
—S + 0®wen (@, h) = O(h~mae (STReG@)/M),

(P = p(R)) = O(RNe (S HReow),

pour my, > 0, et ¢(z) = d(zo,2) — S pour z € QU M,, et pour x € wt(2Nk, (Nk)*/?)

2. Dans tout compact de 2 , pour M € N, on a

wy (z, h) = hie=(Sté( <z:aJ VR + O( hM+1))

quand h — 0, ot a;(z) sont des extentions du symbole a(x,h), et ay est elleptique .
3. Dans {(Nk)2/3 < dist(z,0) < 2(Nk)2/3} N wt(NE, (1/2)(NE)?/3), pour tout L assez
large, 1l éxiste C’L >0 et o7, > 0 indépendant de N tel que

L+ [Nk/Cph]
wy (z,h) = b~/ AeSHo@)/h > el + O + 0ty |

J=0
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quand h — 0, avec a; (indépendant de h ) de terme,
i(w) = (dist(x, €)) /4G, (, dist(z, ),

ot Ej est lyce prés de I x {0} pour tout j, et en particulier Eo est elleptique prés de

' x {0}.

Théoréme 4.0.1 ([5]) Sous les hypothéses (A1) — (As). Alors il existe une unique résonance
p(h) de P tel que
Rt p(h) — Ap(h)| — O quand h — 0.,

elle vérifie

[Ap(h) = p(h)] = O(e~@5</),

Notons par u(z, h) U’état résonant; on a :
lup(z, h) — u(x, h)| = O(e-@S—dza)=cm)/h)

uniformément dans By(xo, S — 1), ot €(n) — 0 quand n — 0, et pour tout compact K C R",
il existe N € N tel que
O 1) = O,

uniformément quand h — 0,010

[ d(zo,x) si x € By(xo,S5)
s(z) = { S ailleur

4.1 Comparaison dans I’ile

Dans cette partie on cherche une estimation de u — wey dans I'ile.
Théoréme 4.1.1 1[I existe Ny € Z et C' > 0, tel que pour tout N > 0, on a,
~N2g=5/h),

|lu(z, h) — wen(x, h)”Hl(Q(—(N k)2/3,0)) — O(h

uniformément quand h — 0.
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Preuve. Celon le théoréme (4.0.1), on a VK C R™, 3Nk € N tel que
HGS(x)/hu<x7 h) ||H1(K) - O(h_NK)’
Donc pour Ng = Ny et K = O

Hes(ﬂi)/hu(x’h O(h—No)

>HH1(§,) -

D’aprés la proposition (4.0.3), la solution BKW, satisfait la méme estimation :

4Ny tel que
e 1) ., = OG).
En passant par la différence on a
H€S(I)/h(u('x’ h’) - €S(I)/th’N<x7 h)) HHl (ﬁ_) = O(h7N0)7
donc
HGS(I)(U(ma h) - wCN(xv h)) HHl(ﬁ_) = O(hiN())a
alors

Hu($7 h) - wCN(I, h)HHl(ﬁ_) — O(h*Noefs(m)/h%
puisque ﬁ_ N {d(fﬁm I’) 2 S — 2]{3} C ﬁ_) alors

lu(z, B) = wen (2, Ml @_agaeo azs-am = O 0e),

/ .
pour une autre constante N,. Maintenant, on pose;

Q= Qy(h) = By(wo, S — k) NQ_.
Tout point de ; peut étre connu & xy par une géodésique lyce minimale (distance d’Agmon
). Les arguments du section 4([3]) montre que la solution BKW wen(z, h) est bien définie
sur €.
On construit x;, € C°(£41), tel que

Xp=1  sur{d(zo,z) < S — 2k}
0<x,<1 ailleur

et Ya € N, 9%y, = O(h~™0), pour une constante N,, > 0.
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On pose,
w = xp(x)won (x, h),
et, VN > 1 assez large ,
¢ () = min (d(xg, z) + CLNE + k(S — d(zo, )3, S+ (1 — k3)(S — d(z0, x))).
sur Q(—(Nk)*3,0), par (??) on a d(xg,x) > S — C1Nk. Alors ¢ (x) > S. O
Lemme 4.1.1 1[I existe Ny > 0 tel que, pour tout N > 1,

e, = 8] sy = OG™),

Preuve. En utilisant l'estimation d’Agmon (voir lemme 8.2 dans Aprendix),et en remar-
quant que ¢y < d(zg,z) + (C1N + S13)k, on a uniformément dans
(P—(h)w = (P—p(h)xywen,
= (Pxy — p(h)xpwen,

= (Pxy, — xoP + xn,P — p(h)xp)wen-

Et comme
[P, xn] = Pxn = XnP.
]
Alors
P—(p(h))w = [P xpJwen + xn(P = p(h))wen

= [P, x,] wen + O(h—JCNe—d(aco,;c)/h)

= —20%(Vx,)(Vwen) — h?(Ax,)wen + O(RCN e deon)/h)

= O(Lsuppwy, h Me™5/M) 4 O(RICN-CIN=ST2 =dn/hy (4.1.1)

pour une autre constante M; > 0. On sait que
On < d(z,x) + (CiN + S'9)k),
uniformément dans ;,et en utilisant I'estimation d’Agmon, ainsi que ((2.7)([3]) ;

¥/ (P = p(x)xall 2 = [|e”¥" [Pxo] w2 = O(h~Mie =5/ (4.1.2)
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!
pour une constante M; > 0, et avec : Fiy := sup ¢y .
SuppVxp,

Puisque S —d(zg,2) <2k sur Supp Vx,,ona Fy < S+2(1—kY3)k < S+ 2k, et d’aprés
(4.1.2)),on déduit
e/ (P = p(h)xpull 2 = O(h=72) (4.13)

Posons,

wy, = Xyt — W,
et choisissons C' tel que dC' > (4, on obtient de (4.1.1))-(4.1.3)

He¢w/h(P — p(m)uy |, = O, (4.1.4)

pour une constante My > 0, indépendante de N.

Soient

Qr = Y N {d(wo, 2) + Crk + k(S — d(xg, )" < S+ (1 — EY3)(S — d(x0,2))},
et

QF = QN {d(zg, z) + Cik + k(S — d(xo, 2))Y? > S+ (1 — k/3)(S — d(z0, x))}.

On a d’aprés la définition de ¢y (z) :

on (1) = d(x0,2) + O1NE + k(S — d(z0, 2))*? sur Q)
on(r) =S+ (1 — kY3)(S — d(x0, 7)) sur Q7

Donc

V¢N(.CL"> = (1 — W) Vd(l'[),ﬂ?) sur Q;
Von(z) = —(1—kY3Vd(zo, ) sur Q)

Puisque on a k(S — d(zq, 7)) ?/® < k < 1, pour tout h suffisamment petit et en utilisant

Pestimation d’Agmon alors : sur )] on a

k: 2
V —Rep— |v¢N|2 = V —Rep— (1 - 3(S — d(zo x))Q/?,) |Vd(x0,x)|2
k
> V —Rep— — B
= R TP T EAU
k

> V—Re,o—3 V — Ey) + Ey + Ey,

(S (o, 27"
> k (
— 3(S_d(wg,x))?/3

V — Ey) — (Rep — Ey),
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et sur ] on a

V—Rep— Vo> = V—Rep— (1— k"3 |Vd(zo,2)[

> V—Rep—(1-kP)(V - E)
> V —Rep— (1-k'3)(V — Ey) + Ey— Ey
> K3V - Ey) — (Rep — Ep)

VV # 0 sur 90, la courbe Hamiltonienne de q = €2 — V(x) commencant par 90 x {0},

montre que :

Vo € ONAO d(z,00) = O((V(z) — Eg)*?),

et par I’énigalitée triangulaire on déduit,
d(zg,z) > S — Co(V(x) — Ey)¥3, (4.1.5)

ot Cy > 0 et I'inégalitée est valide sur tout O a I’exception de certains petits voisinages Uy
de z¢ (puisque V — Ey > 0 sur ON\{zo}).

En particulier, Uy C Q, et (4.1.5) montre que V(z) — Ey > (k/Cq)?/3 sur Qf

On a aussi,

|p—E0| < O3h 03 > 0.

Donc sur €] on obtient ;

V-R Voulr> 2 o>t _ops F 4.1.6
— ep—|¢N\_(kC)2/3— 3_@— 3_F22/3, (4.1.6)
pour h > 0 assez petit.
De plus par 1} sur @\Uo, on a aussi;
(V—Eo)s/2 > i
S—d(xo,.TS) - 02
V — Ey S 1
3(8 —d(xo, x5)*3 — 3¢
et si z € Q7 \Uy,
k k
(4.1.7)

2
V —Rep—|Voul 2@—03,]12@,

pour h > 0 assez petit .
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D’autre part ,par ((2.5) ([3]) et le résultat de ([8]) on sait que wey(z,h) est une bonne

approximation de u(x, h) sur Uy, alors,

edzo.2)/hy) = O(h™)
L2 (Vo) ’
puisque e?~/h = O(R=CN -S1/3 ed@o2)/h) " on déduit,
on ) ‘ = O(h™). 418
enitl| = o) (419

Maintenant ,en appliquant (3.14)([3]) avec u,, ¢y, Rep a la place de vy, ¢, \p.En utilisant
(4.1.4), (4.1.6)), (4.1.7) et(??); on obtient :

2

! 2 !
P2 ||V (e )| ke | = o - noe

e‘bN/hu;lH).

En particulier,

on/hy,
erNI Ty,

= o),

et aussi,

HV<€¢N/hu;L)H — O(h~(M2+3/2)y,

4.2 Comparaison dans le bord de I’ile

Maintenant on cherche ’estimation globale de © — we N dans

Un = {x;dist (x,(?é) <2 (Nk:)Z/B}
un petit voisinage du bord de ’ile, ou N est indépendant de h.
Théoréme 4.2.1 [l existe Ny € Z et C' > 0 tel que, pour tout N,on a

||u — wCN”Hl(UN) =0 (h*N2€*S/h) .

Preuve. Soit

Unvi=UnyNQ(NEk,ty),

avec ty > 0 assez petit .
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Donc on a

Uny C 1UFQ;:1 ((_Nk>2/3 ,(NE)*?),
T e

ou QL, ((—=Nk)*? | (Nk)?/3) est le voisinage de chaque z' € I" définie par ((4.24)([3])).
D’aprés le théoréme (4.1.1), ((2,7)([3])), il existe N, tel que

[ = wonll gy = O™ 2e=5M).

Et puisque (Ux\Un.1) N Bq (0, S) = 0, et d’aprés ((2.7)([3])) alors

H’LLHH1 (Un\Uni) = O(h*Nzefs/h)’

et comme wey = 0 dans Uy \Up 1,01 obtient

lu = wonll i,y = O~ Ne").



CONCLUSION

Dans ce travail nous avons trouvé une estimation de la différence entre la solution BKW

et ’état résonant v dans une ile non analytique pour 'opérateur de Schridinger
P=—hA+V

définit dans L?(R"), s’aidant d’un article de( [3]).Cette estimation a été étudiée dans un

voisinage du point de type 1 dans Iile, et ainsi dans un voisinage dans le bord de I’ile.
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