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Résumé

L
’objectif de cette thèse est de présenter des résultats sur les inégalités intégrales au sens

de Riemann-Liouville et de Hadamard, avec leurs applications aux équations différen-

tielles (EDFs) fractionnaires.

On établit des généralisations vis à vis la théorie de l’intégration pour certaines classes d’opé-

rateurs fractionnaires mixtes d’ordre couplé de type Hadamard et Riemann-Liouville par rapport

à une fonction h croissante et positive sur (a, b].. Certianes applications sont aussi données.

On utilise l’opérateur intégral de Riemann-Liouville pour établir des nouveaux résultats sur les

inégalités de type Chebyshev avec poids. D’autres inégalités d’ordre fractionnaire sont également

prouvées et certains résultats classiques de la litterature se déduisent comme des cas particuliers.

Dans ce travail, on s’intéresse aussi à l’application des inégalités intégrales fractionnaires pour

étudier des problèmes aux limites d’équations différentielles de type Hadamard. Ainsi, on répond,

d’une part, à la question d’existence de solutions en utilisant le lemme de Schaefer, et d’autre part

à la question d’unicité de la solution par le théorème du point fixe de Banach "‘associé à l’inégalité

de Hölder"’.

Abstract

T
he objective of this thesis is to present some results on integral inequalities in the sense

of Riemann-Liouville and Hadamard, with some applications to fractionnal differential

equations (FDEs, for short).

We establish new generalizations of integration for certain classes of mixed fractional opera-

tors of coupled order of Hadamard and Riemann-Liouville type with respect to an increasing and

positive function h on (a, b] and applications.

We use the Riemann-Liouville integral fractional operator to establish new results on weighted

inequalities of Chebyshev type. Other fractional inequalities are also presented, and then, certain

classical results can be deduced as special cases.

In this work, we are also interested in the application of fractional integral inequalities to study

some boundary value problems of differential equations of Hadamard type. Thus, we answer, on

one hand, the question of the existence of solutions using Schaefer lemma, and on the other hand,

the question of uniqueness of solution by the Banach fixed point theorem associated with Hölder

inequality.
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Introduction

Le domaine du calcul fractionnaire a récemment évolué pour devenir un sujet de recherche

intéressant. En fait, les dérivées et les intégrales fractionnaires constituent un outil puissant pour

étudier de nombreux domaines de recherche en sciences fondamentales et celles de l’ingénieur,

tels que les systèmes dynamiques, la théorie du contrôle, l’aérodynamique, l’économie, la visco-

élasticité, etc ... [10, 46,49, 50,58].

La théorie des inégalités intégrales est un outil important car elle intervient dans l’étude des

équations différentielles fractionnaires. On cite la théorie d’existence de solutions pour les mo-

dèles différentiels fractionnaires ; elle a en effet attiré l’attention de nombreux chercheurs. Pour

plus de détails, le lecteur peut consulter [1,4, 5,9, 23,60, 75,78].

Une autre approche de la dérivée fractionnaire de type Hadamard ( 1892, voir [38]) est aussi

présente dans nos travaux car elle est importante en applications. Cette approche diffère des

approches de Riemann-Liouville et de Caputo car la définition de la dérivée de Hadamard contient

une fonction logarithmique voir [44, 45].

En 1993 [64] , Samko, Kilbas et Marichev ont introduit l’intégration fractionnaire par rapport

à une autre fonction h donnée par :

Jαa,h f (x) =
1
Γ (α)

∫ x

a
[h (x)− h (t)]α−1 h′ (t) f (t) d t.

Autre classe d’opérateurs fractionnaires mixtes d’ordre couplé de type Riemann-Liouville donnée

par :
�

J (α1,α2)
(a,a) f

�

(x , y) = 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ x

a

∫ y

a
(x − t)α1−1 (y − r)α2−1 f (t, r) d tdr

a été introduite dans le travail [64]. (Puis, dans [17] , on verra que Bezziou et al. ont généralisé

cet opérateur en remplaçant le noyau de l’intégrale par une autre fonction...)

En 2011, Katugampola [43] a donné la généralisation suivante :

∫ x

a
t s

1d t1

∫ t1

a
t s

2d t2...
∫ tn−1

a
t s

n f (tn) d tn =
(s+1)1−n

Γ (n)

∫ x

a

�

x s+1 − t s+1
�n−1

t s f (t) d t, n ∈ N∗ .

Pour α > 0 et s ∈ R\{−1} , l’intégrale fractionnaire s−Riemann-Liouville, d’après [43] est donnée

par :
sJαa f (x) = (s+1)1−α

Γ (α)

∫ x

a

�

x s+1 − t s+1
�α−1

t s f (t) d t.

7
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Dans [55], Mubeen et Habibullah ont introduit l’intégrale fractionnelle k−Riemann-Liouville sui-

vante :

kJαa f (x) = 1
kΓk(α)

∫ x

a
[x − t]

α
k−1 f (t) d t, α > 0, x > a

où k > 0 et Γk (α) =
∫∞

0
e−

uk
k uα−1du, α > 0.

Récemment, Sarikaya et al. [67] ont élaboré une autre approche pour l’intégration fraction-

naire de (k, s)−Riemann-Liouville. La définition associée est donnée par :

s
kJαa f (x) = (s+1)1−

α
k

kΓk(α)

∫ x

a

�

x s+1 − t s+1
�
α
k−1

t s f (t) d t.

De nombreux chercheurs se sont intéressés à la théorie des inégalités fractionnaires et à leurs

applications. Pour plus de détails, on se réfère à [6,8, 11,24, 27,29, 31,53, 61,65, 66]. En se ba-

sant sur les résultats mentionnés au dessus, on va présenter quelques généralisations des inégalités

fractionnaires.

D’abord, on considère la fonctionnelle de Chebyshev :

T ( f , g) :=
1

b− a

∫ b

a
( f g) (x)d x −

1
b− a

∫ b

a
f (x)d x

1
b− a

∫ b

a
g(x)d x .

Dans [59] , l’auteur a prouvé que T ( f , g) ≥ 0 pour certaines conditions et que si f est une

fonction bornée par des nombres réels m et M et g est une fonction absolument continue bornée

avec g ′ ∈ L∞ ([a, b]) , alors on a l’inégalité suivante :

|T ( f , g)| ≤
b− a

8
(M −m)‖g ′‖∞ .

Récemment, Cerone et Dragomir [21] ont prouvé que si f et g sont absolument continues sur

[a, b] avec f ′, g ′ ∈ L∞ ([a, b]), alors l’inégalité

|T ( f , g)| ≤
1

12
‖ f ′‖∞ ‖g ′‖∞ (b− a)2

est vérifiée.

K. M. Awan et al. [8] ont prouvé un résultat important : Si φ est une fonction absolument

continue sur [a, b] et p est une fonction positive et intégrable sur [a, b] , avec (φ′)2 ∈ L1 ([a, b]),

alors on a l’inégalité fractionnaire suivante :

T (φ,φ, p)≤
1

P2(b)

∫ b

a
P̃(x) (φ′)2 (x)d x

où P(x) =
∫ x

a
p(t)d t et P̃(x) = P(x)

∫ b

a
t p(t)d t − P(b)

∫ x

a
t p(t)d t. Pour plus de détails, on cite

les travaux [25, 26,29,31, 34,51, 71].

L’objectif principal de cette thèse est d’établir certiaines inégalités avec poids de type Che-

byshev, en utilisant les intégrales de Riemann-Liouville. Ainsi, d’autres classes des inégalités de

Chebyshev sont également obtenues.

Thèse de Doctorat en Mathématiques 8 UMAB
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Donc de nouveaux, on revient à présenter quelques travaux de recherche qui ont motivé la

partie de notre travail dans sa dimension différentielle. On commence par [3] où les auteurs ont

étudié l’existence et l’unicité de solutions pour le système couplé avec des conditions aux limites :






























Dαu(t) = f (t, u(t), v(t)), t ∈ (1, e) , 1< α≤ 2,

Dβ v(t) = g(t, u(t), v(t)), t ∈ (1, e) , 1< β ≤ 2,

u(1) = 0, u(e) = Iγu(σ1), v(1) = 0, v(e) = Iγu(σ2)

où γ > 0, 1 < σ1 < e, 1 < σ2 < e, D(·) et Iγ désignent la dérivée et l’intégrale fractionnaire de

Hadamard, respectivement. Les fonctions f , g : [1, e]R2→ R sont données.

L’auteur W. Yang [76], a étudié les solutions positives pour le système singulier fractionnaire

de Hadamard par l’utilisation du théorème de point fixe de Guo-Krasnoselskii suivant :


















































Dαu(t) +λ f (t, u(t), v(t)) = 0, t ∈ (1, e) ,λ > 0

Dβ v(t) +λg(t, u(t), v(t)) = 0, t ∈ (1, e) ,λ > 0

u( j)(1) = v( j)(1) = 0, 0≤ j ≤ n− 2,

u(e) = av(ξ), v(e) = bu(η), ξ,η ∈ (1, e)

où λ, a, b sont des paramètres avec 0 < (logη)α−1 (logξ)β−1 < 1,α,β ∈ [n− 1, n] pour n ≥ 3,

Dα, Dβ sont les dérivées fractionnaires de Hadamard et f , g sont des fonctions continues.

Au moyen de l’alternative non linéaire de Leray-Schauder et du théorème de point fixe de

Krasnoselskii, W. Yang [77] a étudié l’existence des solutions positives pour les équations diffé-

rentielles de Hadamard suivantes :


















































Dαu(t) +λ f (t, u(t), v(t)) = 0, t ∈ (1, e) ,λ > 0

Dβ v(t) +λg(t, u(t), v(t)) = 0, t ∈ (1, e) ,λ > 0

u( j)(1) = v( j)(1) = 0, 0≤ j ≤ n− 2,

u(e) = µ
∫ e

1
v(s) ds

s , v(e) = ν
∫ e

1
u(s) ds

s

où λ,µ,ν sont des constantes réelles telles que 0 < µ < β , 0 < ν < α. Les paramètres α,β ∈
(n− 1, n] sont deux nombres réels avec n ≥ 3. Les fonctions f et g sont des fonctions continues

Thèse de Doctorat en Mathématiques 9 UMAB
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changeant de signe. Motivés par les travaux mentionnés ci-dessus, on étudie dans cette thèse un

système intégro-differentiel couplé de type Hadamard suivant :


















































Dαu(t) = f (t, u(t), v(t), Dpv(t)), t ∈ [1, T], T > 1, 1< α≤ 2,

Dβ v(t) = g(t, u(t), v(t), Dqu(t)), t ∈ [1, T], T > 1,1< β ≤ 2,

u(1) = 0, Dσ1u(T ) = Iσ1(u(T )− v(ξ)),σ1 > 0,1< ξ < T,

v(1) = 0, Dσ2 v(T ) = Iσ2(v(T )− u(ξ)),σ2 > 0,1< ξ < T

où f , g ∈ C([1, T]R3,R).

Ce manuscrit se compose de quatre chapitres

Dans le premier chapitre, on rappele les définitions et les propriétés de certaines fonctions

spéciales. On présente aussi des notions correspondentes à l’intégration et la dérivation d’ordre

fractionnaires au sens de R-L et Hadamard ainsi que quelques théorèmes de point fixe (qui seront

données à la fin de ce chapitre).

Le deuxième chapitre est réservé à nos premiers résultats, qui concernent la généralisation des

opérateurs intégraux fractionnaires mixtes d’ordre couplé de type Hadamard et de type Riemann-

Liouville, avec aussi des applications.

Le troisième chapitre est consacré à l’application des résultats obtenus dans le papier [15]

pour établir quelques inégalités fractionnaires.

Au quatrième chapitre, on exposera un travail d’un système couplé d’ équations différentielles

fractionnaires au sens de Hadamard. En effet, après avoir donné la solution générale, on utilise

le théorème de point fixe de Schaefer et le théorème de point fixe du Banach associé à l’inégalité

de Hölder pour démontrer l’existence et l’unicité d’une solution du système fractionnaire.

Cette thèse s’achève par une conclusion et quelques perspectives.

Thèse de Doctorat en Mathématiques 10 UMAB



Cchapitre 1

Préliminaires Sur le Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, on commence par donner les éléments nécessaires et quelques résultats qui

seront utiles dans la suite de notre travail. Les premières sections rassemblent les définitions et

les propriétés correspondentes aux deux fonctions Gamma et Bêta d’Euler, aussi aux intégrales et

les dérivées d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Hadamard. Ces rappelles

peuvent être retrouvées avec plus de détails dans les références [12,39, 52,63, 67]. La dernière

section est consacrée à la présentation de quelques théorèmes classiques de point fixe et aux

inégalités de type Hölder [30,33, 70].

1.1 Intégration d’Ordre Arbitraire

1.1.1 Notations

On note

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

N ∗ : N \{0}
R : Ensemble des nombres réels.

‖.‖∞ : Norme infinie, ‖x‖∞ = sup {|x (t)| ; t ∈ [a, b]} .
‖.‖E : Norme de l’espace de Banach E.

C ([a, b] ,R) : Espace des fonctions continues sur [a, b]

AC ([a, b] ,R) : Espace des fonctions absoluments continues sur [a, b].

ACn ([a, b] ,R) : Espace des fonctions dont les dérivées n-èmes sont absoluments continues sur

11



Intégration d’Ordre Arbitraire Chapitre 1. Préliminaires Sur le
Calcul Fractionnaire

[a, b].

L1([a, b],R) : Espace des fonctions intégrables sur [a, b] . i.e
∫ b

a
| f (x)| d x <∞.

L
1
p ([1, T],R) : Espace des fonctions 1

p intégrables sur [1, T]. i.e
∫ T

1
| f (x)|

1
p d x <∞ p ∈ (0, 1) .

RL Dαa : La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemenn-Liouville.

H Dαa : La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Hadamard.

Jαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville.

kJαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de k−Riemann-Liouville.
sJαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de s−Riemann-Liouville.
s
kJαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de (k, s)−Riemann-Liouville.

kJαa,h : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de k−Riemann-Liouville par rapport à la

fonction h.
sJαa,h : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de s−Riemann-Liouville par rapport à la fonction

h.
s
kJαa,h : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de (k, s)−Riemann-Liouville par rapport à la fonc-

tion h.

Iαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de Hadamard.

k Iαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de k−Hadamard.
s Iαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de s−Hadamard.
s
k Iαa : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de (k, s)−Hadamard.

k Iαa,h : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de k−Hadamard par rapport à la fonction h.
s Iαa,h : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de s−Hadamard par rapport à la fonction h.
s
k Iαa,h : Intégrale fractionnaire à gauche au sens de (k, s)−Hadamard par rapport à la fonction h.

J (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type Riemann-Liouville d’ordre couplé.

kJ (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type k−Riemann-Liouville d’ordre couplé.

sJ (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type s−Riemann-Liouville d’ordre couplé.

s
kJ (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type (k, s)−Riemann-Liouville d’ordre couplé.

kJ (α1,α2)
(a,a),h : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type k−Riemann-Liouville d’ordre couplé par

rapport à la fonction h.
sJ (α1,α2)
(a,a),h : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type s−Riemann-Liouville d’ordre couplé par

rapport à la fonction h.
s
kJ (α1,α2)
(a,a),h : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type (k, s)−Riemann-Liouville d’ordre couplé

par rapport à la fonction h.

I (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type Hadamard d’ordre couplé.

k I (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type k−Hadamard d’ordre couplé.

s I (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type s−Hadamard d’ordre couplé.

s
k I (α1,α2)
(a,a) : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type (k, s)−Hadamard d’ordre couplé.
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k I (α1,α2)
(a,a),h : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type k−Hadamard d’ordre couplé par rapport

à la fonction h.
s I (α1,α2)
(a,a),h : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type s−Hadamard d’ordre couplé par rapport

à la fonction h.
s
k I (α1,α2)
(a,a),h : Intégrale fractionnaire mixte à gauche de type (k, s)−Hadamard d’ordre couplé par

rapport à la fonction h.

1.2 Fonctions Spéciales

Dans ce paragraphe, on présente deux fonctions qui sont très utilisées dans l’intégration frac-

tionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Bêta.

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction du calcul fractionnaire qui généralise "‘la fonction"’ fac-

torielle. Elle est donneé par la définition suivante :

Définition 1.2.1: [63]

La fonction Gamma notée Γ est définie par l’intégale suivante :

Γ (α) =
∫ +∞

0
e−uuα−1du, α > 0 (1.1)

Propriétés Pour tout α > 0 et n ∈ N∗, on a

(i)

Γ (α+ 1) = αΓ (α) , (1.2)

(ii)

Γ (α+ n) = α (α+ 1) ... (α+ n− 1) Γ (α) , (1.3)

(iii)

Γ (n) = (n− 1)! . (1.4)

1.2.2 Fonction Bêta

Définition 1.2.2: [45]

La fonction Bêta est définie par :

B (α,β) =
∫ 1

0
(1− u)α−1 uβ−1du, α > 0, β > 0 . (1.5)
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Proposition 1.2.1

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B (α,β) = Γ (α)Γ (β)
Γ (α+β) , ∀α, β; α > 0, β > 0 . (1.6)

1.3 Intégration Fractionnaire

1.3.1 Intégration Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1: [11, 45]

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α ≥ 0, pour une fonction continue

f : [a, b]→ R est définie par :










Jαa [ f (t)] =
1
Γ (α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ) dτ; t > a, α > 0,

J0
a [ f (t)] = f (t) .

(1.7)

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction intégrable f sur [a, b] est une

généralisation de l’intégrale suivante :

∫ x

a
d t1

∫ t1

a
d t2...

∫ tn−1

a
f (tn) d tn =

1
(n−1)!

∫ x

a
(x −τ)n−1 f (τ) dτ, n ∈ N∗. (1.8)

Remarque

Exemple

Considérons la fonction

f (t) = (t − a)β , t > a, β > −1. (1.9)

Thèse de Doctorat en Mathématiques 14 UMAB



Intégration Fractionnaire Chapitre 1. Préliminaires Sur le
Calcul Fractionnaire

En utilisant le changement de variable x = τ−a
t−a et la définition de la fonction Bêta, on a

Jαa
�

(t − a)β
�

= 1
Γ (α)

∫ 1

0
(t − a− x (t − a))α−1 (x (t − a))β (t − a) d x

= 1
Γ (α) (t − a)β+α

∫ 1

0
(1− x)α−1 xβd x = 1

Γ (α) (t − a)β+α B (α,β + 1)

= 1
Γ (α) (t − a)β+α Γ (α)Γ (β+1)

Γ (α+β+1) =
Γ (β+1)
Γ (α+β+1) (t − a)α+β .

(1.10)

Alors

Jαa
�

(t − a)β
�

= 1
Γ (α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 (τ− a)β dτ. (1.11)

Pour α= 1 et β = 1, l’égalité (1.10) implique

J1
a [(t − a)] = Γ (2)

Γ (3) (t − a)2 = 1
2 (t − a)2 (1.12)

et pour α= 1
2 , on a

J
1
2

a

�

(t − a)β
�

= Γ (β+1)
Γ(β+ 1

2+1) (t − a)β+
1
2 = Γ (β+1)

Γ(β+ 3
2)
(t − a)β+

1
2 . (1.13)

1.3.2 Semi-Groupe et Propriété de Jαa

Théorème 1.3.1: [45, 64]

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue. Alors pour tout α,β > 0 on a

Jαa
�

Jβa [ f (t)]
�

= Jα+βa [ f (t)] (1.14)

et

Jαa
�

Jβa [ f (t)]
�

= Jβa
�

Jαa [ f (t)]
�

. (1.15)

Preuve.

Par définition, on a

Jαa
�

Jβa [ f (t)]
�

= 1
Γ (α)

∫ x

a
(x −τ)α−1 Jβa [ f (τ)] dτ

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

�

(x −τ)α−1
∫ τ

a
(τ− t)β−1 f (t) d t

�

dτ

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a

�

f (t)
∫ x

t
(x −τ)α−1 (τ− t)β−1 dτ

�

d t.

(1.16)
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On utilise le changement de variable ρ = τ−t
x−t et par la fonction Bêta, on obtient

Jαa
�

Jβa [ f (t)]
�

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
f (t)

�

∫ 1

0
(x − t − (x − t)ρ)α−1 ((x − t)ρ)β−1 (x − t) dρ

�

d t

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
f (t)

�

(x − t)α+β−1
∫ 1

0
(1−ρ)α−1ρβ−1dρ

�

d t

= B(α,β)
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
(x − t)α+β−1 f (t) d t

= 1
Γ (α+β)

∫ x

a
(x − t)α+β−1 f (t) d t = Jα+βa [ f (t)] .

(1.17)

Si f (x) = x − a et α= β = 1
2 , alors

Jαa
�

Jβa [ f (x)]
�

= Jαa
�

Jβa [(x − a)]
�

= Jαa
�

Γ (2)
Γ (β+2) (x − a)β+1

�

= 1
2 (x − a)2 . (1.18)

On a aussi

Jα+βa [ f (x)] = J1
a [(x − a)] =

∫ x

a
(t − a) d t = 1

2 (x − a)2 . (1.19)

1.3.3 Intégration Fractionnaire au Sens de Hadamard

Définition 1.3.2: [45, 64]

L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α ≥ 0, pour une fonction continue f :

[a, b]→ R avec a > 0 est définie par :










Iαa [ f (t)] =
1
Γ (α)

∫ t

a
logα−1

�

t
τ

�

f (τ) dτ
τ ; t > a, α > 0,

I0
a [ f (t)] = f (t) .

(1.20)

Exemple

Soit f la fonction définie par :

f (t) = logβ
�

t
a

�

, β > −1 . (1.21)
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Pour calculer Iαa f (t) , on utilise la définition 1.3.2, on obtient

Iαa logβ
�

t
a

�

= 1
Γ (α)

∫ t

a
logα−1

�

t
τ

�

logβ
�

τ
a

�

dτ
τ

. (1.22)

Par le changement de variable x = logτ−log a
log t−log a et la fonction Bêta il résulte que

Iαa logβ
�

t
a

�

= 1
Γ (α)

∫ 1

0

�

log
�

t
a

�

− x log
�

t
a

��α−1
x logβ

�

t
a

�

log
�

t
a

�

d x

= 1
Γ (α) logα+β

�

t
a

�∫ 1

0
(1− x)α−1 xβd x

= 1
Γ (α) logα+β

�

t
a

�

B (α,β + 1) = 1
Γ (α) logα+β

�

t
a

�

Γ (α)Γ (β+1)
Γ (α+β+1)

= Γ (β+1)
Γ (α+β+1) logα+β

�

t
a

�

.

(1.23)

Pour α= 1 et β = 1, d’après la formule (1.23) , on obtient

I1
a log

�

t
a

�

= Γ (2)
Γ (3) log2

�

t
a

�

= 1
2 log2

�

t
a

�

. (1.24)

Si α= 1
2 , on a

I
1
2
a logβ

�

t
a

�

= Γ (β+1)
Γ(β+ 3

2)
logβ+

1
2
�

t
a

�

. (1.25)

1.3.4 Semi-Groupe et Propriété de Iαa

Théorème 1.3.2: [45, 64]

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue. Alors pour tout α,β > 0 on a

Iαa
�

Iβa [ f (t)]
�

= Iα+βa [ f (t)] (1.26)

et

Iαa
�

Iβa [ f (t)]
�

= Iβa
�

Iαa [ f (t)]
�

. (1.27)

Preuve. On a
Iαa
�

Iβa [ f (x)]
�

= 1
Γ (α)

∫ x

a

�

log
�

x
τ

��α−1
Iβa [ f (τ)]

dτ
τ

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
logα−1

�

x
τ

� �∫ τ

a
logβ−1

�

τ
t

�

f (t) d t
t

�

dτ
τ

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
f (t)

�∫ x

t
logα−1

�

x
τ

�

logβ−1
�

τ
t

�

dτ
τ

�

d t
t .

(1.28)
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Par le changement de variable ρ =
log( τt )
log( x

t )
et la définition de la fonction Bêta, on trouve

Iαa
�

Iβa [ f (t)]
�

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
f (t)

�

∫ 1

0

�

log
�

x
t

�

−
�

log
�

x
t

��

ρ
�α−1 �

log
�

x
t

�

ρ
�β−1

log
�

x
t

�

dρ
�

d t
t

= 1
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
f (t)

�

logα+β−1
�

x
t

�∫ 1

0
(1−ρ)α−1ρβ−1dρ

�

d t
t

= B(α,β)
Γ (α)Γ (β)

∫ x

a
logα+β−1

�

x
t

�

f (t) d t
t

= 1
Γ (α+β)

∫ x

a
logα+β−1

�

x
t

�

f (t) d t
t

= Iα+βa [ f (t)] .

(1.29)

Exemple

Si f (x) = log
�

x
a

�

et α= β = 1
2 , alors on a

Iαa
�

Iβa [ f (x)]
�

= Iαa
�

Iβa
�

log
�

x
a

���

= Iαa
�

Γ (2)
Γ (β+2)

�

log x
a

�β+1�

= 1
2

�

log x
a

�2
(1.30)

et

Iα+βa [ f (x)] = I1
a

�

log x
a

�

=
∫ x

a

�

log x
t

�

1
t d t = 1

2

�

log x
a

�2
. (1.31)

Définition 1.3.3: [55]

L’intégrale fractionnaire k−Riemann-Liouville d’ordre α > 0, de la fonction continue f sur

[a, b] est définie par :

kJαa ( f (t)) =
1

kΓk(α)

∫ t

a
(t −τ)

α
k−1 f (τ) dτ. (1.32)

Définition 1.3.4: [45]

Soient f ∈ C([a, b]) et h ∈ C1 (a, b) croissante et positive sur (a, b] . L’intégrale fraction-

naire k−Riemann-Liouville d’ordre α > 0, de f sur [a, b] par rapport à h est définie par :

kJαa,h ( f (t)) =
1

kΓk(α)

∫ t

a
(h (t)− h (τ))

α
k−1 h′ (τ) f (τ) dτ . (1.33)
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Définition 1.3.5: [67]

Soit f ∈ C([a, b]). L’intégrale fractionnaire (k, s)−Riemann-Liouville d’ordre α > 0, de f

est définie par :

s
kJαa ( f (t)) =

(s+1)1−
α
k

kΓk(α)

∫ t

a

�

t s+1 −τs+1
�
α
k−1
τs f (τ) dτ (1.34)

où k > 0, s ∈ R\{−1} .

1.4 Dérivation Non Entière

Il ya plusieurs appproches de la dérivée fractionnaire, parmis celles-ci, on a les dérivées frac-

tionnaires de Riemann-Liouville et de Hadamard.

1.4.1 Dérivée Fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1: [45, 64]

Soit f ∈ C([a, b]). La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α > 0, de

f sur [a, b] est définie par :

RL
Dαa [ f (t)] =

dn

d tn

�

J n−α
a [ f (t)]

�

=











1
Γ (n−α)

dn

d tn

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (τ) dτ, n− 1< α < n, n ∈ N∗,

dn f
d tn (t) , α= n.

(1.35)

Exemple

Soit f la fonction définie par f (t) = (t − a)β avec β > −1, la dérivée fractionnaire d’ordre

α au sens de R-L de f est donnée par :

RL
Dαa
�

(t − a)β
�

= d
d t

�

I1−α
a

�

(t − a)β
��

= d
d t

�

1
Γ (1−α)

∫ t

a
(t −τ)−α (τ− a)β dτ

�

= d
d t

�

Γ (β+1)
Γ (β−α+2) (t − a)1−α+β

�

= Γ (β+1)
Γ (β−α+1) (t − a)β−α .

(1.36)
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Si α= 1
2 , alors la formule (1.35) implique que

RL
D

1
2
a

�

(t − a)β
�

= d
d t

�

I
1
2
a

�

(t − a)β
�

�

= d
d t

�

1
Γ(1− 1

2)
∫ t

a
(t −τ)−

1
2 (τ− a)β dτ

�

= d
d t

�

Γ (β+1)
Γ(β+ 3

2)
(t − a)β+

1
2

�

= (
β+ 1

2)Γ (β+1)

Γ(β+ 3
2)

(t − a)β−
1
2 .

(1.37)

Pour α= 1
2 , et β = 1, on trouve

RL D
1
2
a [(t − a)] = d

d t

�

I
1
2
a [(t − a)]

�

= d
d t

�

1
Γ(1− 1

2)
∫ t

a
(t −τ)−

1
2 (τ− a) dτ

�

= d
d t

�

Γ (2)
Γ( 5

2)
(t − a)

3
2

�

= 3
2Γ( 5

2)
(t − a)

1
2 .

(1.38)

La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de R-L n’est pas nulle. On a

RL Dαa [c] =
d
d t

�

I1−α
a [c]

�

= d
d t

�

c
Γ (1−α)

∫ t

a
(t −τ)−α dτ

�

= d
d t

�

c
(1−α)Γ (1−α) (t − a)1−α

�

= c
Γ (1−α) (t − a)−α , 0< α < 1.

(1.39)

Si c = 1, alors

RL
Dαa [1] =

1
Γ (1−α) (t − a)−α , 0< α < 1. (1.40)

Remarque

Proposition 1.4.1

[45, 64] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens de R-L existent.

Alors pour n’importe quels λ, µ ∈ R, on a

(1)
RL

Dαa [λ f +µg] existe et

RL
Dαa [λ f (t) +µg (t)] = λ

RL
Dαa [ f (t)] +µRL

Dαa [g (t)] . (1.41)

(2)

RL
Dαa
�

RL
Dβa [ f (t)]

�

6=
RL

Dα+βa [ f (t)] . (1.42)

(3)

RL
Dαa
�

RL
Dβa [ f (t)]

�

6=
RL

Dβa
�

RL
Dαa [ f (t)]

�

. (1.43)
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Lemme 1.4.1:

Soit f une fonction définie sur [a, b] vérifiant
RL

Dαa [ f (t)] = 0. Alors

f (t) =
n−1
∑

i=0
bi

Γ (i+1)
Γ (α−n+i+1) (t − a)α−n+i , n= [α] + 1 (1.44)

où α ∈ ]n− 1, n[ , n ∈ N∗ et bi, i = 0, ..., n− 1 sont des constantes arbitraires.

1.4.2 Dérivée Fractionnaire de Hadamard

Définition 1.4.2: [44]

Soit f ∈ C([a, b]). La dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre α > 0 de f sur

[a, b] est définie par :

H
Dαa [ f (t)] =

�

t d
d t

�n �
I n−α
a [ f (t)]

�

=











1
Γ (n−α)

�

t d
d t

�n ∫ t

a

�

log
�

t
τ

��n−α−1
f (τ) dτ

τ , n− 1< α < n, n ∈ N∗,

�

t d
d t

�n
f (t) , α= n.

(1.45)

Exemple

Soit f (t) = logβ
�

t
a

�

avec β > −1, on a

H
Dαa
�

logβ
�

t
a

��

= t d
d t

�

I1−α
a

�

logβ
�

t
a

���

= t d
d t

�

1
Γ (1−α)

∫ t

a
log−α

�

t
τ

�

logβ
�

τ
a

�

dτ
τ

�

= t d
d t

�

Γ (β+1)
Γ (β−α+2) log1−α+β � t

a

�

�

= tΓ (β+1)
Γ (β−α+1) logβ−α

�

t
a

�

.

(1.46)
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Pour α= 1
2 et d’après (1.45) , on obtient

H D
1
2
a

�

logβ
�

t
a

��

= t d
d t

�

I
1
2
a

�

logβ
�

t
a

��

�

= t d
d t

�

1
Γ(1− 1

2)
∫ t

a
log−

1
2
�

t
τ

�

logβ
�

τ
a

�

dτ
τ

�

= t d
d t

�

Γ (β+1)
Γ(β+ 3

2)
logβ+

1
2
�

t
a

�

�

=
t(β+ 1

2)Γ (β+1)

Γ(β+ 3
2)

logβ−
1
2
�

t
a

�

.

(1.47)

Si α= 1
2 et β = 1, on trouve

H
D

1
2
a

��

log
�

t
a

���

= t d
d t

�

1
Γ(1− 1

2)
∫ t

a
log−

1
2
�

t
τ

� �

log
�

τ
a

��

dτ
τ

�

= t d
d t

�

I
1
2
a

�

log
�

t
a

��

�

= t d
d t

�

Γ (2)
Γ( 5

2)
log

3
2
�

t
a

�

�

= 3t
2Γ( 5

2)
log

1
2
�

t
a

�

.

(1.48)

La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Hadamard n’est pas nulle.
Remarque

On a

H
Dαa [c] = t d

d t

�

I1−α
a [c]

�

= t d
d t

�

c
Γ (1−α)

∫ t

a
log−α

�

t
τ

�

dτ
τ

�

= t d
d t

�

c
(1−α)Γ (1−α) log1−α � t

a

�

�

= c
Γ (1−α) log−α

�

t
a

�

.

(1.49)

Si on prend c = 1, on obtient

H
Dαa [1] =

1
Γ (1−α) log−α

�

t
a

�

. (1.50)

Remarque

Proposition 1.4.2

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens de Hadamard existent.

Alors : (1). Pour tout λ, µ ∈ R, H Dαa [λ f (t) +µg (t)] existe et

H Dαa [λ f (t) +µg (t)] = λ
H
Dαa [ f (t)] +µH

Dαa [g (t)] . (1.51)

(2)

H Dαa
�

H
Dβa [ f (t)]

�

6=
H
Dα+βa [ f (t)] . (1.52)
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(3)

H Dαa
�

H
Dβa [ f (t)]

�

6=
H
Dβa
�

H
Dαa [ f (t)]

�

. (1.53)

Lemme 1.4.2:

Soient f une fonction définie sur [a, b] vérifiant
H
Dαa [ f (t)] = 0, α ∈ ]n− 1, n[ et n ∈ N∗. Alors

f (t) =
n−1
∑

i=0
bi

Γ (i+1)
Γ (α−n+i+1) logα−n+i

�

t
a

�

, n= [α] + 1 (1.54)

où bi, i = 0, ..., n− 1 sont des constantes arbitraires.

Dans la section qui va suivre, on présente quelques théorèmes de point fixe qui seront à utiliser

dans le quatrième chapitre.

1.5 Quelques Théorèmes de Point Fixe

Les théorèmes de point fixe nous permettent de transformer un problème différentiel frac-

tionnaire en un problème de la forme suivante T x = x . Ces théorèmes fournissent des conditions

suffisantes pourque notre problème fractionnaire admette une solution.

Définition 1.5.1

Soient (X ,‖.‖X ) un espace vectoriel normé et (xn)n∈N une suite de X . On dit que (xn)n∈N est

une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃Nε ≥ 0, ∀n> Nε, ∀m≥ Nε, ‖xn+m − xn‖X ≤ ε. (1.55)

Définition 1.5.2

On dit que X est un espace complet pour la norme ‖.‖X si toute suite de Cauchy dans X est

convergente dans X . Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.5.3

Soit X un espace normé. Un sous-ensemble Ω ⊂ X est dit borné s’il existe M > 0 tel que

pour tout x ∈ Ω on a

||x ||X ≤ M . (1.56)

Définition 1.5.4

On dit que Ω est une partie compacte de X si toute suite de points de Ω, on peut extraire

une sous-suite qui converge vers un élément de Ω.
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Définition 1.5.5

Une partie Ω de X est dite relativement compacte si son adhérence est compacte.

Définition 1.5.6

Soit Ω un sous ensemble de X = C ([a, b] , E) , Ω est équicontinue si pour tout ε > 0, il

existe δ > 0 tel que

|t1 − t2| ≤ δ⇒ |T (t1)− T (t1)| ≤ ε, pour tout t1, t2 ∈ [a, b] et T ∈ Ω. (1.57)

Définition 1.5.7

Soit (X ,‖.‖X ) un espace vectoriel normé. Une application T de X dans X est dite contrac-

tante s’il existe un nombre positive κ ∈ ]0,1[ , telle que pour tout x , y ∈ X , on a

‖T (x)− T (y)‖X ≤ κ‖x − y‖X . (1.58)

Définition 1.5.8

Soient X un espace vectoriel normé de norme ‖.‖ et T une application d’un ensemble X

dans lui même. On appelle point fixe de T tout point x ∈ X tel que

T x = x . (1.59)

Définition 1.5.9

Soient X et Y deux espaces de Banach. L’opérateur continu T : X → Y est complètement

continu s’il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte dans Y.

Théorème 1.5.1

(Théorème du Point Fixe de Banach [37])

Soient X un espace de Banach et T : X → X est un opérateur contractant. Alors il existe un

point fixe unique x ∈ X tel que T x = x .

Théorème 1.5.2

(Théorème d’Arzelà-Ascoli [ 77] )

Soit Ω un ensemble de X . Alors Ω est relativement compact dans X si et seulement si les

conditions suivantes sont vérifiées

1. Ω est uniformément borné.
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2. Ω est équicontinu.

Théorème 1.5.3

(Théorème du Point Fixe de Schaefer [37, 41] )

Soient X un espace de Banach et T : X → X un opérateur complètement continu. Si l’en-

semble

Ω := {x ∈ X : x = µT x , 0< µ < 1} (1.60)

est borné, alors T possède au moins un point fixe.

Théorème 1.5.4

(Inégalité de Hölder [20])

Soient p ∈ (0,1) , p′ l’exposant conjugué de p i.e. p + p′ = 1. Si f ∈ L
1
p ([a, b] ,R) et

g ∈ L
1
p′ ([a, b] ,R) alors f g ∈ L1 ([a, b] ,R) et on a

∫ b

a
| f g (t)| d t ≤

�

∫ b

a
| f (t)|

1
p d t

�p �∫ b

a
|g (t)|

1
p′ d t

�p′
. (1.61)
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Cchapitre 2

Intégrales Fractionnaires
Mixtes d’Ordre Couplé

Ce chapitre est consacré à l’étude de quelques classes d’opérateurs intégraux mixtes de type

Hadamard d’ordre couplé. Pour plus de détails, on cite [13, 17,45, 48].

2.1 Approche Fractionnaire Mixte de Type Hadamard

Définition 2.1.1: [13]

Soient f ∈ L1(([a, b])2 ,R) et h une fonction croissante et positive sur (a, b] avec

h ∈ C1((a, b),R). L’intégrale fractionnaire mixte de type Hadamard d’ordre couplé α =

(α1,α2) ∈ (0,∞)2 par rapport à h, est définie par :
�

I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(x , y)

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ x

a

∫ y

a

�

log h(x)
h(t)

�α1−1 �

log h(y)
h(r)

�α2−1 h′(t)h′(r)
h(t)h(r) f (t, r)d tdr. (2.1)

Dans tout ce qui suit, on considère la fonction h positive et croissante sur (a, b] avec h ∈

26
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C1((a, b),R).
On démontre que l’opérateur intégral mixte de type Hadamard d’ordre couplé I (α1,α2)

(a,a),h a un

sens.

Théorème 2.1.1: [13]

L’opérateur intégral mixte de type Hadamard d’ordre couplé (α1,α2) ∈ (0,∞)2 de la fonc-

tion f ∈ L1(([a, b])2 ,R) par rapport à la fonction h,
�

I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour tout

(t1, t2) ∈ ([a, b])2 et
�

I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) ∈ L1
�

([a, b])2 ,R
�

.

Preuve.

On considère l’application suivante : T1 : ([a, b])4→ R, définie par :

T1 (t1, t2,τ1,τ2)

=
�

2
Π
i=1

�
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

�

�

+

=



































2
Π
i=1

�
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

�

, a ≤ τ1 < t1 ≤ b, a ≤ τ2 < t2 ≤ b

et

0 , a ≤ t1 < τ1 ≤ b, a ≤ t2 < τ2 ≤ b.

(2.2)

On voit que T1 est mesurable sur ([a, b])4, alors on a
�

�

�

�

∫ b

a

∫ b

a

�

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

�

f (τ1,τ2) dτ1dτ2

�

d t1d t2

�

�

�

�

≤
∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)|

��

�

�

�

∫ t2

a

∫ t1

a

2
Π
i=1

�
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

�

dτ1dτ2

�

�

�

�

�

d t1d t2

≤ 1
2
Π

i=1
αi

∫ b

a

∫ b

a

�

log h(t1)
h(a)

�α1
�

log h(t2)
h(a)

�α2
| f (t1, t2)| d t1d t2

(2.3)
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≤ 1
2
Π

i=1
αi

�

log h(b)
h(a)

�α1+α2 ∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)| d t1d t2

≤ 1
2
Π

i=1
αi

�

log h(b)
h(a)

�α1+α2
‖ f ‖L1(([a,b])2,R) <∞.

D’où, l’application T1 f est intégrable sur ([a, b])4 , par les théorèmes de Tonelli et Fubini, on

déduit que
∫ b

a

∫ b

a
T1 (t1, t2,τ1,τ2) f (t1, t2) d t1d t2, (2.4)

est dans l’espace L1
�

([a, b])2 ,R
�

. Donc,
�

I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 .

Si α= (0,0) et a > 0, alors, on a

�

Iα(a,a),h f
�

(x , y) = f (x , y) . (2.5)

Remarque

On donne quelques propriétés de l’intégrale mixte de type Hadamard d’ordre couplé par rap-

port à la fonction h.

2.1.1 Semi-Groupe et Commutativité

Théorème 2.1.2: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])2, on a

Iα(a,a),h

�

Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2) =
�

Iα+β(a,a),h f
�

(t1, t2)

= Iβ(a,a),h

�

Iα(a,a),h f
�

(t1, t2)

(2.6)

pour tout α= (α1,α2) ,β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0 et 0< a ≤ t1, t2 ≤ b.
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Preuve.

On a

Iα(a,a),h

�

Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2)

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

h
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

i
�

Iβ(a,a) f
�

(τ1,τ2) dτ1dτ2

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

h
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

i

1
2
Π

i=1
Γ (βi)

�

∫ τ1

a

∫ τ2

a

2
Π
i=1

�
�

log h(τi)
h(ri)

�βi−1 h′(ri)
h(ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2

�

dτ1dτ2

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)Γ (βi)

∫ t1

a

∫ t2

a
h′(r1)h′(r2)
h(r1)h(r2)

f (r1, r2)

�

∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

�
�

log h(τi)
h(ri)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

�

log h(τ1)
h(r1)

�β1−1 �

log h(τ2)
h(r2)

�β2−1�

dτ1dτ2

i

dr1dr2.

(2.7)

Par le changement de variables suivant :































x = log h(τ1)−log h(r1)
log h(t1)−log h(r1)

, a ≤ r1 < τ1 < t1 ≤ b

et

y = log h(τ2)−log h(r2)
log h(t2)−log h(r2)

, a ≤ r2 < τ2 < t2 ≤ b

(2.8)

on peut écrire

∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

h
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 �

log h(τi)
h(ri)

�βi−1 h′(τi)
h(τi)

i

dτ1dτ2

=
2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(ri)

�αi+βi−1 ∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)α1−1 xβ1−1 (1− y)α2−1 yβ2−1d xd y

=
2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(ri)

�αi+βi−1 2
Π
i=1

B (αi,βi)

(2.9)

avec
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B (α1,β1) =
∫ 1

0
(1− x)α1−1 xβ1−1d x , B (α2,β2) =

∫ 1

0
(1− y)α2−1 yβ2−1d y.

De (2.8) , (2.9) et la fonction Bêta, on obtient

Iα(a,a),h

�

Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2)

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)Γ (βi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

h
�

log h(t i)
h(ri)

�αi+βi−1 h′(ri)
h(ri)

i

f (r1, r2) dr1dr2

=
�

Iα+β(a,a),h f
�

(t1, t2) =
�

Iβ+α(a,a),h f
�

(t1, t2) .

(2.10)

D’où le Théorème 2.1.2.

2.2 D’Autres Propriétés

Proposition 2.2.1

[13] Pour f (x , y) = 1, on a
�

I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y) = 1
2
Π

i=1
Γ (αi+1)

�

log h(x)
h(a)

�α1
�

log h(y)
h(a)

�α2
,α1,α2 > 0. (2.11)

Preuve.

Par la définition 2.1.1, on a
�

I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y)

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ x

a

∫ y

a

�

log h(x)
h(t1)

�α1−1 �

log h(y)
h(t2)

�α2−1 h′(t1)h′(t2)
h(t1)h(t2)

d t1d t2

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

��

log h(x)
h(t1)

�α1
�t1=x

t1=a

��

log h(y)
h(t2)

�α2
�t2=y

t2=a
.

(2.12)

Doù l’égalité (2.11) est démontrée.
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Maintenant, on présente une relation entre la fonction Bêta d’Euler et l’intégrale mixte de type

Hadamard avec le produit de la fonction log.

Théorème 2.2.1: [13]

Si α1,α2,β1,β2 > 0. Alors, on a

I (α1,α2)
(a,a),h

�

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�βi−1
�

=
2
Π

i=1
Γ (βi)

2
Π

i=1
Γ (αi+βi)

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�αi+βi−1
(2.13)

où 0< a < t1, t2 ≤ b.

Preuve.

Par la définition 2.1.1, on a






























x = log h(t1)−log h(τ1)
log h(t1)−log h(a) , 0< a < τ1 < t1

et

y = log h(t2)−log h(τ2)
log h(t2)−log h(a) , 0< a < τ2 < t2

(2.14)

avec (t1, t2) ∈ (]a, b])2 , on peut écrire

I (α1,α2)
(a,a),h

�

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�βi−1
�

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

h
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 �

log h(τi)
h(a)

�βi−1 h′(τi)
h(τi)

i

dτ1dτ2

=
2
Π

i=1

�

log
h(t1)
h(a)

�αi+βi−1

2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)α1−1 xβ1−1 (1− y)α2−1 yβ2−1d xd y

=
2
Π

i=1

�

log
h(t1)
h(a)

�αi+βi−1

2
Π

i=1
Γ (αi)

2
Π
i=1

B (αi,βi)

(2.15)
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où

B (α1,β1) =
∫ 1

0
(1− x)α1−1 xβ1−1d x , B (α2,β2) =

∫ 1

0
(1− y)α2−1 yβ2−1d y.

La preuve est donc réalisée.

2.2.1 Relation Entre sJ (α1,α2)
(a,a),h et I (α1,α2)

(a,a),h

Proposition 2.2.2

[13] Soient f une fonction continue sur ([a, b])2 et sJ (α1,α2)
(a,a),,h f est s−mixte intégrale fraction-

naire de type Riemann–Liouville d’ordre (α1,α2) de f par rapport à la fonction h.

Alors

lim
s→−1+

�

sJ (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) =
�

I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) (2.16)

où s ∈ R \ {−1} et α1,α2 > 0, a > 0.

Preuve.

On a

lim
s−→−1+

�

sJ (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2)

= lim
s−→−1+

(s+1)2−(α1+α2)

Γ (α1)Γ (α2)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

hs+1 (t i)− hs+1 (τi)
�αi−1

hs (τi)h′ (τi)) f (τ1,τ2) dτ1dτ2

= lim
s−→−1+

1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�
�

hs+1(t i)−hs+1(τi)
s+1

�αi−1
hs (τi)h′ (τi)) f (τ1,τ2) dτ1dτ2

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

h

lim
s−→−1+

�

hs+1(t i)−hs+1(τi)
s+1

�αi−1
hs (τi)h′ (τi)] f (τ1,τ2) dτ1dτ2

= 1
2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�
�

log h(t i)
h(τi)

�αi−1 h′(τi)
h(τi)

�

f (τ1,τ2) dτ1dτ2

=
�

I (α1,α2)
(a,a) f

�

(t1, t2) .
(2.17)
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D’où, la proposition.

2.3 Opérateurs Mixtes de Type k−Hadamard d’Ordre Couplé

Définition 2.3.1: [13]

L’intégrale fractionnaire mixte de type k−Hadamard d’order (α1,α2), α1,α2 > 0, de la

fonction continue f sur ([a, b])2 par rapport à la fonction h, est définie par :
�

k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(x , y)

=
�

k Iα1
a,h.k Iα2

a,h f
�

(x , y)

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ x

a

∫ y

a

�

log h(x)
h(t)

�

α1
k −1 �

log h(y)
h(r)

�

α2
k −1 h′(t)h′(r)

h(t)h(r) f (t, r)d tdr

(2.18)

où k > 0.

2.3.1 Existence

Proposition 2.3.1

[13]L’opérateur intégral mixte de type k−Hadamard d’ordre couplé (α1,α2) ∈ (0,∞)2 de

la fonction f ∈ L1(([a, b])2 ,R) par rapport à la fonction h,
�

k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour

tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 et
�

k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) ∈ L1
�

([a, b])2 ,R
�

, où k > 0.

Preuve.

Soit T2 : ([a, b])4→ R, où
T2 (t1, t2,τ1,τ2)

=
�

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)

��

+

(2.19)
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=



































2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

, a ≤ τ1 < t1 ≤ b, a ≤ τ2 < t2 ≤ b

et

0 , a ≤ t1 < τ1 ≤ b, a ≤ t2 < τ2 ≤ b.

L’application T2 est mesurable sur ([a, b])4, alors on a
�

�

�

�

∫ b

a

∫ b

a

�

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

f (τ1,τ2) dτ1dτ2

�

d t1d t2

�

�

�

�

≤
∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)|

��

�

�

�

∫ t2

a

∫ t1

a

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

dτ1dτ2

�

�

�

�

�

d t1d t2

≤ k2

2
Π

i=1
αi

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�

αi
k | f (t1, t2)| d t1d t2

≤ k2

2
Π

i=1
αi

�

log h(b)
h(a)

�

α1+α2
k ∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)| d t1d t2

≤ k2

2
Π

i=1
αi

�

log h(b)
h(a)

�

α1+α2
k ‖ f ‖L1(([a,b])2,R) <∞.

(2.20)

D’où, T2 f est intégrable sur ([a, b])4 , par les théorèmes de Tonelli et Fubini, on a

∫ b

a

∫ b

a
T2 (t1, t2,τ1,τ2) f (t1, t2) d t1d t2

est dans l’espace L1
�

([a, b])2 ,R
�

. Donc,
�

k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 .

On continue avec les propriétés de cette classe d’opérateurs. On démontre le théorème sui-

vant :
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Théorème 2.3.1: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])2. Alors

k Iα(a,a),h

�

k Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2) =
�

k Iα+β(a,a),h f
�

(t1, t2)

=k Iβ(a,a),h

�

k Iα(a,a),h f
�

(t1, t2) ,

(2.21)

pour tout α= (α1,α2) ,β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0 et 0< a ≤ t1, t2 ≤ b.

Preuve.

On a
k Iα(a,a),h

�

k Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2)

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

�

k Iβ(a,a) f
�

(τ1,τ2) dτ1dτ2

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

�

1

k2
2
Π

i=1
Γk(βi)

∫ τ1

a

∫ τ2

a

2
Π
i=1

�

�

log h(τi)
h(ri)

�

βi
k −1 h′(ri)

h(ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2

�

dτ1dτ2

= 1

k4
2
Π

i=1
Γk(βi)

∫ t1

a

∫ t2

a
h′(r1)h′(r2)
h(r1)h(r2)

f (r1, r2)

�

∫ τ1

r1

∫ τ2

r2

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 �

log h(τi)
h(ri)

�

βi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

dτ1dτ2

�

dr1dr2.

(2.22)

Appliquant le changement de variables :






























x = log h(τ1)−log h(r1)
log h(t1)−log h(r1)

, a ≤ r1 < τ1 ≤ t1 ≤ b

et

y = log h(τ2)−log h(r2)
log h(t2)−log h(r2)

, a ≤ r2 < τ2 ≤ t2 ≤ b

(2.23)
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on obtient

∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 �

log h(τi)
h(ri)

�

βi
k −1 h′(τi)

h(τi)

�

dτ1dτ2

=
2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(ri)

�

αi+βi
k −1 ∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)

α1
k −1 x

β1
k −1 (1− y)

α2
k −1 y

β2
k −1d xd y

= k2
2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(ri)

�

αi+βi
k −1 2

Π
i=1

Bk (αi,βi) .

(2.24)

D’après (2.23), (2.24), on peut écrire

k Iα(a,a),h

�

k Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2)

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi+βi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

log h(t i)
h(ri)

�

αi+βi
k −1 h′(ri)

h(ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2

=
�

k Iα+β(a,a),h f
�

(t1, t2) .

(2.25)

D’où la preuve du théorème.

2.3.2 Propriétés de k I (α1,α2)
(a,a),h

Proposition 2.3.2

Si f ≡ 1 et k > 0, alors

�

k I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y) = 1
2
Π

i=1
Γk(αi+1)

�

log h(x)
h(a)

�

α1
k
�

log h(y)
h(a)

�

α2
k

,α1,α2 > 0. (2.26)

Preuve.

Grâce à la définition 2.3.1, on a
�

I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y)

= 1
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ x

a

∫ y

a

�

log h(x)
h(t1)

�

α1
k −1 �

log h(y)
h(t2)

�

α2
k −1 h′(t1)h′(t2)

h(t1)h(t2)
d t1d t2

(2.27)
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= 1
2
Π

i=1
Γk(αi)

�

�

log h(x)
h(t1)

�

α1
k

�t1=x

t1=a

�

�

log h(y)
h(t2)

�

α2
k

�t2=y

t2=a
.

D’où la proposition.

Si f = h, on donne le théorème suivant :

Théorème 2.3.2: [13]

Si α= (α1,α2) ,β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0, a > 0 et k > 0. Alors, on a

k I (α1,α2)
(a,a),h

�

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�

βi
k −1
�

=
2
Π

i=1
Γk(βi)

2
Π

i=1
Γk(αi+βi)

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�

αi+βi
k −1

(2.28)

où 0< a < t1, t2 ≤ b.

Preuve.

On utilise le changement de variables :






























x = log h(t1)−log h(τ1)
log h(t1)−log h(a) , a ≤ τ1 < t1 ≤ b

et

y = log h(t2)−log h(τ2)
log h(t2)−log h(a) , a ≤ τ2 < t2 ≤ b

(2.29)

où (t1, t2) ∈ (]a, b])2 , on obtient

k I (α1,α2)
(a,a)

�

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(a)

�

βi
k −1
�

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

�

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 �

log h(τ1)
h(a)

�

βi
k −1
�

dτ1dτ2

=
2
Π

i=1

�

log
h(ti)
h(a)

�

αi+βi
k −1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)

α1
k −1 x

β1
k −1 (1− y)

α2
k −1 y

β2
k −1d xd y

=
2
Π

i=1

�

log
h(ti)
h(a)

�

αi+βi
k −1

2
Π

i=1
Γk(αi)

2
Π
i=1

Bk (αi,βi) .

(2.30)
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Le théorème est démontré.

On démontre le résultat suivant :

Proposition 2.3.3

[13]Supposons que s
kJ (α1,α2)
(a,a) f est (k, s)−mixte intégrale fractionnaire de type Riemann–

Liouville d’order α= (α1,α2) ,α1,α2 > 0, de la fonction continue f sur ([a, b])2 par rapport

à la fonction h). Alors

lim
s→−1+

�

s
kJ (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) =
�

k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) (2.31)

où k > 0 et s ∈ R \ {−1} .

Preuve.

On a

lim
s−→−1+

�

s
kJ (α1,α2)
(a,a),h f

�

((t1, t2))

= lim
s−→−1+

(s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

hs+1 (t i)− hs+1 (τi)
�

αi
k −1

hs (τi)h′ (τi)) f (τ1,τ2) dτ1dτ2

= lim
s−→−1+

1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

hs+1(t i)−hs+1(τi)
s+1

�

αi
k −1

hs (τi)h′ (τi)) f (τ1,τ2) dτ1dτ2

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

lim
s−→−1+

�

hs+1(t i)−hs+1(τi)
s+1

�

αi
k −1

hs (τi)h′ (τi)] f (τ1,τ2) dτ1dτ2

= 1

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

log h(t i)
h(τi)

�

αi
k −1 h′(τi)

h(τi)
f (τ1,τ2) dτ1dτ2

=
�

k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

((t1, t2)) .
(2.32)

D’où, la proposition.
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2.4 Intégrale Mixte de Type s−Hadamard d’Ordre Couplé

Définition 2.4.1: [13]

L’intégrale fractionnaire mixte de type s−Hadamard d’order (α1,α2), α1,α2 > 0, de la fonc-

tion continue f sur ([a, b])2 par rapport à la fonction h), est définie par :
�

s I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2)

= (s+1)2−α1−α2

2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

f (τ1,τ2)dτ1dτ2

(2.33)

où s ∈ R \ {−1} .

2.4.1 Existence de l’Intégrale Mixte de Type s−Hadamard d’Ordre Couplé

Maintenant on présente le résultat suivant :

Théorème 2.4.1: [13]

Si f ∈ L1
�

([a, b])2 ,R
�

, alors
�

s I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 et
�

s I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) ∈ L1
�

([a, b])2 ,R
�

, avec α1,α2 > 0 et s ∈ R \ {−1} .

Preuve.

Soit l’opérateur T3 : ([a, b])4→ R, tel que

T3 (t1, t2,τ1,τ2)

=
�

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

�

+

(2.34)
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=























2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

,

pour a ≤ τ1 < t1 ≤ b, a ≤ τ2 < t2 ≤ b

et

0, a ≤ t1 < τ1 ≤ b, a ≤ t2 < τ2 ≤ b.

On sait que T3 est mesurable sur ([a, b])4, alors on a

∫ b

a

∫ b

a

�

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

f (τ1,τ2) dτ1dτ2] d t1d t2

≤
∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)|

��

�

�

�

∫ t2

a

∫ t1

a

2
Π
i=1

��

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1�

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

dτ1dτ2

�

�

�

�

d t1d t2

≤ 1
2
Π

i=1
αi

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�αi | f (t1, t2)| d t1d t2

≤ 1

(s+1)2
2
Π

i=1
αi

�

logs+1 h (b)− logs+1 h (a)
�α1+α2

∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)| d t1d t2

≤ 1

(s+1)2
2
Π

i=1
αi

�

logs+1 h (b)− logs+1 h (a)
�α1+α2 ‖ f ‖L1(([a,b])2,R) <∞.

(2.35)

D’où, T3 f est intégrable sur ([a, b])4 . Donc,
∫ b

a

∫ b

a
T3 (t1, t2,τ1,τ2) f (t1, t2) d t1d t2

est dans l’espace L1
�

([a, b])2 ,R
�

. Donc,
�

s I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 .

Théorème 2.4.2: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])2. Alors,

s Iα(a,a),h

�

s Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2) =
�

s Iα+β(a,a),h f
�

(t1, t2) = s Iβ(a,a),h

�

s Iα(a,a),h f
�

(t1, t2) (2.36)
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où s ∈ R \ {−1} ,α= (α1,α2) ,β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0 et 0< a ≤ t1, t2 ≤ b.

Preuve.

En utilisant la définition 2.4.1, on obtient
s Iα(a,a),h

�

s Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2)

= (s+1)2−α1−α2

2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

��

s Iβ(a,a) f
�

(τ1,τ2) dτ1dτ2

= (s+1)2−α1−α2

2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

(s+1)2−β1−β2

2
Π

i=1
Γ (βi)

�

∫ τ1

a

∫ τ2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (ri)
�βi−1

logs h(ri)h′(ri)
h(ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2

�

dτ1dτ2

= (s+1)4−α1−α2−β1−β2

2
Π

i=1
Γ (αi)Γ (βi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

logs h(ri)h′(ri)
h(ri)

f (r1, r2)

�

∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (ri)
�βi−1�

logs h(ri)h′(ri)
h(ri)

f (r1, r2) dτ1dτ2

�

dr1dr2.

(2.37)

Par le changement de variables






























x = logs+1 h(τ1)−logs+1 h(r1)
logs+1 h(t1)−logs+1 h(r1)

, a ≤ r1 < τ1 < t1 ≤ b,

et

y = logs+1 h(τ2)−logs+1 h(r2)
logs+1 h(t2)−logs+1 h(r2)

, a ≤ r2 < τ2 < t2 ≤ b

(2.38)
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on peut écrire
∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (ri)
�βi−1 logs(τi)h′(τi)

h(τi)

�

dτ1dτ2

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(ri))αi+βi−1

(s+1)2

∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)α1−1 xβ1−1 (1− y)α2−1 yβ2−1d xd y

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(ri))αi+βi−1

(s+1)2
B (α1,β1)B (α2,β2) .

(2.39)

D’où, par (2.37) , (2.39) et par la fonction Bêta, on remarque que

s Iα(a,a),h

�

s Iβ(a,a),h f
�

(t1, t2)

= (s+1)2−α1−α2−β1−β2

2
Π

i=1
Γ (αi)Γ (βi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (ri)
�αi+βi−1

logs h(ri)h′(ri)
h(ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2

=
�

s Iα+β(a,a),h f
�

(t1, t2) .

(2.40)

La preuve est terminée.

Proposition 2.4.1

[13] Si f (t1, t2) = 1 et s ∈ R \ {−1}. Alors on a

�

s I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y) =
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(a))αi

(s+1)α1+α2
2
Π

i=1
Γ (αi+1)

. (2.41)

Preuve.
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On peut écrire
�

s I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y)

= (s+1)2−α1−α2

2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ x

a

∫ y

a

�

logs+1 h (x)− logs+1 h (t1)
�α1−1

�

logs+1 h (y)− logs+1 h (t2)
�α2−1 logs h(t1)h′(t1)

h(t1)
logs h(t2)h′(t2)

h(t2)
d t1d t2

= 1

(s+1)α1+α2
2
Π

i=1
Γk(αi)

��

logs+1 h (x)− logs+1 h (t1)
�α1
�t1=x

t1=a

��

logs+1 h (y)− logs+1 h (t2)
�α1
�t2=y

t2=a
.

(2.42)

On obtient (2.41) .

Théorème 2.4.3: [13]

Soient α= (α1,α2) , β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0 et s ∈ R \ {−1}. Alors, on a

s I (α1,α2)
(a,a),h

�

2
Π
i=1

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�βi−1

�

=
2
Π

i=1
Γ (βi)

2
Π

i=1
Γ (αi+βi)

2
Π
i=1

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�αi+βi−1

(2.43)

où 0< a < t1, t2 ≤ b.

Preuve.

Par le changement de variables































x = logs+1 h(t1)−logs+1 h(τ1)
logs+1 h(t1)−logs+1 h(a)

, a ≤ τ1 < t1 ≤ b

et

y = logs+1 h(t2)−logs+1 h(τ2)
logs+1 h(t2)−logs+1 h(a)

, a ≤ τ2 < t2 ≤ b

(2.44)

Thèse de Doctorat en Mathématiques 43 UMAB



Opérateur Mixte de Type
(k, s)−Hadamard d’Ordre Couplé

Chapitre 2. Intégrales
Fractionnaires Mixtes d’Ordre
Couplé

où (t1, t2) ∈ (]a, b])2 , on a

s I (α1,α2)
(a,a)

�

2
Π
i=1

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�βi−1

�

= (s+1)2−α1−α2

2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�αi−1 logs(τi)h′(τi)

h(τi)

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (a)
�βi−1�

dτ1dτ2

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(a))αi+βi−1

2
Π

i=1
Γ (αi)

∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)α1−1 xβ1−1 (1− y)α2−1 yβ2−1d xd y

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(a))αi+βi−1

(s+1)α1+α2
2
Π

i=1
Γ (αi)

B (α1,β1)B (α2,β2) .

(2.45)

D’où la preuve est achevée.

2.5 Opérateur Mixte de Type (k, s)−Hadamard d’Ordre Couplé

Dans cette section, on introduit l’opérateur mixte de type (k, s)−Hadamard d’ordre couplé.

Définition 2.5.1: [13]

L’intégrale fractionnaire mixte de type (k, s)−Hadamard d’order α= (α1,α2) et α1,α2 > 0,

de la fonction continue f sur ([a, b])2 par rapport à h est définie par :
�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2)

= (s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

f (τ1,τ2) dτ1dτ2

(2.46)

où k > 0 et s ∈ R \ {−1} .

Maintenant on montre le résultat suivant :
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Théorème 2.5.1: [13]

Supposons que f ∈ L1
�

([a, b])2 ,R
�

, k > 0, s ∈ R\{−1}. Alors
�

s
k Iα(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour

tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 et
�

s
k Iα(a,a),h f

�

(t1, t2) ∈ L1
�

([a, b])2 ,R
�

, α= (α1,α2) ,α1,α2 > 0.

Preuve.

On considère l’application T4 : ([a, b])4→ R, avec

T4 (t1, t2,τ1,τ2) =
�

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

�

+

=



































2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

,

a ≤ τ1 < t1 ≤ b, a ≤ τ2 < t2 ≤ b

et

0, a ≤ t1 < τ1 ≤ b, a ≤ t2 < τ2 ≤ b.

(2.47)

T4 est mesurable sur ([a, b])4, alor on a
�

�

�

�

∫ b

a

∫ b

a

�

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1
�

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

f (τ1,τ2) dτ1dτ2

�

d t1d t2

�

�

�

≤
∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)|

�

�

�

�

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

dτ1dτ2

�

�

� d t1d t2

≤ 1
2
Π

i=1
αi

∫ b

a

∫ b

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�

αi
k
�

| f (t1, t2)| d t1d t2

≤ 1
2
Π

i=1
αi

�

logs+1 h (b)− logs+1 h (a)
�

α1+α2
k
∫ b

a

∫ b

a
| f (t1, t2)| d t1d t2

≤ 1
2
Π

i=1
αi

�

logs+1 h (b)− logs+1 h (a)
�

α1+α2
k ‖ f ‖L1(([a,b])2,R) <∞.

(2.48)
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D’où, l’application T4 f est intégrable sur ([a, b])4 . Alors, on déduit que

∫ b

a

∫ b

a
T4 (t1, t2,τ1,τ2) f (t1, t2) d t1d t2, (2.49)

est dans l’espace L1
�

([a, b])2 ,R
�

. Donc,
�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h f

�

(t1, t2) existe pour tout (t1, t2) ∈ ([a, b])2 .

Théorème 2.5.2: [13]

Soit f une fonction continue sur ([a, b])2 et s ∈ R \ {−1}. Alors,

s
k Iα(a,a)

�

s
k Iβ(a,a) f

�

(t1, t2)

=
�

s
k Iα+β(a,a) f

�

(t1, t2) = s
k Iβ(a,a)

�

s
k Iα(a,a) f

�

(t1, t2) ,

(2.50)

pour tout α= (α1,α2) ,β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0 et 0< a ≤ t1, t2 ≤ b.

Preuve.

D’après la définition 2.5.1, on a

s
k Iα(a,a)

�

s
k Iβ(a,a) f

�

(t1, t2)

= (s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

��

s
k Iβ(a,a) f

�

(τ1,τ2) dτ1dτ2

= (s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

(s+1)2−
β1+β2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(βi)

(2.51)
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�

∫ τ1

a

∫ τ2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (ri)
�

βi
k −1

logs h(ri)h′(ri)
h(ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2

�

dτ1dτ2

= (s+1)4−
α1+α2+β1+β2

k

k4
2
Π

i=1
Γk(αi)Γk(βi)

∫ t1

a

∫ t2

a
logs h(r1)h′(r1)

h(r1)

logs h(r2)h′(r2)
h(r2)

f (r1, r2)

�

∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (ri)
�

βi
k −1
�

dτ1dτ2

�

dr1dr2.

Par le changement de variables































x = logs+1 h(τ1)−logs+1 h(r1)
logs+1 h(t1)−logs+1 h(r1)

, a ≤ r1 < τ1 ≤ t1 ≤ b

et

y = logs+1 h(τ2)−logs+1 h(r2)
logs+1 h(t2)−logs+1 h(r2)

, a ≤ r2 < τ2 ≤ t2 ≤ b

(2.52)

on peut écrire

∫ t1

r1

∫ t2

r2

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (τi)− logs+1 h (ri)
�

βi
k −1
�

dτ1dτ2

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(ri))

αi+βi
k −2

(s+1)2

∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)

α1
k −1 x

β1
k −1 (1− y)

α2
k −1 y

β2
k −1d x

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(ri))

αi+βi
k −2

(s+1)2
k2Bk (α1,β1)Bk (α2,β2)

(2.53)
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avec
Bk (α1,β1) =

1
k

∫ 1

0
(1− x)

α1
k −1 x

β1
k −1d x

et

Bk (α2,β2) =
1
k

∫ 1

0
(1− y)

α2
k −1 y

β2
k −1d y.

D’où, par (2.51) , (2.53), on obtient

s
k Iα(a,a)

�

s
k Iβ(a,a) f

�

(t1, t2)

= (s+1)4−
α1+α2+β1+β2

k

k4
2
Π

i=1
Γk(αi)Γk(βi)

∫ t

a

∫ t

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (ri)
�

αi+βi
k −2

(2.54)

logs h (ri)h′ (ri)
h (ri)

�

f (r1, r2) dr1dr2 =
�

s
k Iα+β(a,a) f

�

(t1, t2) .

Proposition 2.5.1

[13] Si f (t1, t2) = 1 et s ∈ R \ {−1}, alors on a

�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y) =

2
Π

i=1

�

(logs+1 h(t i)−logs+1 h(a))
αi
k

�

(s+1)
α1+α2

k
2
Π

i=1
Γk(αi+1)

. (2.55)

Preuve.

On utilise la définition 2.5.1. On peut écrire
�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h 1

�

(x , y)

= (s+1)2−α1−α2

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ x

a

∫ y

a

�

logs+1 h (x)− logs+1 h (t1)
�

α1
k −1

�

logs+1 h (y)− logs+1 h (t2)
�

α2
k −1 logs h(t1)h′(t1)

h(t1)
logs h(t2)h′(t2)

h(t2)
d t1d t2

= 1

(s+1)
α1+α2

k
2
Π

i=1
Γk(αi)

h

�

logs+1 h (x)− logs+1 h (t1)
�

α1
k
it1=x

t1=a

h

�

logs+1 h (y)− logs+1 h (t2)
�

α1
k
it2=y

t2=a
.

(2.56)
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Donc la preuve de (2.55) est terminée.

Théorème 2.5.3: [13]

Soient α= (α1,α2) ,β = (β1,β2) , α1,α2,β1,β2 > 0 et pour k > 0, s ∈ R \ {−1}. Alors, on a

s
k I (α1,α2)
(a,a),h

�

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�

βi
k −1
��

=
2
Π

i=1
Γk(βi)

2
Π

i=1
Γk(αi+βi)

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�

αi+βi
k −2

�

(2.57)

avec 0< a < t1, t2 ≤ b.

Preuve.

On applique la définition 2.5.1 et en utilisant le changement de variables suivant :































x = logs+1 h(t1)−logs+1 h(τ1)
logs+1 h(t1)−logs+1 h(a)

, a ≤ τ1 < t1 ≤ b

et

y = logs+1 h(t2)−logs+1 h(τ2)
logs+1 h(t2)−logs+1 h(a)

, a ≤ τ2 < t2 ≤ b,

(2.58)

avec (t1, t2) ∈ (]a, b])2 , on obtient

s
k I (α1,α2)
(a,a)

�

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 a
�

βi
k −1
��

= (s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

h

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

α1
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�

βi
k −1
�

dτ1dτ2

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(a))

αi+βi
k −2

2
Π

i=1
Γ (αi)

(2.59)
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∫ 1

0

∫ 1

0
(1− x)

α1
k −1 x

β1
k −1 (1− y)

α2
k −1 y

β2
k −1d xd y

=
2
Π

i=1
(logs+1 h(t i)−logs+1 h(a))

αi+βi
k −2

(s+1)
α1+α2

k
2
Π

i=1
Γ (αi)

Bk (α1,β1)Bk (α2,β2)

où
Bk (α1,β1) =

1
k

∫ 1

0
(1− x)

α1
k −1 x

β1
k −1d x

et

Bk (α2,β2) =
1
k

∫ 1

0
(1− y)

α2
k −1 y

β2
k −1d y.

La preuve est terminée.

1. Si on prend s ∈ R \ {−1} et k = 1 dans la formule (2.46), on obtient (2.33).

2. Si on prend s = 0 et k = 1 dans la formule (2.50), on obtient (2.6).

3. Si on prend s = 0 et k > 0 dans la formule (2.50), on obtient (2.21).

4. Si on prend s ∈ R \ {−1} et k = 1 dans la formule (2.55), on obtient (2.41).

5. Si on prend s = 0 et k = 1 dans la formule (2.57), on obtient (2.13).

6. Si on prend s = 0 et k > 0 dans la formule (2.57), on obtient (2.28).

Remarque

2.6 Applications

On applique l’intégrale mixte (k, s)− Hadamard sur l’inégalité inverse de type Minkowskii.
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Théorème 2.6.1: [13]

Soient α1 > 0,α2 > 0, q > 0, p ≥ 1, k > 0, s ∈ R \ {−1}. Supposons que f et g sont deux

fonctions positives définies sur ([a, b])2 . Si pour tout t1, t2 ∈ [a, b],

0< m≤ f (t1,t2)
g(t1,t2)

≤ M , g (t1, t2) 6= 0 (2.60)

alors
�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h f qp (t1, t2)

�
1
p
+
�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h gqp (t1, t2)

�
1
p

≤ Mq(mq+2)+1
(1+Mq)(1+mq)

�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h ( f

q + gq)p (t1, t2)
�

1
p

.

(2.61)

Preuve.

On considère la quantité définie par

s
kG(α1,α2)
(a,a),h (t1, t2,τ1,τ2)

= (s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

αi
k −1 logs h(τi)h′(τi)

h(τi)

�

.
(2.62)

De (2.59), on peut écrire

(M q + 1)p f pq (τ1,τ2)≤ M qp ( f q + gq)p (τ1,τ2) (2.63)

pour tout τ1 ∈ [a, t1] et τ2 ∈ [a, t2] .

On utilise (k, s)−Hadamard integration, on trouve

(Mq+1)p(s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

α1
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�

βi
k −1
�

f pq (τ1,τ2) dτ1dτ2

≤ Mqp(s+1)2−
α1+α2

k

k2
2
Π

i=1
Γk(αi)

∫ t1

a

∫ t2

a

2
Π
i=1

�

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (τi)
�

α1
k −1

logs h(τi)h′(τi)
h(τi)

�

logs+1 h (t i)− logs+1 h (a)
�

βi
k −1
�

( f q + gq)p (τ1,τ2) dτ1dτ2

(2.64)
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ce qui équivaut à

(M q + 1)p s
k I (α1,α2)
(a,a),h f pq (t1, t2)≤ M qp s

k I (α1,α2)
(a,a),h ( f

q + gq)p (t1, t2) . (2.65)

Donc

�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h f pq (t1, t2)

�
1
p ≤ Mq

1+Mq

�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h ( f

q + gq)p (t1, t2)
�

1
p

. (2.66)

D’autre part, on a

�

1+ 1
mq

�p
gqp (τ1,τ2)≤

1
mqp ( f q + gq)p (τ1,τ2) (2.67)

pour tout (τ1,τ2) ∈ (a, t1] (a, t2] .

De la même manière, on peut obtenir l’estimation suivante :

(mq + 1)p s
k I (α1,α2)
(a,a),h gqp (τ1,τ2)≤ s

k I (α1,α2)
(a,a),h ( f

q + gq)p (τ1,τ2) . (2.68)

Par conséquent

�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h g pq (t1, t2)

�
1
p ≤ 1

1+mq

�

s
k I (α1,α2)
(a,a),h ( f

q + gq)p (t1, t2)
�

1
p

. (2.69)

En combinant les inégalités (2.67) et (2.69), on obtient l’inégalité (2.61).
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Cchapitre 3

Inégalités Pondérées de Type Chebyshev

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la fonctionnelle de Chebyshev avec poids. On prouve quelques

inégalitées intégrales fractionnaires liées à l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

On rappele alors la fonctionnelle de Chebyshev [22] définie par :

T ( f , g; p) :=
∫ b

a
p(x)

∫ b

a
(p f g) (x)d x −

∫ b

a
(p f ) (x)d x

∫ b

a
(pg) (x)d x (3.1)

avec f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] et p : [a, b] → R+ est une fonction

intégrable sur [a, b] .

3.2 Estimations Avec Poids
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Théorème 3.2.1: [15]

Soient φ : [a, b] → R une fonction absolument continue et p : [a, b] → R+ une fonction

intégrable. Si (φ′)2 ∈ L1 ([a, b],R), alors pour tout α > 0, on a l’inégalité suivante :

Jαa p(b)Jαa pφ2(b)−
�

Jαa pφ(b)
�2
≤
∫ b

a
H(x) (φ′(x))2 d x (3.2)

où

H(x) := 1
2Γ (α)

��

Jαa bp(b)
∫ x

a
(b− t)α−1p(t)d t

�

− Jαa p(b)
∫ x

a
t(b− t)α−1p(t)d t

�

. (3.3)

Preuve.

On a :

Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t) [( f (s)− f (t)) (g(s)− g(t))] dsd t.

(3.4)

C’est-à-dire

Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)

�

( f (s)− f (t))
�∫ s

t
g ′(x)d x

��

dsd t.

(3.5)

Et comme a ≤ t ≤ x ≤ s ≤ b, on peut écrire

Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

�

∫ x

a
(b− t)α−1p(t)

�

∫ b

a
(b− s)α−1 ( f (s)− f (t)) p(s)ds

�

d t
�

(g ′(x)) d x

(3.6)

On remplace f (x) = x dans (3.6) , on obtient

Jαa p(b)Jαa b (pg) (b)− Jαa bp(b)Jαa pg(b)

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

�

∫ x

a
(b− t)α−1p(t)

�

∫ b

a
(b− s)α−1(s− t)p(s)ds

�

d t
�

(g ′(x)) d x

=
∫ b

a
H(x)g ′(x)d x

(3.7)
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avec

H(x) = 1
2Γ 2(α)

∫ x

a
(b− t)α−1p(t)

�

∫ b

a
(b− s)α−1(s− t)p(s)ds

�

d t

= 1
2Γ 2(α)

�

∫ b

a
s(b− s)α−1p(s)ds

∫ x

a
(b− t)α−1p(t)d t −

∫ b

a
(b− s)α−1p(s)ds

∫ x

a
t(b− t)α−1p(t)d t

�

= 1
2Γ (α)

��

Jαa bp(b)
∫ x

a
(b− t)α−1p(t)d t

�

− Jαa p(b)
∫ x

a
t(b− t)α−1p(t)d t

�

.
(3.8)

D’autre part, on a

Jαa p(b)Jαa pφ2(b)−
�

Jαa pφ(b)
�2

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t) [φ(s)−φ(t)]2 dsd t

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)(s− t)2

�

φ(s)−φ(t)
(s−t)

�2
dsd t,

(3.9)

par conséquent,

Jαa p(b)Jαa pφ2(b)−
�

Jαa pφ(b)
�2

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)(s− t)2

h∫ s
t (φ′(x))d x
(s−t)

i2

dsd t.

(3.10)

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz à
∫ s

t
(φ′(x)) d x de (3.10), on trouve

Jαa p(b)Jαa pφ2(b)−
�

Jαa pφ(b)
�2

≤ 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)(s− t)2

�

(
∫ t

s 1d x)
1
2
�

∫ s
t (φ′(x))

2
d x
�

1
2

(s−t)

�2

dsd t

= 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)(s− t)

�∫ s

t
(φ′(x))2 d x

�

dsd t.

(3.11)

Alors, d’après (3.7) et (3.11), on obtient (3.2).
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Si on prend α= 1 dans le théorème 3.2.1, on obtient un résultat similaire au lemme 2.1 de

la référence [8].

Remarque

Corollaire 3.2.1

[15] Soit φ : [a, b]→ R une fonction absolument continue. Si (φ′)2 ∈ L1 ([a, b],R), alors

pour tout α > 0, on a

(b−a)α

Γ (α+1)J
α
aφ

2(b)−
�

Jαaφ(b)
�2

≤ 1
2Γ (α)

∫ b

a

�

�

Jαa b
∫ x

a
(b− t)α−1d t

�

− (b−a)α

Γ (α+1)

∫ x

a
t(b− t)α−1d t

�

(φ′(x))2 d x .

(3.12)

Preuve.

On prend p(x) = 1, x ∈ [a, b] dans H(x) de (3.8), on obtient la quantité suivante :

H1(x) =
1

2Γ (α)

�

�

Jαa b
∫ x

a
(b− t)α−1d t

�

− (b−a)α

Γ (α+1)

∫ x

a
t(b− t)α−1d t

�

. (3.13)

Par le théorème 3.2.1, on déduit (3.12).

Si on prend α= 1 dans le corollaire 3.2.1, on obtient un résultat similaire au corollaire 2.2

de [8].

Remarque

Notre deuxième résultat est donné par le théorème suivant

Théorème 3.2.2: [15]

Soient f , g : [a, b]→ R deux fonctions absolument continues sur [a, b] et p : [a, b]→ R+.

Si ( f ′)2, (g ′)2 ∈ L1 ([a, b],R) , alors pour tout α > 0, on a

�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)−
�

Jαa p f (b)
� �

Jαa pg(b)
��

�

≤
�

∫ b

a
H(x) ( f ′(x))2 d x

�
1
2
�

∫ b

a
H(x) (g ′(x))2 d x

�
1
2

.

(3.14)
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Preuve.

En utilisant l’inégalité fractionnaire pondérée de Cauchy-Schwarz avec double intégrale, on peut

écrire
�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)−
�

Jαa p f (b)
� �

Jαa pg(b)
��

�

≤ 1
2Γ 2(α)

�

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t) ( f (s)− f (t))2 dsd t

�
1
2

�

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t) (g(s)− g(t))2 dsd t

�
1
2

≤
�

Jαa p(b)Jαa p f 2(b)−
�

Jαa p f (b)
�2�

1
2
�

Jαa p(b)Jαa pg2(b)−
�

Jαa pg(b)
�2�

1
2

(3.15)

comme ( f ′)2 et (g ′)2 ∈ L1 ([a, b],R) , alors d’après le théorème 3.2.1, on obtient (3.14).

Une version non pondérée pour le résultat ci-dessus peut être donnée comme suit :

Corollaire 3.2.2

[15] Soient f , g : [a, b]→ R deux fonctions absolument continues sur [a, b]. Si ( f ′)2, (g ′)2 ∈
L1 ([a, b],R), alors pour tout α > 0, on a

�

�

�

(b−a)α

Γ (α+1)J
α
a f g(b)− Jαa f (b)Jαa g(b)

�

�

�≤
�

∫ b

a
H1(x) ( f ′(x))

2 d x
�

1
2
�

∫ b

a
H1 (g ′(x))

2 d x
�

1
2

(3.16)

où H1 est donnée par (3.13).

Preuve.

On a
�

�

�

(b−a)α

Γ (α+1)J
α
a f g(b)− Jαa f (b)Jαa g(b)

�

�

�

≤
�

∫ b

a
H1(x) ( f ′(x))

2 d x
�

1
2
�

∫ b

a
H1 (g ′(x))

2 d x
�

1
2

≤
�

1
2Γ (α)

∫ b

a

�

�

Jαa b
∫ x

a
(b− t)α−1d t

�

− (b−a)α

Γ (α+1)

∫ x

a
t(b− t)α−1d t

�

( f ′(x))2 d x
�

1
2

(3.17)
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�

1
2Γ (α)

∫ b

a

�

�

Jαa b
∫ x

a
(b− t)α−1d t

�

− (b−a)α

Γ (α+1)

∫ x

a
t(b− t)α−1d t

�

(g ′(x))2 d x
�

1
2

≤ 1
2Γ (α)

�

∫ b

a

�

�

Jαa b
∫ x

a
(b− t)α−1d t

�

− (b−a)α

Γ (α+1)

∫ x

a
t(b− t)α−1d t

�

( f ′(x))2 d x
�

1
2

�

∫ b

a

�

�

Jαa b
∫ x

a
(b− t)α−1d t

�

− (b−a)α

Γ (α+1)

∫ x

a
t(b− t)α−1d t

�

(g ′(x))2 d x
�

1
2

.

D’où, le corollaire 3.2.2 est démontré.

Si on prend α= 1 dans le corollaire 3.2.2, alors on obtient le corollaire 2.4 de [8].
Remarque

3.3 D’autres Résultats

Théorème 3.3.1: [15]

Soient g une fonction croissante sur [a, b], f une fonction absolument continue sur [a, b]

et p une fonction positive et integrable sur [a, b] . Si f ′ ∈ L∞ ([a, b],R), alors pour tout

α > 0, on a

�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)
�

�≤ || f ′||∞
∫ b

a
H(x)g ′(x)d x . (3.18)

Preuve.

Puisque, on a
�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)
�

�

= 1
2Γ 2(α)

�

�

�

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)

[( f (s)− f (t)) (g(s)− g(t))] dsd t| ,

(3.19)
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par conséquent, on peut écrire
�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)
�

�

≤ 1
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ b

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)

�

�

�

( f (s)− f (t))
s−t

�

�

� |(s− t) (g(s)− g(t))| dsd t.

(3.20)

Et comme f ′ ∈ L∞ ([a, b],R) , cela donne que
�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)
�

�

≤ || f ′||∞
2Γ 2(α)

∫ b

a

∫ x

a
(b− s)α−1(b− t)α−1p(s)p(t)(s− t)

�

∫ b

a
g ′(x)d x

�

dsd t

= || f ′||∞
2Γ (α)

��

Jαa bp(b)
∫ x

a
(b− t)α−1p(t)d t

�

− Jαa p(b)

∫ x

a
t(b− t)α−1p(t)d t

�

�

∫ b

a
g ′(x)d x

�

.

(3.21)

D’où, l’inégalité (3.18) est démontrée.

Pour α= 1 dans le théorème 3.3.1, on obtient le théorème 2.5 de [8].
Remarque

Corollaire 3.3.1

[15]Soient g une fonction croissante sur [a, b] et f une fonction absolument continue. Si

f ′ ∈ L∞ ([a, b],R), alors pour tout α > 0, on a
�

�

�

(b−a)α

Γ (α+1)J
α
a f g(b)− Jαa f (b)Jαa g(b)

�

�

�≤ || f ′||∞
�

∫ b

a
H1(x)g ′(x)d x

�

(3.22)

où H1 est donnée par (3.13).
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Si α= 1 dans le corollaire 3.3.1, alors on obtient le théorème 2.6 de [8].
Remarque

En utilisant deux fonctions absolument continues, on établit le résultat suivant :

Théorème 3.3.2: [15]

Soient f , g : [a, b]→ R deux fonctions absolument continues et g croissante sur [a, b] . Si

f ′, g ′ ∈ L∞ ([a, b],R), alors pour toute fonction positive p définie sur [a, b], on a

�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)
�

�≤ || f ′||∞||g ′||∞
∫ b

a
H(x)d x . (3.23)

Preuve.

Il est facile de voir que
�

�Jαa p(b)Jαa p f g(b)− Jαa p f (b)Jαa pg(b)
�

�

≤ || f ′||∞
∫ b

a
H(x)g ′(x)d x

≤ || f ′||∞||g ′||∞
∫ b

a
H(x)d x .

(3.24)

Si α= 1 dans le théorèm 3.3.2, alors on obtient le théorème 2.7 de [8].
Remarque

Corollaire 3.3.2

[15] Soient f et g : [a, b] → R deux fonctions absolument continues et g croissante sur

[a, b] . Si f ′, g ′ ∈ L∞ ([a, b],R), alors pour toute fonction positive p définie sur [a, b], on a

l’inégalité suivante :
�

�

�

(b−a)α

Γ (α+1)J
α
a f g(b)− Jαa f (b)Jαa g(b)

�

�

�≤ || f ′||∞||g ′||∞
∫ b

a
H1(x)d x . (3.25)
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Cchapitre 4

Systèmes Différentiels de Type Hadamard

4.1 Introduction

L’étude des systèmes couplés d’équations différentielles fractionnaires soumis à des condi-

tions aux limites est l’un des plus importants champs d’applications. En effet de nombreux phé-

nomènes se modélisent par des équations différentielles fractionnaires. Ces applications peuvent

être consultés dans les références [1, 4,5, 8,9, 18,31,35, 41,46, 47,55, 56,59, 60,70].

Ce chapitre est consacré à l’étude d’existence et d’unicité des solutions du système d’équations

différentielles fractionnaires au sens de Hadamard suivant :



















































Dαu(t) = f (t, u(t), v(t), Dpv(t)), t ∈ [1, T], T > 1, 1< α≤ 2,

Dβ v(t) = g(t, u(t), v(t), Dqu(t)), t ∈ [1, T], T > 1,1< β ≤ 2,

u(1) = 0, Dσ1u(T ) = Iσ1(u(T )− v(ξ)),σ1 > 0,1< ξ < T,

v(1) = 0, Dσ2 v(T ) = Iσ2(v(T )− u(ξ)),σ2 > 0,1< ξ < T

(4.1)

où Dl est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre l ∈ {α,β , p, q,σ1,σ2} avec

0 < q,σ1 < α, 0 < p,σ2 < β et Iσi , i = 1,2 désignent les opérateurs intégraux fractionnaires de
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Hadamard d’ordreσ1,σ2 respectivement et f , g : [1, T]R3→ R sont deux fonctions données véri-

fiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard et X = C ([1, T] ,R) est l’espace de Banach

des fonctions continues de [1, T] dans R muni de la norme ‖.‖ , ‖x‖= sup {|x (t)| : t ∈ [1, T]} .

Dans la section 4.2 de ce chapitre on présente la solution intégrale de système fractionnaire

couplé (4.1) avec les conditions aux limites sous lesquelles on peut montrer l’existence et l’unicité

des solutions. Ensuite, dans la section 4.3, on prouve l’existence des solutions de notre problème

en appliquant le théorème de Schaefer. On consacre la section 4.4 à l’unicité de solution du pro-

blème (4.1) en utilisant le théorème de point fixe de Banach.

4.2 Résutats Préliminaires et Hypothèses

Dans la présente section, on donne quelques lemmes qui seront utilisés dans les démonstra-

tions des résultats de ce chapitre.

Lemme 4.2.1:

[45] Soient ρ > 0,ρ /∈ N et n= [ρ]+1 et f ∈ ACn (1, T ) . L’équation différentielle fractionnaire

suivante

Dρ f (t) = 0, n− 1< α < n, n ∈ N∗ (4.2)

admet une solution sous la forme

f (t) =
n
∑

i=1
ci (log t)ρ−i (4.3)

où ci ∈ R, i = 1,2, ..., n, et n− 1< ρ < n.

Lemme 4.2.2:

[45] Soient ρ > 0,ρ /∈ N et n= [ρ] + 1. Alors pour f ∈ ACn (1, T ), on a

IρDρ f (t) = f (t) +
n
∑

i=1
ci (log t)ρ−i (4.4)

où ci ∈ R, i = 1,2, ..., n, and n− 1< ρ < n.
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Lemme 4.2.3:

[45] Soit β ≥ α > 0. Alors, on a

Iα (log t)β−1 = Γ (β)
Γ (β+α) (log t)β+α−1 et Dα (log t)β−1 = Γ (β)

Γ (β−α) (log t)β−α−1 . (4.5)

On démontre le résultat suivant :

Lemme 4.2.4:

[14]Soient ϕ et ψ deux fonctions telles que ϕ,ψ ∈ C ([1, T] ,R) . Alors le système


















































Dαu (t) = ϕ (t) , t ∈ [1, T], T > 1, 1< α≤ 2,

Dβ v (t) =ψ (t) , t ∈ [1, T], T > 1,1< β ≤ 2,

u (1) = 0, Dσ1u (T ) = Iσ1 (u (T )− v (ξ)) ,σ1 > 0,ξ ∈ (1, T )

v (1) = 0, Dσ2 v (T ) = Iσ2 (v (T )− u (ξ)) ,σ2 > 0,ξ ∈ (1, T )

(4.6)

admet une solution donnée par :

u(t) =
∫ t

1
(log t

s )
α−1

Γ (α)
ϕ(s)

s ds− (log t)α−1

∆1

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

[Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1]Γ (β+σ1)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
− (log T

s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

ψ(s)
s ds−

∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
ϕ(s)

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
− (log T

s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

ϕ(s)
s ds −

∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
ψ(s)

s ds
ª

(4.7)

et

v(t) =
∫ t

1
(log t

s )
β−1

Γ (β)
ψ(s)

s ds− (log t)β−1

∆2

n

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

[Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1]Γ (α+σ2)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
− (log T

s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

ϕ(s)
s ds−

∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
ψ(s)

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
− (log T

s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

ψ(s)
s ds −

∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
ϕs)

s ds
ª

(4.8)
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où
∆1 =

Γ (α)[Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1]
Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

− Γ (α)Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)α+β+σ1+σ2−2

[Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1]Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

(4.9)

et
∆2 =

Γ (β)[Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1]
Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

− Γ (β)Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−2

[Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1]Γ (β+σ1)Γ (α+σ2)
.

(4.10)

Preuve.

Grâce aux lemmes 4.2.1 et 4.2.2, le problème (4.1) est équivalent au système suivant :






























u (t) = Iαϕ (t)− c1 (log t)α−1 − c2 (log t)α−2

et

v (t) = Iβψ (t)− d1 (log t)β−1 − d2 (log t)β−2 ,

(4.11)

où c1, c2, d1 et d2 ∈ R. D’après les conditions u (1) = 0 et v (1) = 0 on a c2 = d2 = 0.

Et par le lemme 4.2.3, on obtient

c1 =
1
∆1

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

[Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1]Γ (β+σ1)

�

Iβ+σ2ψ (T )− Iβ−σ2ψ (T )

−Iα+σ2ϕ (ξ)] +Iα+σ1ϕ (T )− Iα−σ1ϕ (T )− Iβ+σ1ψ (ξ)
	

(4.12)

et

d1 =
1
∆2

n

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

[Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1]Γ (α+σ2)
[Iα+σ1ϕ (T )− Iα−σ1ϕ (T )

−Iβ+σ1ψ (ξ)
�

+Iβ+σ2ψ (T )− Iβ−σ2ψ (T )− Iα+σ2ϕ (ξ)
	

.

(4.13)

Substituant les constantes c1, d1, c2 et d2 dans (4.11) , on obtient (4.7) et (4.8) .

D’où le lemme 4.2.4 est démontré.

Maintenant, on introduit l’espace suivant :

X = {u | u ∈ C ([1, T] ,R) et Dqu ∈ C ([1, T] ,R)}
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l’espace de Banach des fonctions continues u et Dqu de [1, T] dans R muni de la norme

‖.‖ , telle que ‖u‖X = max
t∈[1,T]

|u (t)| +max
t∈[1,T]

|Dqu (t)| , où 0< q < α.

De la même façon, on peut définir l’espace de Banach suivant :

Y = {v | v ∈ C ([1, T] ,R) et Dpv ∈ C ([1, T] ,R) }

qui sera muni de la norme ‖.‖ , telle que ‖v‖Y = max
t∈[1,T]

|v (t)|+ max
t∈[1,T]

|Dpv (t)| .

Alors, pour tout (x , y) ∈ X Y ; (X Y est le produit cartésien des espaces X et Y) tel que

XY=
�

(x , y) : (x , y) ∈ [C ([1, T] ,R)]2 et ‖(x , y)‖X Y = ‖x‖X + ‖y‖Y

	

où
�

X Y,‖(x , y)‖X Y

�

est un espace de Banach.

On a aussi besoin de définir la boule

BR =
�

(u, v) ∈ [C ([1, T] ,R)]2 : ‖(u, v)‖X Y = ‖u‖X + ‖v‖Y ≤ R
	

.

On introduit les quantités suivantes :

γ1 =
1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)Γ (α+σ2+1)

+ (log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

��

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ (log T )α

Γ (α+1) +
(log T )α−q

Γ (α−q+1) ,

(4.14)

γ2 =
1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1)

+ (log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

��

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

,

(4.15)

γ3 =
1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1)

+ (log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

��

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

,

(4.16)
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γ4 =
1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)

+ (log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

��

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β

Γ (β+1) +
(log T )β−p

Γ (β−p+1)

(4.17)

et
γ0 =min

�

1−
�

m1 (γ1 + γ3) + (n1 + n3)
�

γ2 + γ4

��

,

1−
�

(m2 +m3) (γ1 + γ3) + n2

�

γ2 + γ4

��	

(4.18)

telles que mi, ni ≥ 0, i = 1,2, 3.

On impose les hypothèses suivantes

(H1) : Les fonctions f , g : [1, T]R3→ R sont continues.

(H2) : Il existe deux réels positifs K1 et K2, tels que :

| f (t, u (t) , v (t) , Dpv (t))| ≤ K1, |g (t, u (t) , v (t) , Dqu (t))| ≤ K2 (4.19)

pour tout (u, v) ∈ BR.

(H3) : Il existe des réels positifs m0, n0 > 0 et mi, ni ≥ 0 i = 1, 2,3

tels que, pour tout t ∈ [1, T] et (x1, x2, x3) ∈ R3, on a

| f (t, x1, x2, x3)| ≤ m0 +
3
∑

i=1

mi |x i| , |g (t, x1, x2, x3)| ≤ n0 +
3
∑

i=1

ni |x i| . (4.20)

(H4) : Il existe deux fonctions positives a ∈ L
1
σ ([1, T] ,R+) ,σ ∈ (0, 1)

et b ∈ L
1
ρ ([1, T] ,R+) ,ρ ∈ (0,1), telles que :

| f (t, x1, x2, x3)− f (t, y1, y2, y3)| ≤ a (t)
3
∑

i=1

|x i − yi| (4.21)

et

|g (t, x1, x2, x3)− g (t, y1, y2, y3)| ≤ b (t)
3
∑

i=1

|x i − yi| (4.22)

Thèse de Doctorat en Mathématiques 66 UMAB



Premier Résultat : Existence de
Solutions

Chapitre 4. Systèmes Différentiels
de Type Hadamard

avec x i, yi ∈ R, i = 1,2, 3.

4.3 Premier Résultat : Existence de Solutions

On définit l’opérateur A : X Y → X Y par :

A(u, v) (t) := (A1 (u, v) (t) , A2 (u, v) (t)) , t ∈ [1, T] (4.23)

tel que, pour tout t ∈ [1, T]

A1 (u, v) (t)

=
∫ t

1
(log t

s )
α−1

Γ (α)
f (s,u(s),v(s),Dp v(s))

s ds− (log t)α−1

∆1

¦

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)
Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
− (log T

s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

g(t,u(t),v(t),Dqu(t))
s ds

−
∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
f (s,u(s),v(s),Dp v(s))

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
− (log T

s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

f (s,u(s),v(s),Dp v(s))
s ds

−
∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
g(t,u(t),v(t),Dqu(t))

s ds
ª

(4.24)

et

A2 (u, v) (t)

=
∫ t

1
(log t

s )
β−1

Γ (β)
g(t,u(t),v(t),Dqu(t))

s ds− (log t)β−1

∆2

n

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

[Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1]

(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
− (log T

s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

f (s,u(s),v(s),Dp v(s))
s ds

−
∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
g(t,u(t),v(t),Dqu(t))

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
− (log T

s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

g(t,u(t),v(t),Dqu(t))
s ds

−
∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
f (s,u(s),v(s),Dp v(s))

s ds
ª

.

(4.25)
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4.3.1 Conditions Suffisantes d’Existence

Théorème 4.3.1: [14]

Soient ∆1 6= 0 et ∆2 6= 0. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont vérifiées. Si

m1 (γ1 + γ3) + (n1 + n3)
�

γ2 + γ4

�

< 1 et (m2 +m3) (γ1 + γ3) + n2

�

γ2 + γ4

�

< 1, (4.26)

alors le systéme (4.1) admet au moins une solution sur [1, T] .

Preuve.

Tout d’abord, on montre que l’opérateur A est complètement continu. (Notez que par (H1) im-

plique l’operateur A est continu). On procède en trois étapes :

Etape 1

Soit (u, v) ∈ BR. Donc par (H2), on peut écrire

|A1 (u, v) (t)|

≤ sup
t∈[1,T]

∫ t

1
(log t

s )
α−1

Γ (α)
| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|

s ds

+ sup
t∈[1,T]

(log t)α−1

|∆1|

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
+ (

log T
s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

|g(t,u(t),v(t),Dqu(t))|
s ds

+
∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
+ (

log T
s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|
s ds

+
∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
|g(t,u(t),v(t),Dqu(t))|

s ds
ª

(4.27)
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≤ K1

§

∫ T

1
(log T

s )
α−1

Γ (α)
ds
s +

(log T )α−1

|∆1|

h�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
ds
s

�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
+ (

log T
s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

ds
s

�ª

+K2(log T )α−1

|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
+ (

log T
s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

ds
s +

∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
ds
s

�

≤ K1

n

(log T )α

Γ (α+1) +
(log T )α−1

|∆1|

h�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−1

Γ (β+σ1)Γ (α+σ2+1)

�

+ (log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�©

+K2(log T )α−1

|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

�

.

Avec les mêmes arguments et d’après le lemme 4.2.3, on obtient

|DqA1 (u, v) (t)|

≤ K1

n

(log T )α−q

Γ (α−q+1) +
Γ (α)(log T )α−q−1

|∆1|Γ (α−q)

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−1

Γ (β+σ1)Γ (α+σ2+1) +
(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�©

+K2
Γ (α)(log T )α−q−1

|∆1|Γ (α−q)

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

�

.

(4.28)

Par conséquent, cela implique

‖A1 (u, v)‖X

= sup
t∈[1,T]

|A1 (u, v) (t)|+ sup
t∈[1,T]

|DqA1 (u, v) (t)|

≤ K1

n

1
|∆1|

�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (α+σ2+1)Γ (β+σ1)
+ (log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1)

(4.29)
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+ (log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

��

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ (log T )α

Γ (α+1) +
(log T )α−q

Γ (α−q+1)

©

+ K2
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1)

+ (log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

��

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

<∞.

D’autre part, on voit que

|A2 (u, v) (t)|

≤ K1
(log T )β−1

|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1)

+ (log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

�

+ K2

¦

(log T )β

Γ (β+1) +
(log T )β−1

|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)
+ (log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�©

(4.30)

et

|DpA2 (u, v) (t)|

≤ K1
Γ (β)(log T )β−p−1

|∆2|Γ (β−p)

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1)

+ (log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

�

+ K2

¦

(log T )β−p

Γ (β−p+1) +
Γ (β)(log T )β−p−1

|∆2|Γ (β−p)

�

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)
+ (log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�©

.

(4.31)

D’où, on peut écrire

‖A2 (u, v)‖Y

≤ K1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1)

+ (log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

��

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+K2

n

1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)

(4.32)
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+ (log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

��

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β

Γ (β+1) +
(log T )β−p

Γ (β−p+1)

©

<∞

et par conséquent, on a

‖A(u, v)‖X Y

≤ K1

n

1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)Γ (α+σ2+1)(log T )β−σ2−1|Γ (α+σ2+1)Γ (β+σ1)

+ (log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

��

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ (log T )α

Γ (α+1) +
(log T )α−q

Γ (α−q+1)

+ 1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

� �

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�©

+K2

n

1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

��

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ 1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)
+ (log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1)

+ (log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

��

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β

Γ (β+1) +
(log T )β−p

Γ (β−p+1)

©

≤ (γ1 + γ3)K1 +
�

γ2 + γ4

�

K2 <∞.

(4.33)

Cela montre que l’opérateur A est uniformément borné.

Etape 2

Ensuite, on prouve que A est équi-continu. Soient t1, t2 ∈ [1, T] (t1 < t2) et (u, v) ∈ BR. Alors,
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on a

|A1 (u, v) (t2)− A1 (u, v) (t1)|

≤
∫ t1

1
(log

t1
s )

α−1
−(log

t2
s )

α−1

Γ (α)
| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|

s ds+
∫ t2

t1

(log
t2
s )

α−1

Γ (α)
| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|

s ds

+ (log t2)
α−1−(log t1)

α−1

|∆1|

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
+ (

log T
s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

|g(t,u(t),v(t),Dqu(t))|
s ds

(4.34)

+
∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
+ (

log T
s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

| f (s,u(s),v(s),Dp v(s))|
s ds

+
∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
|g(t,u(t),v(t),Dqu(t))|

s ds
ª

≤ K1
Γ (α+1) [(log t2)

α − (log t1)
α] + (log t2)

α−1−(log t1)
α−1

|∆1|

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

K2

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+K1
(log ξs )

α+σ2

Γ (α+σ2+1)

�

+K1

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ K2
(logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

©

et

|DqA1 (u, v) (t2)− DqA1 (u, v) (t1)|

≤ K1
Γ (α−q+1)

�

(log t2)
α−q − (log t1)

α−q
�

+
Γ (α)[(log t2)

α−q−1−(log t1)
α−q−1]

|∆1|Γ (α−q)

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

K2

�

(log T )β+σ2−1

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+K1
(log ξs )

α+σ2

Γ (α+σ2+1)

�

+K1

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ K2
(logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

©

.

(4.35)
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Avec les mêmes arguments que précédemment, on peut écrire

|A2 (u, v) (t2)− A2 (u, v) (t1)|

≤ K2
Γ (β+1)

�

(log t2)
β − (log t1)

β
�

+ (log t2)
β−1−(log t1)

β−1

|∆2|

¦

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)
Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1

(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

K1

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ K2
(logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

�

+ K2

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ K1
(logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

©

(4.36)

et
|DpA2 (u, v) (t2)− DpA2 (u, v) (t1)|

≤ K2
Γ (β−p+1)

�

(log t2)
β−p − (log t1)

β−p
�

+
Γ (β)[(log t2)

β−p−1−(log t1)
β−p−1]

|∆2|Γ (β−p)

(4.37)

¦

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1Γ (α+σ2)

�

K1

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+K2
(logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

�

+ K2

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ K1
(logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

©

.

D’où les second membres de (4.34), (4.35), (4.36) et (4.37) tendent vers zero lorsque t1 → t2

indépendamment de (u, v) ∈ BR. Alors, en utilisant les étapes 1,2 et par le théorème d’Arzela-

Ascoli, on conclut que l’opéreteur A est complètement continu.

Etape 3

Il nous reste à démontrer que l’ensemble défini par :

b (S) = {(u, v) ∈ X Y | (u, v) = λS (u, v) , 0< λ < 1} (4.38)

est borné.

Soit (u, v) ∈ b (S) , (u, v) = λA(u, v) . Pour tout t ∈ [1, T] , en utilisant (H3) , on a

u (t) = λA1 (u, v) (t) , v (t) = λA2 (u, v) (t)
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alors,

|u (t)|

≤ λ (m0 +m1 |u (t)|+m2 |v (t)|+m3 |Dpv (t)|)
¦

(log T )α

Γ (α+1) +
(log T )α−1

|∆1|

h

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1) +
Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)Γ (α+σ2+1)

io

+λ [n0 + n1 |u (t)|+ n2 |v (t)|+ n3 |Dqu (t)|] (log T )α−1

|∆1|

¦

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)
Γ (β+σ1)

(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|
�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

o

(4.39)

et

|Dqu (t)|

≤ λ (m0 +m1 |u (t)|+m2 |v (t)|+m3 |Dpv (t)|)
¦

(log T )α−q

Γ (α−q+1) +
Γ (α)(log T )α−q−1

|∆1|Γ (α−q)

�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1)

+ (log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1) +
Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)Γ (α+σ2+1)

io

+λ [n0 + n1 |u|+ n2 |v|+ n3 |Dqu|] Γ (α)(log T )α−q−1

|∆1|Γ (α−q)

�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)
Γ (β+σ1)

(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|
�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1)

�

+ (logξ)β+σ1

Γ (β+σ1+1)

i

.

(4.40)

On a, aussi

|v (t)|

≤ λ (m0 +m1 |u (t)|+m2 |v (t)|+m3 |Dpv (t)|) (log T )β−1

|∆2|

�

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)
Γ (α+σ2)

(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|
�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

�

+λ (n0 + n1 |u (t)|+ n2 |v (t)|+ n3 |Dqu (t)|)
¦

(log T )β

Γ (β+1)

+ (log T )β−1

|∆2|

h

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1) +
(log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1) +
Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)

�©

,

(4.41)
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|Dpv (t)|

≤ λ (m0 +m1 |u|+m2 |v|+m3 |Dpv|) Γ (β)(log T )β−p−1

|∆2|Γ (β−p)

�

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)
Γ (α+σ2)

(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|
�

(log T )α+σ1

Γ (α+σ1+1) +
(log T )α−σ1

Γ (α−σ1+1)

�

+ (logξ)α+σ2

Γ (α+σ2+1)

�

+λ (n0 + n1 |u|+ n2 |v|+ n3 |Dqu|)
¦

(log T )β−p

Γ (β−p+1) +
Γ (β)(log T )β−p−1

|∆2|Γ (β−p)

�

(log T )β+σ2

Γ (β+σ2+1)

+ (log T )β−σ2

Γ (β−σ2+1) +
Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+β+σ1+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|Γ (α+σ2)Γ (β+σ1+1)

�o

.

(4.42)

Cela, implique

A‖u‖X = sup
t∈[1,T]

|u (t)|+ sup
t∈[1,T]

|Dqu (t)|

≤ λ (m0γ1 + ||u||X [m1γ1 + (n1 + n3)γ2] + n0γ2 + ||v||Y [(m2 +m3)γ1 + n2γ2])

≤ m0γ1 + ||u||X [m1γ1 + (n1 + n3)γ2] + n0γ2 + ||v||Y [(m2 +m3)γ1 + n2γ2]

(4.43)

et

||v||Y = sup
t∈[1,T]

|v (t)|+ sup
t∈[1,T]

|Dpv (t)|

≤ λ
�

m0γ3 + ||u||X
�

m1γ3 + (n1 + n3)γ4

�

+ n0γ4 + ||v||Y
�

(m2 +m3)γ3 + n2γ4

��

≤ m0γ3 + ||u||X
�

m1γ3 + (n1 + n3)γ4

�

+ n0γ4 + ||v||Y
�

(m2 +m3)γ3 + n2γ4

�

.

(4.44)

Par conséquent, on obtient

γ0 (||u||X + ||v||Y )≤ ||u||X
�

1−
�

m1 (γ1 + γ3) + (n1 + n3)
�

γ2 + γ4

� �	

+ ||v||Y
�

1−
�

(m2 +m3) (γ1 + γ3) + n2

�

γ2 + γ4

��	

≤ m0 (γ1 + γ3) + n0

�

γ2 + γ4

�

(4.45)

avec γ0 est définie par (4.18) . Ainsi,

‖(u, v)‖X Y ≤
(γ1+γ3)m0+(γ2+γ4)n0

γ0
<∞. (4.46)
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On conclut par le théorème de Leray-Shauder que l’opérateur A admet au moins un point fixe

qui est une solution du système (4.1).

4.4 Deuxième Résultat : Existence d’une Solution Unique

Maintenant, on considère les quantités suivantes :

∇1 =
1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|
(logξ)α+β+σ1+σ2−σ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σ

+ (log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ
+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σi

�

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ (log T )α−σ

Γ (α)

�

1−σ
α−σ

�1−σ
+ (log T )α−q−σ

Γ (α−q)

�

1−σ
α−q−σ

�1−σ

+ 1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|
(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ

+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ�

+ (logξ)α+σ2−σ

Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σi

�

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

(4.47)

et

∇2 =
1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2−ρ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ

+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ�

+ (logξ)β+σ1−ρ

Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρi

�

(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ 1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|
(logξ)α+β+σ1+σ2−ρ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρ

+ (log T )β+σ2−σ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρi

�

(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β−ρ

Γ (β)

�

1−ρ
β−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−p−ρ

Γ (β−p)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ
.

(4.48)
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En utilisant le principe de contraction de Banach associée à l’inégalité de Hölder, on donne le

résultat suivant :

4.4.1 Conditions Suffisantes

On démontre le théorème suivant

Théorème 4.4.1: [14]

Soient ∆1 6= 0 et ∆2 6= 0. Supposons que (H1) et (H4) sont vérifiées. Si

‖a‖∇1 + ‖b‖∇2 ≤ 1 (4.49)

avec ‖a‖ =
�

∫ T

1
|a (s)|

1
σ ds

�σ

et ‖b‖ =
�

∫ T

1
|b (s)|

1
ρ ds

�ρ

, alors le système couplé (4.1) a

une solution unique définie sur [1, T].

Preuve.

Soient (ui, vi) ∈ X Y, (i = 1,2) et t ∈ [1, T]. De (H1) et (H4) , on a

|A1 (u1, v1) (t)− A1 (u2, v2) (t)|

≤ sup
t∈[1,T]

∫ t

1
(log t

s )
α−1

Γ (α)
a(s)(|u1(s)−u2(s)|+|v1(s)−v2(s)|+|Dp v1(s)−Dp v2(s)|)

s ds

+ sup
t∈[1,T]

(log t)α−1

|∆1|

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|
(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

�

∫ T

1

�

(log T
s )
β+σ2−1

Γ (β+σ2)
+ (

log T
s )
β−σ2−1

Γ (β−σ2)

�

b(s)(|u1(s)−u2(s)|+|v1(s)−v2(s)|+|Dqu1(s)−Dqu2(s)|)
s ds

+
∫ ξ

1
(log ξs )

α+σ2−1

Γ (α+σ2)
a(s)(|u1(s)−u2(s)|+|v1(s)−v2(s)|+|Dp v1(s)−Dp v2(s)|)

s ds
�

+
∫ T

1

�

(log T
s )
α+σ1−1

Γ (α+σ1)
+ (

log T
s )
α−σ1−1

Γ (α−σ1)

�

a(s)(|u1(s)−u2(s)|+|v1(s)−v2(s)|+|Dp v1(s)−Dp v2(s)|)
s ds

+
∫ ξ

1
(log ξs )

β+σ1−1

Γ (β+σ1)
b(s)(|u1(s)−u2(s)|+|v1(s)−v2(s)|+|Dqu1(s)−Dqu2(s)|)

s ds
ª

.

(4.50)
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Par l’inégalité de Hölder, on trouve

|A1 (u1, v1) (t)− A1 (u2, v2) (t)|

≤ sup
t∈[1,T]

(|u1 (t)− u2 (t)|+ |v1 (t)− v2 (t)|+ |Dpv1 (t)− Dpv2 (t)|)

§

1
Γ (α)

�

∫ T

1

�

log T
s

�
α−1
1−σ ds

s

�1−σ �
∫ T

1
|a (s)|

1
σ ds

�σ

+ (log T )α−1

|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|
(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

1
Γ (α+σ2)

�

∫ ξ

1

�

log ξs
�

α+σ2−1
1−σ ds

s

�1−σ
�

∫ T

1
|a (s)|

1
σ ds

�σ

+

�

1
Γ (α+σ1)

�

∫ T

1

�

log T
s

�

α+σ1−1
1−σ ds

s

�1−σ

+ 1
Γ (α−σ1)

�

∫ T

1

�

log T
s

�

α−σ1−1
1−σ ds

s

�1−σ�

�

∫ T

1
|a (s)|

1
σ ds

�σ�©

+ sup
t∈[1,T]

(|u1 (t)− u2 (t)|+ |v1 (t)− v2 (t)|+ |Dqu1 (t)− Dqu2 (t)|)

(log T )α−1

|∆1|

n

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

1
Γ (β+σ2)

�

∫ T

1

�

log T
s

�

β+σ2−1
1−ρ ds

s

�1−ρ

+ 1
Γ (β−σ2)

�

∫ T

1

�

log T
s

�

β−σ2−1
1−ρ ds

s

�1−ρ�
�

∫ T

1
|b (s)|

1
ρ ds

�ρ

+ 1
Γ (β+σ1)

�

∫ ξ

1

�

log ξs
�

β+σ1−1
1−ρ ds

s

�1−ρ
�

∫ T

1
|b (s)|

1
ρ ds

�ρ

«

≤ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖a‖
¦

1
Γ (α)

�

1−σ
α−σ

�1−σ
(log T )α−σ

+ (log T )α−1

|∆1|

h�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|
(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

(4.51)
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1
Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σ
(logξ)α+σ2−σ

�

+ (log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ

+ 1
Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ
(log T )α−σ1−σ

io

+ ‖b‖(‖u1−u2‖+‖v1−v2‖)(log T )α−1

|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

�

1
Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
(log T )β+σ2−ρ

+ 1
Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ
(log T )β−σ2−ρ

�

+ (logξ)β+σ1−ρ

Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρi

.

On a aussi

|DqA1 (u1, v1) (t)− DqA1 (u2, v2) (t)|

≤ ‖a‖ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)
h

1
Γ (α−q)

�

1−σ
α−q−σ

�1−σ
(log T )α−q−σ

+ Γ (α)(log T )α−q−1

|∆1|Γ (α−q)

�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

1
Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σ
(logξ)α+σ2−σ

�

+ (log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ

+ 1
Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ
(log T )α−σ1−σ

i

+‖b‖ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)
Γ (α)(log T )α−q−1

|∆1|Γ (α−q)

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)(logξ)β+σ1−1

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2−ρ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ�

+ 1
Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρ
(logξ)β+σ1−ρ

i

.

(4.52)
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Par conséquent,

||A1 (u1, v1)− A1 (u2, v2)||X

≤ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖a‖
n

1
|∆1|

h�

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−σ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σ�

+ (log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ

+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σi�
(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ (log T )α−σ

Γ (α)

�

1−σ
α−σ

�1−σ

+ (log T )α−q−σ

Γ (α−q)

�

1−σ
α−q−σ

�1−σo

+(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)
‖b‖
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2−ρ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ�

+ (logξ)β+σ1−ρ

Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρi�
(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

.

(4.53)

Donc,

|A2 (u1, v1) (t)− A2 (u2, v2) (t)|

≤ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)
‖a‖
|∆2|

h�

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ
+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ�

+ (logξ)α+σ2−σ

Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σi�
(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖b‖
n

1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−ρ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρ�

+ (log T )β+σ2−ρ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ

+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρi�
(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β−ρ

Γ (β)

�

1−ρ
β−ρ

�1−ρ

+ (log T )β−p−ρ

Γ (β−p)

�

1−ρ
β−p−ρ

�1−ρo

(4.54)
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et

|DpA2 (u1, v1) (t)− DpA2 (u2, v2) (t)|

≤ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)
‖a‖Γ (β)(log T )β−p−1

|∆2|Γ (β−p)

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

1
Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ
(log T )α+σ1−σ + (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ�

+ 1
Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σ
(logξ)α+σ2−σ

i

+(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖b‖
h

1
Γ (β−p)

�

1−ρ
β−p−ρ

�1−ρ
(log T )β−p−ρ

+ Γ (β)(log T )β−p−1

|∆2|Γ (β−p)

�

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

�

1
Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρ
(logξ)β+σ2−ρ

�

+ 1
Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
(log T )β+σ2−ρ

+ 1
Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ
(log T )α−σ1−σ

i

.

(4.55)

Par conséquent,

||A2 (u1, v1)− A2 (u2, v2)||Y

≤ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)
‖a‖
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ
+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ�

+ (logξ)α+σ2−σ

Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σi�
(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖b‖
n

1
|∆2|

h�

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)(logξ)α+σ2−1

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−ρ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρ�

+ (log T )β+σ2−σ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ

(4.56)

+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρi�
(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β−ρ

Γ (β)

�

1−ρ
β−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−p−ρ

Γ (β−p)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρo

.
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D’où,

||A(u1, v1)− A(u2, v2)||X Y

≤ (‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖a‖
n

1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)α+β+σ1+σ2−σ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σ�

+ (log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ

+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σi�
(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ (log T )α−σ

Γ (α)

�

1−σ
α−σ

�1−σ

+ (log T )α−q−σ

Γ (α−q)

�

1−σ
α−q−σ

�1−σ
+ 1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|
(logξ)α+σ2−1

Γ (α+σ2)

�

(log T )α+σ1−σ

Γ (α+σ1)

�

1−σ
α+σ1−σ

�1−σ
+ (log T )α−σ1−σ

Γ (α−σ1)

�

1−σ
α−σ1−σ

�1−σ�

+ (logξ)α+σ2−σ

Γ (α+σ2)

�

1−σ
α+σ2−σ

�1−σi�
(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�
o

+(‖u1 − u2‖+ ‖v1 − v2‖)‖b‖
n

1
|∆1|

h

Γ (β+σ2)Γ (β−σ2)

|Γ (β−σ2)(log T )β+σ2−1−Γ (β+σ2)(log T )β−σ2−1|

(logξ)β+σ1−1

Γ (β+σ1)

�

(log T )β+σ2−ρ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρ�

+ (logξ)β+σ1−ρ

Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρi�
(log T )α−1 + Γ (α)(log T )α−q−1

Γ (α−q)

�

+ 1
|∆2|

h

Γ (α+σ1)Γ (α−σ1)

|Γ (α−σ1)(log T )α+σ1−1−Γ (α+σ1)(log T )α−σ1−1|
(logξ)α+β+σ1+σ2−ρ−1

Γ (α+σ2)Γ (β+σ1)

�

1−ρ
β+σ1−ρ

�1−ρ

+ (log T )β+σ2−σ

Γ (β+σ2)

�

1−ρ
β+σ2−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−σ2−ρ

Γ (β−σ2)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρi�
(log T )β−1 + Γ (β)(log T )β−p−1

Γ (β−p)

�

+ (log T )β−ρ

Γ (β)

�

1−ρ
β−ρ

�1−ρ
+ (log T )β−p−ρ

Γ (β−p)

�

1−ρ
β−σ2−ρ

�1−ρo

.

(4.57)

En tenant compte de (4.49), on obtient

||A(u1, v1)− A(u2, v2)||X Y ≤ ‖u1 − u2‖X + ‖v1 − v2‖Y . (4.58)

Donc A est une application contractante. Le système (4.1) admet un point fixe unique.
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Chapitre 4. Systèmes Différentiels
de Type Hadamard

Exemple 1

Considérons le système non linéaires de type Hadamard



















































D
5
3 u (t) = u(t)

44et − v(t)
50t3 +

D
4
3 v(t)

33et2+1 + log (t + 1) , t ∈ [1, e]

D
3
2 v (t) = u(t)

35πt3 +
v(t)

20e2
p

t2+1
+ D

4
3 u(t)

41et2−1 + t, t ∈ [1, e] ,

u (1) = 0, D
1
2 u (e) = I

1
2
�

u (e)− v
�

3
2

��

,

v (1) = 0, D
1
2 v (e) = I

1
2
�

v (e)− u
�

3
2

��

(4.59)

où α= 5
3 ,β = 3

2 ,σ1 = σ2 =
1
2 , p = q = 4

3 , f (t, u (t) , v (t) , Dpv (t)) = u(t)
44et − v(t)

50t3

+ D
4
3 v(t)

33et2+1 + log (t + 1) , g (t, u (t) , v (t) , Dqu (t)) = u(t)
35πt3 +

v(t)
20e2

p
t2+1

D
4
3 u(t)

41et2−1 + t,

telles que : | f (t, u1, u2, u3)| ≤ m0 +
3
∑

i=1
mi |ui| , |g (t, u1, u2, u3)| ≤ n0 +

3
∑

i=1
ni |ui|

avec m0 = 1.313 3, m1 = 8. 360910−3, m2 = 0.02, m3 = 4.101 110−3, n0 = e

n1 = 9. 094610−3, n2 = 4.784 810−3, n3 = 0.02439. On constate que

γ1 = 2. 1571,γ2 = 5. 5533,γ3 = 3. 592910−5,γ4 = 3.292 7.

On voie que

m1 (γ1 + γ3) + (n1 + n3)
�

γ2 + γ4

�

= 0.31424< 1

et

(m2 +m3) (γ1 + γ3) + n2

�

γ2 + γ4

�

= 9.431 610−2 < 1.

D’après le théorème 4.3.1, le problèm (4.59) admet au moins une solution sur [1, e] .
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Chapitre 4. Systèmes Différentiels
de Type Hadamard

Exemple 2

Considérons le système différentiel suivant :



















































D
p

5e
2 u (t) = 1

61et

�u(t)
et +

v(t)
t+1 + D

π
6 v (t)

�

+ t, t ∈ [1, e]

D
(e+1)2

7 v (t) = t
51e

�

u(t)
t−4 +

v(t)
2t +

D
e
π u(t)
e+1

�

− 3t, t ∈ [1, e] ,

u (1) = 0, D
1
2 u (e) = I

1
2
�

u (e)− v
�p

e
��

,

v (1) = 0, D
p

e−1
2 v (e) = I

p
e−1
2
�

v (e)− u
�p

e
��

(4.60)

on a, α=
p

5e
2 ,β = (e+1)2

7 ,σ1 =
1
2 ,σ2 =

p
e−1
2 , p = π

6 , q = e
π ,ξ=

p
e,δ = e

3 ,ρ = 3
4

et f (t, u (t) , v (t) , Dpv (t)) = 1
61et

�u(t)
et +

v(t)
t+1 + D

eπ
6 v (t)

�

+ t,

g (t, u (t) , v (t) , Dqu (t)) = t
51e

�

u(t)
t−4 +

v(t)
2t +

D
2e
π u(t)
e+1

�

− 3t

on a | f (t, u1, u2, u3)− f (t, v1, v2, v3)| ≤ a (t)
3
∑

i=1
|ui − vi| ,

|g (t, u1, u2, u3)− g (t, v1, v2, v3)| ≤ b (t)
3
∑

i=1
|ui − vi| , telles que : a (t) = 1

61et , b (t) = t
51e

avec ∆1 = −0.11100,∆2 = −0.18790, ∇1 = 51.197. 73, ∇2 = 26.51

et ‖a‖=
�

∫ e

1
|a (s)|

1
δ ds

�δ

= 4. 759510−3,‖b‖=
�

∫ e

1
|b (s)|

1
ρ ds

�ρ

= 2.036 810−2.

Par conséquent,

‖a‖∇1 + ‖b‖∇2 = 0.717 84≤ 1.

Toutes les conditions du théorème 4.4.1 sont vérifies. Cela nous permet de conclure que le

système (4.60) admet une solution unique sur [1, e].

Conclusion et Perspectives

L’objectif de cette thèse est la généralisation des inégalités intégrales d’ordres non entier et

l’étude d’un système des équations différentielles d’ordre arbitraires au sens de Hadamard.

On a donné quelques résultats sur la généralisation des opérateurs intégraux fractionnaires,

on a démontré aussi certaines propriétés telles que : semi-groupe et la commutativité pour les

classes suivantes : l’intégrale fractionnaire mixte de type Hadamard, l’opérateur mixte k−fractionnaire

et les intégrales mixtes s et (k, s)−fractionnaires de type Hadamard par rapport à une fonction h

croissante et positive sur (a, b]. On a également généralisé certaines classes d’inégalités intégrales

classiques de type Chebyshev avec poids par les opérateurs fractionnaires de Riemann Liouville.

Ces résultats se sont les généralités des travaux de Awan Pecaric et Rehmen de 2015.
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On a appliqué les inégalités fractionnaires pour étudier une classe de système couplé d’ordre

arbitraire, et en particulier : fournir une réponse à la question d’existence et d’unicité de la solution

d’équations différentielles fractionnaires avec des conditions aux limites au sens de Hadamard.

En effet, après avoir donné la représentation du problème, on a établit des conditions suffisantes

assurant l’existence et l’unicité de solution du système considéré.

A l’issue de cette petite contribution dans le calcul fractionnaire, des perspectives sont ou-

vertes : A l’aide de ces nouveaux intégrales, on peut étudier et présenter des nouvelles estimations

pour les variables aléatoires continues avec fonctions de densité à plusieurs variables. On peut

aussi envisager la question d’existence et d’unicité pour pas mal de classe d’équations fractionaires

de type Hadamrd. Voilà donc queleques chemins à suivre.
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