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Avant-propos

Ce cours d'¢lectromagnétisme est destiné aux €tudiants qui préparent, une licence dans
le domaine des Sciences de la Matiere « SM ». Cette matiere enseignée en deuxieme année

Licence physique LMD (L2-S4).

Electromagnétisme est une des grandes branches de la physique dont le domaine
d'application est considérable. Vu que c’est un champ trés vaste j’ai préféré la méthode de

simplifier le cours le plus possible en me basant surtout sur les notions qui sont treés simples.
Ce polycopié est structuré en trois chapitres.

Dans le cadre du premier chapitre, nous allons rapporter quelques notions de bases, liées
au calcul vectoriel qui sont nécessaires pour chaque étudiant pour entamer le cours de

I’¢électromagnétisme

Le deuxiéme chapitre est consacré aux lois fondamentales de 1'électromagnétisme qui
sont décrites par les équations de Maxwell. L’objectif de ce chapitre est de rappeler les lois de
I’¢lectrostatique et de la magnétostatique puis le passage en régime variable afin d’établir les

équations de Maxwell.

Le troisiéme chapitre traite la propagation des ondes électromagnétiques. Le champ
¢lectromagnétique décrit par la théorie de Maxwell présente, quelle que soit son origine, une

série de propriétés caractéristiques qu'il importe de mettre en évidence.

Toutefois, dans ce polycopié, quelques exercices résolus dont plusieurs livres font

référence, sont introduit apreés chaque chapitre.

Les calculs de ce travail ont été effectués en utilisant Maple ™
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CHAPITRE I :

CALCUL VECTORIEL ET OUTILS MATHEMATIQUES

Chapitre 1

-
-

Ny
o e .

lois

divergence, le rotationnel et Laplacien au moins en cordonnées

cartésiennes.

Green-Ostrogradsky) et le Théoréme de Stokes.

ET OUTILS
— . MATHEMATIOUES

CALCUL VECTORIEL

e
N La physique étudie les phénomenes et exprime leur description a
travers les relations mathématiques entre les grandeurs physiques. Les
quantités impliquées ont des caractéristiques différentes, certaines peuvent
étre représentées par des scalaires et d'autres sont des quantités orientées qui

sont représentées par des vecteurs.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les ¢éléments du calcul vectoriel
nécessaires pour pouvoir exprimer et mieux comprendre les lois de
I'¢lectromagnétisme, nous traitons des grandeurs scalaires telles que la
charge électrique et le courant et des grandeurs vectorielles telles que le

champ électrique ou magnétique.

Ce chapitre ne sert que de résumé des ¢éléments de calcul vectoriel utilisés
tout au long de ce cours. Par conséquent, il ne prétend pas un
développement rigoureux de l'ensemble des propriétés, théorémes, etc. qui

sont énonces.

Utilisation des opérateurs vectoriels de base, utilisés dans les

fondamentales de 1’électromagnétisme: le gradient, la

Maitriser le calcul de la circulation et le flux d’un vecteur.

Se familiariser avec le théoréme de la divergence (théoréme de

N
\



CHAPITRE I : CALCUL VECTORIEL ET OUTILS MATHEMATIQUES
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1. REPRESENTATION D’UN POINT DANS L’ESPACE.

2. CIRCULATION ET FLUX D’UN VECTEUR

3. OPERATEURS VECTORIELS

4. THEOREME DE LA DIVERGENCE (THEOREME DE GREEN-
OSTROGRADSKY).

5. THEOREME DE STOKES

1. REPRESENTATION D’UN POINT DANS L’ESPACE :

On se placera toujours dans un repere orthonormé Oxyz, de vecteurs unitaires
. 3 Y . ~ s
(éy,€,,€,). Un point M de R’ en mouvement dans ce référentiel, peut étre repéré a

I’instant t par ses trois coordonnées cartésiennes, X, y, z.
1.1. Coordonnées cartésiennes :

On appelle vecteur position le vecteur OM et on écrit :

7 =0M = xé, +yé, + zé,

avec OM? = x% 4+ y2 + 722

A
z
< M(x,,z)
eA /s
e y
o) e Y >
€y
P

Figure 1.1 : Le systeme de coordonnées cartésiennes
Le déplacement ¢lémentaire dOM du point M entre les instants ¢ et £ + d ¢, n’est rien

d’autre que le vecteur :

dit = dOM = dxé, + dyé, + dzé,
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Ce déplacement ¢lémentaire permet de définir un volume élémentaire :
dt = dxdydz

1.2. Coordonnées cylindriques :

z A
Tz
M, (x.,z)
A />
ol y v
X <p< €o
* -
€p

Figure 1.2 : Le systeme de coordonnées cylindriques

Le point M est parfaitement repéré par sa coordonné z et les coordonnées polaires p,

@ du point P, le projeté¢ de M sur le plan xoy. La base associée est composée des vecteurs
unitaires €,, €, et €,.
Le vecteur position s’écrit alors :
—_—
7 =O0M = pé, + zé,

{xzpcosq)

tel que : y = psing

Le déplacement élémentaire dOM s’écrit :

d# = dOM = dpé, + pdpé, + dzé,

Le volume ¢lémentaire s’écrit alors : dt = pdpdedz.

Remarque :

v Les coordonnées polaires sont un systéme de coordonnées permettant le repérage
de chaque point P dans un plan par rapport a un point fixe O (l'origine) par les deux

coordonnées p et ¢. p est la distance de 1'origine au point P et ¢ est I'angle formé

par le vecteur OP et généralement 1'axe des x.
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z A
z -
ey
o A
e A =
oy Y %
XL s
P

Figure 1.3 : Le systeme de coordonnées sphériques

1.3. Coordonnées sphériques :
Le point M est localisé par le triplet (r,¢,68). Le repére est défini par la base
(é,,€,,8p). La position du point M qui est donnée par :

B

7= 0M = re,
x = rsinf cos @

Telque : y =rsinfsing
z=rcosb

I’expression du déplacement élémentaire devient :
d# = dOM = dré, +rsin0 dpé, + rd6é,
On en déduit alors I’expression du volume élémentaire :

dt = r?sin 8 drdedd

2. CIRCULATION ET FLUX D’UN VECTEUR :

2.1. Définition d’un Champ de vecteurs et d’un champ scalaire :

Le champ d’une grandeur physique U correspond a un espace ou, cette grandeur peut
étre mesurée ou exprimée en tous points. Si U est une grandeur scalaire, on parle de champ
scalaire (champ de température, champ de pression, potentiel €lectrique). Si U peut étre
modélisée par vecteur on parle de champ vectoriel (champ électrique, champ magnétique,

champ des vitesses d’un fluide en écoulement).
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Ty

-

A

(c)
Figure 1.4 : Circulation de E le long du chemin (AB)

Remarque :

v Un champ scalaire ou vectoriel, exprime une particularité locale a chaque point de
I'espace considére.

v" Les champs peuvent dépendre du temps.

v" Un champ est dit uniforme s’il est constant en tout point M du domaine sur lequel il
est défini.

2.2. Circulation d’un vecteur
Soit un champ de vecteurs E (M) et une courbe orientée (c).
La circulation élémentaire de E (M) est donnée par :
dc = E(M) - dl
Avec dl est le déplacement ¢lémentaire.

La circulation de E (M) le long du chemin (4B) est :

Cup = f EM) - dl (1.1)

AB

Sur un chemin fermé la circulation s’écrit :
C = fE(M) -dl (1.2)

Propriétés :

v' La circulation d’une somme de champs est égale la somme des circulations des

champs

LC)ZE(M)-ﬂ: Z<J(C)E(M)-dT>

i
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N
(S D
(c) —

Figure 1.5 : Flux de E a travers une surface ouverte
v’ la circulation sur un chemin fermé (C = gﬁﬁ (M) - di) est nulle seulement si le
Champ dérive d’un potentiel.
v" En coordonnées cartésiennes dC est donnée par : dC = E,dx + E,dy + E,dz,
En coordonnées cylindriques : dC = E,.dr + rEqdf + E,dz
Et en coordonnées sphériques : dC = E.dr + rEgd6 + TE, sin 6 do

2.3. Flux d’un vecteur

Soit un champ de vecteurs E (M)et une surface élémentaire dS.

Le flux élémentaire :
dp =EM)-dS =EM)-N-dS

Le flux a travers une surface ouverte :

¢=jf E(M)-N-ds (1.3)
S

Le vecteur unitaire N, est normal a la surface dS. Son sens est défini par |’orientation
du contour (¢), sur lequel s’appuie la surface S.

Dans le cas d’une surface fermée, il est impossible de définir le contour (c). Par

convention N est orienté de I’intérieur vers 1’extérieur.

Exemple : soit E(M) = f(r)8,. Calculer le flux de E(M) a travers une sphére de

centre O et de rayon r.

¢=ff E(M)-IV-dS=ff F(r)E, N - dS = amr2f(r)
S S
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Caré, et N sont paralléle et f(r) est constant quand on se déplace sur la sphére.

3. OPERATEURS VECTORIELS

3.1. Définition

On appelle opérateur une application linéaire agissant sur un champ scalaire ou un

champ de vecteurs.

3.2. Opérateur nabla

.
L’opérateur nabla est un vecteur noté V/, qui est définit en coordonnées cartésiennes

par:

3.3. Opérateur gradient

Soit une fonction scalaire f dépendant des trois coordonnées x, y, z. La différentielle

df définit I’accroissement de la fonction.

of . 9f of
df = adx +@dy+£d2

Cette différentielle peut étre écrite comme le produit scalaire des vecteurs Aetd?:

dr = dxé, + dyé, + dzé,
Le vecteurs A est appelé gradient de la fonction fet on le note :
Vf = gradf
La différentielle df peut s’écrire alors :
df = (gradf) - d? (1.4)

L’accroissement d f est donc maximum quand d7 a la méme direction que le
gradient. Le gradient d’une fonction f est un vecteur dont la direction pointe vers la

variation maximum de f en fonction des coordonnées d’espace.

10
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Figure 1.6 : Représentation du gradient de la fonction f.

Propriétés :

v" Le gradient transforme un champ scalaire en un champ de vecteurs.

v On appelle surface de niveau S de la fonction f{x,y,z) ’ensemble des point pour les
quels f(x,y,z) = p = Cte.

v" le vecteur Mi) f normal a la surface de niveau.

v" le vecteur gradf est orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.
v~ Circulation d’un gradient :

L f®
G = | _grads-dl=| af = r8) - ()

AB f)
» Elle est égale a la variation de f et ne dépond pas du chemin parcouru.

» Dans le cas d’un parcoure fermé on a :
C AB — 0
Exemple : La figure 1.6 représente le gradient de la fonction: f(x,y) = \/x? + y2 + 1

3.4. Opérateur divergence

La divergence est un opérateur utilisé pour caractériser un champ de vecteurs. La
. = . , .
divergence d'un champ de vecteurs E mesure combien le champ s’étend en un point

donnée. La divergence d’un vecteur E est définie par le produit scalaire de I’opérateur

«nabla » avec ce vecteur. Le résultat est un scalaire :

s o oo Jd | Jd Jd
divE =V -E = (—ex+—ey +£ez)

11
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Exemple : Calculer la divergence du champ de vecteurs : E = xyé, + (y? — Zz)5y +
yzé,
Remarques :

v" Un champ a flux conservatif est un champ dont le flux a travers toute surface fermée

est nul.

v F esta flux conservatif =3 4, E = rotA.

3.5. Opérateur Rotationnel :

Un autre opérateur utilisé pour caractériser un champ de vecteurs est le rotationnel.
Le rotationnel permet de déterminer la position ou le champ tourne autour d’une de ces
sources. Autrement dit, le rotationnel exprime la tendance qu’a un champ a tourner autour
d’un point P. Le rotationnel d’un vecteur E est le résultat du produit vectoriel de

I’opérateur « nabla » et ce vecteur.

—d

TotE =V XE

B 0E, O0E,\ , <6EZ aEx)_, N 0E, O0E,\
rotk = dy 0z " \ox " 9z)% ox  0dy bz

Remarques :

v Si la circulation d’un champ de vecteur est nulle le long de tout contour fermé, on

dit que ce champ est a circulation conservative.

v’ E est a circulation conservative = 7otk = 0 =23 U, E = gradU

3.6. Opérateur Laplacien
L’opérateur Laplacien (noté A) est défini par :

02 0% 02
+

A= 0x? + dy?  0z2

Remarques :

v Laplacien peut s’appliquer a une fonction scalaire: AV = ——+-—+-— =
div(grad(V))

Cet opérateur permet de relier le potentiel a ses sources.

12
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v" 1l peut s’appliquer également a un champ de vecteurs :

e 924 s 924 . 924
© 0x2  dy?  9z2

= grad (div(A)) — Tot(rotd) = AALE, + AAE, + A,
La aussi le Laplacien permet de relier le champ a ses sources.

4. THEOREME DE LA DIVERGENCE (THEOREME DE GREEN-

OSTROGRADSKY) :

Le flux d’un champ de vecteurs a travers une surface fermée est équivalent a

I’intégrale de sa divergence étendue au volume délimité par cette surface fermée :
# EM)-dS = fﬂ divE dt (1.5)
S T
5. THEOREME DE STOKES

La circulation d’un champ de vecteurs sur un contour fermé orienté (c) est équivalent

au flux de son rotationnel a travers toute surface (S) s’appuyant sur ce contour.

f E(M)-di:jf (7otE) - d§ (1.6)
C S

Remarque : Les opérateurs vectoriels présentent un intérét particulier, En effet, ils
permettent d’une part une écriture concise des équations locales (exemple : équations de

Maxwell), et d’autre part, de simplifier les calculs.

13
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Exercices

Exercice 01 :

1. Montrer que le vecteur grad est normal a la surface de niveau.

2. Montrer que le vecteur gradf est orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

3. Calculer grad(r) et grad (%)

4. Calculer div(7) et en déduite que pour un champ coulombien : E= k% on a
r
div(E ) = 0.
1
5. Montrer que : A (;) =0,(r#0).

6. Calculer Tot(7) et rot (r%) et en déduire qu'un champ coulombien est un champ de
gradient.
Exercice 02 :

Soit f'un champ scalaire et soient A, B et C des champs vectoriels. On demande de

vérifier les relations suivantes :

div(f4) = fdivA + Agradf rot(fA) = gradf x A + frotd
A % (§ X 5) = E’)(/T 5) - (/T §)? m(mﬁ) = grad(div/f) — A
m(gradf) =0et div(mj) =0 div(/f X §) = B.70tA — A.70tB

Exercice 03 :

P - - - ro:s o r
Un champ de vecteurs E, dans l'espace orthonormé ey, €, €, est caracterisé par ses

composantes :

yz
El zx

f(xy)

Déterminer f pour que E dérive g'un potentiel V. déterminer alors le potentiel V. Quelle est

la circulation du champ E entre les points A(0,0,0) et B(1,1,1)?

Exercice 04 :

Vérifier le théoréme de Stokes pour le champ de vecteurs :

V(M) = 2y8, + 3xé, — z°€,

14
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Figure 1.7

dans le cas ou S est la surface de I'némisphére supérieur (figure 1.7) d'équation x2 + y? +
z%2 =9, et (C) le contour sur lequel s'appuie cet hémisphére.

Exercice 05 :

On considere le champ vectoriel a symétrie sphérique : V=atetla sphére de rayon r

centrée en O. Vérifier le théoréme d’Ostrogradsky en calculant le flux de V a travers la
surface de la sphere (figure 1.8).

<!

Figure 1.8

Corrigés
Exercice 01 :
1. Soit une surface de niveau f(x,y,z) = a.
Pour un point M se déplagant sur ctte surface, on a :
df = gradf -dOM =0
= Le vecteur W f est normal a la surface de niveau.

2. Soit deux point M; et M, sur deux surfaces de niveau f; = a; et f, = a, > a;

Ona:

df = a, —a; = gradf - MM, > 0

15
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Donc le vecteur gradf est orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

3. Calcul de grad(r) et grad G)

1
Ona:r=((x%?+y%?+2z%):

1
N o(x?+vy*+2z)2 x — 7
grad(r)|x = o =-= grad(r) = -
1
— ./ ox?+vy*+z9)2 —=x — 7
grad (;) o o == grad(r) = 3
4. Calcul de div(?) et div(E) = 0
div(¥) = 3
. 7 k . L ——/k\ 3k _/ 3k\7
divE = div kr_3 =T—3dwr+r-grad(r—3) =F+r<_r_4);= 0

1

5. A(;)=0,(r¢0)

A (%) = div <gr7z’ (%)) = div (— ;) — 0

6. Calcul de Tof(?) et rot (r%) et en déduire qu’un champ coulombien est un champ

de gradient.

rot(?) =0
(7 1 =
rot el grad (r_3> Xt +—rot(r) =0
= F —_— — -
E = kr—3:> rotE =0=E = —grad(V)

Exercice 02 : Soit fun champ scalaire et soient /T, B et C des champs vectoriels :
1. div(f/f) = fdiv/f + Agradf

dfA, OfA, afAZ=f<an aAy+aAZ>+A of  of  of

ax oy oz ax " ay oz "£+Ay@+AZE

div(f/f) =
= div(f/f) = fdiv/f + Agradf

2. m(fff) = gradf X A + frotA

16
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rot(fA)|, = o4, 1Ay _ <6AZ - aAy> + (Azg —A af)

dy oz dy 0z ay Yoz
= 7ot(f4)|, = gradf x 4|, + frot],
d’ou : 70t(fA) = gradf x A + frotA
3. Ax(BxC)=B(A.C)-(A.B)C
Ax (B xC)|_=Ay(BCy—ByCy) — A;(B,Cy — ByC,) + AyByCy — AyB,Cy
= Ax (B X C)|_= Bu(AxCy + AyCy + A,C;) — Cx(AyB, + AyB, + A,B,)
= B,(4.C) - C,(AB) = B(A.C) - (AB)C|
dou:Ax(BxC)=B(4.C)-(4B)C
4. rot(rotd) = grad(divA) — A4

d (0A, 0A, 0 <8Ax E)AZ)
dy \ dx dy 0z \ 0z d0x
_ 004, 0 04, 0%24, 024, 0%A, 0 0A,

~ 0x dy + ox 0z  0y?  0z? + 9x2  9x Ox

d (04, 0A, 0A, 92 92 92
=—|=—=+=-"+ ~( -5+ ) 4
ox\ ox dy 0z dy? 0z% 0x?

rot(rotd)| =

= grad(divA)|_— 4|
d’ou : rot(rotd) = grad(divA) — AL
5. rot(gradf) =0 et div(rotd) = 0
rot(gradf) =V xVf=0carVxaV =0
div(rotd) =V (FxA) = 0 car V- (V x W) = 0
6. div(4 x B) = B.rot4 — A.7otB

. - — a a a
div(Ax B) = P (A,B, — A,B)) + 3y (A,B, — A.B,) + o (AxB, — AyB,)
04, O0A, 04, 0A, 04, 04,
—Bx(ay _¥>+BY<¥_ 3e) t G- 3y

—A aBZ_aﬁ —A (%_aBZ>_A %_aﬁ
*\oy oz Y\adz ox Z\ox 9y

> div(d x B) = B.7otd - A.76tB

17
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—_ - - - r.os
Exercice 03 : Un champ de vecteurs E, dans l'espace orthonorme e, €,, e, est caractérise
par ses composantes :
E =yzé, + zxé, + f(x,y)é,

Pour que E soit un gradient il faut que son rotationnel soit nul :

af B
B P
rotE = of
ax Y
z=2z
of
a—=x=>f(x,y) =xy + g(x)
y
af;:y) =y+ _diix) =y= di—ix) = 0= g(x) = C (C est une constante)

La fonction f doit donc étre de la forme :

f,y)=xy+C

( ov
Ex=—a=yz
5 av
E = —gradV = < Eyz—@zxz
av
L Zz—gzxy+6

d’ou:

V(x,y,z) = —xyz + Cz + cte

La circulation du champ E entre les points 4(0,0,0) et B(1,1,1) :

Vp

CAB=jAE-dT=fA—gradv-dT=— dv

AB AB Va
= Cp =V(0,00)—V(1,1,1)=1+C

Exercice 04 :

V(M) = 2yé, + 3x&, — 7°¢,

a. Le théoréme de Stokes :

c=5£ V(M)-di=ff (rot¥) - dS
Cc S

On a d’une part :

|

=<
Q
~
<!
I

N
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dS = dSN = R?sin 0 d6doN
&, N = [|&,]| - ||N||cos 6

s
C=ﬂ- (rotV)-NdS=.U 5Z-NdS=R2.[ sin9cos@d9f do
s s 0 0

d’ou :
C =nR*=9x
D’autre part :
dl = Rdaé, et 8, = —sina 8, + cos é,
d’ou:
I7(M) dl == —2yRsinada + 3xR cosa da

27T 2T

C=¢ V(M) -dl = —ZRZ.[ sinzada+3sz cos? a da
c 0 0

=C=nR?=91
Exercice 05 :

Le champ vectoriel :

<!
Il
Q
=y

On a d’une part :

b4 2w
gb:# I7-d§=# a?-d§=# adSF-]Vzar3f sianGf do
s s s 0 0

d’ou:
¢ = 4mar3
¢ = # V-dS = fff divV dt
S T
D’autre part :
) =fﬂ- diderszf 3ar?sin6drdfde
T T
d’ou :

¢ = 4mar3

19
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Chapitre 2

-

.--- Introduction

g EQUATIONS DE

MAXWELL

Le 19éme siecle a vu un apport considérable concernant le
développement des différentes lois d’électromagnétisme et la prédiction de
la propagation des ondes ¢lectromagnétiques. Des savants comme Coulomb,
Laplace, Poisson, Gauss, Ampere, Ohm, Faraday, Lenz, Maxwell, Hertz,
Lorentz...ont marqué par leurs travaux cette nouvelle eére de 1’¢électricité.
Les travaux de J. C. Maxwell sont particulié¢rement mis en relief a cause de
son introduction de I’aspect purement mathématique dans I’interprétation
des phénomeénes ¢électromagnétiques découverts a cette époque. La
contribution de Maxwell a débuté en 1861 par sa publication intitulée « On
Physical Lines of Forces » ou il a introduit le concept de lignes de force, de
flux, de champ...En 1864, dans son article « A Dynamical Theory of the
Electromagnetic Field » Maxwell a introduit un groupe d’équations dont
quatre furent résumées par Heaviside en 1884 et éditées sous forme

vectorielle connue de nos jours.

.. Objectifs - . R

Rappeler les lois de 1’¢lectrostatique et de la magnétostatique
Etablir les lois fondamentales de 1’électromagnétisme, soit les
équations de Maxwell.

Connaitre le contenu physique des équations de Maxwell.
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 Plan ..
1-. LES LOIS DE L’ELECTROSTATIQUE.

RAPPELS D’ELECTROCINETIQUE.

LES LOIS DE LA MAGNETOSTATIQUE.

LES PHENOMEMES DEPENDANT DU TEMPS.

INTERPRETATION PHYSIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL

7

[, T SN VS N \S ]

Introduction :

En physique, on distingue principalement quatre types de forces d’interaction pour décrire

les phénomenes de la nature.

v" Les forces agissantes entre différentes masses s’expliquent en termes d’interaction
gravitationnelles. Ces forces sont a portée infinie mais deviennent négligeables a
1I’échelle microscopique.

v" Les phénoménes de la désintégration (radioactivité o, B et y) sont dus a la présence
d’interactions faibles et de courtes portées.

v' L’interaction forte est responsable de la stabilit¢ du noyau. Alors que la force
¢lectrique a tendance a dissocier les protons du noyau, la force nucléaire
nécessairement de courte portée, est attractive et intervient pour garantir la
cohésion du noyau.

v' La stabilité des atomes, des arrangements moléculaires et cristallins, I’interaction
de la lumiere avec la matiere sont dues aux interactions électromagnétiques.
L’interaction électromagnétique peut étre attractive ou répulsive. Sa portée va de

I’angstrom au metre.

Dans le cadre de ce cours nous accorderons une attention particuliére a 1’interaction

¢lectromagnétique.

Les ondes électromagnétiques regroupent un large spectre de phénoménes physiques et
d’applications : les ondes radio, la lumiere visible, les rayons X... Toutes ces ondes sont
décrites par le méme formalisme : la propagation conjointe d’un champ électrique et d’un

champ magnétique.
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1. LES LOIS DE L’ELECTROSTATIQUE :

L’¢lectrostatique est 1’étude des systemes de charges immobiles, donc le champ
¢lectrique ne varie pas en fonction du temps, il n’y a pas de courant électrique et par

conséquent pas de champ magnétique.

v" La charge est une propriété fondamentale de certaines particules. La valeur d’une
charge est un multiple entier d’une constante fondamentale : la charge de 1’¢électron
e = 1.60 - 10~*°Coulomb.

v" Un autre point important : la loi de la conservation de la charge, c’est un postulat
fondamental physique. Les charges ne sont pas créées ou détruites, elles sont
simplement redistribuées.

v" Les distributions continues de charges : on définit les densités
Linéique sur un fil A = % (Cm™)
Surfacique (ou superficielle) o = % (Cm™2)
Volumique p = % (Cm™3)
1.1. Loi de coulomb et champ électrostatique :

De la méme facon que la gravité, la force s’exercant entre deux particules
stationnaires chargés électriquement, de charges ¢, et g, est proportionnelle au produit des
charges ¢;gq. et inversement proportionnelle au carré de la distance séparant les deux
charges. La force est paralleéle au segment joignant les deux charges et orientée, compte

tenu du signe des charges. Il s’agit de la loi de Coulomb. La force de Coulomb s’écrit :

= Q192 Uiz
Fi, =—— 2.1
1-2 4’7T€0 rz ( )
o est la permittivité di¢lectrique du vide (47115 =9-10%SI )
0

Si on place maintenant simultanément N charges g; en P;, une charge g placée en M subit

alors la force

22



CHAPITRE 11 : EQUATIONS DE MAXWELL

Par définition, l'intensit¢ du champ électrique est la force par charge unitaire qu'une

petite charge stationnaire de test ressentira quand elle est placée dans une région ou un

champ électrique existe.
Le champ électrique se mesure en Volt/métre [V/m] ou son équivalent, le

Newton/Coulomb [N/C].

Le champ crée par une distribution continue s’écrit :

- 1 dq _
E(M) =t | 72U (2.2)
0

1.2. Premiére loi locale : théoréme de Gauss :

Le théoréeme de gauss lui aussi dérive de la loi de Coulomb. Rappelons que le flux du

champ E a travers une surface fermée (S) est égal a la somme algébrique des charges
contenues dans cette surface :

O | 1
# E-dS=—ZQi=—ﬁjg pdrt (2.3)
S €o 7 €o T

En vertu du théoréeme de Green-Ostrogradsky il est possible d’écrire :

ﬁ; E-d§=ﬁ divE - dt
S T
Ou 7 est le volume délimité par la surface (S). A partir de (1) et (2) on obtient 1'équation

aux dérivées partielles suivante qui constitue la forme locale du théoreme de Gauss:

(2.4)

divE = £ (2.5)
€o

Notons que le théoreme de Gauss sous sa forme locale relie la densité locale des

charges (qui constituent les sources du champ électrostatique) aux deérivées partielles de E

R
et pas a E lui-méme.
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Le théoreme de Gauss exprimé sous cette forme est une loi locale parce qu’elle relie

le comportement de E au voisinage infinitésimale d’un point donnée a la valeur de la
densité de charges en ce point. Cependant, quand il est exprimé sous sa forme intégrale le
théoreme de Gauss est non local car il concerne une région finie et pas un point spécifique

de ’espace.

Beaucoup de loi de la nature, en particulier les lois fondamentales de
[’électromagnétisme peuvent étre exprimées sous deux formes équivalentes de ce genre,
[’une locale et ’autre non locale. Avec les formes locales des lois physiques, qui sont des
équations différentielles, on considere les phénomenes comme le résultat de processus qui

se produisent dans les environs immédiats de chaque point de [’espace.

1.3. Deuxiéme loi locale :

L’équation E(M) = ﬁ . :—3 peut se mettre sous la forme suivante :
0

Nous disons que le champ électrostatique E dérive d’un potentiel scalaire V' qu’on

appellera le potentiel électrostatique :

q
V=
4mteyr

Le champ électrostatique obéit alors a la loi :

E= —gradV = dV = —E-dl (2.6)

La circulation du champ Ele long d’une courbe fermée (c) est nulle :

czjﬂ E(M)-dfzjg —gradV-de—jg dv =0
(©) (@) (©)

a l'aide du théoréme de Stokes, on a la relation suivante :

3§ F:(M)-di=ff TotE-dS=0
© )

avec (S) surface s’appuyant sur (c).
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Ce qui implique :
rotE=0  (2.7)

1.4. Equation de Poisson - équation de Laplace

En présence d’une distribution volumique de charge on peut écrire les deux lois

locales :
E= —gradV
. =N _ P
divE = p= dw( gradV) = e
€o
p
>AV+—=0 (2.8)
€o

C’est I’équation de Poisson. Elle relie la densité volumique de charge en un point

donné aux dérivées secondes spatiales de V au voisinage de ce point.

Dans une région ou la densité de charge est nulle on a: AV = 0, [’équation de

Laplace.

Le probleme geénéral consistant a trouver V dans le champ d’une distribution de
charge donnée, revient a trouver une solution, soit a l’équation de Laplace soit a

[’équation de Poisson, qui satisfaite les conditions aux limites données.

1.5. Les conditions de passage a l’interface entre deux distributions de charges

différentes

Soit une surface (2) chargée, portant une densité superficielle de charge ¢ et séparant

deux milieux ou régne un champ électrique E. Nous allons établir les relations de passage

du champ électrique du premier milieu au deuxiéme milieu.
1.5.1 Discontinuité de la composante normale du champ électrique

On considere le cylindre élémentaire de hauteur 4 représenté sur la figure 2.1, normal

a la surface de séparation (2) et les deux surfaces de base §; et S, suffisamment petites

pour considérer que le champ E y est uniforme. D’apres le théoréme de Gauss :
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- - g 1
#E-d5=ﬂ- divE -dt = — pdrt
) ) € M)

T est le volume du cylindre. Lorsque h — 0, la surface latérale tend vers zéro et le flux se

réduit au flux a travers les deux bases, et puisque la charge est réparti en surface.

- - - - 1
# E-d5+# E-dS =— odS
(51) (1) €0 JJ(sy)

En tenant compte de I’orientation du vecteur normal a la surface vers I’extérieur de la

surface.

Sy S
st
L -
région 2 g z
S,
1,

Figure 2.1
- - - - O-SO O’SO
El'Sl + Ez.Sz == EZNSZ - ElNS:l =

€o €o

Et comme S; et S, tendent vers Sy on aboutit a :

o
E,y —Ein = E— (2-9)
0

La composante normale de E subit une discontinuité proportionnelle a la densité

surfacique o. Elle ne se conserve que si I’interface ne porte pas de charge.
1.5.2 Continuité de la composante tangentielle du champ électrique :

Soit un contour rectangulaire élémentaire A;B;B,A, représenté sur la figure 2.2,

normal a (2) et délimitant une surface S. la circulation de Ele long du contour s’écrit :

jf mﬁ-d§=5g EM)-dl
Q) A1B1BZA;
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= $u,p, EM) - dl+ fﬁBle E(M)-dl+ 4SB2A2 EM)-dl+ 4SA2A1E(M) -dl

région 1 B
Ey

~ région 2
E;

A
Figure 2.2

Lorsque A; =» A, et B; = B, (la largeur tend vers 0 et S tend vers 0) de méme

$y. 5, EQVD - di - 0 et $,. 2 EQVD - di >0

= El'AlBl + E)z.BzAz =0= (EZT - ElT)AlBl =0
= EZT = ElT (210)

La composante tangentielle de E se conserve, malgré la discontinuité de p sur la

surface.

1.6. Energie électrostatique :

1.6.1. Cas d’une charge électrique ¢ soumise a un potentiel électrique

Soit un ensemble de charges ponctuelles ¢q;, ¢»,... ,g, aux repos en des points M;,
M,,...M,,. Amenons au point M une charge ¢g. Comment définir et calculer, son énergie

potentielle €électrostatique dans le champ des charges (immobiles) ¢; ?

Supposons que g soit amenée en M depuis I'infini (ou elle n’est plus soumise a
I’action des charges g;) et trés lentement (de maniere a rester, en tout instant, pratiquement

dans état électrostatique. En chaque point P de sa trajectoire, la charge q est soumise au
E(P) crée en P par les charges g;, elle subit donc une force F = gE (P), et pour que son
déplacement soit effectivement tres lent, il est nécessaire qu’une force extérieure f non

électrique s’oppose a 1’action de F. Le travail de cette force ( f =—F ) sur ’ensemble du

déplacement de ¢ entre I’infini et M, est :

M—)————) M—)————) M—)———)
EP=W=.[f-dr=—j F-dr=—qf E-dr
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Mo M
=—qf —gradV-dr=qf dv

=>Ep=qV(M) (2.11)
V(M) est le potentiel crée en M par un ensemble de charges g;.
L'énergie potentielle électrostatique d'une particule portant une charge électrique q

placée en un point M entourée par un potentiel électrique V est définie comme le travail a

fournir pour déplacer cette charge depuis l'infini jusqu'a la position M.
Remarque :

v" Une charge ponctuelle isolée n'aura aucune énergie potentielle. En effet, elle crée

= . . . I3 . .
un champ E et un potentielle V, mais elle ne avoir une énergie potentielle qu’en
interagissant avec un champ crée par d’autres charges, engendrant une force
d’interaction.

1.6.2. Cas d’un systéme de charges ponctuelles :

Soit trois charges ¢;, g2 g3 en des points M;, M, Ms;. 1l est naturel de définir
I’énergie potentielle électrostatique de I’ensemble de cette distribution comme le travail

qu’il faut fournir pour réaliser le systéme.
Pour ce faire, on peut imaginer qu’on a :

- Déplacer g; de I’infini vers M;: = W, = 0.

- Amené ensuite g, de I’infini vers M,: W, = k @, avec ry, = M{M,
12

- Amené ensuite ¢g; de I’infini vers M; ou elle subit I’action de g; et g5 :

W3 =k (% + M), aveC 113 = M1M3, T3 = M2M3

T13 723

Le travail total pour réaliser le systtme est : W = W, + W, + W3 = E,,

5 N _ q142 q143 434z
dou: By = J (L2 4 9282 4 Sadz )

T12 T13 723

Pour une meilleur généralisation de cette expression, écrivons encore une fois cette

meéme expression de E, et ajoutons membre a membre les expressions on obtient :

= ) () (4 2)

T2 T3 T2  T23 13 T3
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= 2E, = q1V1 + q;V, + q3V;3

1
= E, = E(Q1V1 +q2V2 + q3V3)
Ou V; est le potentiel créé en M; par (q, et qs), V> le potentiel créé en M, par (q; et q3) et

V5 le potentiel créé en M; par (q, et q5).

Dans le cas général de n charges :
n
1
Ep=5) aVi (212)
i=1

ou V; est le potentiel crée€ par I'ensemble des charges g; différentes de g;.

Cette énergie représente le travail réversible nécessaire pour construire le systéme de

charges ponctuelles.

1.6.3. Cas d’une distribution continue de charge :

On peut étendre sans difficulté la sommation discontinue précédente a une

sommation intégrale :

1 1
T T

Avec dq est la charge élémentaire soumise au potentiel V et dt est I’élément de volume
entourant le point M.

1.7. Densité d’énergie électrostatique :

En utilisant 1’équation locale : divE = Sﬁ =>p= eodivf
0

Donc I’expression de 1'énergie électrostatique devient :

1 1 -
Ep = Efff pVdr = E,ﬂf gVdivEdt
T T

On a:
div(Vﬁ) = VdivE + E.gradV

= VdivE = div(VE) — E.gradV
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= VdivE = div(VE) — E?

d’ou :

Ep ==€2—°ﬂ£ div(VE)dr+%fffT E%dt

La premiere intégrale s’écrit aussi a 1’aide du théoréme Green-Ostrogradsky

& = & - >
—"fff div(VE)dr=—°ff VEdS
2 ))), 2l

Le domaine d’intégration peut étre étendu du volume (z) & I’espace entier, ceci

revient a prolonger p par une fonction nulle & I’extérieur de 7. Puisque E vari comme 772,

1

V comme 7~ et la surface varie comme 72, donc :

lim ff VEdS - 0
T—00 (S)

Par conséquent Ep peut s’écrire sous la forme :

g E?
e [ 2
2
espace

On peut définir la densité d'énergie électrostatique par la formule, donnée ici dans le

vide :

dEp _ &kE?
dr 2

(2.14)

Cette équation suggere que s’il y a un champ électrique E, il apparait une densité

d'énergie électrostatique.

2. RAPPELS D’ELECTROCINETIQUE

Les ¢lectrons d’un conducteur peuvent étre répartir en deux catégories : charges
immobiles liés fortement au noyau et les électrons moins li€s aux noyaux responsables de
conduction. En électrostatique on s’intéresse uniquement aux charges immobiles. Quand

on veut étudier les charges mobiles, on doit introduire un autre champ, le champ

magnétique B et aussi une densit¢ de courant J rendant compte du déplacement des
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charges. Relier cette densité de courant en un point d’un conducteur, au champ électrique

E ence point constitue le but de 1’¢lectrocinétique.

2.1. Courant électrique :

2.1.1. Vecteur densité de courant :

Figure 2.3

Par définition 1’intensité du courant s’écrit ;

]_):Zpir/)i
i

p; la densité volumique des porteurs de charges i et 171 leur vitesse moyenne.
pi = n;q; avec n; le nombre de charges par unité de volume.

Si le courant est du exclusivement a des électrons de charges (-e) de nombre n_ par
unité de volume et a des ions de charges (+e) de nombre n,, j s’écrit :

j=emv, —n_v.)
Ou v_ et U, sont respectivement les vitesses moyennes des électrons et des ions.
Par conséquent les densités de courant des charges positives et des charges négatives

sont de méme sens.

L’introduction du vecteur J se justifier par son intervention dans ’ensemble des
formules qui décrivent les propriétés des courants électriques.
2.1.2. Intensité du courant électrique :

Le courant correspond a un mouvement de charges é€lectriques. On consideére un
volume ¢lémentaire centré sur un point M. Soit un cylindre de base dS et de hauteur dl

colinéaire au courant électrique.
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Le volume élémentaire dt = dS - dT, contient dN = ndrt porteurs de charges libres g.

di = vdt
Figure 2.4

La charge du volume dt est donc : dqg = qdN = nqdt = nqd§- dl

Les charges mobiles possédant la vitesse ¥ parcourant la hauteur d/ pendant dt

telque :
dl = vdt

Ainsi D'intensité ¢lémentaire di du courant électrique qui traverse I’élément de

surface dS est donnée par :

PO . . ST S S
l_dt_th_nth - nav =/
=>1=# j-dS (2.15)
)
2.1.3. Conservation de la charge

Parmi les principes de conservation sur quoi repose la physique (conservation de la

quantit¢ de mouvement, de I'énergie etc.) figure un principe de conservation de la charge

¢électrique.

Soit (S) une surface enticrement fermée prise a l’intérieur d’un conducteur et
délimitant le volume 7, soit 7 la normale a la surface en tout point. A l'instant t, la charge Q

s’écrit en fonction de la charge volumique totale p et le volume (7) comme :

Q) = fff p(r, O)dt
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alinstant r+dt : Q(t +dt) = [[[ p(r,t +dt)dr

La variation de la charge entre tet ¢ + dtest: dQ = Q(t + dt) — Q(t)

SO e o

Intéressons nous maintenant a la charge qui a traversé entre les instants 7 et ¢ + dt, la
surface entourant le volume 7, il s’agit des charges mobiles avec la densité . Puisque il ne
peut y avoir dans 7 ni apparition ni disparition spontanée de charge ¢lectrique dans un
systeme isolé, la variation de Q est due aux charges qui quittent le volume 7, ou qui y
pénetrent, dans le temps df: si, dans le temps df, une charge dQ' a traversé (S) vers
I'extérieur, il y aura une charge dQ regue par la surface (S), soit : dQ = -dQ’, relation dont

il est évident qu'elle est algébrique.

Un courant électrique [ = #(5)7' dsS = | ff(T) divjdt est sorti de (S) (en effet, la

normale a toute surface fermée est sortante et le courant est compté positivement s’il sort

de S). par conséquent, I’intensité recue par le volume est égale a :

aqQ -
Irecue = T —ff( )dlU]dT (2.17)
T

de (2.15) et (2.16) on obtient :

., Op
divj + Frin 0 (2.18)

L’équation (2.18) est l’équation de continuitée. Tout phénomeéne de transfert de
charges est gouverné par cette équation. Elle traduit I’idée que dans un circuit, il ne peut y
avoir ni accumulation de charges ni de courant : c’est la formulation locale de la loi de

conservation de la charge électrique.
Remarque :
v’ Régime stationnaire (permanant) : le régime stationnaire est un cas particulier ou la

distribution des charges et des courants est indépendante du temps.

ap—0:>al' 7=0
Frin ivj =

Dans ce cas on dit que le vecteur J est a flux conservatif.
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R
Si on considére un tube de courant délimité par deux surfaces élémentaires dS; et

d§2 le flux total sortant de ce tube de courant est nul :
J1:dS1+J2-dS; =0=];-dS; = —],+dS,
le flux entrant est égal au flux sortant.

> Loi d’0Ohm locale :

Le principe fondamental de la dynamique appliquée a une charge q (>0 par exemple)
soumise a un champ électrique E permet d’exprimer la densité de courant j dans un

conducteur en fonction de E.
Considérant une particule chargée de charge q et de masse m :

ma— 1 M~ " m Vo

- La charge g subit des chocs multiples donc (#,) = 0.

. . o o o T =2
- Si T est le temps moyen séparant deux chocs successifs : v = (V) = %E

On en déduit :

j=pv=nqv=

nq?T e s . L . = . .
avec g = qT est la conductivité électrique du matériau. La loi J = oF constitue la loi

d’Ohm dans sa forme locale, valable en tout point du conducteur.

> Résistivité électrique : elle est définie comme I’inverse de la conductivité :
1
R = = m)
» Mobilité des porteurs : elle est définie par la relation :

o T
V=uE=>u= % (m?v-1s7h)

La conductivité o et la résistivité R permettent de classer les matériaux en trois types :

isolant, semi-conducteurs et conducteurs.

34



CHAPITRE 11 : EQUATIONS DE MAXWELL

3. LES LOIS DE LA MAGNETOSTATIQUE :

La magnétostatique est le deuxiéme phénomene de base de 1'¢lectromagnétisme, il
s’agit de I’étude des champs magnétiques stationnaires. Autrefois, 1’électricité et le
magnétisme étaient deux phénomenes séparés. Cependant, on sait maintenant qu’ils existe
un lien entre eux, le champ magnétique H est mesuré en (Henry /métre), tandis que la
densité du flux magnétique B est exprimé par (Tesla). On verra par la suite que beaucoup
de relations de la magnétostatique ont une forme équivalente aux €quations développées

pour 1’¢lectrostatique.
Les champs ¢lectriques et magnétiques se produisent dans les cas suivant :

» Charge stationnaire : Une charge stationnaire crée autour d’elle qu'un champ

¢lectrique et un potentiel V. Donc,
$=0E#0etB=0

» Charge en mouvement : Une charge en mouvement produit a la fois un champ

¢lectrique et un champ magnétique. Dans ce cas-ci,
3+0,E+0etB#0
» Charge en accélération : Une particule chargée en mouvement accéléré est a

I’origine d’un champ ¢électrique, un champ magnétique, et un champ

¢lectromagnétique radiant. Dans ce cas-ci,
$#0,E#0etB#0
3.1. Le champ magnétique : force de Lorentz

Un corps aimanté crée dans ’espace qui I’entoure un champ magnétique. Lorsqu’on
place une charge électrique au repos dans un champ magnétique, aucune interaction n’est
observée. Par contre si une charge se déplace dans une région ou regne un champ
magnétique, on observe qu’il ya une force qui agit sur la charge et qui s’ajoute a celles
dues aux interactions électrique et gravitationnel. La force exercée par un champ

magnétique sur une charge en mouvement est proportionnelle a sa vitesse par 1’équation :
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- M
dly
Figure 2.5
F=qBxB

En peut généraliser cette équation en considérant la force causée par un éventuel

champ électrique dans la méme région :
f= q(E + U X §)
Remarque :
v F 1(,B)
v |17"| = q|13||§|sina
|17"| est max pour @ = g (w1 §)

|ﬁ‘| est min pour @ = 0 (17//5)

N  Kgms™?

1Tesla =

_ -2 4-1
C.m.s' C.m.s 1! =Kg.s7%.4

1T = 10*Gauss
v’ Principe de superposition

Soit une charge dans une région ou existent deux champs magnétiques B; et B,, donc

soumise a deux force :
F1 =q1_7)XB1 et Fz =q'l_7>><Bz

F=F +F, =q(#xB,+7xB,)=qvx (B, +B,)
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3.2. Loi de Biot et Savart :

Figure 2.6

Considérons un fil métallique représenté sur la figure 2.6, formant un circuit fermé,
parcouru par un courant /. 1’élément de circuit dl_)(ﬁ)ﬁ crée au point M (W = rl) un

vecteur d’induction magnétique élémentaire dB dont :

1. le support est perpendiculaire au plan défini par (df, W).

2. le sens est tel que le triedre (df, W, d§) soit direct.
3. le champ magnétique est donné par :
L ou [Idlx
B =—
4m r?

Il s’agit de la loi de Biot et Savart. Dans le systéme international le champ magnétique se
mesure en Tesla (7), le courant électrique s’exprime en amperes (4) et les longueurs en
meétres (m). La constante p, est la perméabilité magnétique du vide (exprime la capacité du

vide (du matériau) a agir sur un champ magnétique), po = 4m - 1077 SI.

4. Le vecteur 7 donne la position de [’endroit ou on calcule le champ, par rapport a

[’éléement de circuit qui est la source de ce champ.

5. Le courant I passant a travers une section dS, peut étre écrit sous la forme du

produit de cette section par une densité de courant j: 1 = [[]- ds.

6. Ainsi pour un éléement de circuit de longueur dl et de section dS, le produit I di
prend la forme (f d§)dl = jdt ou dt représente un élément de volume du circuit

générateur de champ magnétique. La forme générale de la loi de Biot et Savart
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d’un circuit parcouru par un courant électrique I de densité de courant j (v’) dans

’ 4 .
I’espace est donnée par .

E(r) — Z_;fffr j(T,):j'(T') d3.r./

#(1)

3

Figure 2.7

Remarques :

—

v Le champ magnétique n’est pas radial comme le champ électrique rlz, il est normal
au plan défini par ¥ et u. C’est un vecteur axial ou pseudo-vecteur (vecteur dont le
sens dépond de I’orientation du triedre de référence).

v La formule de B fait intervenir la vitesse ¥ de la particule qui dépend du repére

. . r = r . \
choisi. Par conséquent B dépend aussi de ce repere.

3.3. Rotationnel du champ magnétique - théoréme d’Ampere

En ¢lectrostatique il y a le théoréme de Gauss qui relie le flux du champ électrique a
travers une surface fermée a la charge électrostatique totale contenue dans le volume

délimité par cette surface.

De la méme maniére il existe un autre théoréme - le théoréme d’ Ampere - qui relie la
circulation du champ magnétique le long d’un contour au courant total traversant la
surface s’appuyant sur ce contour. En d’autre terme le champ magnétique B créé par un

courant / est donné par le théoréme d'Ampere

Cette relation est utilisée pour calculer le champ magnétique a partir d'un courant

connu.
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Si on reprend la loi d'Ampére, mais qu'on définit le courant autrement : [ = [[ J - ds
et on utilisant le théoréme de Stokes, on obtient la forme locale du théoreme d'Ampeére qui

s'écrit :
T0tB = poj (2.19)

3.4. Le flux du champ magnétique :

Le flux du champ magnétique a travers n’importe quelle surface fermée S est nul. On
dit que le champ magnétostatique est a flux conservatif. L’intégrale suivant traduit cette

propriété :

ﬁ; B-dS=0
S

En tenant compte du théoréeme de Green-Ostrogradski, on obtient :
divBE =0 (2.20)
= pas de charge magnétique

Ce qui signifie que tout le flux magnétique qui entre dans un corps (ou surface) doit

en ressortir.

Remarques :

v' Puisque divB =0cetla divergence du rotationnel d'un champ vectoriel est toujours
nulle. De méme que le champ électrique dérive d’un potentiel é€lectrostatique

scalaire, le champ magnétique deérive d’un potentiel vectoriel appelé le potentiel

vecteur A tel que :

B =T7otA
{FOTB BV S
B = T0tA

Cette équation est similaire a 1’équation de Poison a laquelle obéit le potentiel V" en

¢lectrostatique.
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-

v Ce potentiel n’est pas défini de facon unique puisque tout vecteur: A = A+

gradf, (f fonction salaire), est une solution.

En magnétostatique on adopte généralement la condition : C_i,WA =0
A(0) =0

. e e 1dl

Ce qui permet une détermination simple de A = Z—;; -

3.5. Les conditions aux limites pour le champ magnétique

3.5.1. Continuité de la composante normale du champ magnétique

Soit X une nappe de courant superficielle de densité J

divB =0 [[; B.dS, + [[; B.dS, [f; B.dS,

Sy -
ny
<o Ve
région 2 @ >
e
iz

Figure 2.8
S}, est la surface latérale.
Lorsque h — 0, on obtient :

= BZN S BlN (221)

3.5.2. Discontinuité de la composante tangentielle de B

ff mm:ff 1o 5 = §-d7=y0ff 7ds
S S A1B1B2AA, S
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région 1 B
Ey

région 2

E;
A
Figure 2.9
Lorsque A; —» A, etB; —» B, :
(EZT - §1T) = UoJs X7 (2.22)

3.6. Energie magnétique :

L’énergie magnétique d’un circuit (c¢) parcouru par un courant I est :

W = %ch (2.23)
B az
dl
B di o)
ds (C)
Figure 2.10

Ou @ est le flux du champ magnétique a travers la surface définie par le circuit (c) donné

par:

Et puisque :
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fﬁ-diﬂ fd§=1ff A-Jdlds
c S

N |

T est le volume du conducteur.

Et enfin :

=%fff, A-Jdr (2.24)

3.7. Densité d’énergie magnétique

On a:

—_— N > 1 —_—
rotB = pugj = j = —rotB
Ho

A o ] s

En tenant compte de la relation suivante :
div(B x ) = i -7otB - B - 7otA

L’expression de 1’énergie magnétique s’écrira encore :

=%.Uf dw(BxA)dT+—.Uf B - rotAdrt

Le domaine d'intégration peut étre, sans inconvénient, étendu a I'espace entier

(disons a une sphére X, de rayon r tendant vers l'infini, et qui englobe le volume 7) : il

suffit de prolonger f par un champ de vecteurs partout nul hors de 7. La premiére intégrale

devient donc, grace au théoréme de la divergence :

1 - - -
—ﬁ; (BxA)-dx
2 z
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. = . 1 2 . 1 =4 . = ra
Puisque B varie en = A varie en - et dX varie en 2, le flux de (B X A) a travers 2
tend vers zéro quand 7 tend vers I’infini. Ce qui entraine que 1’énergie magnétique s’écrit

sous la forme :

1 B?
w= ||| 3odr
espzl'l'o

L’énergie magnétique comme 1’énergie électrique est confinée dans I’espace avec
une densité :
dw 1B?

—=—-— (225
dt 2 U ( )

Remarque : Equations de Maxwell en régime stationnaire :
En régime stationnaire qui est le régime étudié jusqu’a présent, les équations de

Maxwell qui constituent les fondements de [’électromagnétisme dans le cas général, se

réduisent aux équations suivantes, déja introduites :

{F"—f’f =90 {r_ofﬁ = pof
divE =~ divB = 0

Ce qui veut dire qu’en régime stationnaire, le champ électrique d’une part et le
champ magnétique d’autre part, sont parfaitement indépendant. Dans ce cas [’unique
source du champ magnétique est le courant J, tandis que la seule source du champ

électrique est I’ensemble des charges.

4. LES PHENOMEMES DEPENDANTS DU TEMPS :

4.1. Le courant de déplacement :

Dans le cas ou la densité de charges et la densité de courant dépendent du temps, il

en sera de méme pour les champs EetB.
. . . - a
La conservation de la charge s’exprime par : divj + a—i =0

En prenant la divergence du théoréme d’ Ampere T0tB = UoJ on trouve :
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div(mﬁ) = podivy =0
Car la divergence du rotationnel est toujours nulle. Cela implique que :

dp
=0

Ce qui limite donc le porté du théoréme d’ Ampére aux régimes permanents.

Pour lever cette difficulté, Maxwell eut I’idée d’ajouter un terme correctif non
stationnaire portant sur le champ magnétique. Ecrivons cette relation modifiée sous la

forme :

T0tB = poj + O
rotB = poj + & —

La constante a sera déterminée par la conservation de la charge :

— > - a -
div(rotB) = Uodivj + a —divE

Jt
mais :
. 0p o P
divj = 3 et divE = 8—0
On obtient :
dp adp
—YhYy—F ——=0 = =
Ho 9t ' &, 0t a = &Mo

Le principe de conservation de la charge est maintenant compatible avec une relation

de Maxwell-Ampere écrite sous la forme :

—_— - aﬁ - -
rotB = p (] + & E) = oG + Jp) (2.26)
La densité de courant de conduction liée au mouvement des charges électriques sera

. s oE N - .
notée dans la suite J et le terme &, v homogene a un vecteur densité de courant est appelé

courant de déplacement, qui correspond a un champ électrique variable sera notée jp. Le

vecteur densité de courant total : j; = J + Jp
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Ainsi la variation dans le temps du champ électrique conduit a la création du champ
magnétique. Ce phénomene établit le lien qui existe entre le champ électrique et le champ

magnétique, lien déja défini par la loi de Faraday.

4.2. Laloide FARADAY :

4.2.1. Force électromotrice :

Considérant un circuit électrique fermé (C). On définit la force électromotrice e,
comme la circulation du champ ¢lectrique électromoteur le long du circuit (C). Cette force
est responsable du mouvement des porteurs de charge libre, donc d’un courant électrique,

ainsi :

ezf E-dl
(s

avec dl I’élément de longueur du circuit et F la force s’exergant sur le porteur de
charge.Elle est, contrairement a ce qu'indique son nom, homogéne a une tension et

s'exprime en volts.

En 1831, Michael Faraday a montré que la variation dans le temps du flux d’un
champ magnétique prés d’un conducteur, induit une force électromotrice. Pour que le
courant généré soit important il faut que la variation du champ magnétique soit importante.
Le principe de cette expérience est représenté dans sa plus simple configuration sur la

figure 2.11.

| —

Figure 2.11 : Principe de I’induction

Le sens du courant généré dépend du sens du déplacement de 1’aimant.
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4.2.2. Equation de Maxwell-Faraday :

Soit un circuit (C) fermé au repos sous 1’action d’un champ magnétique variable. Un
champ électrique électromoteur va se produire, et une f.é.m va prendre naissance dans le

circuit (C) :

ou (S) est une surface orientée s'appuyant sur le contour orienté (C). En permutant les
opérateurs d'intégration et de dérivation et compte tenu du théoréme de Stockes, il en

résulte:

-

. 0
rotE; = ~ 3 (2.27)

Remarquons que s'il existe en plus du champ électrique induit un champ

¢lectrostatique E s. Le champ total E=F i + E s, satisfait encore la relation ci-dessus car :

et on a la relation de Maxwell-Faraday :

TotE = 9B (2.28)
To = at .

En définitive, l'étude du phénomene d'induction électromagnétique conduit a un
résultat fondamental suivant : En tout point de l'espace, la ou il existe une variation
temporelle du champ magnétique apparait un champ électrique induit variable dont la

circulation est non conservative, c'est-a-dire qu’il ne dérive pas d'un potentiel. Les deux

champs (E, B ) constitue le champ électromagnétique.

4.3. Potentiel scalaire, potentiel vecteur : changement de jauge

= . y . .
Comme B reste a flux conservatif quand on passe aux régimes non stationnaires

divB = 0, on peut continuer a définir un potentiel vecteur A, avec B = rotA.

La loi de Faraday donne alors :
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By 0B drotA — 04 (5. 04 p
= —_——= — = — _— [— —
o ot ot Tt T ot

= 94 ,, . s ) . , L= — 94
Le vecteur E + > dérive d’un potentiel scalaire V, d’ou : E = —gradV — n

-

. L, . 0A =
Ou V s’identifie avec le potentiel électrostatique quand Frl 0

-

Un autre potentiel vecteur possible est A=A+ gradf

TotA' =10tA =B

V doit devenir V' telque E = —gradV — Z—': = —gradV'— %

’ a . .
>V =V- a_]: une solution possible.

Le remplacement de A et V respectivement par A’ et V' s'appelle une transformation

de jauge. L'invariance de E et B dans cette transformation s'appelle l'invariance de jauge.
L'invariance de jauge nous laisse libre du choix de la relation liant le potentiel scalaire et

le potentiel vecteur. Cette relation est appelée la condition de jauge.
Un choix particulier commode est la condition de Lorentz :

. s av
divA + gyl Frin 0

fT(oo) =0 , V(o) =0

-

r \ Py \ O . — = - ad
En partant du théoréeme d’ Ampére en régime variable : rotB = p, (] + & a—f)

Et si I'on choisit la jauge de Lorenz, nous obtenons :

q 924 R
AA — gop 9tz —HoJ

5. INTERPRETATION PHYSIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL :

En régime variable (dépendant du temps), la condition d’existence d’une onde
¢lectromagnétique dans un milieu contenant des charges et des courants est donnée par les

équations de Maxwell.
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L'objet des équations de maxwell consiste a relier, par des équations locales, les

champs E et B a leurs sources: les densités de charges et de courants, p et f dans le cas le

plus générale, en particulier, en régime variable.

La premiere équation, dite équation de Maxwell-Gauss divE =gﬁexprime la
0

maniere dont les charges sont a l’origine du champ électrique.

La deuxieme équation, dite Maxwell-flux magnétique divB = 0, traduit le faite
qu’a travers une surface fermée quelconque le flux du champ magnétique est nul. C'est-a-
dire que les lignes vectorielles de l'induction ne commence et ne se termine nulle part.
Elles sont donc, fermées sur elles-mémes, créant ainsi des trajectoires circulaires, soit elle
se ferme a l'infinie. Par analogie avec l’équation précédente on déduit que cette équation

exprime qu’il n’existe pas de monopoles magnétiques (pas de charge magnétique)

-

r . N —5 - OF . .
L équation de Maxwell-Ampére rotB = p, (] + & E)’ exprime la maniere dont un

courant électrique est a l’origine d’un champ magnétique. On remarque qu’un champ

électrique dépendant du temps crée un champ magnétique

, . —0 0 . , i
L’équation de Maxwell-Faraday rotE = —a—l: traduit qu’un champ magnétique

variable est a l’origine d’'un champ électrique. C’est le phénomeéne d’induction.
Les deux équations Maxwell-flux magnétique et Maxwell-Faraday sont des
équations structurelles du champ électromagnétique. Les deux autres (Maxwell-Ampére et

Maxwell-Gauss) relient ce champ aux charges fixes ou mobiles.
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Exercices
Exercice 01 :

Exprimer le champ électrique créé en tout point de I’espace par une distribution
volumique de charge p > 0 répartie uniformément entre deux cylindres coaxiaux de

longueur infinie et de rayons respectifs R; et R, (R; < R;), (voir figure 2.12 ci-dessous)

1. En utilisant le théoréme de Gauss

2. A partir de I’équation locale : divE = gﬂ

o

Figure 2.12
Exercice 02 :

Une sphere de centre O et de rayon R contient une charge Q répartie uniformément

3Q
41R3

avec une densité volumique p =

1. Exprimer le potentiel en tout point de I’espace en utilisant les équations locales de

Laplace et de Poisson.
2. En déduire le champ électrique E (r)

3. Retrouver I’expression de E (r) en appliquant le théoréme de Gauss

Exercice 03 :

On considére la sphére de centre O, rayon a, portant la densité volumique uniforme
de charge p. (La charge totale de la sphere est ¢.) il n'y a pas d'autres charges que celles

présentes dans la sphere.

1. Calculer le champ électrique Eetle potentiel V en tout point de l'espace, intérieur

et extérieur a la sphere.
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2. Calculer I'énergie potentielle £, de la sphére chargée en sommant sur la sphere
l'expression % pVdrt (ou dt est I'¢lément de volume).

3. Retrouver E, en sommant sur l'espace la densité d'énergie €électrostatique exprimée

en fonction de E.

Exercice 04 :

1. La 3° équation de Maxwell nous dit que TotE est ¢gale a -

B
a. 0 b ——, c. £
at &o

2. L’équation de conservation de la charge s’écrit .

. o, 0p _ 5 9p _
a. divj =p, b.divj+ at—O, c. J at—O

3. L’équation de Maxwell divE = 0 signifie que :
a. Les lignes du champ magnétique B divergent
b. Le champ B est a flux conservatif

c. Le champ B varie en fonction du temps

oF ,
4. Le terme &g 5, represente :

a. Un courant de conduction
b. Un courant de déplacement

¢. Un courant de dérive

Exercice 05 :

. d .. L s, . — o8
1. Montrer que la loi de Faraday: e = —d—f est équivalente a I’équation : rotE = Y

Discuter le sens physique de cette derniére équation.

2. Montrer que I’équation de discontinuité est déja contenue dans les équations de
Maxwell : divE = :ioet T0tB = u, (f + & Z—f).

3. Montrer que 1’équation : T0tB = UoJ nest autre que la forme locale du théoréme
d’ Ampere établie en régime permanant.

4. On considere le schéma de charge d’un condensateur, représenté sur la figure 2.13 : la

charge au niveau des armatures du condensateur croit suivant la loi : dq = Idt ou [ est

le courant de charge.
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_________ -
4L )y
E - (S)
4
R TN
L ( C )
Figure 2.13

a- En appliquant le théoréme d’Ampere en considérant I quasi stationnaire, et
utilisant les surfaces d’appui (S) puis (S), montrer qu’on aboutit i une

contradiction.

—

. . , - aB
b- Montrer que l’introduction du courant de déplacement j, = €0 permet de

lever ce paradoxe.

Exercice 06 :

Soit, dans le vide, un champ électrique de composantes :
E,=0, E,=0, E,=E, e 5%

1- Calculer sa divergence et son rotationnel.
2- En déduire les composantes du champ magnétique B qui I'accompagne.

3- Calculer divB et rotB.

4- Quelle relation doit lier a et B pour que soient satisfaites les équations de Maxwell.

Exercice 07 :

Le champ électrique d’une onde électromagnétique se propageant dans le vide a pour

composantes, en notation complexe, avec E réel:
E,=0

E, = Eycos (72_31) pilwt—kz)

E, = aEysin (%y) pi(wt—kz)

A quelle condition sur a ce champ ¢lectrique peut-il étre solution des équations de

Maxwell?
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Corrigés
Exercice 01 :

Pour des raisons de symétrie, le champ électrique E est radial. La charge volumique

p étant positive, ce champ sera centrifuge.

1. En utilisant le théoréme de Gauss

Le flux du champ E a travers une surface fermée (S) est égal a la somme algébrique des

charges contenues dans cette surface :

#Eﬁ 1ZQ 15%5 d
. = — = — T
s Soi " og '[p

La surface de Gauss est un cylindre de rayon r et de hauteur 4.

a. Pourr<R;:),;0Q;,=0 >E=0

b. R;<r<R;:
O | 1
# I3 dS=—ZQi _—f# pdr
S €o ; 0 T
" R?
—F=2 (r — —1> U,
2&, T
c. ¥>Ry:
2 p -
E= 2eor (R% - R%)ur
2. A partir de I’équation locale : divE = sﬂ
0

En coordonnée cylindrique la divergence s’écrit :

divE = 1(6rEr+6E9>+6EZ
WE=rUor "0 ) T oz

T
=>TE,- S C]_

Mais : E, =0 lorquer =0 = (C; =0
b. RI<r<R2:p#0
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1 <6rEr) p
= — = —
r\ or €0
D’ou:
pr B
E,=—+—
T 2e + T

Le champ ¢lectrique est continuen» = R; :
D’ou:
- RY\
E = L <r - —1> U,
2¢, T

T'Er = Cz

c. r>R:p=0

Le champ électrique est continu en » = R, implique que :

p

E=
2&0T

(R% - R%)ﬁr

Exercice 02 :

Le Laplacien scalaire d'une fonction donnée en coordonnées sphériques s'exprime

ainsi :

AV—1d<2dV>+ 1 d('(@)dv)+ 1 dv
T r2dr r dr/)  r?sin(6)do sl df) r?sin?(0)de
La distribution étant de symétrie sphérique, le potentiel V et le champ électrique E

ne dépendront que de . En coordonnées sphériques, le Laplacien se réduit a :

1. Calcul du potentiel V(r)

a) pourr <R :p=_Cte.

L’équation de Poisson s’écrit :

AV +==0
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Av_li(de) p ,av pr3 v pr A

= —_— = _——— Aﬁ—_
rzdr\' dr £ "dr 3£0+ dr 3gp T2

En =0, par symétrie :

Par suite :

pr
Vi=——+B
1 6&y

ou la constante B sera déterminée ultérieurement.

b) pourr>R:p = 0.

L’équation de Laplace s’écrit :

1 d(de)_
2dr r dr)
Par suite :
V, =——
2 r

La continuité du potentiel et du champ électriques pour » = R, nous permettra de

déterminer les constantes B et C, on obtient :
Pourr <R: V(r)=k%(3—;—2)
Pourr > R : V(r)=k%
Le champ ¢électrique On obtient :
Pourr <R: E(r)zk%ﬁ’r
Pourr > R : E(r)=k%ﬁr

Exercice 03 :

1. Calcul du champ électrique E etdu potentiel V(7) : (voir I’exercice 02)
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1 qr 3a?-r?
-, r<a —L_¢ )y r<a
4meg a 4mey ~ 2a3
E.(r) = V(r) =
r 1 q 1 q
=, r>a =, r >a
ATTEY T Ameg T

2. Calcul de I'énergie potentielle E, de la sphére chargée en sommant sur la spheére

l’expression% pvdr : E, = fT % pVdrt
a 2 2 2 4 2m a 2 2 2
p qrc 3a°—r f _ f qur 3a“—r
E,=1| = d 0deé do =4 = d
P fo 247‘[80( 2@ W 0 - 0 ¢=am o 24mey | 2a3 ’
2
pqa
=>E =
P B¢,
_ _3q _r 1 _ 3¢
Comme p = — = E,= [ ~pvdr = Era—

3. Calcul de I'¢énergie potentielle Ep en sommant sur l'espace la densité d'énergie

¢lectrostatique :

goE?
E, =f > dt
espace

1
a) pourr<a: Er(r)=4mo%
Teo/ 1 qr\? m m g 1 Zra
f_o( q_3> rzdrf sin@d@f d<p=4n—0< %) fr“dr
o 2 \4mega 0 0 2 \4meya 0
2 _4
& 1 q)a
= Am 2 <4n50 a3/ 5 (1)
b >a E(r)=—2%
) pourr >a: E.(r lr—
&f q \* (%1 ( q \*1
a2 )j—d s e
) 4me, Orzr "2 4dme,) a (2)

La somme des deux expressions (1) et (2), est :

goE? 3q*
E =.[ dt =
P Jespace 2 20mag,

On retrouve bien l'expression obtenue plus haut.
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Exercice 04 :

—

, . . — , N 0
1. La 3e équation de Maxwel nous dit que rotE est égalea: b. — a_l:

2. L’équation de conservation de la charge s’écrit : b. divj + % =0
3. L’équation de Maxwell divB = 0 signifie que : Le champ B est a flux conservatif

oE . .
4. Le terme gy —représente : Un courant de déplacement

Exercice 05 :

1. Soit une surface (S) s’appuyant sur un contour (C) orient¢ :

ro_)=——:>ff TotEdS = ff S
O] (5)

(C)

d’ou:
3§ Fai= -2
e = = —_—
I’équation de Maxwell-Faraday TotE = —Z—l: traduit le phénomeéne d’induction : un

champ magnétique variable engendre 1’apparition d’un champ électrique.

2. L’équation de discontinuité est déja contenue dans les équations de Maxwell : divE =

-

2 ot 70tB = iy (7 + 0 2)
” etrotB = u, (j + & %)

0E
dw(rotB) =0=div| o <] + & 6t> =0
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-

Il vient donc : divj + godiv (5.) = 0 = divj + &y - divE = 0

Nous retrouvons bien :

dp
divi+—=0
w]+at

3. Soit une surface () reposant sur un contour (C) :

7otB = 1] = jf mﬁdg':,,loff 7ds
) )

on utilisant le théoréme de Stokes, on obtient le théoréme d'Ampére établie en régime

permanant.qui s'écrit :

o]

Q.

I
=

fo

4. On considere le schéma de charge d’un condensateur: la charge au niveau des

armatures du condensateur croit suivant la loi : dq = Idt ou I est le courant de charge.
c- En appliquant le théoréme d’ Ampere en considérant / quasi stationnaire

- En utilisant la surface d’appui (S) traversée par le courant I

:]f m§d§=ff B-dl = pl
) ©

Si le contour (C) est un cercle de rayon r on trouve :

S I
55 B-dl=,u01:>Bj£ cdl = 2mrB = pol = B = £
© © 2nr

- En utilisant la surface d’appui (S’) qui passe entre les armatures et qui repose sur le

méme contour (C) :

Uol = o ﬂ(sg 7dS = 0 aucun courant ne traverse (S’) d’ou :
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f B-dil=2mrB=0=B =0
©

En utilisant les surfaces d’appui (S) et (S), on trouve un résultat déférent et on aboutit a

une contradiction.

d- Introduisant maintenant le courant de déplacement Jp,
Jtot =T +Jp

j est le courant de conduction.

) \ \ . — - 0 E
Le théoréeme d'Ampere devient : rotB = p, (] + & a—f)

:ff TotB dS = ng dl = u0<.U ]dS+ff EO—dS>
() © ) )

- En utilisant la surface d’appui (S) : E=0et
ff F6?§d§=j£ B-dl = p,l
) ©

- En utilisant la surface d’appui (S*) : I =0

ff T0tB dS = 3€B dl = #Oﬂ eoa d§ Hoko 57 H EdS (D
(s ©) (s" t (s?

Construisant une surface de Gauss (SG), en fermant la surface (S’°) par une surface

(S”’) du contour (C)

# E-d§=ff §d§+ﬁ Ed§=ﬁ Fag=2
(S6) s" (s (s €o

Puisque Eest nul sur la surface (S”’). q est la charge portée par I’armature positive

== e[ Bes = [ e
=" =& 57 50 a7

En remplacant dans (1) on trouve :

(9

La contradiction est levée par D’introduction du courant de déplacement. La

¢

généralisation du théoréme d’Ampere au régime variable s’écrit :

OF
T0tB = Uo | T+ gg—=— T
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Exercice 06 :
Soit, dans le vide, un champ électrique de composantes :

E,=0, E,=0, E,=Eye@F0

5- Ladivergence : on a immédiatement
divE =0 puisqu'on est dans Ie vide p = 0

Le rotationnel. a pour composantes

(— 0E, OE,
(TOtE)x = ay - E =
s BN JE, OE
TotE = < (TOtE)y = a—Zx— axz = :BEZ
- JdE, OE
ey _ 9y OBx
\ (rotE)Z =x oy

B nade composante non nulle que B,, (E est suivant z, la direction de propagation suivant
X)

. —_— B 0
La loi de Faraday donne: rotE = —aa—]: = % = —BE, = —BEy,e@t=F®

Si on élimine un champ constant qui ne se propage pas :

B
B. = ——E.e(@t—=px)
y o 0€
D’ou: divB = %y _ 0
ay
Il vient d'autre part :
( — 0B, OB
(rotB) =—Z__—2Y_9
x dy 0z
o SN 0B, 0B
T0tB = 1 (rotE)y = azx - 6xZ =0
— dB, 0B 2 2
(rotE) =—=2—-—"= 'B—Eoe(“t_ﬁx) = 'B—EZ
\ z  0Jdx 0Oy a a
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Le théoréme d'Ampére nous impose d'avoir :
S OE . BZ
(rotE)Z = Ilofoa_tz soit —E; = lo&oaE,
Pour que les équations de Maxwell soient satisfaites il faut que :
a? = pyeoB? = c?B?  ouc est la vitesse de la lumiére.
Exercice 07 :

Il faut que divE=0= a = i%
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CHAPITRE III : PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

Chapitre 3 g PROPAGATION DES

ONDES

~

@LECTROMAGNETIQUESJ

o= Imtroduction -
{ Quinze ans plus tard apres le chef-d'ccuvre immortel de James Clerk
Maxwell «A Treatise on Electricity and Magnetism» (Un traité sur
I'électricité et le magnétisme), la théorie de Maxwell fut prouvée grace aux
travaux d’Heinrich Hertz. Aprés plusieurs calculs et expériences, Hertz a

réussi a générer et a détecter des ondes radio, parfois appelées ondes

hertziennes en son honneur.

Les équations de Maxwell permettent d’expliquer la propagation des
ondes électromagnétiques. Des expériences décisives sur la propagation des
ondes ¢électromagnétiques avaient mis en évidence l'aspect essentiel des
ondes lumineuses, lesquelles ne sont qu'un cas particulier d'ondes
¢lectromagnétiques : elles sont caractérisées par l'invariance de leur vitesse
de propagation (ou célérité¢) par changement de référentiel galiléen, et par
'absence de support matériel pour cette propagation, ce qui les distingue

\ fondamentalement des ondes mécaniques.

Objectifs

e Etablir I’équation d’onde électromagnétique.

Etablir les propriétés de 1’onde plane électromagnétique.

Définir I’énergie électromagnétique et sa propagation.
e Décrire I'état de polarisation des ondes électromagnétiques. !

e Comprendre la réflexion et la réfraction des ondes.

A
[}
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fE N
Plan

'

6 EQUATION D’ONDE ELECTROMAGNETIQUE.
7 POLARISATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES.
8 ONDES PLANES ELECTROMAGNETIQUES DANS UN MILIEU
MATERIEL LINEAIRE.
9 VITESSE DE PHASE ET VITESSE DE GROUPE.
10 CONSERVATION DE L’ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE, LE
VECTEUR DE POYNTING.
11 REFLEXION ET REFRACTION

1. EQUATION D’ONDE ELECTROMAGNETIQUE :

L’évolution du champ électromagnétique nous sera connue Si nous parvenons a
résoudre les équations de Maxwell, connaissant les densités de charge et de courant. A partir

des équations de Maxwell il est possible d’imaginer une résolution directe des lois locales.

Pour cela, il faut établir des équations liant séparément les champs E et B.

L’équation d’onde ¢électromagnétique est obtenue a partir des équations de Maxwell. Prenons

. , . — B |, , .
le rotationnel de I’équation de Maxwell-Faraday rotE = — a—l: d’une part et de I’équation de

\ — - a_) s eqe 9e ., P .
Maxwell-Ampere rotB = p, (] + & a—f) d’autre part. Et en utilisant I’identité de dérivation

vectorielle.
m(mff) = grad(div/f) — A
Il vient :
e —f OB\ —— L d(rotB
rot(rotE) =rot <— E) = grad(divE) —AE = —,11080%

o oy 92E
= grad(dwE) — AE = _MOE - Soﬂow

En tenant compte de I’équation de Maxwell-Gauss divE = Eﬁ, Nous obtenons pour le champ
0

¢lectrique.
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. 02E a 1—
AE — gyuy Sz = Hop + g—gradp (3.1
0

De la méme maniére, pour le champ magnétique :

e )
rot(rotB) =rot| Uplj+ &

ot
L 0%rotE
= grad(dlvB) — AB = pgrotj + uOSOT
Sachant que divB = 0. Nous obtenons :
. 0%B .
AB — gyl Frol —Ugrot] (3.2)

Les équations (3.1) et (3.2) sont les équations de propagation du champ électromagnétique.
Contrairement au cas des distributions permanentes, la densité de courant électrique ] est
preésente dans [’équation relative au champ électrique. Plus exactement, ce sont ses variations
temporelles qui contribuent a la création du champ E. En effet, un champ magnétique

variables e produit en présence d’un courant variable, qui engendre a son tour champ

électrique dont le rotationnel est donné par [’équation de Maxwell-Faraday.

1.1. Equation d’onde électromagnétique dans le vide en absence de charges et de
courants :

Une fois produit et indépendamment des charges et courants qui 'ont créé, le champ
¢lectromagnétique décrit par la théorie de Maxwell présente, quelle que soit son origine, une
série de propriétés caractéristiques, qui nécessite une étude approfondie : essentiellement,
nous serons conduits a introduire la notion d'ondes électromagnétiques. Ces ondes, nous les

¢tudierons ici dans le vide, en supposant nulles les densités de charge et de courant.

En absence de charges et de courants p = Oet J = 0 les équations de Maxwell dans le

vide s’écrivent :

et I’équation de propagation du champ ¢lectromagnétique donnée plus haut se simplifie en :
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2 -
AE — goptg—=— = 0 3.3
Eolo 9t2 (3.3)
AB 0B _ 0 (3.4)
€oMo 9tz :
Remarquons que la dimension de (gop,) ~/?est celle d’une vitesse.

[AE] = [}E_i')]L"2 = [eouo][E]T‘z = [eoto] /2 = LT

Avec :

-1/2

1
(eoite) ™12 = (%' 1079 - 41 - 10-7) = 2.99792458 - 108m/s = ¢

Cela signifie que dans le vide ['onde électromagnétique se propage a la vitesse de la
lumiere c. Nous avons la [’éclatante confirmation de [’hypothese de Maxwell selon laquelle la

lumiere est du a la propagation d’ondes EM a la vitesse c.

1.1.1. Equation d’onde a une dimension :

Dans un espace a trois dimensions, en coordonnées cartésiennes, les composantes des

champs électrique E et magnétique B satisfont & I'équation d’onde appelée également

équation de d’Alembert

L% 0 33
c2 9t? '

festune grandeur physique qui évolue dans le temps et dans 1'espace.

A une dimension ou la fonction f ne dépend que d’une seule variable d’espace, par

exemple x et du temps, 1’équation de d’Alembert peut donc s’écrire :

9%f 10 f
0x2 c2at?

Pour chercher des solutions a cette équation, faisant intervenir deux nouvelles

variables :

{sz—ct
Y=x+4ct
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Il vient :

Of Of0X 9fdY _of of

dx 0Xdx dYox 09X oY

et ’opérateur s devient :
p 9x2 '

22 ¥

0x2  0x 0X aY
:>62f_ d <6f>6X+ d (6f>8Y+ d <6f)aX+ d (E)f)aY
dx2 90X \oX/ox oY \ax)ox ox\ay)ox = aY \aY/ox

0f 9% F 9f  9f
= oxz ~axz T avz Y 2 oxay

De la méme manieére :

Of _0f0X ofav _ ( of of
ot aX ot W%‘C( X W)

Mais, nous avons besoin de 1’opérateur de dérivée seconde en ¢, donc :
azf_ d <6f)6X d <6f)aY d (af)ax d <8f)6Y]

ez - S| Tax\ax)ac “ar\ax)ac Tax\av) o Tar\ar) o

L0 (9 ZaZf
otz ¢ \axz T avz” “axov

L’équation de d’ Alembert se simplifiée en une €quation intégrable :

92f 9 (of
axay =07 ﬁ(ﬁ)

of

Cette équation montre que (E)ne dépend pas de X, donc c¢’est une fonction quelconque de la

seule variable Y,

La solution générale est donc la somme de deux fonctions indépendantes qui ne dépendent

chacune que d’une variable, X ou Y :

fl,t) =FX)+G(Y) =F(x —ct) + G(x + ct) (3.6)
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La derniére formulation de f(x,t) montre qu’il existe deux sens de propagation
opposés. Le signal F(x — ct) se propage au cours du temps dans la direction des x croissants
avec la vitesse ¢, une onde telle que F est appelée une onde plane progressive. G(x + ct)
représente un signal qui se propage au cours du temps dans la direction des x décroissants

avec la vitesse —c. Une onde telle que G est appelée une onde plane régressive.

On note ¢; et ¢, deux instants consécutifs (z,> ¢;). A l'instant ¢, et au point d'abscisse x;,

on peut écrire :
F(xz - Ctz) S F(xz - Ctz + Ctl - Ctl) S F(xz - C(tz - tl) - Ctl) = F(x1 - Ctl)
On en déduit : Xy = x1 +c(t, —t1)

Au bout d'un temps t = t, — t;, la fonction F retrouvera la méme valeur en se déplagant a la

vitesse ¢ dans le sens des x positifs.

De maniére équivalente, on montre que G décrit un signal qui se propage a la vitesse -c dans

le sens des x négatifs.

Simulation de la propagation de deux ondes électromagnétiques :

Avec Maple on peut visualiser la propagation de deux ondes électromagnétiques, se

propageant au cours du temps dans deux directions opposées.

On sait que la solution de |’équation de propagation a une dimension est donnée par :
R - z - z
—Ppt(+_2 - Z
E(z,t) =E (t C)+E (t+C)

R
Le champs E™ se propage au cours du temps dans la direction des x croissants avec la

vitesse c, le champs E~ représente un signal qui se propage au cours du temps dans la

direction des x deécroissants avec la vitesse —c.

>with(plots):
# Les champs électriques E* (f1) et E~(f2) d’une onde électromagnétique se

propageant dans le vide sont données par :
f1 := 50%cos(10"8*t+(1/3)*x) :
f2 :=50*cos(10"8%*t-(1/3)*x) :
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animate(plot, [f1,x=-4*Pi..4*Pi], t=0..4*Pi).

animate(plot, [f2,x=-4*Pi..4*Pi], t=0..4*Pi):

f1 _anim := animate(plot, [fl, x = -4*Pi .. 4*Pi, color = blue], t = 0 .. 4*Pi):
12 _anim := animate(plot, [f2, x = -4*Pi .. 4*Pi, color =red], t = 0 .. 4*Pi):
display([f1 _anim, 2 _anim]):

A

-10 -3
x

0

AN
=

=12366
!

n
o

-

Figure 3.1 : Animation de la propagation des champs électriques
E*(f1) et E=(f2)

Remarque :
L’onde plane progressive sinusoidale :

v Un cas particulier d’une onde plane progressive sinusoidale :

Si en un point O de I’espace, on enregistre une perturbation de la forme E= EO cosw (t — E)

et si E est suivant I’axe (ox) on a: E, = Ey, cosw (t — E), I’écriture de 1’onde plane peut se

présenter de facons :

1. E, = Eyy cos (Wt - Wf) = Ey, cos2m (%—%)
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ouT = 27” est la période temporelle et A = cT est longueur d’onde et joue le role de
période spatiale.west la pulsation de 1’onde.
2. E, = Ey,cos (Wt - Wf) = Egy cos(wt — kz) = Eg, cos(wt — I—C)F)

K est appelé vecteur d’onde et indique la direction de propagation de 1’onde, son
module est: k = % (pour chaque onde monochromatique, la relation entre k et w
représente la relation de dispersion). 7 ¢’est le vecteur position.
Sachant que : k, =k, =0
k7 = (kx8y + ky8, + k,8,)(x8, + y&, + z8,) = k,z
(wt — kz) est appelé la phase qui n’a donc pas de dimension puisque c¢’est un angle.
3. Dans le cas général, ou la direction de propagation est prise quelconque.
Quelle est [’expression de [’onde progressive en un point M lorsque celle-ci se
propage dans une direction quelconque définie par le vecteur unitaire U ?
E(M) = E, cos(wt — Em) =E, cos(wt — E?)

En fonction des cosinus directeurs :

L

k k k

L’expression précédente devient :

EM) = EO cos[wt — k(ax + By + yz)]

| -4
k
’4’
,
'Elx '), M
I
o A7\

Figure 3.2
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1.1.2. Structure de l'onde plane
Une onde plane est une onde pour laquelle la perturbation (E , §), ne se propage que

dans une seule direction (z par exemple).En effet, le champ électromagnétique(ﬁ , §) ala

méme valeur en tout point du plan (X¥) appel¢ plan d'onde.

L’équation de propagation de E se simplifie et devient :

et a pour solution :

Les champs E*et E~étant des fonctions du temps et de ’espace a déterminer compte tenu des

conditions initiales.

Figure 3.3 : Champs électrique et magnétique pour
une onde plane avec une polarisation rectiligne.

Une propriété importante du champ E peut étre obtenue en tenant compte de la condition :

dE, OE, OE, oE,

dwE=0:>ax+ay+aZ=0=>aZ

Puisque E ne dépend que de la seule coordonnée z. Par ailleurs 1’équation :

- OE
TotB = &y Fr
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Permet d’écrire :

d (0B, 0B, 0E,
x| g | By T ez Ty
e . - | oo x dE 0B, 0B OE
10tB=VXB=|— |X| By | = ppgg—=><{ ——= X _ -y
oy |7\ g e ox "z T M%7
9 z 0B, 9B, OE,
a7 (ox oy T
( 0B, 0E,
9z Hofog¢
9B, 3E,
= _— _—
1oz = Hofo g,
JE,
. 0= HO‘SOE
Soit :
9E,
ot

La composante E, est une grandeur indépendante de I’espace et du temps (ce qui

contredit la notion de propagation selon z). Nous la poserons é¢gale a 0 : E, = 0.
Pour les mémes raisons que nous venons d’évoquer, nous poserons aussi : B, = 0.

En vertu des équations divE = 0 etdivB = 0 :
E, B,
E {Ey , B {By (3.7)

E et B sont dans un plan normal a la direction de propagation (oz). Ce plan est appelé

plan d’onde. E et B sont dits transversaux : ils varient en fonction du temps et de l’espace
perpendiculairement (transversalement) a la direction de propagation. Donc l’onde

électromagnétique qui se propage dans le vide est transversale.

On peut en outre connaitre la position relative des vecteurs EectBa partir de la

relation :

-

. _ 0B
ro = ot
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((FBZE) :aEZ_aEy:_an _ 0 (_aEy_ _an
x 0y 0z ot dz ot
SN JE, OE, dB, 0E, dB,
= = —" = - > — = ——=
| (mtE)y 0z 0x ot 0z ot
5 0E oE 0B 0B
-3 y X z z
= — = — = - - 0
(o), =5~ %, =" =0 | %

Comme le champ électrique ne dépend que de la variable u = t — %, on peut écrire :

i) B aau_ 10
9z 0udz  cou d 10

9 0d0u_d oz cot

ot dudt ou

En annulant les constantes d’intégration qui ne se propagent pas, les relations ci-dessus

se mettent sous la forme :

Ey = _CBx B - - - -1 - -
{ E, =B, = B = Byey + Bye, + B,e, = T(Eyex + Exey)

- 1,5
= |[B]| = - |[E] (3.8)
Le produit scalaire .E-B = ExBy + E,B), = C(BxBy — BxBy) =0

Ce qui montre que les champs E, B sont en tout point et a tout instant perpendiculaires.

La structure de l'onde plane progressive harmonique est définie par [’ensemble de

propriétés qu’'on a déterminé.

1.1.3. La notation complexe :

Il est souvent utile d’exprimer le champ électromagnétique sous la forme complexe.

L'onde plane progressive sinusoidale est définie, en notation complexe, par :

{E(?, t) = Epellot-k7)
§(7:>, t) = B’Oei(wt—ﬁ-?)

Ainsi la dérivation par rapport au temps donne :

TGRS

. iwE(r,t) (3.9

Et:
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92E(#,t) S
T = —sz(r, t)
a _ .
a = lw
Il est possible d’écrire formellement : § ,

Par ailleurs, la divergence et le rotationnel peuvent tre écrite sous une forme compacte.

Ona:
E(#t) = (Eox8y + Eoy8, + Eq,8,)e (0t kxx—kyy=ksz)
D’ou:
-~ - - O0E, OE J0E . _—
divE =V -E = ax" + ayy + aZZ = —i(kyEox + kyEoy + k,Eo,)e' (@57
= divE = (—ik) - E(3.10)
aax onel(wt_fjfz) o kyEOZ - kZEOy
F(;?E =VXE= @ X Eoyei(wt_k'F) = —iei(wt_k'r) kZEOx — kZEOZ
0 EO ei(wt—fé-‘?‘) kxEOy - kyEOx
z
9z
kyE, — k,E,
= rotE =< k,E, — k,E,
kyEy — kyEy

E—d

= 7otE =V X E = —ik x E(3.11)

On montre aisément qu’il est possible d’écrire formellement :

V = —ik(3.12)
Ecrivons les équations de Maxwell en notation complexe :
divE =0=> —ik-E =0 (3.13)

divB=0= —ik-B=0 (3.14)
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- —

rotE = ~3 = —ik XxE = —iwB (3.15)

—_———

OE S .
rotB = Hoo 5o = —ik X B = iugeowE  (3.16)

e De (3.13) et (3.14) nous retrouvons un résultat connu : le vecteur d’onde Kest normal au

—

plan d’onde (E, E). Le champ électrique E et linduction magnétique B sont

transversaux : la transversalité de [’onde plane
o La relation (3.15) ou (3.16), impose d’autre part que les vecteurs E et B sont
orthogonaux(l_i') 1 §) telle que le triedre (lvc), E , §) est un triedre direct.

e e champ magnétique est ainsi completement déterminé en direction et en module.

Pour passer aux valeurs réelles des champs, il suffit de prendre les parties réelles des

grandeurs complexes :
E= Re(E')) = Eqy cos(wt — E?)

2. POLARISATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

Nous discuterons ici du concept de polarisation des ondes électromagnétiques. La

direction et la trajectoire décrites par 1’extrémité du vecteur champ électrique E (dans le plan
orthogonal a la direction de propagation) en un point donné de I'espace en fonction du temps,

définissent 1’état de polarisation de 1’onde.

Dans le cas le plus général, la courbe produite par le champ ¢€lectrique E estune ellipse
et, par conséquent, 1'onde est appelée polarisée elliptiquement. Dans certaines conditions,
l'ellipse peut étre réduite a un cercle ou a un segment de ligne droite. Dans ces cas, on dit que

la polarisation de 1’onde est respectivement circulaire ou linéaire.

Puisque le vecteur champ magnétique B se déduit du vecteur champ ¢électrique E (les

- — . y . : A\
deux vecteurs E etB sont transverses, et ils sont confinés dans un plan perpendiculaire a la

direction de propagation). Il suffit donc de décrire le comportement du champ électrique et

. . = g r . . M r r
d'en déduire celui de B. Le champ magnétique ne nécessite pas une discussion séparée.
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2.1.  Polarisation elliptique :

Pour une onde plane monochromatique se propageant dans la direction Oz, le vecteur

d’onde s’écrit: k = ke,, avec k = 2771 Les composantes du champ électrique peuvent se
mettre sous la forme :
E, = Ey, cos(wt — kz — ¢,)
E(Z, t) =4Ey = Ey, cos(wt —kz — (py)
E,=0
A z fixé, par exemple z = 0, il reste :
E, = Ey, cos(wt — ¢,)
E0,0) = E, = Ey, cos(wt — goy)
E,=0

Un choix convenable de 'origine des temps ou E,, passe par sa valeur maximale, permet
d’écrire :
E, = Ey, cos(wt)
E(0,t) = E, = Ey,, cos(wt — @)
E,=0
Avec: @ = @y — @y

Eliminons le terme cos(wt) :

cos(wt) = —
Eox

Et utilisons l'identité trigonométrique :

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

1
ﬂ = &cosw + <1 - (&)2> - sin ¢
EOy 0x EOx

2 2
E E E
y X X 2
> |=———=—cosp| = 1—(—) )sm @
<E0y Eox ) < Eox
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Enfin, 1'équation ci-dessus donne :

Ey >2 (Ex )2 (Ey> E,
Sy 4 (£ o (—)cos = sin2 (3.17)
(Eoy Eox Eoy) \Eor) ¥ !

C'est l'équation générale d'une ellipse. Ainsi, l'extrémité de E (z,t) décrit une ellipse en
un point donné de l'espace. On dit que l'onde est polarisée elliptiquement. L’ellipse est

inscrite dans un rectangle de cotés 2E, et 2E,,

Par convention on trace l’ellipse dans un plan orthogonal au vecteur d’onde E, en

placant k dirigé vers I’observateur.

Il reste a déterminer le sens de parcours de 1’ellipse par le champ. Le sens de parcours

de I'ellipse peut €tre obtenu en calculant la dérivée de E (0, t) a l'instant initial :

Ay

Figure 3.4: Polarisation elliptique, L’ellipse est

inscrite dans un rectangle de cotés 2E, et 2E,,

pr $r

A
N

) // o ' ; / o
Figure 3.5 : a) Hélicité positive, b) Heélicite négative, l'onde est
l'onde est polarisée a gauche polarisée a droite
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(dﬁ(o, t)

R > = wEqy sing é,
z=0,t=0

e Si @ €]0,7[, le sens de parcours coincide avec le sens trigonométrique (de &, vers
é,). En optique, l'onde est polarisée & gauche, car le vecteur E tourne vers la gauche
pour un observateur qui recoit I'onde et I’hélicité est dite positive.

e Si € |m, 2x[, ’hélicité est dite négative et 'onde est polarisée a droite.

e Lorsque ¢ = ig et Egx # Egy :

Ey\° [ Ex\?
E oy E 0x
Les deux composantes du champ sont en quadrature retard si ¢ = + g et en quadrature

avance si ¢ = — g Les axes de 1'ellipse coincident alors avec Ox et Oy.

Simulation de la Polarisation elliptique

Ce programme sous Maple, permet de produire les différents états de polarisations des
ondes ¢électromagnétiques.
>restart:
with(plots):
with(plottools):
E x :=30%cos((2*Pi*(1/3))*z):
E y :=30%cos((2*Pi*(1/3))*z+(1/3)*Pi) :
polarisation := plot([E x, E y, z = 0 .. 3], scaling = constrained, axis = [gridlines = [3,
color = black]], labels = ["y", "x"], labeldirections = ["horizontal”, "vertical"], labelfont =
["times", "roman", BOLD, 20], title = "Hélicité positive, l'onde est polarisée a gauche ",
titlefont = ["times", "roman", 15], color = "black"):
VI :=arrow([-10.13425, 19.2804622], [-20.030809, 9.8767269], .2, 2, .2, color = "black"):
V2 :=arrow([9.98156, -19.509776], [19.51393, -10.49429], .2, 2, .2, color = "black"):
tl := textplot([-5, 25, (‘typeset)("E 0x")], 'align' = 'above’, 'font' = ["times", "roman",
BOLD, 12]):
t2 := textplot([27, -7, (‘typeset)("E _0y")], 'align' = 'above', 'font' = ["times", "roman",
BOLD, 12]):
t3 := textplot([-4, -18, ('typeset')("E Ox = E Oy"*et* &varphi:" = (1/3)*Pi)], 'align' =
‘above’, 'font' = ["times", "roman", BOLD, 12]) :
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t := PLOT(POLYGONS([[-19, -12], [-19, -18], [11, -18], [11, -12]], COLOR(HUE, .5))):
display(polarisation, VI, V2, t1, t2, t3)

Helicité positive, I'onde est polarisee a gauche

E_n: T

Figure 3.6 : Polarisation elliptique gauche.

Remarque : 1] suffit de varier ¢ entre 0 et 2w et (E_Ox= ou # E_0y) vous visualiser tous les

états de polarisation possible.

A=17311 A=1235646
A / Y /

P e
VAR,
ARE ASBES
N NEP

Figure 3.7 : Animation du sens de parcours de [’ellipse par le champ

—
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Sens de parcours de Pellipse par le champ
>animate(plot, [[E y, E x,z=0.. A]], A =0 .. Pi, scaling = constrained, frames = 50);
2.2.  Polarisation rectiligne
)

Pour ¢ = mn(m =0,1,2,.

Iy

E,=+-2E, (3.18)
0

K

Le champ électrique garde une direction constante dans 1'espace. Soit ¢ = 0, ce qui veut dire

que les deux composantes sont en phase, soit ¢ = 7, c’est-a-dire que ces deux derniers sont

en opposition de phase. La polarisation est dite rectiligne.

4y Ay
Eoy EOy
x x
EOX EOX
¢=0 p=r
Figure 3.8 : Polarisation rectiligne.
2.3.  Polarisation circulaire :
A y A y
E, Eo
x x
Oz E, Oz E,

Figure 3.9 : a) Polarisation b) Polarisation circulaire
circulaire gauche ¢ = g droite ¢ = _g
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Lorsque ¢ = ig et Egx = Eoy = Ey:

(%)2 + (EE—;)Z —1 (319

P = , . .
L'extrémité du vecteur E décrit un cercle de rayon E, dans l'un ou l'autre sens suivant le

signe du déphasage ¢. On dit que 1'onde est polarisée circulairement. Si le champ électrique

tourne dans le sens des aiguilles d’une montre (¢ = _§)= on dit que la polarisation est

circulaire droite. Si la rotation est dans le sens contraire (¢ = + g)alors la polarisation est dite

circulaire gauche.
Remarque :

Les sources lumineuses conventionnelles soleil, ampoule produisent des ondes
¢lectromagnétiques non polarisées car le champ électrique ne satisfait a aucune des conditions
précédentes. Plus précisément, 1’état de polarisation n'est défini que pendant une durée qui est
le plus souvent faible devant la durée de détection; c'est le cas des ondes lumineuses. Mais la
polarisation naturelle de la lumicre existe. Certains milieux polarisent la lumicre. Cependant,
on peut, en sacrifiant une partiec du flux lumineux, transformer ce rayonnement en une
vibration polarisée, au moyen de lames cristallines convenablement taillées, c'est-a-dire des
corps qui ne laissent passé¢ que les champs électriques paralléles a une certaine direction, et
absorbent les autres. De tels dispositifs constituent des polariseurs. Par des associations
convenables, il est possible de produire les trois types de polarisations : rectiligne, circulaire

et elliptique.

3. ONDES PLANES ELECTROMAGNETIQUES DANS UN MILIEU MATERIEL

LINEAIRE.

En présence de charges libres (donc un milieu matériel globalement non neutre

électriquement (p # 0)), I’équation de Maxwell-Gauss divE = gﬂ , montre que les vecteurs
0

-

E et k ne sont pas perpendiculaires faute, de quoi, il ne peut y avoir d’onde plane
¢lectromagnétique.
L’équation de propagation pour le champ électromagnétique, Pour un milieu neutre

(p = 0) s’écrit :
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A 0%E 9y
oz = Hor
. 0%B .
AB — SMW = —urotj

Si pour une onde électromagnétique plane, de pulsation w et de vecteur d'onde K les
champs varient en :

AE =pu £F+JE = k“E = uw (£+lW)E

2 2 9
= k* = uw (e+1—)
w
ou encore :

k? = pw?e (3.20)

Cette équation constitue l'équation de dispersion des ondes électromagnétiques dans le
milieu étudié. Avec € une constante diélectrique généralisée, dont il est évident que les

valeurs seront en général complexes.

Connaissant la conductivité o, la permittivité complexe € et la perméabilité complexe [i

du matériau, la propagation des ondes électromagnétiques pourra étre déterminée.
3.1.  Solutions de I'équation de dispersion.

Selon le signe et la nature du produit pé&, on aura a considérer différents types de

nombres d’ondes, et donc trois types d'onde distincts.

3.1.1. Onde progressive sans atténuation :

Lorsque pE est réel positive, alors k prend des valeurs réelles. La relation de dispersion

est simplement :
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kzwﬁ

L'onde plane se propage sans atténuation et son amplitude reste constante au cours de

. . I3 r . : : . I w —_—
la propagation. Par contre il y a en général dispersion. La vitesse de phase : v, = - =

1
JiE
indique que la propagation est dispersive : la vitesse de phase varie avec la pulsation.

3.1.2. Onde évanescente

Dans le cas ou le produit ué est réel négative, alors k est un imaginaire pur. Le champ

¢lectrique a donc comme écriture :

E@# t) = Eje kTeiwn)
et présente une décroissance spatiale exponentielle sans propagation : le champ oscille en
phase dans tout I’espace. Il d’agit dans ce cas d’une onde évanescente.
3.1.3. Onde progressive atténuée

Dans le cas ou pE est un nombre complexe, alors le vecteur d’onde est également un

nombre complexe qu’on peut le mettre sous la forme : k = Er + ilvc)l- et le champs électrique
aura la forme :
E(f), t) = Eoe—ﬁi-?e(ﬁr-?—iwt)

Le premier terme est D’amplitude de 1’onde et il présente une décroissance

exponentielle. Tandis que le deuxiéme exponentielle décrit une propagation avec une

longueur d’onded = i—”

r

Ce type d'onde est appelée onde progressive atténuée.

3.2. Exemples de propagation dans un milieu matériel

3.2.1. Propagation dans un isolant parfait

Un isolant parfait a une conductivité nulle et une permittivité relative
&g =lete=¢y&r, lhy = g0 =0

I'équation de dispersion devient :

k = %,/er(w) (3.21)
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3.2.2. Propagation dans un diélectrique réel

Un diélectrique réel est définit par sa faible conductivité et sa permittivité relative
complexe dont la partie imaginaire est liée 1’absorption de 1’onde par le matériau. La relation

de dispersion est

w? (g o
kzzﬁe; 1+i|l—+ (3.22)

& EEW

3.2.3. Propagation dans les plasmas

Un plasma est un gaz ionisé. La relation de dispersion est donnée
w? w2
k2 = C—Z(1 - W—Z) (3.23)

Nq? . .
Ou w, = ’% est la pulsation plasma (m la masse d’une particule portant une charge q, N
0

nombre de charges par unité de volume)

3.24. Propagation dans un conducteur :
Un bon conducteur est caractérisé par: o = 00,& = gy&,, U = Ulo.La relation de
dispersion s’écrit :

2 w? ;
k =C—2£rur(1—l

) (3.24)

WE-Eg

4. VITESSE DE PHASE ET VITESSE DE GROUPE

La vitesse de phase est la vitesse de propagation de la phase d’une onde plane

progressive sinusoidale. La vitesse de phase est calculée par :
w
Vp = E (325)

La propagation est dite dispersive lorsqu’il y a une dépendance entre la vitesse de phase

et la fréquence de 1’onde.

La vitesse de groupe est la vitesse de propagation de I’enveloppe d’une onde. On définit

la vitesse de groupe par l'expression :
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dw
Ug = E (326)

On voit qu'elle se distingue de la vitesse de phase deés qu'apparait une dispersion, et des
que la relation entre w et k cesse d'étre linéaire (Cette vitesse est égale a la vitesse de phase

lorsque w et ksont proportionnels, c'est-a-dire lorsqu'il n'y apas de dispersion; c'est le cas du

vide pour lequel w = kc : vy = ¢ = v,).
5. CONSERVATION DE L’ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE, LE VECTEUR

DE POYNTING :
L'équation de Maxwell-Ampére permet d'exprimer J en fonction de EetB:
e OE
rotb = Ho|] T &0 ot

L1z OE
]—Moro Soat

Faisant intervenir un terme enJE :

=>]-E=M—Oz~7-(rot:B)—a >

En outre, comme :

- —

. B B _.. . __ (B
div| E X — =M—-rotE—E-rot —
0

Ho Ho
—n 0B
et, en tenant compte de : rotE = — >

il vient :
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- N
=J-E = —div(P) —5; )

On a introduit ici deux nouvelles quantités, une quantité scalaire et une quantité vectorielle :

la densité d’énergie électromagnétique U (mesurée en J.m™) et le vecteur de Poynting P qui

désigne la direction de propagation de 1’énergie.

Finalement, on obtient la relation de conservation de 1’énergie électromagnétique sous une

forme compacte :
- d L o
div(P) + 5% (U)=-J-E (3.27)

Remarque :

Dans le vide la conservation d’énergie €électromagnétique devient :
P d
dw(P) + E(U) =0

A T'aide du théoréme de Green-Ostrogradsky appliqué a la surface (S) qui délimite le volume

7, I'équation précédente se met sous la forme suivante :

fff(ﬂdiv(ﬁ)dr = —%(fﬂ(ﬂUdr)

:ff Pds = ow (3.28)
) ot '

West I’énergie électromagnétique emmagasinée dans le volume .

Cette équation traduit le fait que la diminution de [’énergie électromagnétique dans le
temps est due a l’énergie rayonnée a travers la surface (S). Ce résultat constitue le théoreme
de Poynting, et le vecteur P représente donc en grandeur et en direction le débit d’énergie

électromagnétique.

Le vecteur de Poynting s’écrit :

o (E xE) - E* E?_ .
P=Ex =k = U=ceE%U (3.29)
WHo WHo  Clo
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La densité de I’énergie électromagnétique vaut :

gE? B?  gE* 1 (E?
U= = —)=gE* (330
2 T Tz tap\) T (3:30)

Le vecteur de Poynting s’écrit alors :
P = cUu (3.31)

Dans le vide, la vitesse de propagation de l'énergie électromagnétique est égale a la

vitesse de la lumiére.P est paralléle au vecteur d’onde. La direction de P indique le sens de

propagation de [’énergie, elle est aussi celle du rayon lumineux.

6. REFLEXION ET REFRACTION

6.1. Conditions aux limites

Les relations entre les champs électromagnétique dans deux régions différentes de
l'espace séparées par une interface d’épaisseur infinitésimale sont appelées les conditions aux

limites. Les deux régions sont considérées de taille semi-infinie.

Les relations entre les composantes normales (indice N) et tangentielles (indice T) des

vecteurs des champs sont données par :

- La discontinuité de la composante normale du champ ¢électrique :
&§Eiy —&EnN =0
- La continuité de la composante tangentielle du champ électrique a I’interface :
Eyr = Exr
- Les composantes tangentielles du champ magnétiques sont discontinues :

1

1

0 _)1T ‘E _)ZT =Js
- Les composantes normales du champ magnétique sont continues a I’interface
Boy —Bin=0
6.2.  Lois De Snell-Descartes

Une onde ¢€lectromagnétique peut étre décrite sous la forme suivante
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E(f‘), t) = E’Oei(—wt+ﬁ-?)

Les ondes incidente et réfléchie sont dans le milieu 1 tandis que I'onde transmise (ou

réfractée) est dans le milieu 2. Soit :
E,(7,t) = Egei-ot+kt)
E.(7 t) = E,  el(-ot+krr)
E.(7t) =E, pi(-wt+kT)
Puisque la composante tangentielle de E doit étre continue 2 la frontiére z= 0
Eioei(‘witﬁi'f') + E’roei(—wrﬁﬁr-?) _ Etoei(‘“’tt"’%t'?)

La seule facon dont cette condition aux limites sera satisfaite pour tout x et y est que :

La condition 1 implique que les fréquences des ondes incidentes, réfléchies et
transmises restent inchangées. Les conditions 2 et 3 exigent que les composantes tangentielles
des vecteurs de propagation soient continues. Cela signifie que les vecteurs de propagation
doivent tous se trouver dans le plan d'incidence. C’est 1’énoncé de la premiere loi de Snell-

Descartes. Ainsi,

{ki sin6; = k, sin 6, (3.32)

k;sin6; = k; sin 8,
Siky = % le nombre d’onde dans le vide.

L’onde réfléchie se propage dans le méme milieu de 1’onde incidente. Les modules des

vecteurs d’onde ont donc le méme module.

)
ki =kr = wymé :nlzznlko

W
ke = w\/p2é; = nz?z nako
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d’ou
k;sin6; = k, sin 0,
= n,k, sin 8; = n,k, sin 6,
Soit :
6; =0,

L'angle de réflexion est €gal a I'angle d'incidence, comme en optique.
et:

n, sin@; = n, sin 6, (3.33)
Il s’agit de la deuxieéme loi de Snell-Descartes.
6.3. Coefficients de Fresnel

Dans cette section, nous discutons le phénoméne de réflexion-réfraction des ondes a la
frontiére entre deux diélectriques. Le plan d'incidence est défini comme le plan formé par la
droite normal a l'interface séparant les deux milieux et le rayon incident. Nous introduirons
des coefficients dits de Fresnel. Le coefficient de réflexion » (de transmission ¢) est défini
comme le rapport entre les amplitudes du champ électrique réfléchi E, (transmis E;) et du
champ électrique incident E;. Ils sont exprimés en fonction de l'angle d'incidence et les

indices de réfraction des deux milieux.

Le coefficient de réflexion en amplitude » et le coefficient de transmission en amplitude ¢ du

champ électrique par sont définis comme :

E;

E;

E, (3.34)
E

Sur la base de ces préliminaires généraux sur l'incidence oblique, nous allons
maintenant considérer les deux ¢états possibles de la polarisation des ondes
¢lectromagnétiques. Toute autre polarisation peut étre considérée comme une combinaison

linéaire de ces deux cas
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a. Polarisation transversale ¢lectrique (TE), ou le champ électrique est perpendiculaire au
plan d’incidence; cette polarisation est souvent appelé polarisation S (de senkrecht,
«perpendiculaire» en allemand).Le champ électrique a une seule composante
tangentielle a l'interface.

b. Polarisation transverse magnétique (TM); ou le champ magnétique est perpendiculaire
au plan d’incidence, le champ électrique est compris dans le plan d’incidence; appelé
aussi polarisation P. Le champ électrique a donc deux composantes une tangentielle et
I’autre normale a l'interface. Ces deux composantes nécessitent des traitements

distincts.

En utilisant les équations de Maxwell et en appliquant les conditions aux limites
appropriées (la continuité des composantes tangentielles du champ ¢lectrique et du champ

magnétique a I’interface).

6.4. Polarisation transversale électrique (TE) :

Le champ ¢électrique incident est normal au plan d'incidence, les composantes

tangentielles du champ ¢électrique et du champ magnétique sont continues :

E,+E, =E,

n E; n B, nyEy
cos f; + cosf; = — cos 6,
c

c

= n,(—E; + E,) cos §; = —n,E; cos 6,
Les coefficients de Fresnel de réflexion et de transmission, deviennent :

E, mnycosB; —n,cos 6,

7 = — =
TE E; mnycosB; +ny,cos 6, (3.35)
_— E, 2n4cos 6; '
TE 7 E; 7 nycos 6; + nycos 6,

6.5. Polarisation transverse magnétique (TM) :

Encore une fois, la continuité des composantes tangentielles du champ électrique et du

champ magnétique a I’interface exige que :
E;cos8; — E, cos 0; = E, cos 0,

B, + B, = B,
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=
c c C

n,E; + nEr _ nyE

Ei i incident .
B; - ki
N r . réfléchi B,
E; E; 2
> t: transmis | AN N r
n; ki n; ki
N+ Nj+1
R B
B . & g, B
~ B ‘ E"t B
- é)z -
k; t
a. Polarisation (TE) b. Polarisation (TM)
Ei = (O,El‘,O) Ei = (El COSQ,O,EL' Sin9)
Er = (0,E,,0) Er = (—E, cos0,0,E,sinf)
Et == (O, Et' 0) Et = (Et COSﬁ,O, Et Slnﬁ)
B; =-21—(-co0s8,0,—sinh) El (0,B;,0)
¢ B, = (0,B,,0)
B, = T(cos 6,0,—sinf) B, = (0,B,,0)
B, = A t(—cosﬁ,O,—sinﬁ)

c
Figure 3.10 : Etats de polarisation des ondes électromagnétiques

= ny (E; + E;) = nyE,

On retrouve finalement les deux autres coefficients de Fresnel :

E, mnycosB; —nycosb;
r —_ —
™ E; mnycos@; +n cosb; (3.36)
E; 2n4cos 6; '

t = — =

™ E; n,cosO; +nqcosb,
Généralité :
Si on considére l'interface (j-/) séparant le milieu (j-1) et le j-eme milieu, Les

coefficients de réflexionf;_; jet de transmission ;_; ; sont définis comme :
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r
~ _ -1
‘r:/._l;j - Et

j—1

Dans le cas de la polarisation TE (S), les coefficients de réflexion et de transmission

complexes sont définis par :

N _ Tj—l - Tj
i = 5w
Jj—1 ]
. 2Tj—1

t; P e . A—
J=1J . .
Tji—1 + T

Et pour la polarisation TM (P), ces coefficients sont donnés par :

Tj-1,j =

tj-1j = Z3=

1
Ou: 7; = fl; cos 6; = (A7 —nfsin6,) /2

AvecHy,nysont respectivementl’angle d’incidence et I’indice de réfraction du milieu

d’incidence,f;est I’angle de réfraction dans la couche j.

Ces équations se réduisent dans le cas de I’incidence normale, lorsqued; = 8, = 0

n; —n;
Tre = =—Trym
ny +n,
2n,
=trm

lrg =
n, +n,

6.6. Angle de Brewster :

Le coefficient de réflexion rp) de la polarisation transverse magnétique (TM) peut

devenir nul pour une certaine valeur de I’angle d'incidence, dit angle de Brewster 6; = 05

rry = 0 = n,cos 8 = nycos 6,

On multiplie par sin 6,

Nn,c0s O sin 8; = n,cos 6, sin 6;
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= sin Oy sin 8z = sin O, sin 6,

0.4
r.
0.2 Yy
'\63256.30993246
0
F
o2 TE
—0.44
—0.54
0.8
—14 T t
T T ER 4 k3 5 3w T £
16 8 16 4 16 3 16 2

Figure 3.11 : Les coefficients de réflexion rry, , 1rg et I’angle
de Brewster 0p

= sin 205 = sin 26,

Soit :

205 = 260, oum— 205 =26;
Soit :

0y + 0, = g (3.37)
D’ou:

s
n, sinfz = n, sin 6; = n, sin (E — 93) = n,cos Op
Finalement, nous trouverons une expression pour l'angle de Brewster :
n;
tan 63 = —(3.38)
ny

L’angle de Brewster est I’angle pour lequel le rayon réfléchi est perpendiculaire au

rayon transmis.
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Programme Maple pour tracer les coefficients de réflexion rry , Trg

Le programme suivant trace les coefficients de réflexion rry , rrgen fonction 0 de et

indique [’angle de Brewster Op

restart:

with(linalg):

with(ListTools):

with(LinearAlgebra):

with(plots):

with(Statistics):

with(student):

_EnvAllSolutions := true:

n = 1.50:

num_TE := cos(theta)-sqrt(n"2-sin(theta)"2):

den TE := cos(theta)+sqrt(n*2-sin(theta)"2):

r TE :=num_TE/den TE:

num_TM = n"2*cos(theta)-sqrt(n"2-sin(theta)"2):

den TM :=n"2*cos(theta)+sqrt(n”2-sin(theta)"2):

r T :=num TM/den TM:

y =0:

r TM_ plot :=plot(r TM, theta=0 .. 100*Pi*(1/180), -1 .. .4, color = red, axes = boxed):
r TE plot :=plot(r TE, theta=0 .. 100*P1*(1/180), -1 .. .4, color = red):
y_plot := plot(y, theta =0 .. 100*Pi*(1/180), -1 .. .4, color =red):

display(r_TE plot,r TM plot, y plot):
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6.7.  Angle critique (réflexion totale) :

Lorsqu’un rayon lumineux passe d’un milieu plus dense a un milieu moins dense, le
rayon réfracté s’¢loigne de la normale, soit 1’angle de réfraction est plus grand que I’angle
d’incidence. En effet, la variation entre les deux angles n’est pas linéaire, I’angle de réfraction
varie plus rapidement que I’angle d’incidence, comme prédit par la loi de Snell-Descartes. On
peut se trouver dans la situation ou le rayon réfracté soit parallele a I’interface. L'angle
d'incidence qui provoque cette situation est appelé «’angle critique ». Lorsque 1’angle
d’incidence est supérieur a I’angle critique, le faisceau est "piégé" a l'intérieur du milieu
d'incidence d'indice supérieur (figure 3.12), et ne passe pas par l'interface, mais présente
plutét une réflexion interne totale. La communication par fibre optique repose sur ce

phénomene.

n; n n;
L
np /{ np /C np

0 <0, 0 =6, 0> 0,

Figure 3.12 : La réfraction - la réflexion totale.

Considérons un rayon se propageant dans un milieu d'indice n, par exemple du verre
n=1.5), et rencontrant un dioptre séparant ce milieu de l'air, avec une longueur d'onde
incidente de 550 nm (dans l'air). Premiérement, la figure 3.13 montre graphiquement la
réflectance de la lumicre tracée par rapport a lI'angle d'incidence. La réflectance passe a 1,0 a

l'angle critique de 41,8
Les conditions d'une réflexion interne totale sont:

1. La lumiére se déplace d'un milieu optiquement plus dense (indice de réfraction plus
¢levé) vers un milieu optiquement moins dense (indice de réfraction inférieur).

2. L'angle d'incidence est supérieur a l'angle critique

I1 est possible de calculer 1'angle critique a la surface entre deux milieux en utilisant la

loi de Snell-Descartes :

n, sin6; = n, sin 6,
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100

80 —

Polarisation S
60 — —-—- Polarisation P

40 -

Réflectance %

20

Angle d'incidence

Figure 3.13 : Réflectance en fonction de l'angle d’incidence de la lumiere passant du
verre a l'air

ou n, est l'indice de réfraction du matériau 1, n, est I'indice de réfraction du matériau 2, avec
n, > n,, 6; est l'angle d'incidence et 6, est l'angle de réfraction. Pour la réflexion interne

totale, nous savons que l'angle d'incidence est 'angle critique. Donc,

Cependant, on sait aussi que l'angle de réfraction est de 90 °. Donc nous avons :
6, =90°
Nous pouvons alors écrire la loi de Snell-Descartes comme suit :
n,; sinf@, = n, sin90°
on trouve :

sinf, = —
ny

Ou encore :
n
0, = sin™1 (—2) (3.39)
ny

II est a noter que pour une réflexion interne totale, le rayon incident est toujours dans le

milieu le plus dense.
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Exercices

Exercice 01 :

Le champ électrique d’une onde électromagnétique se propageant dans le vide est

donné par :
E = 50. é,.cos(10%t + Bx) V/m
(a) Trouver la direction de propagation de [’onde.

, . . . A
(b) Calculer B et le temps nécessaire pour parcourir une distance de >

. , . : T T
(c) Calculer, en fonction de 3, le champ électrique aux instants : t = 0, Jet

Exercice0?2 :

Soit le champ électrique d 'une onde lumineuse (exprimé en unité S.1.) :

3-10°
5 (\/§x+z)

E=10%-8,-cosm|9-10Mt —

éyest un vecteur unitaire le long de I’axe Oy .
1) Déterminer (a) sa direction de propagation, (b) sa vitesse v, (c) sa longueur d’onde A
,(d) sa fréequence f et (e) son amplitude E.
2) Montrer que E est solution de [’équation de propagation.
3) Quelle est ’expression du champ magnétique B correspondant, calculer By ?

4) Représenter sur un schéma clair les vecteurs E, B et le vecteur d’onde k.
5) Déduire les propriétés de structure de [’onde plane.

Exercice 03 :

On considere deux polarisations circulaires de méme amplitude, mais tournant en sens

inverse, dont les champs électriques sont respectivement :

E,#t) = E, [€, cos(wt) + é, sin(wt)]
etE,(7,t) = E, [Ex cos(wt + @) — €, sin(wt + (p)]

Calculer le champ électrique résultant ET = El + Ez. Preéciser, [’état de polarisation de

[’onde résultante.
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Exercice 04 :
Décrire [’état de polarisation de chacune des ces ondes :

E, cos (Zn (vt - %) - g)
E, cos (Zn (vt - %) + g) ’

->_[ Ey cos(wt — kz) ] =
E,cos(wt —kz —m)] -

E,cos(wt — kz)
E= lEO cos (Wt —kz + g)l

E,sin(wt — kz)
lEO sin (Wt —kz — %)l

Exercice 05 :

Deécrire [’état de polarisation de chacune de ces ondes :

E, = E, cos(wt — kz) &, — E, cos(wt — kz) éy
- > T -
E, = E,sin(wt — kz) e, — E, cos (Wt —kz— Z) éy

E; = Ey cos(wt — kz) 8, — E, cos (Wt —kz — E) éy

Corrigés

Exercice 01 :
Le champ électrique de |’onde électromagnétique est donné par :
E= 50.€,.cos(10%t + Bx)V/m
a) du signe positif dans (Wt + Bx), nous en déduisons que l'onde se propage le long de -é,

b) Dans le vide, la vitesse de propagation est c :

_e_ 10° 1
= - T3.108 ~ 37%d/m

le temps nécessaire pour parcourir une distance de S

A . . A 2wt 1 61T 3142
—_ = . P — — . — —
2 M TR T T 2T 23108 0™

c) le champ électrique a :
t=0E, = 50 cos fx
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T 2- .
t=7 E, = 50cos(w -£+ﬂx) = —50sin fx
T 2:
t ==, E, =50cos (a) ﬁ + ﬁx) = —50 cos(Bx)
Exercice 02 :

3-10°
2

E=103%- €, " COST [9 <10t — (\/§x + Z)l

1- (a) La direction de propagation ;

On a
E')=E0-§y-cos[wt—l-<)-17]

Avec w =9-m-10™" rad/s

V3
kx=3-n-106-7=kc059

. 6
210 (V3x+2z)=1{ k, =0

2

R
k-7=m

1
kZ=3-n-106-§=ksin9

D’ou Hzgrad et k=3-m-10° rad/m

(b) La vitesse v, (c) La longueur d’onde A, (d) la fréquence f et (e) ['amplitude E :

1014 . .
v=2=2"0"—3.10%m/s=c, A= =—"=2-10"5m,
k  3m10 k  3m106 3
w _9 14 3
2) E solution de I’équation de propagation.
FoL2E 5 1
c2 ot? @

E(r,t) = E,(x,z1)

2

9%E, 0%E 3\, (1Y’ 2 AR
AE, =—2 + y:—(3'n-106)2-103-<<£> +<—) )-COS(wt—k-7)AE

0x? 0z2 2 2

AE, = =972 - 10" cos(wt — k - 7) 2)
92E R
atzy == —81-12-10%! cos(wt — k - V) (3)
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On remplace (2) et (3) dans (1) avec ¢ =3-108m/s

3) L’expression du champ magnétique B

L kxEB o1l [0\ 1 i . 3-m-10° 1. V3.
B = o =—| 0 |Xx g =5(—Ekzex+Ekxez)=TE- —Eex+7ez

N| =

-~ E o V3 E
B =Tocos(wt—k-77)<— é’x+7"Z>BO ==

—

4) Représentation des vecteurs E.Betk

oy
)
==

|
<y

5) Les propriétés de structure de [’onde plane :

— -

L’onde transversale (E , 1—9)15) ;EIB;E Betk forme un triédre direct.
Exercice3:

E,(7t) = E, [éx cos(wt) + €, sin(wt)]etl_i')z (#,t) = E, [éx cos(wt + ¢) — €, sin(wt + (p)]

Calcul du champ électrique résultant : La somme de ces deux polarisations est

E; = E, + E, = 2E, cos (wt + %) [cos (%) €, — sin (%) §y]

L ’état de polarisation de [’onde résultante :

La somme de deux polarisations circulaires de sens opposé et de méme pulsation est une

polarisation linéaire dont [’orientation dépend du déphasage entre les deux ondes.

Exercice 04:

Etat de polarisation :

=5 [ Eocos(wt—kz)

= Polarisation linéaire.
E,cos(wt — kz — 1)
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R -EO cos (Zn (vt — %) _ g)
E= X |Polarisation linéaire.
Eq cos (27‘[ (vt — I) + E)
o E, sin(wt — kz)
E = 5, sin (Wt kg — %)lPolarisation elliptique gauche.
R E,cos(wt — kz)
E = 5, cos (Wt —kz+ g)lPolarisation circulaire droite.

Exercice 05 :

Détermination de [’état de polarisation:
E, = E, cos(wt — kz) 8, — E, cos(wt — kz) é, yA

Eqcos(wt — kz) é, + Eqcos(wt — kz + 1) €,

< ; >
= E, cos(wt — kz) (é, — &) ®k
Le vecteur d’onde est k = ké,
Au niveau du planz =0 on a :
POMI” wt = 0 N El S EO é)x _Eoé)y et El = \/ZEO }/A
Pour wt == : Ez =0 e ™~
2 P |
¢ = mPolarisation linéaire 7 P >
- R Ty el
E, = E,sin(wt — kz) e, — E, cos (Wt —kz — Z) ey
©F
=E cos(wt—kz—n)é’ + E, cos(wt—kz+3ﬂ>é’ T
-0 2/ x 70 4)77 0<¢p<=
Le vecteur d’onde est k = ké,
Au niveau du planz =0on a :
=1 - \/2 - \/2
Pour wt =0 : E2=Oex—7EOey et E2=7E0 y
=4 - \/2 - \/3 'hf. '“\-.\_\‘
Pour wt = g : By = Egé, ——Eoé, E; = —Eq
Q= %Polarisation elliptique droite. /.'
\_" N _.__'_r/
- N T -
E; = E,cos(wt — kz) e, — E, cos (Wt —kz — E) ey ®F
m
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s
= E, cos(wt — kz) é, + E, cos (Wt —kz + E) éy

Le vecteur d’onde est k = ke,

Au niveau du planz =0 on a :
Pourwt=0: E, = E;8, et E,=E,
Pour wt = g N E')z = _E0é>yE2 = EO

s . . . . .
Q= ;Polarlsatzon circulaire droite.

100



BIBLIOGRAPHIE

[1] E. Amzallag, J. Cipriani, J. Ben Naim et N. Piccioli: « La physique du Fac,
Electrostatique et Electrocinétique », 2°™ Edition, Edi-Science 2006.

[2] José- Philippe Pérez, Robert Carles, Robert Fleckinger : « Electromagnétisme, fondements

et application, avec 300 exercices et problémes résolus », 4™ é&dition, Dunod, 2002.
[3] R Michel Hulin : « Electromagnétisme, Equations de Maxwell », Armand Colin 1971.

[4] R Michel Hulin : « Electromagnétisme, Ondes électromagntique », Armand Colin 1971.
[5] Pierre Krempf : « Electromagnétisme MP », Collection les nouveaux Précis Bréal 2004.
[6] Joseph Edminister : « Electromagnétics », 3rd edition, Schaum's Outline Series 2000.
[7] Matthew Sadiku: « Elements of Electromagnetics », 3rd Edition, Hardcover 2000.

[9] Maxime Nicolas : « Ondes et électromagnétisme », Dunod 2009.

[10] Patrice Tchofo Dinda, Pierre Mathey : « Electromagnétisme, Ondes et propagation
guidée », Dunod 2017.

[20] Maple 17. Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc., Waterloo, Ontario.

[21] OriginPro, Version 2019b. OriginLab Corporation, Northampton, MA, USA.

101



