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Introduction

Ce cours a destination des étudiants de troisieme année licence Mathématiques LMD
comporte la matiére de Mesure et Intégration. Il contient 1’essentiel du cours avec des
exemples et des exercices d’applications sont proposés avec des solutions en fin de chaque
chapitre pour permettre a I’étudiants de tester ses connaissances et de se préparer aux tests
et aux examens finaux.

Ce polycopié est inspiré du cours qui a été fait par Mr Medeghri Ahmed et Bouziani
Fatima durant les années 2012-2015 au sein du département de mathématiques a ’'université
Abdelhamid Ibn Badis Mostaganem.

D’apres ma petite expérience, lors de ’enseignement de cette matiére durant quelques
années, j’ai décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fondamentales
liées & cette matiére.

Notons que le contenu de ce polycopié est exactement le méme proposé dans 'offre de
formation officiel suivant le cannevas donné par le ministére appliqué actuellement dans tous
les départements des Universitée Algériennes.

Nous supposons que le lecteur a une bonne connaissances de la topologie usuelle de R,
les premiers principes de la théorie des ensembles et le concept d’intégration au sens de
Riemann.

Comme ce polycopié est un cours, nous avons pris le parti de démontrer presque tous les
résultats d’une fagon compléte, c’est-a-dire sans renvoyer au cours de la preuve & un résultat
bien connu ou en admettant un résultat auxiliaire difficile. Nous avons d’ailleurs inclus un
nombre considérable d’exercices résolus tels qu’ils ont été testés dans le cadre de travaux
dirigés, ou ont fait ’objet de devoirs de reflexion ou de contdle des connaissances. Il va de
soi que le lecteur aura intérét a essayer de résoudre le probléme sans lire la solution au
préalable. Les chapitres de ce polycopié se terminent par des exercices corrigés puisés dans
les fonds des séries de T.D de I’équipe pédagogique du département de Mathématiques de
I’Université Abdelhamid Ibn Badis Mostaganem.

L’originalité de ce polycopié réside dans son contenu, inspiré sans vergogne de la litérature
existante.

Venons-en & une description plus précise de ce que I'on trouvera dans ce polycopié.

Dans le premier chapitre, nous donnerons rapidement les propriétés utiles concernant
les opérations sur les ensembles, la dénombrabilité, les limites d’ensembles et les fonctions
caractéristiques d’ensembles. Nous présentons, par la suite la notion de tribu particuliérement
la tribu borélienne. Nous offrirons une étude détaillée concernant la mesure positive, la
mesure extérieure et en particulier la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens.

Le second chapitre contient les propriétés générales des fonctions mesurables notament
les applications numériques mesurables qui seront désignées par £°, nous étudierons la
convergence presque partout et la convergence en mesure.

Au troisiéme chapitre, nous aborderons et traiterons la notion d’intégration par rap-
port & une mesure positive. En premier lieu, nous ferons 1’étude pour les fonctions numériques
mesurables et nous donnerons le Théoréme de convergence monotone (ou de Beppo-Levi) et
ses conséquences. Nous étudierons ensuite I'intégrale d’une fonction numérique mesurable et
nous finirons par une comparisation de l'intégrale de Lebesgue avec 'intégrale de Riemann.
Enfin, nous donnerons un apercu général sur la construction de I'espace L' et le théoréme
de convergence dominée dans cet espace.



Nous consacrons dans le quatriéme chapitre a I’étude de la mesure produit, notamment
les Théorémes de Fubini et quelques applications.

Enfin vu les erreurs répétées souvent dans les copies des examens de cette matiére, j’ai
constaté que la majorité des étudiants ne donnent pas 'importance au cours et ils font des
exercices en se basant directement sur les corrigés. Je conseille alors les étudiants de lire
d’abord le cours attentivement, de faire tous les exemples cités aprés chaque résultat donné
et enfin de passer & résoudre les exercices proposés sans retourner au corrigé. Les solutions
des exercices sont utiles uniquement pour tester le niveau des éfforts fournis par I’étudiant.

Finalement, j’espére que ce document pourra aider les étudiants qui veulent maitriser
cette partie mathématiques.

Comme toute entreprise humaine n’est infaillible, nous tenons a la fin de cette petite
introduction, a solliciter la haute bienveillance de nos lecteurs de nous faire parvenir toutes
leurs remarques via notre adresse E-mail : abdallah__menad@yahoo.com



Chapitre 1

Tribus et mesures

1.1 Rappels sur la théorie des ensembles

Dans toute la suite, on considére un ensemble de base E. On rappelle que P(FE) désigne
la famille de tous les sous-ensembles de £. Pour tout sous-ensembles A et B de E on a

A={zeE .z ¢ A},
le complémentaire de A dans F.

ANB = {zr€eE:xz€Aetz ¢ B}
= ANB‘=A\(ANB)

AAB = BAA = (AN\B) U (B\A) = (AUB)\_(AN B).

1.1.1 Dénombrabilité

Il est essentiel, pour tou ce qui concerne la théorie de la mesure de savoir distinguer ce
qui est dénombrable de ce qui ne I’est pas.

Définition 1.1 L’ensemble X est dit dénombrable s’il existe une bijection entre X et N.
En d’autre termes, on peut écrire

X ={z,:neN} ={xg, 21, ..., Tp, ...},

c’est-a-dire tout ensemble dénombrable pouvant étre indexé par N (ou si on peut énumérer
tous ses éléments).

Remarque 1.1 1. Tout ensemble fini est dénombrable.

2. N,Z,Q sont dénombrables mais R n’est pas dénombrable.

3. Toute partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable.
“+o0o

4. Si pour tout entiern € N, ’ensemble A,, est dénombrable, alors U A, est dénombrable.
n=1

5. La propriété 4) reste vraie si l'on remplace la suite (A”)n>1 par la famille dénombrable

(Ai);ep, c’est-a-dire avec I dénombrable.
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6. Tout produit d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

En général, les familles dénombrables ou les propriétes qui s’expriment en termes de
dénombrabilité sont notées avec le préfixe o pour témoigner de leur caractére dénombrable
(exemples : c—algebre, o—additivité).

1.1.2 Limites d’ensembles

Définition 1.2 Soit I un ensemble non vide et (Ay,), -, une suite de parties de E, on définit
la limite superieure et inferieure de la suite (Ay),-, par

“+00 +00
limA,, = limsup A,, := ﬂ U A = ﬂ U Ap.
" n=1lk>=n n=1k=n
+o00 +0oo
limA, = liminf A, == | J () 4x = J [ 4-
" n=lk>n n=1k=n
Remarque 1.2 Notons que o
limA, C limA,
En effet : on a
() Ak C A, Vk >,
k>n
donc o
(A c () 4 = TimA4,,
k>n n=>lk>n
d’ou o
U ) Ak € limA,.
n=1k>n

Proposition 1.1 (Suite convergente d’ensembles)

1. Si (Ay), est croissante i.e
An C An+1,Vn 2 1,
alors
imA, = limA, = | ] 4,.
n=1
2. St (A,), est décroissante i.e
An+1 C An,Vn 2 1,
alors

+o0
limA,, = limA, = ﬂ A,.
n=1

Dans les deux cas on dira que la suite (A,), est convergente.



Pour les suites réelles, rappelons que si (a,), est une suite dans R, on définit

lim sup a,, = infsupay,.
n n>1k2n

lim inf a,, = supinfay.
n n>1k>2n

Ces deux nombres existent toujours dans R = [—o0, +00] .
De méme si (f,,), est une suite de fonction d'un ensemble £ dans R, f,, : E — R, on
définit lim sup f,, et liminf f,, comme fonctions de £ dans R
n n

(lim sup fn> (x) = infsup fi(z).

nzlp>n

(lim inf fn> () = supinf f(x).

n n21k>n

1.2 Fonctions caractéristiques d’ensembles

Rappelons que la fonction caractéristique (ou indicatrice) x4, d’une partie A de X est la
fonction x4 : X — R définie par

I,sixe A

Xa(z) :{ 0,siz¢ A

Cette fonction ne prend donc que deux valeurs 1 ou 0 selon qu’elle est évaluée sur A ou non.
La fonction caractéristique vérifie les propriétés suivantes

Proposition 1.2 Soient X un ensemble non vide et A,B C X

1. SiANB =0 alors X aup = X4 + X5
2. Xae =1— x4 €t s5i BC A alors X, 5 = Xa — Xp-

3. Si (Ay), une suite de parties de X on a alors
Xiima, = Iminf x4 et Xfga, = imsup x4, -
- n ) n

De plus si les A,, sont disjoints deux a deux, alors

X+oo —+o0
Ua=d s,
n=1 n=1

1.3 Algeébres et tribus

Définition 1.3 (algébre de Boole) : Soient E un ensemble quelconque non vide et P(E)
l’ensemble des parties de l’ensemble E.
A C P(E) est une algébre (de Boole) si pour tout A,B € A :

1. {0, X} e A



2. AA=F\AecA
3. AnNBe A
4. AUBe A

C’est une semi-algébre (notée &) si les conditions 1) et 3) sont vérifiées et que le com-
plémentaire d’un élément de 0 est réunion finie d’éléments de 9.

Remarque 1.3 L’algébre A engendrée par une semi-algébre est constituée des réunions fi-
nies de parties de o

Définition 1.4 (Tribu ou o—algébre) : Soient E un ensemble et T C P(E) un ensemble
des parties de E. T est une tribu ou o—algébre sur E si :

1. FeT

2. T est stable par le passage au complémentaire
VAeT, A°eT.
3. T est stable par la réunion dénombrable

V(An),enCT, U A eT.

neN

1. T = {0, £} Tribu grossiére.
2. T = P(E) Tribu discrete.

Remarque 1.4 g €T, g = E°

T est stable par intersection dénombrable

V(An),en € T, NA €T

neN

na = (Ua).

neN neN

En général, la tribu est stable par n’'importe quelle suite dénombrable d’opérations sur les
ensembles.

Remarque 1.5 Si T est une tribu sur E alors

i) E€T car E =0

ii) Si(An),>, est une suite de T alors (| A, € T.

iii) Si A, B € T alors ANB, AAB €T car
ANB=ANB°eT et AAB = (A\DB)U(B\A) €T.

Proposition 1.3 T est une tribus sur E si et seulement si

1. 0eT.



2. T est stable par complémentation et intersection finie.
8. Si (An),s, est une suite de T disjoints deux & deux (i.e AN A; =0, Vi # j), alors

U A,eT.

neN

Preuve. La condition nécessaire est évidente. Pour montrer qu’elle est suffisante, il suffit
de montrer que T est stable par réunion dénombrable, soit donc (An)n>1 une suite de T et
posons

fﬁiZ_Al
n—1 ¢
.Bn1=44nr1<lj fh) s ﬂ/212
=1

d’aprés Uhypothése (2) de la proposition on a B, € T pour tout n > 1. Pour tout n # m, si
n>m on a

BnNB, CAnNB,=A,N (A, NATN..NA, N NAS ) =0,
d’ou
B,NB, =0, Vn#m,
d’autre part, il est clair que
+00 +oo
U B, C U A..
n=1 n=1
+o00
Pour Uinclusion inverse, si © € |J A,, il existe n > 1 tel que x € A,,. On pose r la plus

n=1

petite n > 1 qui vérifie x € A, i.e
r=min{n e Nz € A,},

alors
r€A,x ¢ A 1, x¢ Ao, ... et x & Ay,

ce qui donne x € B, alors
e.0)

_l’_
z e | Bn.
n=1

Nous avons montré que les B,, sont disjoints deuxr o deux et
+oo +00
lJ An:: LJ-Bn’
n=1 n=1

donc d’aprés (3) de la proposition, on a

“+oo
U A, eT.
n=1



1.3.1 Tribu engendrée
Proposition 1.4 Soit (T;), une famille de tribus sur l'ensemble E. Alors () T; est une tribu

i€l
sur F.
Preuve. On a E € T;, Vi e I donc E € ﬂ T;. Maintenant soit

iel

A e (Ti=AecTViel
i€l

= A°eT,Viel (carT; Tribu)
= A€ \T.
i€l
Soit

{A}uen € (T

iel
alors
(An)pew C [)Ti=VneN, A, e(T.

i€l i€l

VneNViel, A,eT;
Viel, UAneTZ-

neN

4. €Nz

neN i€l

Ll

Donc ﬂTi est une Tribu sur £. m

el
Remarque 1.6 La réunion d’une famille de tribus n’est pas forcément une tribu.

Exemple 1.1 Soit
E ={a,b,c}

Tl - {@,{a},{b,c},E}
T2 = {@,{b},{a,c},E}
Ty et Ty sont des tribus, mais
TIUTQZ{@,{a},{b},{(I,C},{b,C},E}

ne l’est pas car
{a} U{b} ={a,b} ¢ T1 UTs.

Remarque 1.7 SiAcT et BCA=+# BeT
{b,c} € Ty mais {b} C {b,c}

n’appartient pas a T7.



Définition 1.5 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C' un sous ensemble de P(E).
On appelle tribu engendrée par C' notée o(C), la plus petite tribu contenant C. Donc c’est
la tribu intersection de toutes les tribus contenant C'.

o(C)=nT, T tribu, C C T

Exemple 1.2 1. 0c({@}) =0(F) ={E,2}.
2. Soit A € P(FE) telle que A # E et A # &, alors

o(A) = {2, E, A, A}

3. E=N, A={{n},ne N}, 0(A) = P(E).

1.3.2 Tribu image directe, tribu image réciproque
Theoréme 1.1 Soit f : E — F une application. Montrer que

1. SiT est une Tribu sur E alors
T"={BCF:f'(B)eT},

est une Tribu sur F. (Tribu image directe).

2. SiT" est une Tribu sur F' alors
fHT) ={f(B):BeT'},
est une Tribu sur E. (Tribu image réciproque).

Preuve. Soit f : E — F une application =

1. On a

T"={BCF:f'(B)eT},
et

FCFetfYF)=EeT,
donc

FeT'.
-Soit
BeT = BCFetf'(B)eT,

et on a

B CF,
d’autre part, on a

4B = (f_l(B))c € T (car T stable par complémentaire),

donc
BceT.
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Maintenant soit

(Bu)pey C T'=VneNB,eT
— VYneN,B,CFetf'(B,)eT,

donc

UB.cFet ' (\UB)= JFr'B)eT,

neN neN neN

(car T' stable par U dénombrable), donc
UB.eT,
neN

d’ou le résultat.

2. On a
fT)={f(B):BeT'},

est une Tribu sur F

b) Soit

et on a

donc

c) Soit (Ay),en € fH(TY), alors

(Awew € JHT) = V¥n N, Ay [T
— VneN, 3B, €T : A, = f(B,),

d’autre part, on a

Udn= By = f(JBn. avec | JB. €T,

neN neN neN neN

donc

U An e r71(T).

neN
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1.3.3 La tribu borélienne ou tribu de Borel

Définition 1.6 (E,7) est dit espace topologique si T est une famille de partie de E appelées
ouverts contenant & et E, stable par union quelconque et stable par intersection finie.

Exemple 1.3 (E, P(E)) est un espace topologique.

Définition 1.7 (Tribu borélienne) Soit (E,T) un espace topologique. On appelle tribu boré-
lienne ou tribu de Borel, la tribu engendrée par l’ensemble des ouverts de T. Cette tribu sera
notée B(E). Les éléments de B(E) sont appelés boréliens de E.

Exemple 1.4 SiE =R, B(R) = o(C), ou C est l'une quelconque des familles d’intervalles,

{la,b[,a,b € Rya < b}, {]—00,a[,a € R, }
{la,+o0[,a € R}.

Remarque 1.8 B(FE) est aussi la tribu engendrée par l'ensemble des fermés de E. Les fer-
més sont les complémentaires des ouverts.

B(R) = o(C) avec C ={[a,b],a,b € R,a < b}
ou {]—00,a],a € R} ou {la,+oo[,a €R,}.

Proposition 1.5 Soient T' une tribu et C C P(FE). Alors
CcT=0C)CT.

Proposition 1.6 La tribu borélienne B(E) est aussi engendrée par les fermés de l’espace
topologique E.

Preuve. Soit F la famille de tous les fermés de E. Comme les tribus sont stables par passage
au complémentaire et que les fermés sont les complémentaires des ouverts on a

F C B(E),

et alors

o(F) C B(E).

Inversement, soit 0 € T un ouvert de E, alors
6 € F Co(F),
donc 6 € o(F). Ce qui montre que T C o(F) et puisque B(E) = o(7) on a B(E) C o(F). =

Lemme 1.1 Tout ouvert non vide de R est réunion dénombrable d’intervalles ]a, b .
Preuve. Soit 0 un ouvert non vide de R. Posons la partie A C Q? définie par

A={(p.9) Q' p<q:lp.q CO}.

Six € 0, il existe e, > 0 tel que |x — e,,x + .| C 0. Par la densité de Q dans R on peut
prendre p,, q. € Q vérifiant

$—€x<px<$€t$<Qx<$+5m
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il résulte que
T € |Peyqu| Clo—ep, v+, CH,

d’ot p.,q. € A, donc
v€lpe @l C | Ipal.

(p,g)eA
c’est-a-dire
oc |J Indl.
(p,g)€A
Inversement, st
re |J Indl,
(p,g)€A

il existe py,q, € A avec x € |py,q.| C 0 d’otw x € 0. On en déduit

0= J Ip.dl.

(p,g)eA

Cette réunion est dénombrable car la partie A C Q? est dénombrable. m

Theoréme 1.2 (La tribu B(R)) La tribu B (R) est engendrée par les intervalles |a,+oo|
pour a € R.

Preuve. Soient S = {|a,+o0[,a € R} la famille de toutes les intervalles |a, +oo[ et T l’en-
sembles des ouverts de R. Il est clair que S C 7 alors o (S) C B(R) car par définition on

a o (1) = B(R). Maintenant, montrons que T C o (S), soit 0 € T alors d’aprés le lemme
+oo

précédent, 0 est une réunion dénombrable d’intervalles de la forme |a,b] d’ou 0 = U |an, bal-

n=1
Pour tout a,b € R avec a < b on a

Ja, b = |—00, b[ N Ja, +00[ et [b, +oo| = ﬂ}b—%,mo[.

Pour tout n >1 on a

1
}b— —,+OO[ESCJ(S),
n
donc la stabilité par intersection garantit que [b, +00| € o (S) et par complémentaire
|=00,b[ = ([b, +00[)* € 0 (S5),

et
la, 400l €S Co (S),
ce qui donne |a,b[ € o (S). Alors

+o0

0=|J]an bl €0(S).

n=1

Finalement on obtient Uinclusion T C o (S) ce qui implique que B (R) Co (S). =
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1.4 Mesures positives

Définition 1.8 "Espace mesurable-Partie mesurable” Soient E un ensemble et T' une tribu
sur E. Le couple (E,T) est appelé espace mesurable. Les parties de E qui sont des éléments
de T s’appellent les parties mesurablesde E.

Proposition 1.7 Soient E un ensemble, (E',T") est un espace mesurable et f : E — FE'
une application.

T= NI = {f(B). BeT)

est une tribu sur E appelée tribu image réceproque de T' par f.

Proposition 1.8 Soient (E,T) est un espace mesurable E un ensemble, et f : E — FE'
une application,

T"={BCE:f'(B)eT}
est une tribu sur E appelée tribu image directe de T par f.

Définition 1.9 Soit (E,T) un espace mesurable, une mesure positive sur (E,T) (ou plus
simplement sur E) est une application d’ensembles jn: T — [0, +-00| vérifiant les propriétée
sutvantes

(i) (@) =0

(ii) Pour toute suite (Ay),., CT de parties mesurables deur-a-deux disjointes, on a

+oo +oo
n=1 n=1
On dit que (E,T, i) est un espace mesuré.

Remarque 1.9 1. Dans la définition précédente, la condition (i) peut étre remplacée par
la condition

JAeT : pu(A) <oo, (i.e u(A) est finie).
2. La o—additivité (condition (ii)) contient, en particulier la propriété d’additivité simple
pour tout n = 1, si les n ensembles mesurables Ay, ..., A, sont deux-a-deux disjointes,
alors

p(ArU . UA) = (A + o+ (A
il suffit de prendre A1 = Apio = ... =

=

Définition 1.10 "Mesure” Soit (ﬁ, T) est un espace mesurable. On appelle mesure sur
(E,T) une application m : T — R vérifiant
1. m(@) =0.
2. m est o—additive, c’est a dire pour toute famille (A,), .y C T de parties disjointes
deuz & deux (A, N A, = @ pour n #m), on a

() = Em e

La mesure m est dite finie si m (E) < +o00. La mesure m est une probabilité sur E si
m(E) = 1.
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Définition 1.11 Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle probabilité une
mesure P sur T telle que P(E) = 1. On dit que (E,T, P) est un espace probabilité et les
éléments de T sont appelés les événements.

Exemple 1.5 1. Masse de Dirac : Soient E un ensemble, T est une tribu sur E et
a € E. On définit sur T application 6, pour A € T par

6a(A):{O,sia§ZA

1, sia€ A,
vérifions que 0, est une mesure sur E. On a
(a) 0.(2)=0,0a ¢ .
b) Soient (A, C T telle que A, N A,,, = D pour n # m.
neN
Montrons que 6,(J An) = > 64 (An).
neN neN

On ditingue deuz cas
1) Siae | A, onad (U An) = 1. De plus

neN neN

ace JA, = 3IngeN:acA,, (An),n sont disjointes,

neN
donc
da(An) =0, Vn # ng,
d’ot
511( U An) =1= 5a(Ano) = Z da (An)~
neN neN
2) Sia¢ |J An, onad, (| A,) =0. De plus
neN neN
a¢ A, = VneN:aé¢ A, 0,(4,) =0, Vn €N,
neN
donc

5a( U An) = Z dq (An) =0.

neN neN
De 1) et 2), §, est une mesure sur E et c’est une probabilité, §,(E) = 1.

1. 2. Mesure de Comptage : Soient (E,T) est un espace mesurable et m l’application
définie par
m(A) = { card(A), si A est finie
400, st non,

on peut vérifier que m est bien une mesure sur F.

Définition 1.12 (Espace mesuré) On appelle espace mesuré tout triplet (E,T,m) ou (E,T)
est un espace mesurable et m une mesure sur (E,T).

Définition 1.13 "mesure o— finie" Soit (E, T, m) un espace mesuré.On dit que m est o— finie}
st
3(Ap),en C T telle que E = |J A, et Vn € Nym (A,) < 400.

neN
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Proposition 1.9 Soit (E, T, ;1) un espace mesuré. La mesure p posséde les propriétés sui-
vantes

1. La monotonie : Si A,B €T avec A C B alors u(A) < pu(B).
2. SiA,BeT avec AC B et 1(A) < oo alors n (BNA) = pu(B) — pn(A).

3. La sous-additivité : Pour toute suite (Ay),-, dans T on a
+oo +o0o
’ (U An> <3
n=1 n=1

Preuve.

1. SiA,B €T avec A C B alors B = AU(B\A), puisque AN(B\A) = 0, par l'additivité
de la mesure on a

1(B) = p(A) + p(BNA) = pn(A).
2. Si de plus 1 (A) < oo alors ;1 (BNA) = u(B) — p(A).

3. Apartir de la suite (Ay),,, on construit la suite (B,),, définie par

Blel

n—1 ¢
Bn:Aan(UAi) . n>=2,

=1

—+00

on a B, C A, pourn > 1, les B, sont disjoints deux & deux dansT et U A, = U B,.

La monotonie de la mesure donne u(B,) < p(A,) pour tout n > 1 D autre part
d’aprés la o—additivité de la mesure on a

K (UAn> ::u(UBn) :ZPJ(Bn) gZﬂ(A
|

Définition 1.14 On dit qu’une mesure positive p est finie si elle est a valeurs finies c—a-d
p(A) < oo pour tout A e T.
Autrement dit, i (E) < oo.

Définition 1.15 Soit 1 une mesure sur (E,T). On dit qu’elle est o—finie s’il existe une
+oo

suite de parties mesurables (E,), ., telle que E = U E, et pu(E,) < oo pour tout n > 1.
n=1
Ezemple 1.6 1. La mesure de Dirac d, est finie car 0, (E) =1 < oo

2. La mesure de comptage sur E est :

i) finie si et seulement si E est fini

il) o—finie si et seulement si E est dénombrable.
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1.4.1 Propriétés des mesures, mesures extérieures, mesures com-
plétes

La propriété de la continuité de la mesure sera a la base d’un des théorémes les plus im-
portants et I'un des plus utilisés pour I'intégrale de Lebesgue et le théoréme de la convergence
monotone.

Theoréme 1.3 Soit (E,T, ) un espace mesuré, alors

1. La continuité croissante : Si (A,), ., est une suite croissante de parties mesurables,

on a .
L (U An> = lim p(A,).
n=1

2. La continuité décroissante : Si (A,),., est une suite décroissante de parties me-
surables avec

p(Ar) < oo,
alors, on a
+0o0
L (ﬂ An) = lim p(A,).
n:1 n—ao
Preuve.
1. Posons

Blel
E%L:VAn\\An—h n z 2,

n
les ensembles B,, sont mesurables et A,, = U By pour tout n > 1, ce qui implique que

k=1
+oo +00
U B, = U A,. De plus, les B,,, n > 1 sont deux & deux disjoints, donc
n=1 n=1
+0o0 +oo o] e’
§ (U An) = u (U Bn) = u(Ba)= lim > u(By)
n=1 n=1 n=1 n=1

2. Pour tout n > 1 posons B, = A\A, = A3 N AS. Comme la suite (An)n}1 est
décroissante, la suite (By), ., est croissante, en utilisant 1) on obtient

“+00
H <U Bn) = nhl)noolu (Bn) = p (A1) — nhinoo/‘ (An),
n=1
d’autre part on a

n=1

+oo +oo +o0
LJ‘BH::14IQ (LJ.AZ> ::Al\\rwl4m
n=1 n=1



17

il résulte que

H (LOJOAn> :M(Al)_ﬂ<ﬁAn>-

En fin, on peut simplifier par (A1) puisque cette derniére quantité est finie,

+00
n=1

Remarque 1.10 La condition p(A;) < oo dans 2) du théoréme précédent est nécessaire
comme le montre [’exemple suivant

Exemple 1.7 Considérons 'espace mesuré (N, P (N), card) et la suite des parties mesu-
rables (Ay),,-, telle que
A, ={n,n+1,n+2 ..},

montrons que la condition (A1) < oo est nécessaire pour la continuité décroissante de la
mesure

Preuve. La suite (Ay),~, est décroissante

Appr={n+1n+2n+3,. .} CA, ={nn+1,n+2 ..},

et
p(Ar) = card ({1,2,3,...}) = +oo.
+oo
Six € ﬂ A, alors x > n, pour tout n > 1. D’ou N est borné, ce qui est une contradiction.
n=1
Donc
+o0
() An=0.
n=1
D’autre part
+0o0
0=p (ﬂ An) # lim p(A,) = lim card({n,n+1,n+2,...}) = +oc.
n=1
[ ]

1.4.2 Esemble négligeable et mesure complétes

Définition 1.16 Soit (E, T, ) un espace mesuré et N C E. L’ensemble N est dit négligeable
dans (E,T, ) s’il existe A €T tel que N C A et u(A) =0
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+o0
Remarque 1.11 Si (Ay),., une suite des parties négligeables dans (E, T, i) alors U A,

n=1
est négligeable.

En effet : pour tout n > 1 il existe B, € T tel que A,, C B,, et u(B,) = 0.

Or 400 +oo +oo +oo
UJA.c|JBnetp (U Bn> <> p(B,) =0,
n=1 n=1 n=1 n=1

+o0o
donc U A, est négligeable.
n=1

Définition 1.17 Un espace mesuré (E,T, ) est dit complet si toute partie négligeable est
mesurable (et donc de mesure nulle). Dans ce cas on dit que la mesure y est compléte.

1.4.3 Mesures extérieurs

Définition 1.18 Soit X un ensemble quelconque. On appelle mesure extérieure sur X une
application p* : P (X) — [0, +00] possédant les propriétés suivantes

1. 1 (0) = 0.
2. SiAC B C X alors u* (A) < p*(B).
3. Pour toute suite (Ay), de parties de X on a

+oo +o0
n=1 n=1

Remarque 1.12 [l est clair que toute mesure positive sur (X, P (X)) est une mesure ex-
térieure sur X, mais la réceproque n’est pas vraie en générale, comme le montre l’exemple
suivant

Exzemple 1.8 Soit X un ensemble non vide. L’application p* : P (X) — {0,1} définie par

{M*(@)ZU
pe(A) =1, st A#0,

est une mesure extérieure sur X.De plus si card (X) > 1, Uapplication p* n'est pas une
mesure positive sur (X, P (X)).
Preuve. Soit A,B € P(X) avec AC B

i) Si A=0, alors u* (A) =0 < p* (B)
ii) Si A# 0 alors B # 0 et donc p* (A) =1 = u* (B)

Soit maintenant (A,), une suite de parties de X.Si tous les A, sont vides on a

400 +o0o
p (U An) = () =0=> p(An).
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+00
Pour le contraire, s’il existe j € N tel que A; # 0 on a U A, # 0 et alors

n=1

+o0 +oo
" (U An> S l— () <3 (4,
n=1 n=1

ce qui signifie que u* est une mesure exterieure sur X.
Du fait que card (X) > 1, on peut choisir a,b € X avec a # b. On pose A = {a} et
B = {b}. Dans ce cas p* n'est pas additive car
pr(AUB) =1#p"(A)+p" (B) =2,
alors p* n’est pas une mesure positive sur (X, P (X)). m

Proposition 1.10 Toute mesure extérieure additive sur X est une mesure positive sur
(X,P(X)).

Preuve. On vérifie la o—additivité. Soit (A,), une suite de P (X) disjoints deux & deu.

p +00
Tout d’abord remarquons que U A, C U A, pour tout p > 1. D’aprés I’hypothése de
n=1 n=1

Padditivité et 2. de la définition précédente ona

P p +00
> o (An) = (U An) <t <U An) :
n=1 n=1 n=1
et par le passage a la limite quand p — 400 on obtient
+o00 +o00
D ut (A < (U An) ,
n=1 n—1

cette derniére inégalité et 3) de la définition précédente donnent la o—additivité de p*. m

Définition 1.19 Soit X un ensemble non vide et soit 1* une mesure extérieure sur X. Une
partie B de X est dite u*—mesurable si pour tout A C X on a

pr(A) = p (ANE) + " (AN E).

On dit aussi que E est mesurable au sens de Carathéodory (par rapport a p*). On note
M (p*) la famille des parties p*—mesurable de X.

Remarque 1.13 1. La mesurabilité de E ne fait pas intervenir u* (E) mais pu* (A) ou A
est appelée ensemble test.

2. Pour tout A C X on peut écrire
A=AN(EUE)=(ANE)U(ANE°),
par la sous-additivité de la mesure extérieure (3 dans la définition 1.19) on atoujours
p(A) S p(ANE) +p* (AN EY),
alors pour montrer qu’une partie 2 C X est u*—mesurable, il suffit de montrer que
Wt (A) 2 it (AN E) + it (AN E9),
pour tout A C X.
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Exemple 1.9 Soit X un ensemble non vide

1. X et () sont p*—mesurable pour toute mesure extérieure.

2. Si pu* est une mesure extérieure sur X et E C X tel que p* (E) = 0, alors E est
w*—mesurable.

Preuve. 2) Il suffit de montrer que
pr(A) Z pr (ANE) +p (AN E°),
est vrai pour tout A C X. D’aprés les inclusions
(ANE)CE et (ANE°)NA,

on a
pw(ANE) < p(E) =0 et p" (ANE) < p* (A),

ce qui implique que
Wt (AN E) + (AN ES) = i (AN EY) < p* (A).
|

Theoréme 1.4 Soit ;i* est une mesure extérieure sur un ensemble non vide X . Alors M (1*)
est une tribu sur X et la restriction de p* a M (u*) est une mesure.
Preuve. ), X € M (u*), par Uexemple précédent. De facon immédiate, o partir de l’équation

p(A)=p (ANE)+p" (AN ES),

on a E € M (u*) si et seulement si E € M (u*)°". Il reste donc & voir que M (u*) est
stable par réunion dénombrable. On commence par [’établir pour une réunion finie. Soient
Ey, Ey € M (p*), pour tout A C X

W (A) = (AN B+t (AN ES), (L.1)
on teste la 1*—mesurabilité de Ey par 'ensemble AN EY

W (ANE)) =p" (ANE{NEy)) +up* (ANENES), (1.2)
en remplacant 1.2 dans 1.1 on obtient

w(A) = p(ANE) 4+ (ANE;NEy) + u* (AN EY N ES)
> W [(ANE)U(ANE{NEY)]+p* (ANE;NEY),
mais
(ANE)N)U(ANE{NEy) =AN[ELU(EN\Fy)|=AN(ELUE,),
et aussi
ANE{NEs=AN(E UEy)",

on obtient donc
p(A) = " [AN (B U Ep)] + p (AN (Ey U Ey)Y),
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d’ot
E, UE, EM(M*)

Pour terminer la preuwve de que M (u*) est une tribu, montrons la stabilité par rapport a
la réunion dénombrable. On considére une famille (E,), d’éléments de M (p*) deuz & deux
disjoints (si (A,),, est une famille d’éléments de M (u*), on peut toujour écrire U, A,, =

U,E,, avec les éléments E, deux a deux disjoints. Posons F,, = U E,, pour toutn > let on

k=1
montre par récurrence sur n que pour toute partie A C X on a

“(ANE,) Z” (AN Ey), (1.3)

la propriété est vraie pourn =1 et si [’on suppose qu’elle est vraie pour un rang n, et puisque
F, € M (u*) est une réunion finie des éléments dans M (u*), on teste sa mesurabilité par
AN Fn+1

W(ANF, ) =p (ANE, 1 NE)+p (ANF, 1 NEY), (1.4)

d’autre part le fait que
FoanNF,=F, et 1 NES=FE,.,
légalité (1.4) donne
(AN F) = p (ANE)+p" (AN Eq)
= Y W (ANE) + " (AN Eppy)

k=1
n+1

= ZM*(AﬁEk)-

“+00

Maintenant si on pose F' = U E, ona ANF, C ANF pour tout n > 1. Donc d’apreés la
k=1

monotonie de la mesure extérieure et (1.3) on a

pwANF) 2 p (AnFy) =) w (ANE),
en prenant la limite lorsque n — +00, on trouve
“(ANF) Z (AN Ey),
inversement et par (3) de la définition 1.19

+oo
W (ANF)=u* U (AN Ey)

k=1

Z,u AﬂEk
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d’ot pour toute partie A C X
—+00
pANF) =) p*(ANE). (1.5)
k=1
On a F¢ C F¢ pour tout n > 1 et
pw (A = p(ANE,)+u (ANES)

= YW ANE) + 1 (ANF)
k=1

> > p(ANE) +pt (ANF),
k=1
et par le passage a la limite lorsque n — +oo et par (1.5)
pr(A) Z p (ANF) +p" (AN Fe),

donc
—+oo

F=JE e M),

k=1
la o—additivité de p* sur M (u*) résulte de la formule (1.5) en prenant pour ensemble test
A=X. =

1.5 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

1.5.1 Mesure de Lebesgue sur R
Theoréme 1.5 Il existe une unique mesure positive sur (R, B (R)), notée A, telle que
A(]byal) =b—a,
pour tout a,b € R, a < b. On Uappelle la mesure de Lebesgue sur R.
Remarque 1.1 1. Il est clair que la mesure A est o— finie puisque
+o0
A([—n,n]) =2n < 400 et R = U [—n,n].
n=1
2. Pour tout x € R on a X\ ({x}) =0 et par conséquent
A (]b7 CLD = A (]bu CL]) =A ([b7 (ID = A ([b’ CL]) =b—a.
En effet :
P 1 1
@=N]r-pors)

donc par la continuité décroissante, (2) dans le Théoréme 1.3, on a

A({z)) = MlAQx—%x+lD: lim 2 =0,

n—--4o00 n n—-+oof

On en déduit immédiatement que
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Proposition 1.11 Toute ensemble dénombrable D de R posséde une mesure de Lebesgue
nulle A (D) = 0.

+o00
Preuve. Puisque D = U {z,}, nous avons
n=1,r, €ER
+o00
AMD) <Y A{aa}) =0,
n=1

ce qui implique que A\ (D) =0. =

Proposition 1.12 La mesure de Lebesque A est invariante par translation et invariante par
symétrie. Cest-a-dire pour tout a € R, on a

AMa+A)=X(A) et A\(—A) =X (A),
pour tout borélien A de R, ou

a+A={a+a,a€ A} et —A={—a,ae A}.

1.5.2 Mesure de Lebesgue sur R

Rappelons que un pavé P de R™ est un produit d’intervalles bornés P = I X Iy X ... X I,,,
avec [; C R (j =1,...,m) est un intervalle borné. La mesure du pavé P est donnée par

m(P) = |I1| x |Iz] X ... X |I,],
avec |;| est la longueur du segment I;.

Définition 1.20 Pour toute partie A de R™, on définit

= inf {Zm A C U P;, P; pavé ouvert de ]Rm}

n=1

Uinfimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de A par des pavés ouverts.

Theoréme 1.6 On a les assertions sutvantes

1. \* est une mesure extérieure sur R™.
2. La tribu M (u*) contient la tribu de Borel B (R) .
3. X (P) = m(P), pour tout pavé P C R™.

1.6 Exercices corrigés

Exercise 1.1 Soient E un ensemble non vide et (A;),.; une famille des parties de E. Mon-
trer que

(UA) (N(E-A)

i€l i€l
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(ﬂA) UJ(E - 4)

el el

Solution 1.1 1. Soit x € E — (U Ai> , alors

el

r € E—(UAi><:)xEE,x¢UAi

el i€l
<— zxe€eFE,x¢ A Viel
— zxe(F—-A), Viel
—

xeﬂ(E—Ai),

el

Exercise 1.2 Soient I/ un ensemble non vide et (A;),.,; une famille des parties de E. Mon-
trer que

)y

el iel
00
el el

el

Solution 1.2 1. Soitx € f! <U Ai>, alors

r € ( fla)=JA

i€l
<~ dkel, f(x)e A
— zecf YA ),k:
= zel ! (AZ),
el

(R

i€l i€l
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2. Méme chose pour
r(0a) 0w,
i€l iel
Exercise 1.3 Soit (A;),.; une famille des parties non vide d’un ensemble E. Montrer que

1 f (UAZ) =Jr4)

icl el

2. f (ﬂ AZ-) C ﬂ f(4A;), et dans ce cas l’égalité est vraie si et seulement si l’application
i€l el
f est injective.

Solution 1.3 1. Soit

y € f(UAZ) —=dwelJAiy=flo)

el i€l

dkel,xe A
y € f(Ax)
yEUf(Ai)

(R

2. Soit

—
YO
-
: =
N——— N——
I
-
(g
=

re A, Viel
yEﬂf(Ai)

i€l

f(ﬂA,) c)f(A).

el el

(A

I

Soit maintenant

y = fl@)e(f(A)<=yef(d)Viel
iel
= dr; € A, 1y = f(xy),
donce
T = $2:...:$n:$6Ai:>x€ﬂAi

icl

= yzf(f)éf(ﬂfh).

icl
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Exemple 1.10 Soit

F=2rn{2h # r{-2)nrf{2}),

donc l'opération d’inclusion est vérufiée mais [’égalité n’est pas vérifiée car f n’est pas injec-
tive.

Ezxercise 1.4 (Opérations sur les tribus)

1. Soit F une tribu de 0 et B un élément de F. Montrer que ’ensemble
Fe={ANB,AcF},

est une tribu de B.

2. Soit (X x Y, F) un espace-produit mesuré et 7 : X xY — X la projection canonique.
L’ensemble
Fx = {W(F),FGJT},

est une tribu?

3. On consider sur N, pour chaque n > 0, la tribu
Fn=0 ({0} ) {1} ) {2} ERERY) {n}) :

Montrer que la suite de tribu (F,),, est croissante mais que U F, n’est pas une
n=0
tribu.(indication : on pourra raisonner par I’absurde et utiliser le sous-ensemble 2N.

4. Soit (E,.A) un espace mesurable. Soit C' une famille de parties de E, et soit B € o(C),
alors nécessairement il existe une famille dénombrable D C C' telle que B € o(C). Est
ce que ¢a est vrai?

Solution 1.4 1. 1)On a B=QNB € Fp,ii) Soit C = BN D € Fp avec D € F. Alors
D¢ e F et Cfy = BnND® e Fp. iii) Soit C,, = BN D, € Fg avec D,, € F. Alors
UD” e F et UB" =BnN UD” € Fp. L’ensemble Fg est donc une tribu sur B.

2. On consider pour X =Y = {0,1} la tribu F engendrée par l’élément (0,0) € X x Y.
1l est clair que
F={0, X xY,{(0,0)}, X x Y\{(0,0)}}

On vérifie que
fX:{wﬂ{O}vX}v
ce qui n’est pas une tribu.

8. Posons

F=J %

neN
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et supposons que F soit une tribu. On a

{2n} € Fon C F et 2N = | J {2n}.

n=0

Ainsi, 2N € F i.e il existe ng € N tel que 2N € F,, . Or les seuls éléments de cardinal
infini de F,, sont de la forme N\A, ou A est une partie de {0,1,....,, } . On obtient
donc une contradiction.

4. Oui c’est vrai. En effet, soit

G={Be€o(C);3aD C C dénombrable tel que B € o (D)} .

Montrons que G est une tribu.

i) 1l est clair que E € G

il) Si A € G, alors il existe D C C dénombrable tel que A € o (D), et donc A° € o (D) :
on a A° € G.

iii) Si (A,) C G, alors pour tout n il existe D,, C C' dénombrable tel que A, € o (D,),

et donc
U A,€0(D), ou D= U D,, C C est dénombrable,

neN neN

(étant une union dénombrable d’ensembles dénombrables), on a

U4, eg

neN

En conclusion, G est une tribu. Or C' C G, ce qui implique que
o(C)Co(G)=6co(C),
d’ou le résultat.

Exercise 1.5 1. Est ce que l’ensemble des ouverts de R est une tribu ¢

2. Si on note \ la mesure de Lebesque, rappeler pourquoi X ({x}) = 0 pour tout x € R,

alors
A(R) = A (U {:v}) => A({zp=>0=0.

Tz€R zeR zeR
Ou est le probleme ¢
3. Si F et G sont deux tribus, est ce que F UG est toujour une tribu ?

4. Si(an)ysy €t (bn),s, sont deux suites de nombres réels, a-t-on toujours

lim sup (a, +b,) = lim supa, + lim supb,?

n—=ao0 n—-aoo n—=ao0

Et si les deux suites sont bornées ¢ Et si b, converge ?

Solution 1.5 1. Non, car le complémentaire de |—o0,0[ n'est pas ouvert.
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2. Non, pas toujours. Par exemple si, en notant
0 =1{1,2,3},
on prend
]7::{97{1},{2,3}752},
et
g ::{wa{2}7{173}a&]}?

En effet, on a alors

FUg={0,{1},{2}.{2,3},{1,3},Q},

qut n’est pas stable par union
{1} u{2} ¢ FUG.

3. Ona
A({z}) = nli_r)rloo)\([x —1/n,x+1/n]) =0.

Par ailleurs l’égalité
(Y1) - e
z€R z€eR
n’est pas vérifiée car R n’est pas dénombrable.

4. Ce n'est pas toujours vrai ( par exemple a, = —b, = n). En revanche, le terme de
guauche est inférieur ou égal au terme de droite lorsque les deux suites sont bornées,
et l’égalité est vérifiée lorsque b,, converge.

Exercise 1.6 (Lemme de Borel-Cantelli) (E, A, 1) est un espace mesuré (j est une mesure
positive) et que (Ay),-, est une suite 'éléments de A. On rappelle que l’on note

liin iann:UﬂAk et h_r)n supAn:mUAk.

n=>1k>n n=>1lk>n

1. Montrer que
1 ( lim inf An> < lim infpu(A,),

n—-aoo n—aoo

et que si (U An> < 00, alors

n>1

i ( lim sup An> > nliinw sup i (4,) .

n—=ao

Qu’est-ce qui se passe st i (U An) = 007

n=>1
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2. (Lemme de Borel-Cantelli.) On suppose que Zu (A,) < co. Montrer que

n=>1

,u( lim supAn> =0.

3. (Une application du lemme de Borel-Cantelli.) Soit € > 0. Montrer que pour preque
tout x € [0, 1] (pour la mesure de Lebesque), il n'existe qu’un nombre fini de rationnels
p/q avec p et q premiers entre eux tels que

P 1
< 5
’ q2+e

i.e. presque tout x est "mal approchable par des rationnels a l'ordre 2 + €.

Solution 1.6 1. On remarque que, pour tout n > 0 et pour tout k > n,

u (ﬂ An> < 1 (Ag) -

p=n
Ainsi,

u <ﬂ Ak) < infp (Ay). (1.6)

k>n

k>n

Or la suite (m Ak> est croissante. Le résultat s’obtient donc en passant a la limite
n=0

quand n — oo dans (1.6). De méme, on a

1t (U Ak) > supp (Ay) - (1.7)

>
k>n k>n

Or la suite(U Ak) est décroissante et | (U An) < 400. Le résultat s’obtient
n=0

k>n n>0
donc en passant a la limite quand n — oo dans (1.7). On peut aussi utuliser le résultat

précédent et raisonner en passant au complémentaire. En effet, posons F' = U A,, on

n=0
a alors
F\ lim sup A, = lim inf (F\A4,),
donc
i <F\ lim sup An> < lim inf (F\A4,),
c’est-a-dire

M(F)—M( lim supAn) Sp(F) = lim supp(Ay),

n—ao0

comme p (F) < oo, cela implique le résultat.
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2. On a pour tout n > 0,

i (U Ak) <D (A,

k>n k>n

or

1 (klim sup Ak> < i (U Ak> , pour tout n >0

k>n

et Zu (Ag) est le reste d’une série convergente et donc tend vers 0 quand n — oo.

k>n
On obtient ainsi le résultat.

3. Pour tout ¢ > 1, on note

q
p 1 p 1
A — 0, 1 ﬂ |:_ - y + :| 9
¢ =[0,1] pLJO g @req | e
ainsi, A (A,) < 2/¢'T¢, par conséquent

D A(4y) < +oo.

=1

D’apreés le lemme de Borel-Cantelli, A (lim sup Aq> = 0, or l'ensemble lim sup A,

g—00 q—0
contient [’ensemble des réels bien approchables par des rationnels a ’ordre 2 + €.

Exercise 1.7 Soient E un ensemble et T une partie de P(E) stable par union dénombrable,
stable par passage au complémentaire avec ) € T.

1. Montrer que T est une tribu sur E

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

Solution 1.7 1. Ona E €T car E = (¢ et que T est stable par passage au complémen-
taire. D’autre part T est stable par intersection dénombrable car, si

(A,) C T,

on a

(ﬂ&)zUﬁeﬂ

neN neN

(car T' stable par passage au complémentaire et par union dénombrable) et donc
(A €T,

(car T stable par passage au complémentaire).

2. On distingue deux cas :

a) Si E est fini, l'ensemble des parties finies de E est une tribu, c’est la tribu P(FE).
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b) Si E est infini, l’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu, car il n’est pas stable
par passage au complémentaire (le complémentaire d’une partie finie est infinie... ).

Exercise 1.8 Soit ' un ensemble infini et
S={{z},zr € E}.
Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les cas E dénombrable et non dénombrable).

Solution 1.8 On note T(S) la tribu engendrée par S.

i) On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire fini ou dénombrable). D’apreés la
stabilité de T'(S) par union dénombrable, la tribu T'(S) doit contenir toutes les parties

au plus dénombrables. Comme toutes les parties de E sont au plus dénombrables, on
en déduit T'(S) = P(FE).

ii) On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A l’ensemble des
parties de E au plus dénombrables et

B={A°, Ac A}.

D’aprés la stabilité de T'(S) par union dénombrable, la tribu T'(S) doit contenir A. Par
stabilité de T(S) par passage au complémentaire, T(S) doit aussi contenir B. On va
montrer maintenant que AU B est une tribu (on en déduit que T(S) = AUB). On a

e Ac AUB,
et il est clair que AU B est stable par passage au complémentaire car
Ac A=A"€ B,
et

AeB=A°c A.

Enfin, si (An),en C AU B, on distingue deux cas :
1) Ier cas si
A, € A, Vn €N,

on a alors

UA,eAdcCc AUB.

neN

2) 2eme cas : si il existe n € N telque A, € B on a alors AS, € A, donc AS, est au plus

dénombrable et .
(U Ap) = () 4; c 4,

peN peN

est aussi au plus dénombrable, ce qui donne

<U Ap> €A,
peN
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et
J4,eBcAUB.
peN
On a bien montré que
U A, € AUB.
neN

Ce qui prouve la stabilité par union dénombrable de AUB. Finalement, AUB est donc
une tribu contenant S et contenu dans T(S), ceci donne

TS)=AURB.
Exercise 1.9 Soit A un ensemble mesurable (mesure de Lebesgue) tel que A C [0, 1], et soit
f () = p(ANI0,])

1. Montrer que f est continue.

2. On pose i (A) = a, (a > 0). Montrer que
VB, 0< B<a; ABC A u(B) =8
1. Montrons que f est continue :

Ve > 0;30 > 05|z —zo| <0 = |f(x) — f(z0)| <€

|f(x) = f(zo)] = |u(AN[0,2]) — p(AN[0,z0])|
| (AN ]inf (z, z9) ; sup (z, z9)])|
| (Jinf (2, z0) ; sup (z, 20)])| = [z — 20|

N

— f est continue.

2. On a
f0)=0; f(1)=p(AN0,1]) = p(4) =«

f est continue et d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [0, 1] tel
que f(c) = B avec f € [0,a] ce qui signifie 'existence d’'un ensemble de la forme
B = AN|0,c] qui est inclue dans I’ensemble A et aussi

f(e) = p(ANI0,¢]) = u(B) = 5.
Exercise 1.10 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Montrer que
VA, BeT:m(AUB)+m(ANB)=m(A) +m(B).
Solution 1.9 On a

AUB = (A\B)UB et (A\B)NB =2,
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en utilisant la o—additivité de m, on obtient

m(AUB) = m(A\B)+ m(B)
= m(AUB)+m(ANB)=m(A\B)+m(B)+m(ANB)
= m(AUB)+m(ANB)=m(A)+ m(B),

car

m(ANB)+m(ANB) = m((A\B)U(ANDB))
= m(A).

Exercise 1.11 Soit (E,T,m) un espace mesuré oi. m est une mesure vérifiant m(E) = 1.
Montrer que l’ensemble

F={AeT;m(A) =0Ym(A) =1},
est une Tribu sur E.

1. Ona Fe€Tetm(FE)=1,donc E € F

2. Soit Ae F=AecT:m(A) =0Y m(A) =1, dautre part, on a A° € T, (car T
stable par complémentaire) et

m(A°) = m(E—A)=m(F)—m(A)
B [ 1sim(A)=0
- 1_m(A)_{ 0 sim(A)=1
= m(A°)e F=Ac F
3. Soit
(An)pen: C© F=VmeNA,€F
= VneNA,eTetm(A,) =0Ym(4,) =1,
donc on a

U A, € T (car T stable par U dénombrable),

neN

on distingue deux cas :

i) Si

alors
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ii) Si
dng € N, m(AnO) =1,
alors
1 = m(4,)<m (U An> <m(E)=1
neN
= m <U An> =1,
neN
donc
U A, € F.
neN

Exercise 1.12 Soit (E,T,m) un espace mesuré, on pose
T={AUN:A€T, Ne€N,},
o N, est I’ensemble des parties négligeables.
Montrer que T est une Tribu sur £ contenant TU N,),.

Solution 1.10 Soit _
T={AUN:AeT, N e N,},

Montrons que T est une Tribu sur E :

1. Ona B
EecT carE=EUQ avec E €T et & € Ny, (m(D)
2. Soit
CeT=3AcT,dNEN,, :C=AUN,
puisque

N € Ny, alors3Be€T: N C B etm(B)=0,

d’autre part, on a

C° = (AUN)°
= A°NN°
AN (B°U (NN\B9))
(AN B)U (AN (NN\B))
= (A°NB°)U(A°NN°NB),

avec
(A°NB°) €T et (A°NN°NB) € Ny,

car
AN N°N B C B,

on en déduit que

cceT.

0).
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Soit

C, ¢ T=VYneNC,eT
— VneN,34,€T,3N, € N,,:C, = A, UN,,

d’autre part, on a

N,€N,,— 3B, €T: N, C B, et m(B,) =0,

alors
U= un,) = (U An) U (U Nn> ,
neN neN neN neN
avec
(U An> el et (U Nn> - <U Bn> :
neN neN neN
et
m (U Bn) < Zm(Bn) =0,
neN neN
donc

UcCneT.

D’ou T est une Tribu sur E.

Montrons que T'"U N,,, C T

i) Si A e T, alors
A=AUT et T € N,,

donc B -
AeT, douT CT.
ii) Si N C N,,, alors B
N=gUNetgeT = NCT,

donc
N,, CT,

finalement, on obtient
TUN,, CT.

Exercise 1.13 Soit E un ensemble non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose

0 si A est au plus dénombrable
400, sinon

() = {
m est-elle une mesure sur P(E) ?

Solution 1.11 1. On a m(@) =0 car & est au plus dénombrable
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2. Soit
(An)pey CP(E) : AyN A, =@ Yn#m,

on distingue deux cas :

i) SiVn € N, A, est au plus dénombrable, alors U A, est au plus dénombrable, donc
neN

m (U An> => m(4,) =0.

neN

if) Si3p € N : A, est infini non dénombrable, alors U A, est infini non dénombrable,

neN
et on a:

m (U An> = 4oo=) m(4,)

neN

Donc m est bien une mesure sur P(F).

Exercise 1.14 (Lemme de Borel-Cantelli) : Soit (E,T,m) un espace mesuré et (A,), .y C T
telle que Zm(An) < 00.

neN

Montrer que m (MA,J =0.

Solution 1.12 On a

+o0
m(A,) < oo donc Zm (Ax) — 0,
k=n

d’autre part on a

m(uAp) <S4y,

donc

m (UAP> :>O,

p=n

la suite (U Ap> est décroissante. Car st on pose
neN

p=n
B, = |JA Bi=A,UA,1UA»U...
n=n
By = AppiUA 0 UA U ..

— Bpu1 C B,V €N,
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d’autre part, on a

neN neNp>=n

= lim m(U A,) =0,
n=n

d’ot

m (TmA, ) = 0.
Exercise 1.15  Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (A,), .y C T telle que m(Ay) =

m(E), VYn € N.Montrer que
m ( N An> = m(E).

neN

Solution 1.13 On a m(F) < oo

Vn € N:m(AY) =m(ENA,)
= m(E)—m(A,) =0.

Par o—additivité de m, on a

(u9)-+{(0 )
(0e)-wn-w((0) o

Exercise 1.16 Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (Ay), o C 1. On suppose que

PR

dnpg e N: m UAp < o0.

P>ng
Montrer que

m (li_mAn) < limm (A,) < limm(4,) <m <mAn> .

Solution 1.14 On a

m(liTmAn) :m<U N A,,).

neNp=n

La suaite ( ﬂ Ap> est décroissante et par monotonie croissante, on a
P neN

>n

m<U N Ap> :117Ilnm<m Ap>.

neNp=n p=n



De plus

p=n
car
() Ag C ApVg=n
pzn
donc
m(ﬂAJ < infm(4,)
p=n
n pon . n
et comme
infm (4,) < supm (4,),
pzn p=n
alors _
limm (A,) < limm (A,,),
on a aussi

et puisque (U Ap) est décroissante et
neN

p=n

EInOGN:m<UAp> < 400,

p=n

par la monotonie décroissante on a

m(ﬂLJ%>:%m<UAJ,

neNp>=n p=n

de plus

m(UAp) >m(A,),Yqg =n car A, C UAp Vg > n,

p=n p=n

donc
m U A, | =supm(4,),
p>n q=n
par conséquent :

limm, (U Ap> > limm (A,),

p=n
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d’ot

m (@Ao > @m (A,).



Chapitre 2

Fonctions mesurables "Variables
aléatoires"

2.1 Fonctions mesurables

Définition 2.1 Soient (E,T) et (F,T') deux espaces mesurables et f : E — F une applica-
tion. f est dite mesurable si
VAT, f1(A)eT,
ce qui revient a dire que
(1) cT.

Lorsque E et F' sont des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, on dit que
f est bornée.

Ezxemple 2.1 1. Si on munit E de la tribu P(E), alors toute application f de E dans
lespace mesurable (F,T") est mesurable.

2. Soit (E,T) un espace mesurable et f : E — R telle que f(x) = a = cste,Vx € E. Alors
f est mesurable.
En effet : Soit A € B(R)

- Sia€ A, ffHA)=F€eT.

- Sia¢g A, fFH A= €eT.

Theoréme 2.1 Soient (E,T),(F,T") et (G,T") trois espaces mesurables et f : E — F,
g : F— G deux applications mesurables. Alors alors g o f est une application mesurable.

Preuve. On a pour tout C € 7", g7'(C) € F car g est mesurable, et donc f~ (¢~ (C)) € T
puisque f est également mesurable, donc

(9of) 7 (C) = {z € E:(gof)(x) € C}
{reE:g9(f(x)) €C}
= {x eE: f(x)e g_l(C)}
{x €eFE:zef! (g_l((]))}
= [ (gHO) e

ce qui prouve que gof est mesurable. m

40
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Proposition 2.1 Soient (E,T) un espace mesurable et f,g deuz applications de E dans R.
Alors Uapplication
(B,T) (R?, B(R?))

h:(f,g): —  (f(z),g9(x))

est mesurable si f et g le sont.

Proposition 2.2 Si E et F' sont deux espaces toplogiques munis de leurs tribus boréliennes
et f: E — F une application continue, alors f est mesurable.

Remarque 2.1 L’inverse est en général fauz.

Ezxemple 2.2 Soit
f:R — R
1 sixzeQ

f est non continue mais mesurable. En effet : Soit a € R, on a :
— Sila,+00[N{0,1} = @ alors f~'(]a, +oo[) = @ € B(R)
~ SiJa,+0o[N{0,1} # & alors f~1(Ja, +o0[) € {Q,R — Q,R} C B(R).

Remarque 2.2 Une application peut étre mesurable par rapport a une tribu et ne pas étre
pour d’autres tribus.
Preuve. Soit la tribu

D (R) ={A CR: A dénombrable ou A° dénombrable}

l'appliction identique

id: (R,B(R)) — (R, B(R)),
est évidement mesurable. Cependant
n’est pas mesurable d’aprés (2) dans Uexzemple précédent car B(R) € D (R) comme [a,b] €
B(R) mais [a,b] ¢ D(R). =
2.1.1 Caractérisation de la mesurabilité et stabilité de £ (E)

Proposition 2.3 (Critére de mesurabilité)
Soient (E,T) et (F,T") deux espaces mesurables et f : E — F une application et soit
G C P(F) engendrant la tribu T' = o(G). Alors f est mesurable si et seulement si :

VO CG:fHC)eT. (2.1)

Preuve. Si la fonction f est mesurable, alors la condition 2.1 est_évidente.
Inversement, supposons que f~1(C) € T, pour C C G et soit T' la tribu image de T par
f définie par
T'={CCcF:fC)eT},

alors G C T' et puisque T" = o(G) on aT" C f’, et en particulier f est mesurable. m
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Ezemple 2.3 a) Si (F,T") = (R,B(R)), f est mesurable si et seulement si f~(Ja,b]) €
T,VYa,b e T tels que a < b.

b) (F,T') = (R,B(R)), f est mesurable si et seulement si f~'(Ja,+oc]) € T,Va € R.

Corollary 2.1 Soient E et F' deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes.
Si f:(E,B(E)) — (F,B(F)) est continue, alors elle est mesurable.

Remarque 2.3 (Mesurabilité d’une fonction numérique)
Puisque la tribu B(R) est engendrée par la famille des intervalles de R de la forme
la, +ool, alors la fonction f: (E,T) — (R, B(R)) est mesurable si et seulement si

f*(a, +<]) € T,Va € R.
On note L° (E) l’ensemble des fonctions f : (E,T) — (R, B(R)) numerique mesurables.

Proposition 2.4 Soient (E,T) un espace mesurable et, (F, T) un espace topologique, f1, f2 €
L2 (E) deux applications numériques mesurables et ® : R? — (F, 7) une application conti-
nue. Alors lapplication h : (E,T) — (F,T) définie par

h(z) = @ (fi(z), fa(z)), pour tout x € E,

est mesurable. Autrement dit, une combinaison continue de deux applications mesurables est
mesurables.

Preuve. On peut écrire h = ® o F avec F : (E,T) — (R?* B(R?)) est définie par
F(z) = (fi(x), fa(z)). Puisque ® est mesurable (car continue), il suffit de montrer que
F est mesurable. Si I et J deux intervalles de R on a

F (I x J) = fND)N () € T.

Par la proposition 2.3 et comme B(R?) est engendrée par les rectangles de la forme I x J
Uapplication I’ est mesurable. m

2.1.2 Opérations sur les fonctions mesurables

Proposition 2.5 Soient (E,T) un espace mesurable et f,g : E — R deux applications.
Alors si f,g sont mesurables les fonctions : f+ g, f-g, A\f (A € R), inf(f,g), sup(f,g), f
g

(g # 0) sont mesurables.
Remarque 2.4 |f| peut étre mesurable sans que f le soit.
Exemple 2.4 Soit A¢T et f=x4— Xy Cest-a-dire

1, size A
f@)_{ —1, sixz € A°,

alors | f| = 1 est mesurable, mais f ne l’est pas car par exemple

{1} eBR) et [T ({1})=A¢T.
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Proposition 2.6 Soit (f,)nen est une suite d’applications mesurables de (E,T) dans (R, B(R)) |
Alors les applications sup fns mf fn, imsup f,, hm 1nf fn E — R sont aussi mesurables. De

n—s--+oo

plus si la suite ( fn)neN converge simplement vers f alors f est mesurable.
Plus généralement, [’ensemble

{x € E, 11r£1r fn(2) ea:iste},

est mesurable.
Preuve. Soit g = supf,. Pour tout a € R, si x € g~' (Ja, +o0]) alors il existe m > 1tel que
n

+oo
ful) > a, donc x € | f7 (Ja, +o0]) .

“+o0o
Inversement, si x € U It (Ja, +00]) il est clair que g(x) = supfn(z) = a, d’ou

n=1
g ' (Ja, +o0[) Uf (Ja, +o0[) € T.

Ainsi g est mesurable. Il en va de méme de inff,, = —sup (—fn) . Par définition on a

limsupf, = mf sup fi,

n—-+4o0o 1k>n

et
hm mf fn = Sup inf fj,

TL>1 /’Vl
On est donc ramené aux résultats précédents. De plus si (f,), converge simplement vers f
alors
f= hm fn =limsupf, = liminf f,,
+

n—s-+00 n—+00
d’ot le résultat. Finalement pour montrer la derniére affirmation, on définit [’application
F:(E,T)— (@{B(R%) , F(x) = (limgrnffn,limsupfn) :
n— n—s+4o00
et on remarque que
{:z: €k, lin}r fo(2) existe} = F1(AQ),
o B
A={(z,z):zeR},

lensemble A est fermé alors il appartient a B(@2) et donc F7Y(A) € T puisque F est
mesurable. ®

Proposition 2.7 Soit (E,T) un espace mesurable. Toute application numérique mesurable
positive f : E — [0, +o00] est limite simple d’une suite croissante de fonctions (f,), (me-
surable) étagées.

On donne la preuve de cette proposition sous forme d’un exercice corrigé (voir exercice
2.2)
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2.2 Fonction caractéristique ou indicatrice

Définition 2.2 Soit (E,T) un espace mesurable et A C E. On appelle fonction caractéris-
tique ou indicatrice de l’ensemble A notée 14 ou x4, la fonction définie par :

1,sixeA
0, sinon.

14(0) = xa(0) = {

Remarque 2.5 La fonction caractéristique 14 est mesurable si et seulement si A est mesu-
rable.
En effet : Soit a € R, on a

0,sta>1
1, (Ja, o)) =¢ A,s0<a<1 27?7
E, sia<1.

Comme 0, E € T, il suffit que A€ T.

2.2.1 Fonctions étagées

Définition 2.3 Soit (E,T) un espace mesurable et f une fonction de E dans R. On dit que
[ est étagée si elle prend qu’un nombre finie da valeurs (i.e : Cardf(FE) < +00). En notant

f(E) ={a1,as,...,an},

on a alors

f(z) = z aila, (z),

ot pour chaque i € {1,2,...,n}, A; = f~1({as}). Cette écriture s’appelle I’écriture cano-
nique.
f est dite étégée positive si o; € Ry, Vi =1,2,....n.

Remarque 2.6 f est combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques, donc f est
mesurable si et seulement si Vi = 1,n, A; est mesurable.

Exemple 2.5
f R — R
1,si2eQ
v f($)_{2 sinon

f est étagée car f (R) = {1,2} et on a

f . 1Q+2'1R—Q
Ve € R: f(x)=1g(x) +2- lg_g(x).

Proposition 2.8 Si f,g: E — R sont deux fonctions étagées et X € R. Alors f + Mg, f -
g,sup (f,g), etinf (f,g) sont des fonctions étagées.
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Preuve. On écrit f et g sous la forme

F=Y ai-xa et g=> bi-xp,
i—1 =1

ot n,m € N. Puisque les familles (A;),;c, et (Bj)lgjgm
peut écrire

F=Y ai-xaemm, € 9= b Xanz,

i=1 j=1 =1 i=1

forment des partitions de E on

alors on a
f"‘g:ZZ(ai"‘bj)'XAmBj et f'QZZZ(Gibj)'XAmBj
=1 j=1 j=1 i=1
et auss?
sup (f,9) = Y Y _sup(ai,by) - xanm, et nf(f,9) =D > (@i, b)) - Xanm;-
=1 j5=1 =1 j=1
[ ]

2.2.2 Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité

Définition 2.4 Soit (E,T) un espace mesurable et f : E — R une application. On pose
pour tout x € E :

ff@) = max(f(2),0)
f (&) = min(f(x),0) = max(—f(),0)

/] (=) /()]
Proposition 2.9 Sous les mémes conditions de la définition précédente on a :
f=1r-f. fl=f"+f"
e B

f est mesurable si et seulement si [+ et f~ le sont.

Proposition 2.10 Soit (E,T) un espace mesurable et f : E — R une fonction mesurable.
Il existe alors une suite de fonctions (fn)nen (mesurable) étagées convergente simplement
vers f.

Preuve. Les applications [+ et f~ sont mesurables donc la proposition 2.7 donne [’existence
de deuz suites croissantes (hy)nen €t (gn)nen des applications (mesurables) étagées telles que
hp — [T et g, — [~ simplement quand n — +00. On pose f, = h, — gn, de sorte que
fu(z) — fH(x) — f~(z) = f(x), quand n — +o0, pour tout x € E. D’autre part, (f,)nen
est étagée (voir la proposition 2.8). m
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2.3 Quelques propriétés des applications mesurables

Proposition 2.11 Soient f,g: (E,T) — (R, B(R)) deux applications mesurables et a € R.
Alors les parties suivantes

(f=a): = {zeE:fr)=a}

(f=9): = {zeE:f(z)=yg()}
(f#9): = {zek:[(z)#g(@)}
(f>9): = {zek: f(z)>g(x)},

sont mesurables, c’est-a-dire appartiennent a T
Preuve. On a directement

(f=a) = f'({a})eT

(f=9) = (f—9) "({ah) eT
(f#9) = (f=9) €T

(f>9) = (f=9)"(0,4+c) €T

2.3.1 Propriétés vraies presque partout

Définition 2.5 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Une propriété p(x) concernant x € E est
dite vrate presque partout si [’ensemble

{z € E : p(z) n'est pas vraie} ,

est négligeable.

2.3.2 Egalité presque partout
Définition 2.6 Soit (E,T,m) un espace mesuré f,g : E — F deux fonctions (F =RV
RV R, V...). On dit que f = g presque partout et on note f = g p.p si l’ensemble

{reE: f(z)#g(x)}

est négligeable 1.e
JAeT t.gm(A) =0 et f(x) = g(z) Vo € A“.

Exemple 2.6 Si les fonctions f,g : E — R sont égaux presque partout, alors il existe
A €T tel que
(f#g) CAetm(A) =0,

donc
f(z) =g(x),Vr € A° et m (A) =0,

on peut remarquer que si f et g sont mesurables, alors (f # g) € T et donc f = g presque
partout si et seulement si m (f # g) = 0.
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Exzemple 2.7 Soit (E,T,m) = (R, B(R),\) et soient f,g: R — R tels que

fmw={i’“x#0, g@w:{i7“x¢0
1

5t =0 -1 ,s12 =0,
{r € R: f(x) # g(a)} = {0}, et A({0}) =0,
et
Vo e R—{0}, f(z) # g(2),
donc

f=g p.p.

Theoréme 2.2 Soit (E,T,m) un espace mesuré complet et f,g: (E,T) — (R, B(R)) deuz
applications telle que f est mesurable et f = g presque partout. Alors g est mesurable.
Preuve. Il existe A € T telle que m (A) =0 et f(z) = g(x),Vz € A°.
Soit a € R, si on pose
(9>a) =g ' (Ja, +o0[),

(9g>a) = (g>a)N(AUA°)
= [(g>a)NAJU[(g > a) N A"
= [(g>a)NAJU[(f >a)N AT,

d’autre part, puisque f est mesurable on a (f >a) N A° € T et d’autre part l’ensemble
(g > a) N A est négligeable car

(g>a)NACAetm(A)=0,

donc
(9g>a)NAeT,

puisque la mesure m est compléte. On a alors
(9>a)eT,

d’ou la mesurabilité de g. m

2.4 Convergence p.p et convergence en mesure

Définition 2.7 Soit (E,T,m) un espace mesuré, f, : E — R ou [0,4+00] une suite de
fonction et f : E — R ou [0,+00] une fonction. On dit que la suite (f,),., converge
presque partout vers f sur E s’il existe A C E négligeable tel que pour tout x € A€, la
suite (fn(x)), o converge vers f(x). Dans ce cas on écrit f, — f p.p.

Remarque 2.7 1. Siles fonctions f, et f sont mesurables, alors la suite (f,,), ., converge
presque partout vers f si

n({re tim a7 s)) o
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2. La convergence simple implique la convergence presque partout car si f, — f simple-
ment on a

m (ninioof" # f) =m (0) = 0.

Exemple 2.8 Soit E = [0, 1], T la tribu borélienne sur [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue
A et (fn),on la suite de fonctions définie par f,(z) = (—z)". Pour tout v € [0,1] on a
lirgrl fo(x) =0 et

A({re s tim @ 2o}) = -0

donc f, — f p.p.

Définition 2.8 Soit (E,T,m) un espace mesuré et (f,), ., une suite de fonctions mesurables
de FE dans R, f: E — R mesurable. On dit que f, converge en mesure vers f si :

Ve > 0, liIE m({x € E:|fu(x)— f(z)| = e0}) =0,
e :
Ve >0, Ing e N,Vn>2ngm({z € E: |fu(x) — f(z)| = €}) <e¢,
ou bien
lim m({z € E: |fu(2) = f(2)] > €}) = 0.
Remarque 2.8 La convergence presque partout n’entraine pas la convergence en mesure.

Ezemple 2.9 Soit E =R, T = B(R), m = X la mesure de Lebesgue et f,, = X 11);

1 s n<z<n+1
0 st z<noux>n+1,

i) ={

il existe ng = [z]+1 tel que pour tout n = ng on a f,(z) = 0. Alors (f,). converge simplement
vers 0 sur E, cequi donne f, — f p.p. D’autre part si on pose € =1 on a

A{zeE:|falx)=0[>1}) = A{reE:xpuy=>1})
= A[n,n+1])=1+#£0,

donc f,, ne tend pas vers 0 en mesure.

Proposition 2.12 Dans un espace mesuré fini m(E) < oo, la convergence presque partout
entraine la convercgence en mesure.

Proposition 2.13 Supposons que la suite de fonctions (f,), converge en mesure vers f.
Alors il existe une sous-suite (fy,), de (fn), converge vers f presque partout.

Proposition 2.14 Soit (E,T,m) un espace mesuré, et f, : E — R ou [0, 4+00] une suite
de fonctions mesurables et f,g: E — R ou [0, +oo|deux fonctions mesurables. Si f,, — f
en mesure et f, — g en mesure, alors f = g presque partout. C’est-a-dire la limite est
unique presque partout.
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Preuve. Montrons que f = g p.p. Soit 6 > 0,Vz € F et n € N*

[f(2) = g(@)| = [f(x) = g(x) = fal) + fu(2)]
< f(@) = fu(@)] + [ fu(z) = g(@)],

donc

lr-n<gholin-a<itcur-d<s.
d’ou

(r-a>acfir-ni>ghofin-da>3}.
donc

wls=o > <m ({17 £1>3}) +m ({1 -al > 5}).

En passant a la limite quand n — 400, on obtient que

m ({lf — gl >d}) =0,

et on a
{reE: f(x) #g(x)} = {|f—gl>0}
= U{!f—g\>%},
donc o
m(ee B o) £o@h < Xm({I7 - > 11) =0
d’ou
/=g pp.
[ |

2.5 Variable aléatoire

Définition 2.9 Soit (E,T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire une fonc-
tion X : E — R mesurable. i.e :

X HA) eT, VA € B(R),
ou bien toute fonction mesurable de (E,T') dans (R, B(R)).

Ezemple 2.10 1. Toute application f: (X, P(X)) — (Y,P(Y)) est mesurable.

2. SiT etT' sont deux tribus sur E alors l'identité sur E
id: (E,T) — (E,T"), id(x) = z,

est mesurable st et eulement si T' C T.
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3. Si (E,T) et (F,T") sont deur espaces mesurables et f : T — T’ une application
constante (c’est-a-dire il existe yo € F' tel que pour tout x € E on a f(x) = yo) alors
f est mesurable.

4. Une fonction étagée f est toujours mesurable.

5. Soit (E,T) un espace mesurable et A € T. La fonction indicatrice x 4 de l’ensemble

A est une application de E dans R muni de la tribu borélienne B(R) est mesurable

si et seulement si A € T. Pour cette raison, les éléments de T sont dits ensembles
mesurables.

Preuve. On démontre seulement (4) et (5). Pour (4) en effet si f est une fonction de

(E,T) dans (R, B(R)), alors il existe (A;), ,,, une partition de E et {ay,...,a,} C R tels

que [ = Zai “Xa,- Pour tout B € B(R), on a donc

f7H(B) = (U Ai) e,

ce qui prouve que f est mesurable.
Maintenant montrons (5), d’aprés (4) si A € T' la fonction étagée x 4 est mesurable.
Inversement, si x 4 est mesurable, alors

A=(xa) ({1 eT.
car {1} € B(R) comme un fermé dans R. =

Définition 2.10 Soit (E,T) et (F,T") deux espaces probabilisables, une fonction X : E —
F' est un élément aléatoire si elle est mesurable, i.e :

XY A)eT,VAeT.

Lorsque F' est un espace vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorirlle ou un
vecteur aléatoire.

2.5.1 Convergence presque uniforme

Définition 2.11 Soit (E,T,m) un espace mesuré et (fn),., une suite de fonctions mesu-
rables de E& dans R, f : E — R mesurable. On dit que f,, converge presque uniforme vers

fosi:
Ve >0, JA€ T t.gqm(A) <c et f, Mf sur A°.
Conver P.U = Conv P.P.

Définition 2.12 (Sup essentiel) Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M, f est essentiel-
lement...si
AC Ry tq |fISC pop.

On appelle sup essentielle de |f| et on le note || f||
Ifllo = inf{C" t.q [fI<C p.p},

si f nest pas essentiellement bornée on pose || f||,, = oo.
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2.5.2 Convergence essentiellement uniforme

Définition 2.13 Soit (E,T,m) un espace mesuré et (fy), ., une suite de fonctions mesu-
rables de ¥ dans R, f : E — R mesurable. On dit que f,, converge essentiellement uniforme

vers f si:||f — fll, — 0.

2.6 Exercices corrigés

Exercise 2.1 Soit la fonction f : (R?, B (R?)) — (R, B (R)) définie par
(

1
— st >0etr<y< 2z
(1—|—:c)2

1
flz,y) = (1+x>2 stx >0 et2x <y<3w

0siz>0ety¢]|x,3x

L 0stx <O0.

1. Pour tout n € N*, on pose

1
An:{(x,y)€R2:£C>06t:)§<y<2;p+_}7
n

1
Bn:{(x,y)eR2zx>0et2x<y<3x—|——}.
n

+oo +0o0
Déterminer A = ﬂ A, et B= ﬂ B,,.
n=1

n=1

2. En déduire que la fonction f est mesurable.
Solution 2.1 1. On a
A={(z,y) eR*:z>0etx <y <2z}

et
B={(z,y) eR*: x>0 et 2z <y < 3z},

on pose maintenant

1
g(z,y) = ———— pour tout (z,y) € R%
(1+[a])”

La fonction g : (R? B(R?)) — (R,B(R)) est mesurable car elle est continue. On
remarque maintenant que f = gx, — gxp. Pour tout n € N* les ensembles A,, et B,
sont des ouverts de R? ils appartiennent donc a B (R?) .

2. On en déduit que A, B € B (R?) et alors les fonctions x 4 et X sont mesurables. En fin
la fonction f est mesurable comme somme de produit de fonctions mesurables. (rappelond
que la tribu de Borel B (]R) sur R est engendrée par les intervalles |a, +o0[,a € R).
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Exercise 2.2 Pour tout n > 1, on définit la fonction étagée ¢, : [0, +o0] — [0, +00| par

_f2mE@2") st 0<t<n
SD”(t)_{n st t>=n,

ot E(x) désigne la partie entiére de x € R.

1. Démontrer que 0 < ¢, (t) < @, (t) pour tout t € [0,400] et n > 1.

2. On pose f, = @, o f. Vérifier que f, est étagée et montrer que la suite (f,), est
croissante.

3. Démontrer que si f(z) < oo alors pour n suffisament grand on a
fl@) =27" < fulx) < f(2).
Conclure.

Solution 2.2 1. On a trois cas

i) Pourt>n+1 (ou aussit =+00). Alors ¢, (t)=n+1>n=¢,(1).

ii) Pourn <t <n+ 1. D’aprés la croissance de la fonction partie entiére on a
E (2n+1t) 2 E (2n+1n) — 2n+1n7

ce qui implique que

1 n
Pr+1 (t) = 2n+1E (2 +1t) 2 n=o, (t) :
iii) Pour 0 <t < n. Puisque
2"t > 2 (2"t) € N,

on a
E(2"') = 2E(2™),

alors

1 n 1 n
Pra (1) = o B (27710) 2 o (2) =, (1),

Donc dans tout les cas, pour tout t € [0,4+00] et n>1 on a

2. Il est clair que les applications ¢, sont étagées pour tout n > 1, alors les f, sont aussi
étagées car
fn(E) = ¢, (f(E)) = ¢, ([0, +0c]),

est finie. D’autre part par la croissance de la suite (p,,), on peut écrire

fa() = 0, (f(2) < 0ppq (f(2) = frpa (z),Vn 2> 1,Vx € E.
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3. Pour n suffisament grand choisissons n > f(x), dans ce cas nous avons

1 n
fa(z) = 2—nE(2 f(x)),
par les propriétés de la partie entiére

2"f(z) =1 < E(2"f(x)) < 2"f(x),

donc !
[@) = 5= < fale) < f(@)
finalement par le passage a la limite quand n — +00 nous concluons que f, — f
simplement.
Exercise 2.3 Soit X = [0,1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue .

Soit la suite (f,), de fonctions définie par f, = X[Lz2[ Montrer que f, — 0 en mesure,

mais que (f,), ne converge pas vers 0 presque partout.

Solution 2.3 Pour tout o« >0 on a

e X:lh-0zabc |5 2]

n n
donc L 9 .
A<{xeX:|fn<x>—0|>a}><x([MD SE

il s’ensuit que f, — 0 en mesure.
D’autre part

limsupf, =1 # limgrnffn =0,

n—--+oo

alors pour tout = € [0, 1], lirgrl fn(x) #0. D’ou

A ({:1: € X: lirﬂ ful(z) # 0}) =A([0,1]) =1 #0,
et donc (fn)n ne peut converger presque partout vers 0.

Exercise 2.4 Soient f,g,h : (2, M, ) — R trois fonctions quelconques. Montrer que si
f = g presque partout et g = h presque partout, alors f = h presque partout.

Solution 2.4 Il existe A, B € M tels que
(f#9)CA (g#h) CB et p(A)=up(B)=0.

Puisque
(f=g9)n(g=h)C(f=h),
(f#h)C(f#g)U(g#h)CAUB,
et on a
§(AUB) < u(A)+pu(B) =0,
d’ot

(f£h)C AUB avec n(AUB)=0.

Finalement f = g presque partout.
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Exercise 2.5 Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R une fonction mesurable,

pour a > 0 on pose
a si f(x) >
|

fa(x) = ¢ f(x) si |f(2)| < a

—a si f(:z:)<

Montrer que f, est mesurable.

Solution 2.5 On définit la fonction T, : R — R par

a stsS>a
To(s) =< s si|s|<a
—a st s < —a,

T, est continue de R dans R, donc mesurabele, et de plus f, = T,of, donc f, est mesurable
en tant que composée de deux applications mesurables.

Exercise 2.6 Additivité de l'intégrale de Lebesque sur les fonctions positives
Soit (E,T,p1) un espace mesuré. Soit f,g deux fonctions positives mesurables. Montrer

que
[ G+ardu= [ sau+ [ gin

On pourra commencer par supposer f et g sont étagées. Puis utiliser un théoréme d’approxi-
mation de fonctions mesurables positives par des fonctions étagées et enfin le théoréeme de
convergence monotone (Beppo-Levi).

Solution 2.6 Disons que f et g sont étagées et prenant les valeurs a;, © = 1,...,n et b;,
Jj=1,...,p sur les ensembles A; et Bj. Remarquons (4;), et (Bj)j forment des partitions de
E. On a d’une part :

n

/Efdu—l—/Egd,u = Zam(A@')—l—ij,u(BJ)

=1

Zai (ZM(AWBJ')) +ij <ZM(BjﬂAi)>
ZZ (a; +b;) 1 (A; N By).

=1 j=1

D’autre part :

n

f@)+g(x) = Y al(4)+ Z b;1(B;)

= Zn:ai (szl(AiﬂBj)> —i-zp:bj <Zn:1<Biji>)

= ZZ a; +b;)1(A;NB;j),

=1 j=1
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de sorte que

n p

[Eerg dy = ZZ a; +b;) i (A; N By) /fd,u—}-/gdu

Pour passer a f,g mesurables positives quelconques, il suffit de considérer (u,) et (v,) des
suites croissantes de fonctions positives étagées telles que (u,) — f(x) et (v,) — g(x) (en
croissant donc) pour tout x € E. Pour tout n on a alors

/(un—i—vn) dp = /und,u—l—/vnd,u.

En passant a la limite dans cette égalité et en utilisant Beppo-Levi, on trouve

/(f+g)du=/fdu+/gdu

Exercise 2.7 Soit f, une suite de fonctions mesurables positives sur (E,T,pu). On définit
la fonction I pour tout x € E par

Montrer que la fonction I est mesurable positive et que

[E de:nfg /E Fadp.

Solution 2.7 Soit I, la somme partielle

d’apres l’exercice précédent on a

| Fau- ZO [ fuin

de plus la suite de fonctions (F,), est une suite croissante (car les f, sont positives) de
fonctions mesurables positives telles que F,(x) — F(x) pour tout x € E. Le theoréme de
convergence monotone donne alors que F' est mesurable (elle est aussi positive) et que :

/ Fdp= lim [ Fdup=>_ / Fad.
P JE n=0

Exercise 2.8 On travaille sur (N, P (N)) muni de la mesure de dénombrement u : pour tout
ACN, p(A) est le cardinal de A si A est fini, ;1 (A) = +o00 dans le cas contraire.
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1. Soit f : N — [0, 400] une fonction positive sur N. On peut également voir f comme
une suite de mombres réels positifs u, = f(n). En remarquant que f s’écrit f =

Z f(n)1ny, expliquer la valeurs de [ fdp.
n=0

2. Soit (upyp), . o une suite double de réels positifs. Montrer que

n,pe

3. Calculer

5(58)

Solution 2.8 1. Par intégration terme a terme d’une série de fonctions positives on ob-

tient :
| fan- Z/f 1)Ly (2) i Zf M E

Les séries classiques sont des intégrales de Lebesgue.

2. Soit f,, la suite de fonctions positives sur N définies par f,(p) = w,,p, pour tout p € N.
Le théoréme d’intégration terme a terme donne :

/N 2 fuddpt = 2 /N fudp

La premiére question appliquée a chaque membre de cette égalité donne le résultat.

3. Les termes sont positifs, on échange :

S(Sa) - S(5)

p=2 \n=2 n=2 \p=2
00
>
= 7
o n n
0o
Z 1
— —_ g 17
Tl
n=2

par téléscopage. On ne sait pas grand chose sur les valeurs des sommes de Riemann
E 1/n? pour p entier > 2, mais on peut calculer la somme de ces sommes !

Exercise 2.9 Soit (E, T, ) un espace mesuré, (f,), une suite de fonctions intégrables qui
converge presque partout vers une fonction intégrable f.

1. On suppose que lim [.|f, — f|du = 0. Montrer que

im_ [ fud= [ gt tim_ [ 15du= [ 1f1de

n—=aoQ0
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2. Réciproquement, on suppose que lim [, |f.|dp = [, |f]|dp. Montrer que

i [ 1fo = fldu=0.
n—-,so0 E

on pourra utiliser la suite de fonctions g, = |f|+ |ful = |f — fu] €t lui appliquer le seul
théoréme de convergence dont elle satisfait les hypothéses.

3. Résumer les résultats des questions précédentes en une équivalence.

4. On se place sur (R, B (R), \). Donner un exemple de suite (f,) de fonctions intégrables
qui converge vers une fonction f intégrable, telle que

lim [ fodp = / fdu,
E E

et telle que, pourtant, ([, |f, — f|dp) ne tende pas vers 0.

Solution 2.9 1. Il suffit d’écrire :

/Efndu—/Efdu‘ <[Erfn—f|du,

[indan= 110 =| [160= 100 < [ 1= 1sae< [ 15~

(inégalité triangulaire renversée).

et

2. Les fonctions g, sont positives , on ne peut faire que Fatou. Notons que g, converge
simplement vers 2| f| presque partout par hypothése. On obtient

/ lim infg,dy < lim inf/gndu,
E n—+oo E

n—-s-+oo

autrement dit :
[ 21fdn< tim_int [ (10017 = =2 [ 17l s [ 1, f1du]
E n—--—+00 E E n—-—+00 E
La deuxiéme égalité provenant de I’hypothése de cette question. Donc
0< tim_swp [ £, - fldn <o
n—--+00 B

Par conséquent
i _sup [ |f, ~ fldn =0,
n—--—+00 B

3. Nous venons de montrer que, sous les hypothéses de l’exercice :

lim /|fn—f|d,u:0<:) lim /|fn|du: lim /|f|du
n—-—+00 B n—--—+00 B n—-—+00 B
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4. Il va falloir choisir des fonctions qui change de signe, sinon les résultats précédents
assurent que de telles fonctions n’existent pas. Considérons f, = * (1[07,1 — 1[_n70}).

T n

Les f, sont intégrables, convergent vers 0 (qui est intégrable). On a aussi :

!/hW=0—e0=/mm
R R

/|fn_0|d,u:2-
R

Exercise 2.10 Soient f,g: R — R deuz fonctions continues.

et poutant

1. Si A est la mesure de Lebesgue, montrer que
f=9pp = f=yg
2. Si §y est la mesure de Dirac :

1 si 0eA
0 sinon,

VAEB(R):&O(A):{

montrer que
f=g pp = f(0)=g(0)
1. Montrons que f =g pp <= f=yg

i) <= Sif=gie:f(x) =g(x) YV € R,etona f =g p.pcar f =g sur &°et
AN2)=0

ii) = Si f=g¢ p.p,alors JA € B(R): AM(A) =0et f = g sur A°, on a alors

{f(z) #g(x)} C A

{fl@)=g(2)} =(f—9) " (R,

est un ouvert car f — g est continue de R dans R, donc

{f(z) # g(z)} € B(R),

de plus
A{f(z) # g(x)}) <A(A) =0,
donc
{f(z) #9(2)} =2,
car un ouvert non vide est toujour de mesure de Lebesgue strictement positive,
d’ou
f =g partout.

2. Montrons que
f=9 pp <= f(0)=yg(0)
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i) < Si f(0) = g(0), on prend A = {0} on a donc A € B(R), et do (A) =0 et
f=gsur A° donc f =g p.p.
iil) = Si f =g p.p donc
JAe€ B(R): f=gsur A%et §p (A) =0,

donc
0¢ Aie:0e A°dou f(0) = g(0).



Chapitre 3

Fonctions Intégrables

Dans ce chapitre (E, T, m) désigne un espace mesuré. Dans la suite on étudie l'intégrale
de Lebesgue sur F par rapport a la mesure m.

On note £; : Ensemble des fonctions étagées mesurable et positives de (E,T') dans
R muni de la tribu borélienne.

3.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Définition 3.1 Soit f € £, de décomposition canonique f = Y a; - x,, On pose
i=1

/ fdm = i aim(a,) € Ry.
E i=1

Cette quantité s’appelle intégrale sur E de la fonction f par rapport & la mesure m.

L’intégrale [ fdm est un élément de [0, +00]. Bien que les a; soient tous réels elle peut tres
bien valoir +00, si pour a; > 0, le correspondant m(A;) vaut +oo. Rappelons la convention
0 X (400) := qui est bien utile ici lorsque m (f~! ({0})) = +oo.

Exemple 3.1 1. Si f est une fonction constante, alors sa décomposition canonique s écrit

[ =axg, avec a > 0. la formule [, fdm = 3" a;m(a,) nous donne alors
i=1

/ adm = a - m(E).
E
2. 8t f=axy aveca >0, AT et A# FE, sa décomposition canonique est

f =axa + OXAcu

d’ot

/a-XA—a-m(A)—i-O'm(AC)—a~m(A).

/E fm = /er lw)dm

60

On note
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Remarque 3.1 1. SiJi:a; =0 etm(A;) = +oo, alors par conséquent on a 0x(400) =0
L’intégrale de Lebesque est indépendante de [’écriture de la fonction étagée, donc si :

n p
f=2aila, = f =) bl
i=1 j=1

alors

3 am(a) = > bym(s,).

Jj=1

2. SiAeT, [,1adm =m(A).

Proposition 3.1 Soient f et g deux fonctions étagées mesurables, et positives. Alors

[+ gpan= [ fim+ [ gam

1. YaeRy: [, (af)dm =« [, fdm.
2. Si f > g alors [, fdm > [, gdm.

Preuve.
1. Posons »
f=2aila et g=3 bjlp;.
i=1 j=1
On a
n+p
f + g = kz: fyklcka
—1
avec
CJoa, 1<k<n ot O — A, 1<k<n
Pl bk, s n+1<E<n+p T B, , n+1<k<n+p
Done
n+p n+p
[ radm = S aum©) = S @)+ 3 pam(C)
el
n-+p
k=n+1
k=1 k=1
= / fdm + / gdm.
E E
2. On a . .
af =ad aly, = (va;)la,.
i=1 i=1
Done

/E (af)dm = > (aa)m(A)

=1

= ai;aim(Ai) :a/Efdm.
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Proposition 3.2 1. Soient f,g € &, (€4 : Ensemble des fonctions étagées mesurable et
positives) telles que f > g : on a (f —g) € &4 (car R_ espace vectoriel) et

/Efdm=/E[(f—g)+g]dm=/E(f—g)der/Egdm,
car [, (f —g)dm > 0.

Remarque 3.2 Si f,g € E avec f > g et fE gdm < 400, alors

[t =gdm= [ gam~ [ gan

3.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

Définition 3.2 Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit f € M, (Ensemble des fonctions
mesurables positives de E dans R). On définit l'intégrale de f par :

/fdm:sup{/gdm; gEM+:g<f}.
E E

3.2.1 Théoréme de la convergence monotone

Theoréme 3.1 (de la convergence monotone ou de Beppo-Levi) Soit (E,T,m) un espace
mesuré et (f,)nen une suite croissante de fonctions mesurables et positives convergeant vers
une fonction f. Alors f € M, et

/fdm: lim /fndm:sup/fndm.
B n—-+00 B n E

Preuve. La suite ( I fndm)n est croissante dans [0,4o0c|, donc convergente vers L €

[0, +00]
L:= lim /fndm:sup/fndm.
n—-400 E n B

Pour tout n € N on a f, < f et par la croissance de l"intégrale on obtient

Ahmééﬂm

puis en prenant le supremum sur n € N

Lg/fdm.
E

Par ailleurs, soit s € £, tel que s < f et soit a € ]0,1[. On définit

Ay ={z € E: fo(z) > a-s(x),}
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An = (fa—a-5)71 ([0, +00]),

et la fonction x — f,(z) — - s(x) est mesurable, alors A,, € T pour tout n € N. D’autre

part, la suite (A,), est croissante car si v € A,, alors o - s(x) < fo(z) < fog1(x) par
+oo

croissance de (fy), , donc x € Any1 et aussi on a £ = U A,. Grice a la définition de A,

n=1
on peut écrire une inégalité entre des fonctions mesurables positives

a5 Xa, < faXa, < fo

On en déduit par croissance de Uintégrale et [, fdm = [, fxadm

/A (o s)dm < /A fudm < / fodm. (3.1)

De plus, si s = Zbi “Xp,, alors s+ X, = Zbi *X(BinA,) ON a donc
i=1 =1

/ sdm =3 bi-m (BN A,). (3.2)
An i=1

Pour tout i =1,...,m, la suite (B; N A,),, est croissante et

+o0

+o0o
U BinA)=Bn (UAn> = B,NE =B,
n=1

n=1

dans (3.2), on peut passer a la limite quand n tend vers +oo, en appliquant la continuité
croissante de mesure m

nkrfoo sdm = ; b; - (ngrfoom (B; N An)) = ; by -m(B;) = /sdm.

An

Faisant tendre n vers l'infini dans 3.1 on obtient aussi, pour tout o € |0, 1] et tout s € £
avec s < f on a

a-/sdmgL.

Corollary 3.1 Soit (E,T,m) un espace mesuré, (fu)nen C M., alors

+o0o +o00
(&)=

Preuve. On applique le théoréme de la convergence monotone & la suite (g, )nen définie par

n



64

Onag, € M, et
“+o00
gn_)f:pr ) TL—>+OO,
p=0

de plus
In+1 = Gn Vn € N; donc f S M+7
et
lim gndm:/fdm,
n—-+00 B
1.e:
lim <Z fp) dm = / <Z fp) dm
n—-+o00 E \p=0
+00
— Z fpdm / (Zofp) dm.
p:
[ ]

Proposition 3.3 Soient f,g € M, et a« € R,. Alors

" [ +apan= [ fim+ [ gam.
/E(af)dm:a/Efdm.
[Efdm>/Egdm.
/Efdmzo.

1. Comme f,g € My ,3(0n)nen, (©,)nen C M et croissante telles que

3. St f > g alors
4. Sim(E) =0, alors

Preuve.

f= lim 60, etg= lim ¢,.

n—-+o0o n—-+00

On a
f+g= li:gl (0n + ©,),

d’aprés le Théoréme de la convergence monotone

/(f+g)dm = lim (0,+¢p,) = lim (/ Qndm—f—/gpndm)
E n—+oo n—+too \ JE E

= lim Ondm + lim ©,dm

n—-+00 E n—-+o00

= /Efdm+/Egdm.
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af=a lim 6,= lim (af,),

n—-+00 n—-+00
donc
/(af)dm: lim ab,dm = « lim Qdm—a/fdm
B

n—-+00 B n—-+o00

3. Soient f,g € M, telles que f > g ona f —g € M,, d’aprés (1) ona :

/Efdmsz[(f—g)Jrg]dm:/E(f—g)der[Egdm>[Egdm,
/E(f—g)dm>0.

Conséquence : Si f,g € M, telles que f > g et fE gdm < 400, alors

[ =apam= | fim~ [ gim

4. Pour toute fonction étagée positive ¢ = Y a;l4, on a
i=1

car

/ pdm = Xn: a;m(A;) =0 car A; C E et m(F) =0,
E 1=

/fdm:sup{/gdm; gEEJr:ggf}:O.
E E

Définition 3.3 Soit (E,T,m) un espace mesuré, et f € My, A € T, on définit lintégrale
de Lebesque de f sur A par

/fdmz/flAdm ot (f14) (:p):{ flo) siz €A g
A A

0, sinon
/ fdm = 0.
A

Proposition 3.4 Soit (E,T,m) un espace mesuré, A, B € T tels que ANB =@ et f,g €
M. Alors :

1.

si m(A) =0, alors

fdm:/fdm+/fdm.
AUB A B
2. Sif=g p.palors fEfdm: ngdm.

Preuve.
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1. Ona :

fdm = /flAqum:/(flA—l—le)dm, (car 1aup =1a+15)
E E

_ /EflAdan/Eledm:/Afder/dem.

2. Soit A €T tel que m(A) =0 et flac = glae (i.e : f(x) =g(x) sur A), on a

AUB

flac et glye € M, et /flAcdm:/glAcdm.
E E

De plus
/fdm:/fdm—i— fdm:/flAcdm,
E A Ae E

/gdm = /gdm+/ gdm:/glAcdm
E A e E
= /flAcdm:/fdm.
E E

Conséquence : Si f € M, telle que f =0 p.p alors :

/Efdm: 0.

3.2.2 Lemme de Fatou

Lemme 3.1 (lemme de Fatou) Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fn)nen C My alors

/li_mfndm < hﬁ/fndm = lim (inf/ fpdm)-
E n E pzn Jp

Preuve. On a
limf,, = lim inf f,,
n n pzn

on pose g, = inf f,, alors (g,)neny C ML, et (gn)neny — limf, , n — 00, d’apreés le théoréme
ot Jp +
p=zn n

de la convergence monotone

limf, € M, et lim [ g,dm = lim g,dm,

— —

1.e:
lim inf f, = | limf,dm.
n—oo [ppzn E n

D’autre part pour tout p > n, on a g, < f, doncp>n

/gndmg/fpdmj/gndmg inf/fpdm.
E E E p=n Jp
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En passant a la limite quand n — +o0, il vient :

lim gndm = / lim f,dm < lim inf / fpdm
E E E

n—-00 n n—oo p=n
= lim/ fndm.
n E

3.3 Mesures et probabilités de densité

3.3.1 Mesure de densité

Définition 3.4 Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M., [, fdm = [ fladm, on définit
w:T — Ry par

pu(A) = /flAdm = / fdm YA €T,
A
1 est une sur T appelée mesure de densité de [ par rapport a m et notée u = fm.

Exemple 3.2 "Probabilité de densité"

Définition 3.5 Soit P une probabilité sur B(R) P est une probabilité de densité (par rapport
a Lebesgue) si

If € M., telle que /fdA —1 et P(A) = /flAd/\ - / fd\ , VA € B(R),
A

Rappel : Une loi de probabilité est par définition une probabilité sur B(R).

1
Loi uniforme U(a,b) : Soit a,b € R, a < b: —bl[a’b]
a —

1
P(A) = . b/l[a,b}lAd/\y VAeT.

Loi exponentielle (7): Soit 7 > 0 , la loi exponentielle est définie par la densité f définie

par :
0, sl <0
f(x)_{Te_” , six>0.

Loi de Gauss N (u,0?): Soit (1,0) € R x R%. La loi de Gauss de parameétre (y,o) est

définie par la densité f
f( ) 1 (I B :U’)2
x) = exp| ————— | .
oV 2w P 202
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3.4 L’espace L' des fonctions intégrables

Remarque 3.3 si f € M (I’ensemble des fonctions mesurables), |f| , [T, [~ € M. La
monotonie de l'intégrale sur M donne

/f+dm</]f|dm et/f_dm</|f|dm,
E E E E
avec

fT(z) = max(f(z),0) et f~(z) = min(f(z),0) = max(—f(2),0), (If|(z)=[f(z)|)-
Définition 3.6 Soient (E,T,m) un espace mesuré et f : E — R mesurable. On dit que f
est intégrable au sens de Lebesque st

/\f|dm<+oo.
E

Dans le cas

/f+dm<+oo et /f_dm<—|—oo,
E E

[istan= [ sran- [ ;aner

On note L' I’ensemble des fonctions intégrables.

on pose alors

Proposition 3.5 f est intégrable si et seulement si f+ et [~ le sont.
Preuve. "=" si [ est intégrable , on a [, |f]dm < +oo

0< st <l =0 [ fram< [ |fldm < +os
E E

o< <l = 0< [ fam< [ Iflam <o,
E E

d’ot fT et f~ sont intégrables.
"—"gsi ft et f~ sont intégrables, alors

/f*dm<+oo et /fdm<+oo,
E E

[ Astdm = [ grams [ 5im < v,

f€£1<:>/f+dm<+oo et /f_dm<+oo.
E E

donc

d’ou le résultat :

1
Exemple 3.3 1. 0, = o Lo, n € N* est intégrable car

n
/9 A= X\(0,n]) =+, VneN
nd\ = — ,nl)== ,Vn )
R 2n 2
2. 0 = 1jg 10| €st non intégrable car

/edA = / 1[U,+oo[d)\ = )‘([O,Jroo[) = +00.
R R



69

3.4.1 L’éspace L!(Cas complexe)

Si f : E— C une fonction mesurable, alors (Re(f), Im(f) sont toutes deux mesurables),
on dit que f est intégrable et on note f € LL(E,T,m) si

/\f!dm /\/Ref (Im f)2dm < oo,

/E Fdm = [E Re(f)dm + i /E fm( f)dm

Proposition 3.6 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Alors

on pose alors

1. L' est un R-espace vectoriel.
2. Lapplication : f — [, fdm est linéaire de L' dans R.
8. Soient f,g € L' telles que f < g alors [, fdm < [, gdm.

4. VfeLt: | [, fdm] < [, |fdm.

Preuve.
1. Soient f,g € L' et o, 3 €R. On a

/ af + B¢l dm < | / |l dm + 1] / gl dm < oo,
F E FE

donc (af + fg) € L.

2. On commence par la linéarité : Soient f,g € £L! et o € R. Montrons

i) [p(af)dm =« [, fdm.
ii) [, (f+9)dm= [, fdm+ [, gdm.
i) On a:

(af)+:{&f+ si a>=0 (af):{af si a>0

—af” si a<0 —aft s a <0,

[tenan = [ @pan— [ @) im

[ af*dm Jpafdm si a>0
[ (—af7)dm — [, (—aft)dm si a <0
a fEf+dm [y fmdm) si >0

Lr
- { a(fpfdm— fEJ”dm) si <0
{

donc

afEfdm si a>0
afEfdm si a < 0.
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ii) On a
(f+9) —(f+9) =f"—f +g"—g
= (f+9) +f +g =(f+9) +fT+g"

:>/}E(f—l—g)erm%—/Ef_dmjL/Eg_dm:/E(f+g)dm+[Ef+dm+/Eg+dm|
— [Grgram=[ gy an= [ fram= [ pans [ gran- [ i

— [+ gyan= [ gim+ [ gim.

3. Soient f,g € L' telles que f < g

— ff—f<g"—g

ffrg <f +g"

/E(f++g)dm</E(f+g+)dm
/Ef+dm+/Eg_dm</Ef_dm+/JEg+dm
/Ef+dm—/Efdm§+/Eg+dm—/Egdm
/Efdmé/Egdm.

fo] = |f o fron
< /]Ef+dm+/Ef_dm
= [ rram— [ ifiam.

| ]

Conséquence : Si f,g € L'telles que f =g p.palors [, fdm = [, gdm

Preuve. On a
/Efdm‘/,;gdm‘ - /E(f—g)dm‘

< [1f=gldm—o,
E

el

4. Soit f € L, on a

car

£=9l=0 pp (Sif €M f=0pp— [ jdm=0.
E

/E Fdm = /E gdm.
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3.4.2 Théoréme de la convergence dominée

Soit (E, T, m) un espace mesuré et (f,,)nen une suite de fonctions intégrables convergeant
vers une fonction f presque partout et g € £ telle que

VneN, |[f,]<g pp,
alors

n—-—uoo

felet lim fndm = / fdm.
E E

Proposition 3.7 Soit (E,T,m) un espace mesuré, A € T telle que m(A) < co. Si (fn)nen
est une suite de fonctions intégrables bornées convergeant vers f, alors

n—:oo

lim fndm—/fdm et lim /|fn—f|dm—0.
A A n—o Jp

Proposition 3.8 "Corollaire” Soit (E,T,m) un espace mesuré, g € L', (fn)nen C L.

+oo
Siz fn est convergente telle que
n=0
vneN, > fil<g
p=0
alors
+o00o “+oo
fn | dm = / fndm.

3.4.3 Applications du Théoréme de la convergence dominée
Intégrales dépendant d’un parameétre

Soit (E,T,m) un espace mesuré, f : F X R — R une fonction. Pour ¢ € R fixé, on

f(,t) B — R
x —  f(x,t

note F' ’application définie de R dans R par

définit Papplication : ) et on suppose que f(.,t) € L1, Vt € R, on

F(t):[Ef(.,t)dmz/Ef(x,t)dm(x).

Theoréme 3.2 (Continuité sous l'intégrale) : Si
1. VteR, |f(x,t)] < g(z) p.pouge L
2. L’application t — f(x,t) est continue en ty pour presque tout x € E. Alors F est

continue en tg

Theoréme 3.3 (Dérivabilité sous l'intégrale) : Si t —— f(x,t) est dérivable p.p et que
sur cet ensemble |% (f(x,t))} < g(x) ou g € L. Alors F est dérivable sur R et F'(t) =

e % (f(z,t))dm(z).
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3.5 comparaison entre ’intégrale de Lebesgue et 1’in-
tégrale de Riemann

3.5.1 Intégrabilité au sens de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et soit xg,x1, ..., z,, un ensemble fini de points
tels que a = xg <, 71 <, ...,x, = b. Dans chaque [z, 21,1] on choisit (, et on pose

n—1

S, = Zyk (Tpe1 — x) tel que yp = f(zk).
k=0

Si S, — S (indépendante du choix de zy,) alors S s’appelle intégrale de Riemann sur [a, b

n—-:o0

b
et notée/f(x)dx.

Idée ée Lebesgue : approcher 'aire sous le graphe de la fonction par une union de
rectangles (comme Riemann).

Dans le cas de Riemann, on s’interesse & la variation de la fonction sur son domaine de
définition.

Dans le cas de Lebesgue, on définit le rectangle en fonction des valeurs de la fonction.

Définition 3.7 Une partie A de [a,b] est mesurable au sens de Riemann si 1, est Riemann
intégrable.

Exemple 3.4 lgnp,1) n'est pas Riemann intégrable sur [0, 1] donc QNI0, 1] n’est pas Riemann
mesurable.

Proposition 3.9 Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann intégrable. Alors [ est mesu-
rable pour la tribu B ([a,b]) .

Proposition 3.10 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors f est intégrable au sens de
Riemann si et seulement si f est continue p.p (I’ensemble de discontinue de f est négligeable
pour la mesure de Lebesgue \).

Proposition 3.11 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée définie sur un intervalle borné
[a,b] (b > a). Si [ est intégrable au sens de Riemann alors f est intégrable au sens de
Lebesgue

b
. fd\ = [f(:c)d:c

Remarque 3.4 [’inverse est en générale fauz.

Exzemple 3.5 La fonction de Dirichlet définie sur [0, 1] par
0 sizeQ
f(x)—{ 1 si 2¢Q

f=1 pp , [ est Lebesqgue intégrable et son intégrale est égale a 1, alors son intégrale de
Riemann n’est pas définie.
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Proposition 3.12 Soit f : Ja,b] — R (=00 < a < b < +00) une fonction mesurable

telle que f est bornée sur tout compact [, 5] C |a, b[ et Riemann intégrable. Si l'intégrale de
b

Riemann généralisée / f(x)dx est absolument convergente, alors f est Lebesque intégrable

sur]a, b et donc sur |a,b] et on a

[a,0]

b d
fdx = fdx = /f(x)dx = lim /f(x)dx
Ja,b] ; d—b .
c—a
Conséquence : Si f : ]Ja,b] — R est continue et d’intégrale de Riemann généralisée
b

/ f(z)dz absolument convergente, alors f est Lebesgue intégrable sur ]a,b]| et

a

b
dX\ = x)dx.
[ s / f@)

b

Remarque 3.5 Silintégrale de Riemann généralisée / f(z)dz n’est pas absolument conver-
gente, alors f]a " |f| dX\ = 400 donc f n’est pas Lebesgue intégrable.

sinx
Ezxemple 3.6 La fonction x — —— n’est pas Lebesgue intégrable sur R, car
x

sin x
lim dr = +00.

A—so00

T

3.6 Les espaces L’ (1 < p < +00)

3.6.1 Les espaces L” (1 < p < +0)

Définition 3.8 Soit (E,T,m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et f : Ja,b] — R une
fonction mesurable. On dit que f € LE(E, T, m) = LP si

/\f]pdm<+oo.
B

Donc f & LP si
/ |fIP dm = +oc.
E
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Proposition 3.13 Soit (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < 400, alors LP est un R-
espace vectoriel.

Preuve.
i) Soienta € R et f € LP. Onaaf € M et

/|af\pdm:|a|p/|f|pdm<—l—oo,
E E

donc af € LP
ii) Soient f,g € LP, ona f+g € M et

11+ 1gl1" < [2sup (| f], [gD]"

If+g" <
< 2P(IfPP +|9”]

done

/|f+9|pdm < 2p/|f|pdm+2p/|g|pdm<+oo
E E E
— (f+g)€Lr

3.6.2 Inégalité de Young
Soient a,b € R, et p,q € |1, +00[ tels que % + % =1 (p et g sont dits cojugués). Alors
alP b

ab < —+ —.
p q

3.6.3 Inégalité de Holder

Soit (E,T,m) un espace mesuré et p,q € |1, +o00] tels que é + % =1 et soient f,g € LP.

Alors fg € L et
1/p 1/q
/\fg[dm<</ ]f]pdm) (/ |g|qdm> :
E E E

i) Montrons que fg € £'. On a fg € M et d’aprés 'inégalité de Young

p q
gl < by lb
p q

1 1
— [ irglam <2 [+ [ gl m < +oc,
E P JE qJE

donc fg € L.

ii) Montrons l'inégalité de Holder
a) Si [,|fI"dm=0o0u [,|g/"dm =0 (i.e: f=0p.poug=0p.p)

fg=0p.pet /|fg|dm:0.
E
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b) Si [, |fI"dm #0et [,]g|*dm # 0. On pose

f: f 1/ etg: g 1/q°
(S [ £17 dm) " (i Lol dm) ™™

on a
£ Lizr 1 g
A< Ll
/9l S NV S S ('
([ L dm) 7 ([, g2 dm) ™"~ 2 Jol S dm g [ 19" dm’

en passant a l'intégrale , on obtient :

—

Ji|fgldm _ LJplfdm 1 [plgl"dm
([ 1717 dm) 7 ([, |gl" dm)"® ~ p [l S dm " g [y 1gl"dm
1 1
< ~+-=1
p q

1/p 1/q
:>/E\fg\dm<(/E\f! dm) (/E\g\ dm) |

3.6.4 Inégalité de Minkowski
Soit (E,T,m) un espace mesuré¢ et 1 < p < +oo et soient f,g € LP. Alors (f +g) € LP

(< o) ()

1 _
+1=1)

et

Preuve. Soit ¢ I'exopsant conjugué de p (i.e :
On a

D =

[f+gl" ™ € Lhcar (If +g/ ) = [f+ 9" = |f + gl
D’apres I'inégalité de Holder

1/p 1/q
am < ([ 1) ([ 15+ of i)
/E\fo+g! m < /E!f! m [E|f+g! m
1/p 1/q
sl + am < ([E !g!pdm> (/E\f+gr”dm)
donc

/|f+9|pdm=/|f+g||f+g|p1dm</|f||f+g|“dm+/|g| |+ gl dm,
E E E 5

d’autre part
1/p 1/p 1/q
Pd Pd Pd
([1eram) "+ ([ 1aram) ]([E\f+g| )
1/p 1/p 1/p
Pd < Pd Pd
([irvaram) < ([isram) ([ 1oran)

1
car - = 1—-—
q p

/ \f+g/Pdn <
E
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Proposition 3.14 Soit (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < +oo . Alors l'application :

f—fll,= ([o 1P dm)l/p est une semi-norme sur LP.
Preuve. On a

i) I, € Ry, Vf € L7 et
£, =04 f=0pp

1/p 1/p
lofll, = ( / Iaflpdm> o ( / !f|pdm>

= lalllfl,-

ii) Va e R,)Vf € LP

iii) Vf, g€ LP:
If+gll, <IfIL,+ llgll, (Inégalité de Minkowski).

Définition 3.9 Soit (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < +oo . On définit l’espace
LP(E,T,m) = LP comme [’ensemble des classes d’équivalence des fonctions LP pour la rela-
tion déquivalence = p.p. Donc

v ={j/ferr} aeef={geLrjg=1 pn}

SiFelPetfelkF. OnposeF:f

1/p
\ElL = 1] = ( / |f|”dm> |

Remarque 3.6 Toutes les inégalités précédentes restent vraies pour les LP.

Proposition 3.15 L’application : f — | |, est une norme sur LP.

Theoréme 3.4 (Théoréme de Fischer-Riesz) (Lp, H|]p> est un espace de Banach (i.e : un

espace vectoriel normé complet).

3.7 L’espace L*

Définition 3.10 Soit (E,T,m) un espace mesuré et f : E — R mesurable. On dit que f
est essentiellement bornée et on note f € LP(E,T,m) = L> sl existe ¢ € R, telle que

|f| < ¢ p.p.
Proposition 3.16 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Alors L™ est un —R espace vectoriel.
Preuve.

i) Soient o € R et f € L™ alors Ic € R, telle que |f| < ¢ p.p, on a af € M et |af| <
laf [f| < |a]e p.p dou af € L.
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ii) Soient f,g € L.

f € L® = Jce Ry telle que |f| < ¢ p.p, donc JA €T :m(A) =0 et |f] <

g € L® = Tk € R, telle que |g| < k p.p, donc AB € T : m(B) =0 et |g| < k sur BC.
Ona(f+g)eMetdD=AUBeT :m(D)=0 et

¢ sur A°.

If+ ol <IfI+ gl < e+ k+ DS,
d’ot
lf+gl<c+k pp et (f+g) €L

]
Proposition 3.17 Si f € L, on pose

[flloe = inf{fce Ry [fl< e ppy etona|fl<[fllo p-p-

Preuve. On suppose que f € L. Par définition de la borne inférieure. On a

F(Cn)pen C{ceRy:|f] < pp}

telle que C,, — || fl, quand n — oo, donc pour tout n € N,3A, € T telle que m(A,) =0
et |f| < e, sur AS, on pose A = U A, alors on a m(A) =0 et |f| < c, Vn € N sur A°.

neN
Comme C, — || fll, quand n — oo. On déduit que

1< flloe sur AT d'ou || < [l p-p-

Proposition 3.18 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Alors Uapplication f —— || f||, est une
semi-norme sur L.
Preuve. On a

i) |flle, ¥V feL>
i)
Ifl. = O0<=inf{ceR,:|f|<c pp}=0
= |fI<|fllo=0pp
<~ f=0pp

iii) SiaeR et f € L, alors af € L et

lofl = inf{fceRy:laf|<c pp}
— imf{ceR.:lal|f| <c pp}
— Jal /Il

iv) Si f,g€ L® ona

(f+9) € LZet [f+gl<[fI+]gl <Ifll+ 9l pp
= [+ 9l < o + 19l -
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Définition 3.11 Soit (E,T,m) un espace mesuré. On définit l'espace Lg*(E,T,m) = L,
comme [’ensemble des classes d’équivalences des fonctions L pour la relation "= p.p". Donc

L‘”:{f/feﬁ‘”} avee f ={g € L®:g=f p.p}
SiFelL>®etfelkF. OnposeF:f
[Flloo = Ifllo = nf{c € Ry - [f] < ¢ p.p}.
Proposition 3.19 L’application : f +—— || f||, est une norme sur L*.
Theoréme 3.5 (L™, ||.||,,) est un espace de Banach.

Proposition 3.20 "Comparaison des LP (1 < p < 4+00) Soit (E,T,m) un espace mesuré
fini (m(E) < +00) p,q € R, tels que 1 < p < q < +oo. Alors L1 C LP.
Preuve.

- Sig=400etl<p<+oo. Onalfl’ <|f|L . donc

[1ram< [ 1l dm < 1z m(E) < +oc,
E E
d’ot
ferret|fll, <mE) |l
— Supposons que q < o0 et soit 1 <p<q, f €LY, alors
/ fl7dm < +oo—> / (L") dm < 400
E E
— |freL"”.

On applique Uinégalité de Holder aux fonctions |f|” et 1 avec les exposants conjugués

1
a:getﬁz a :<1—Z—)) , on obtient
p a—1 q

[isvan < ([ asrran)” ([ mm)lf

= I mE)

< +00,

donc
1 1
q

fer et |fl, <mEGD |5,
|
Remarque 3.7 1. Si (E,T,m) est un espace probabilisé (m(E)=1) et si 1 < p < q <
400, alors
L*cLicrL’clL
et
1Al < NI, < [FI < 1l -
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2. Si la condition m(FE) < +oo n’est pas vérifiée, les espaces LP sont en général icompa-

rables.

Exemple 3.7 Si E n'est pas de mesure finie, f =1 € L™ mais pas dans L.

1
1+ |z

€ L* (R", B(RT),\)\L' (RT, B(R"), ).

Lo )N (0,1).

8

Loz (0,1)).

B

3.8 Exercices corrigés

Exercise 3.1 Soit la suite des fonctions f, : (Ry,B(Ry),\) — R, définit par

ot E(x) désigne la partie entiére de x € R.

1. Donner la limite simple de la suite (f,), .

2. Calculer/ﬁd)\(x).

Solution 3.1 1. Puisque la suite ([0,n[),-, est croissante et

+o00o
o, n=Rr,,
n=1

d’autre part, on a

XiimA, = lim inf x A, € Xfma, = lim sup x A,

donc
I Xou®) = X (2) = X, (2) = 1, pour tout 2 € B,
[0,n]
1
d’ot
nirﬂoofn(x) = )V pour tout x € R,

2. La suite (f,(7)),s, est croissante pour tout x € R. Les fonctions positives x + f, ()
sont décroissantes alors mesurables. D’aprés le théoréme de la convergence monotone

- / L dA(@) = / limn Ful@)dde) = | Ty / PlaiAte)

E(ZL‘)' n—--+00 n—-+o00




80

d’autre part

/fn(x)dA(:p) _ /E(lw)!dA(a:): / E(lm)!cu(g;)

[O,n[ n—1
U[k,kJrl[
k=0
S L @) S L k4 1))
= xT) = —
E(z)! kU
k=0 1 kt1] F=0 11 k1]
B n—1 1
— oL
k=0

d’on

1 I | <1
/E(az)!d)\(x) = dm > G2 n=e

Exercise 3.2 Soit (E,T,m) un espace mesuré et f : E — R, une fonction mesurable.
Monter que

(E)mo f(@)dm=0<Ve >0, 30 >0: VAeT, m(A)<5:>/fdm<5.
m(A4)—0.J4 A

1. Calculer

1 1_ 1 " n
/—Mdm et lim <1——> eznta dm,.

x n—:0o0 n
[0,1] [0,1]

Solution 3.2 1. i) Le cas ot [ est bornée :

Vee E, AM, f(x) <M

/ fdm < M.m(A) = m(A) < SN / fdm < ¢,
A M A
ii) Le cas ou f mn'est pas bornée : On définit dans ce cas la suite (A,) de la forme

An:{x> f(aj) <n}

est une suite mesurable et croissante c-a-d

A CAyC...CA,C.., UAH:E.

n=1

On pose f, = f.1a,, alors on a

fn < fnJrl et n1£>noofn = f 1E - f
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et en utilisant la convergence monotone, on déduit
lim fodm = / lim f,dm = lim fdm / fdm
E

n—-:uoo E n—-aoo n—:oo
/ fdm — / fdm‘ <e
An E

= Ve>0; dngeN, n>ny

= /Efdm<a+/A fdm
== fdm<e+/ fdm

ENA ANA,

= / fdm <e+nm(ANA,) <e+nm(A) <e, m(A) <
A

Sl

log(1 —
i) On calcule / —Mdm,On a

x
[0,1]
o0 xn
log(l —x) = — — 5 Vze|0,1
a(1-a) == % ; veep
o0 xn
log(1 — - " — "
/_—og( x)dm:/”_l dm:/zx dm
x x n
0,1] [0,1] 0,1 "t

et d’apreés la propriété de la convergence monotonée, on a

[

(0,11 " L0,]

1 w2

n2 6

1 n
ii) On calcule lim <1 — —) e2n+xdm,0On a

n—o0 n
[0,1]
()
1 n nlog| 1—— 1 1
(1__) P ) 1og(1__><__
n n
donc N
(1-3) <
1—-— <e
n
n B 2n+a:_n+as_ _n—l—a:
n+xr  2m+x 24z n+ax

n

1 n
— e?n—I—xg@l:(l——) e2ntzr Letel , m([0,1]) =1< o0
n
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et d’apreés le théoréme de la convergence bornée, on déduit

\" 1\"
n—-00 n n—->-:o0 n
[0,1] [0,1]

= / e Ledm = e 2m ([0,1)) = %.

[0,1]

Exercise 3.3 Soit (E,T, m) un espace mesuré, ot m est une mesure positive et f : E — C
une fonction mesurable.

1. Monter que si f € LY(FE,T,m), alors

limn -m ({|f| = n}) =0,

la réciproque est-elle vraie ?
. Montrer que si f € LY(FE,T,m), alors

1
Zﬁ / 11> dm < +o0,

la réciproque est-elle vraie 7

. Ona

0<nm({[f| Zn})= / nlygfiznydm < / | f1 15150y dm,
E E

d’autre part on a
0< gn = Ifl 1 < |l € L1(m) et lim [f(2)] 1z (2) =0,

le théoréeme de convergence dominée assure que

lim / | [l 1{fznydm = 0, d’ou le résultat.
n—muoo E

La réciproque est fausse . La fonction continue positive sur [0, e~!] donnée par g(z) =
xln(z71) a pour dérivée In (z7!) — 1 et est donc croissante sur [0,e7!] de g(0) = 0 a
gle)=e1. Ona

e 1 e 1 +o0

[%:[%:/mﬁw ~ lim In(ln4) = foo

e

Néanmoins, pour n > 1
1

tre el

ol x, € [0,e7!] est caractérisé par x, In (x,;') = g(x,) = n~!, ce qui implique

1 1
. -1 = > — —
n m<{x€ [0,6 ] @) /n}) Ny, Ty — 0

car ¥, — 0. La propriété (1) peut donc étre vérifiée sans que f (ici 1/g) soit L.

> n} ={ze[0,e'],g9(x) <n '} =0,z
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2. Pour f € L', on a

= [ iseam= | (Zn 1 {M})

1 fin nt

Avec

=2 @R @) = @ =@ Y n

n>1 n>max(|f(x)].1) n>max(|f(x)].1)

Zn_2<min W—2 ;
D 6'N—1)’

comme pour N > 1,

n>N
on obtient
2 9 .
/a2 1 , g|f(9€)| si [f (z)] <2
o< r@) < min (T ) V0 < WO e
[f(x)] -1
Comme pour |f (z)] < 2on a
2 2 92
T @F < T @I @) <If @) = <417 (@)
et pour |f (z)] > 2
f@F _|f (@) 5
il vient
0< F(z) <4[f ()],
ce qui donne le résultat
La réciproque est fausse car avec f(z) = 11[1,%0[(33) (qui n’est pas dans £'), on a
néanmoins
Sie J ran= S s

|fl<n

Exercise 3.4 1. Etudier la limite éventuelle de la suite (wy,), . donnée par

Wy, = / S RULIA (Til dx
r, L+

2. Soient a,b € |0,4o00| . Justifier I’égalité suivante

re W 1
dr = —_—
AHOO[ 1—e b Z (a+ bn)2

n=0
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Solution 3.3 1. On pose

sin (7x)
fn(ﬂf) = m, T € R+,
on remarque que
1
Vr € R+,‘v’n - N,O < |fn(l’)| < 1[071](1’> + 1]1,_’_00[(1’)m = g(x)

On vérifie que g est intégrable par rapport o la mesure de Lebesque sur R, .De plus,
pour tout x € Ry, limf,(x) = f(x) ou

f(z) =sin(rz) six € [0,1], f(1) = %Siﬂ(ﬂ) et f(z) =0six > 1.

Le théoréme de convergenge dominée implique alors que

2
lim w, = / sin(rx)dr = —.
[0,1] 7T

n—--aoo

2. Pour tout x € ]0,+o0[ et tout n € N, on pose f,(z) = xze~ @) On a clairement

I,efax

Comme il s’agit de fonctions positives, mesurable car continues sur |0,4o00]; l'inter-
vention série /intégrale positive implique que

re W
——dr = / fn(z)dx.
4,4—00[ 1—etr ; 0,+00]

Par un changement de variable linéaire

1
/ fo(z)de = —2/ xe “dx.
10,400] (a+bn)" Jjo,400

Une intégration par partie implique que

/ re “dr =1,
10,400

ce qui permet de conclure.

Exercise 3.5 Soient (E,T,m) un espace mesuré, f : E — R une fonction mesurable
positive et o € R

1. Montrer que

m (e f(r) > a}) < - /E fdm.

2. Montrer [’équivalence sutvante :

/fdm:() <~ f=0 p.p
E
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3. Montrer que
/fdm<oo=>f<oo D.D.
E

Solution 3.4 1. Montrons que
m({a: fe) > ap) < - [ gam
On pose

A={z: f(z) >a},

alors

f > alA—&m

/ fdm.

/fdm:O — f=0 p.p.

/Efdm:/EOdm:O

2. Montrons que
—:85 f=0 p.p, alors
=>: On suppose
soit
d’aprés 1) on a

donc

de plus

3. Montrons que
/fdm<oo:>f<oo D.D.
E

On pose
B, ={z: f(x) 2 n},Vn>1,
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Boo ={z: f(x) = 00},
on a donc

m(Bw) = m (ﬂ Bn> = nli_r)noom(Bn)

n>1

1
< lim —/fdm:(),
E

n—oon,

car (Bn)n>1 est décroissante et
1
m(By) < —/ fdm < +o00,Yn > 1,
nJe

d’ou f < oo p.p.

Exercise 3.6 Soient (E,T,m) un espace mesuré tel que m(E) < +oo, f : E — R, une
fonction mesurable telle que, pour tout A € T on ait:

/ fdm < m(A).
A
1. Pour tout k > 1, on pose
Ay ={x € E: f(x) > k}.
Montrer que

km(Ag) < | fdm;
Ay,

en déduire que m(Ay) = 0.
2. Montrer que
f(x) <1 pp.
Solution 3.5 1. Montrons que
Em(Ag) < fdm.
Ag

On a
A = f1([k, +oo]) €T car f est mesurable,

d’autre part, on a

== fdm > / kdm = km(Ayg)
Ak

== fdm = km(Ay).
A

Montrons que m(Ag) =0: Comme A, €T on a

km(Ay) < /A fdm < m(Ay)

etk > 1= m(Ay)=0Vk>1
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2. Montrons que f(z) <1 p.p:Ona

{reE: f(z)>1} = U {:L’EE:f@)}l—i-%}

neN*

= U Al—l—%?

neN*

d’autre part, la suite <A1 41 ) est croissante au sens de l’inclusion, donc
n neN*

m({z€E: f(z)>1}) = lim m (AH%) —0,

car .
VneN, 1+—>1 etm(AH;) =0,
n n

d’ou le résultat.

Exercise 3.7 Soit ( fn)neN une suite de fonctions mesurables positives convergeante vers une
une fonction f. Montrer que

HC>O:VnEN,/fndm<C:/fdm<C
E E
Solution 3.6 On a grdice au lemme de Fattou :

/fdm:/ lim f,dm = hmfndm hm/fndm C.
E ENTT®

Exercise 3.8 1. Pour tout réal o et tout entier n > 1, on pose :

In(a) = / (1+ %)n e~ d,

Déterminer lim I,(a).
2. Déterminer les limites des intégrales suivantes quand n — oo

—+o00 n

/e_“” (sinx)" sin (nz) dx, /(1 - f) cos xdx
n
0 0
1 1
/ ne-* / nsm
nx + 1 1+ 1:2
0 0

Solution 3.7 1. On détermine lim I,(a): On pose

n—~ao0

falz) = (1 + %) e “lpn(x),r € R,n € N¥,
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(fn)nen+ est une suite de fonctions mesurables (continue) et positives et

|[fa(@)] < ee Ly (z) < g (2) = f(2),

d’autre part, on a

—+00 “+o00 1 1

. (lfa)x . a—1 ST a >
/f(x)da: /e e {+oo st a<1
0 0

dou f € LY (R) si et seulement si a > 1,de plus

lim f,(z) = f(2),

n—auoo

donc st a > 1 et d’aprées le théoréme de la convergence dominée

lim [,,(a) = lim [ f.(z) =
R

n—-:aoo n—-—auoo

a—1’
etsta<l,ona

lim f,, () = '~ 1g+ (),

et d’apres le lemme de Fattou

n—=aoQ0

R

Donc
lim I,(a) = +o00,a < 1.

n—-aoo

lim 7,(a) :h_m/ fulz)dx = /h_mfn(x)dx :/e(l_a)xda:.
n JR R n

(On peut aussi montrer que (f,)nen+ est croissante et on applique le théoréme de la

convergence monotone ainsi on obtient le résultat directement.

. On détermine les limites des intégrales :

i) On détermine
+oo

lim /6_9& (sinz)" sin (nz) dz,

0
on pose

Vn eN, f.(z)=e " (sinz)"sin (nz), x € RT,

(fn)n est une suite de fonctions continues, donc mesurables, d’autre part ona

Vz e R — {g +n7r} , Jsinz| < 1,
et on a
sinz|" — 0,
de plus
Vo € RY, | fu(x)| < |sinz|”,
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donc .
Vx€R+—{§+n7r},fn—>O

n—--auoo

)\({ngmr:neN}):O,

car cet ensemble est négligeable, donc (f,), converge vers 0 p.p et

et

—+00

Ve e R . VneN: |fu(z)] <e™ et /e_$dx:1<—|—oo,

0
donc d’apres le théoréme de la convergence dominée :
+oo
lim / e " (sinx)" sin (nx) dx = 0.
n—ao~o

0

ii) On détermine
n

lim (1 — §>n cos xdz,

n—-aoo n
0
on pose

fo(z) = <1 - %)ncosx.l[o’n}(x), re€R, neNY
(fn)nen+ est une suite de fonctions mesurables et :
£al@)] < €7 [cos.t] Lo,(x) < e Lio(a) = (),
avec f € L1 (R), de plus
lim fo(x) = e " coswljg (),

donc d’aprés le théoréme de la convergence dominée

n +oo

] T\ _
lim (1 — —) coszdr = e T cosxdx.
n—-—~oo n
0 0
iii) On détermine
1

. ne-*
lim dzx,

le lemme de Fattou donne

hm/ (QJ—I- ) da:—hm/fn /hmfn( )dx [e‘“"’w‘ldm: +00.



iv) On détermine

Vn € N*Vx € [0, 1], on pose

]07 1] Y

n sin (%)
n\X) = ———5—,
fl2) 1+ 22
(fn)nen+ est une suite de fonctions continues donc mesurables et on a
n sin (%) x
et x est intégrable sur |0, 1|, de plus
— s st intdy 0,1], de p
n . [x
L)
li w(x) = 1li = WV €
A= e ST

le théoréme de la convergence dominée donne

1 1

lim [ fu(z)dz = /lim fu(z)dx

n—-auoo n—:a;o

0

Exercise 3.9 Soit f une fonction intégrable sur R. Montrer que

n—-00 |z|>n
Solution 3.8 On pose pour tout n € N, et x € R :

fn($> = f<x>’1]—00,—n]u[n7+00[(m)'
Alors
VneN, ona: |f.(2) <|f] € L

et
Ve € R, on a lim f,(x) =0,

n—-—aoo

le théoréme de la convergence dominée donne

lim | f.(z)dz :/ lim f,(z)dx =0,
R R

n—-aoo n—-—auoo

d’ou le résultat.

0
; 1
T
= /1+x2d$: {Eln(l—l—ﬁ)]
0

1

0

1
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Exercise 3.10 Pour tout n € N*, on pose

+oo
Calculer / f(z)dz.
1

+oo
Solution 3.9 On calcule / f(z)dz

1

On a N . .
/f(x)dx— /;ne_mdx— /;fn(x)da:7

(fn)n est une suite de fonctions continues donc mesurables et positives, donc d’aprés le
corollaire de la convergence monotone on a :

Tg;fn(x)d:c = Z/fn(a:)dx:i/nemdx

Exercise 3.11 Pour toutt € R, on pose :

+o0 Too
F(t) = / e*ac2 CcoSs (.'Iit) dx, F(O) — / eidel’ _ \/T%
0 0

1. Montrer que F' est continue et dérivable sur R.

2. Montrer que F vérifie ’équation différentielle :

F(t) + %F(t) 0,

et déduire sa valeur.
Solution 3.10 1. Montrons que F' est continue et dérivable sur R.
i) Vt e R,z € [0,400], on pose
f(x,t) = e cos (at) .

i) On aVx € [0, +oo[,x — [ (x,t) est continue sur R et Vt € R, Vz € [0, +00]

+oo
|f (z,t)] < e et / e dr = \/7% < 400,
0
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donc d’apreés le théoréme de la continuité sous [intégrale F' est continue sur R

Vo € [0, +oo[,x — f(z,1)

est dérivable sur R, et on a

de plus

donc

9 (z,t) = —ze " sin (at),

ot

%f(a:,t)‘ < xe_xz, vVt € R,

+o0

/ 2 { 1 _x2]+°° 1
re Vdr=|—=e = — < 4o00;
2 |, 2

d’aprés le théoréme de la dérivabilité sous le signe intégrale F' est dérivable sur R

et

—+o00

F'(t) = — / ze " sin (xt) da.

0

2. Montrons que F' vérifie [’équation différentielle :

i) Ona

F'(t)

d’ou le résultat.
ii) On déduit la valeur de F(t) : on a

Donc

F(t)

t
—F
+2

Ft) + %F@f) 0,

—+00

= —/xe_m2 sin (xt) dx

+oo

1
- {56_5‘2 sin (xt)} —§/e_x2tcos (xt) dz

0
+o0

a2 _t
= —5/6 cos(a:t)da:—QF(t),

0

6) = 0— F(t)= —%F(t)
?é;; =L =P =S +C

== F(t):Ke_tT, de plus F(0) =
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Exercise 3.12 On considére sur R la fonction :

+o00o 9

e—tx
F(t) = / . +x2dw.

0

1. Montrer que F' est continue sur Ry et calculer . lir_I& F(t).

2. Montrer que F' est dérivable sur R’ et calculer lim F'(t).

t—0

Solution 3.11 1. Montrons que F' est continue sur Ry : Vt > 0,Vx > 0, on pose

—ta?

e
)= ——
on atr+—— f(x,t) est continue sur Ry et
F(2. )] < —— ¥t >0
T N ) =
’ 1+ a2
et
+o0
d [arctanz]7™ = = < +
= [arctanz];™ = = 00
T+ o T3 ’

0
donc d’aprés le théoréme de la continuité sous l'intégrale F' est continue sur R,. On
calcule lim F(t), d’aprés le théoréme de la convergence dominée : ¥(t,)nen Suite de
n—--+400

réels positifs qui converge vers +oo

+oo

lim F(tn):/ lim

n—-s-+o0o n—+oo ] + 22
0

—tpx?

dr = 0.

2. Montrons que F' est dérivable sur R,
On aVt >0, t — f(x,t) est dérivable et

0 (2.1) p2et’
—f(z,t)=— :
ot” 14 22
De plus, Ya > 0,t > 0
8 2, —ax? 2, —ax?
af (x, t)‘ < xl j_ 5 avec T 3;‘1 e intégrable,
! x2€7ax2 oo :L,2efax2
/ dr < +00 et / ———dxr < 400,
1+ 22 1+ 22
0 0
car )
lim a e~ =,

n—+oo1 + 12
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Donc F' esr dérivable sur |a,+oo| et comme a est quelconque F' est dérivable sur R

et on a :
—+oco

:L.Zeftx
F/(t):_/ o
0

On calcule lim F'(t) : On a V(t,), suite réels positifs qui converge vers 0, et d’aprés

t—0

le lemme de Fattou

“+oo

2 ftnx 2 ftn:r
lim (—F'(t)) = hm/ > /lidex

n 1+I2

2
x
N /1+m2d$:+oo’
0

donc F'(t) converge vers —oo quand t — 0.

Exercise 3.13 Soient (E,T,m), un espace mesuré et f,g deux fonctions appartenant res-
pectivement a LP et LY ou p,q € R

1 1 1

Montrer que si — 4+ — = —, on a
p q

r

fge L™ et ||fgll, < Ifll, llgll, -

roor
Solution 3.12 On a — + — = 1 donc Pt 4 sont conjugués, d’autre part f et g sont
r r

p q
mesurables donc |f.g|" Uest aussi, d’aprés l'inégalité de Holder

/E|f.g|’"dm = /|f|’“.|g\’"dm

car
|f|" € LP" et |g|" € LY,
d’ ot

Exercise 3.14 Soient (E,T,m), un espace mesuré et f,g deux fonctions appartenant res-
pectivement a LP et LY ou p,q,r € RY, tels que

1 1 1
—4+-+-=1, fel?’, ge L’ hel.
p q T

Montrer que

fgh € L' et || fghlly < [I£1l, llgll, 171, -
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Solution 3.13 On pose

alors d’aprés [’exercice précédent on a
faeL* et || fglly < I, llgll,
de plus

s r
donc d’aprés Uinégalité de Holder on obtient

(fo)h € L' et |Ifghll, < IIfgll, IR,
< 1l gl AL

d’ot le résultat.
Ezxercise 3.15 Soient

feLP(0,+]), g€ L ([0,+0]) oul<p<q< 400 sont conjugués.
Calculer

1
lim —
t—soo t

]f(S)g(S)d&

Solution 3.14 On a

¢ ¢ /p /4 1/q
/ fol < / 1l < / TG / gI°
0 0 0 0
< /11 gl

donc

t—00

lim %/f(s)g(s)ds = 0.



Chapitre 4

Produit d’espaces mesurés

Définition 4.1 (Tribu produit) Soient (F1,T1), (E2,Ty) deux espaces mesurables et E =
E| X Ey et on noteT'="Ty ® Ts la tribu sur E engendrée par

T1XT2:{A1XA2, A1€T1, AQETQ} i.@.’T:U<T1XT2).
Exemple 4.1 si (Ey,T1) = (Es,Ty) = (R, B(R)) alors
B(R) ® B(R) = o (B(R) x B(R)) = B(R?).

Proposition 4.1 La tribu 1) ® Ty est la plus petite tribu sur Ey X Eo qui rende mesurable
les deux projections canoniques

T (El X E27T1®T2) — (EI;TI); T (I7y) =Z
Ty (El X EQ,Tl ® TZ) — (E27T2) ; T2 (x7y) =Y.

Preuve. m; et my sont mesurables car pour tout A € T et B € T; on a
(A ={(z,y) EEyx Ey:x e A} =AxY €Ty @1,

et aussi m, ' (B) = X x B€ Ty ®T.
Soit A une trbu sur F; x Ey qui rende

T (El X EQ,.A.) — (E1;T1)7 T (‘/L'7y) =
o (El X EQ,A) — (E2;T2)7 Up) (xvy) =Y,

mesurables. Pour tout A € T} et B € T,
AXxB=(AxE)N (B, x B) =" (A)Nm,' (B) € A4,
ce qui signifier que 71 x To C Adonc T1 T, C A. =m

Proposition 4.2 Soient (E,T),(F1,T1) and (Ey, T3) trois espaces mesurables et soit l’ap-
plication
f = (flan) : (EaT) —_— (El X E27T1 ®T2>

Alors f est mesurable si et seulement si fy : (E,T) — (Ey,Ty) et fo: (E,T) — (Ey, T3)
sont mesurables.

96
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Preuve. Si f est mesurable, alors

Ji=mof et fo=mof,

le sont aussi comme composition des fonctions mesurables.
Inversement : si f; et fo sont mesurables, alors pour tout A; € 71 et Ay € T on a

FHA x Ag) = frH(A) N 1 (Ag) € T
Donc puisque 71 ® Ty = o (11 X Ty) alors f est mesurable. m

Définition 4.2 (Les sections)
Pour toute partie E de X XY et tout x € X, on pose

E,={yeY:(x,y) € E}.

On dit que E, est la section de E selon x € X. De maniére analogue, on définit la section
de E selony €Y par
E,={xre X :(z,y) € E}.

Par exzemple, si E =AXx B ou AC X et BCY, pour tout x € X on a

[0 si x¢ A
Ez_{B si x € A.

Définition 4.3 Soient l'application [ : X XY — Z. Pour x € X ety € Y, on définit les
applications partielles f, : Y — Z et f, : X — Z par

fm(y) - f(x,y) €t fy(x) - f(xay)

Une propriété importante de la tribu produit Ty T, est d’assurer la mesurabilité des sections
et les applications partielles. Plus présément on a

Proposition 4.3 Soient (X, M), (Y,N) deuz espaces mesurables.
1. SiEe M®N, alors pour tout x € X ety €Y ona E, e N et E, € M
2. Si Uapplication f: (X X Y, MQN) — (R, B(R) est mesurable, alors les applications
partielles f, - (Y,N) — (R,B(R) et f, : (X, M) — (R, B(R) sont mesurables.
Preuve.

1. Posons
A={EC X xY :E, € N pour tout x € X}.

Comme (X xY) =Y € N pour tout z € X, ona X xY € A Si E € A, alors pour
tout z € X on a (E°), = (E,)" € N et par conséquent E° € A. Enfin, soit (E,),,-,
une suite d’éléments de A, pour tout z € X on a

(LOJOE) U, en,

n=1



98

+oo
et par conséquent U E, € A. On a ainsi montré que A est une tribu sur X x Y. En

n=1
outre, si A € M et B € N, alors pour tout z € X

[ DsixgA
(AXB)Q”{B si x €A,

de sorte que A x B € A. Comme M ® N est la plus petite tribu sur X x Y contenant
les rectangles mesurables, on en déduit que M @ N' C A, ce qui démontre (1).

2. Soita € R. Comme f : (X x Y,M @ N) — (R, B(R) est mesurable, on a f~! (Ja, +oo[) €]
M @ N. pour tout = € X, on a en vertu de (1)

f_l (]CL, +OOD = f_l (]CL, +OOD95 < N’

et par conséquent f, : (Y,N) — (R, B(R) est mesurable.

4.0.1 Mesure produit

On veut maintenant construire une mesure sur I’espace produit X x Y ou X et Y sont
des espaces mesureés.

Theoréme 4.1 Soient (X, M, u), (Y,N,v) deux espaces mesurés o—finis.

1. Il existe une unique mesure positive, notée p@v, sur la tribu M @ N qui vérifie
uew (A x B) = ji(A)-v(B).

quels que soit A€ M et Bc N.
2. Pour tout E € M@ N, les fonctions

(X, M) — [0, +00] (Y,N) — [0, +00]

et
z o v(E) y o u(Ey)
sont mesurables et de plus on a
pow () = [ w(E)dn= [ n(B) v (14.1)
X Y

Corollary 4.1 Sous les hypothéses du théoréme précdent, on a

s (/YXE ) d”<y>> i) = v (B) = [ ( [ xe ) du<x>) v (y),

pour tout E € M@ N.

Preuve. Il est clair que pour tout (z,y) € X XY ona xp = Xg =X g, €t par définition de
I'intégrale on a

(B = [ v et p(B) = [ xudn
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Alors d’apres (4.1) on a

o () = [vEran= [ ([ st ant) duto)

o () = [ ir= [ ([ o lenduo) o)

Remarque 4.1 1. L’hypothése o—finitude est nécessaire. En effet, soit (X, M), (Y,N) =}
(R,B(R), = X est la mesure de Lebesgue et v la mesure de comptage (v est non
o—finie). Soit

E={(z,y) eR*:z =y} e M N = B(R?).

Pour toutx € X ety €Y onav(E,) =1etA(E,) =0, or
oo:/l/(Ex)d)\#/V(Ey)dV:O.
R R

2. La mesure produit p @ v est o— fini sur (X, M @ N'). En effet, comme les espaces
(X, M, ), (Y,N,v) sont o—finis, il existe (E,), C M et (G,), CN tels que

“+00 400
X = UE” etY = UG” avec 11 (E,) < oo et v (Gy,) < 0o pour tout n € N*.

n=1 n=1
Pour tout n,m > 1, on pose F, ,,, = E,, X G,,, de sorte que

+oo
XxY = U Fom et u@v (F, ) = p(E,) - v (Gn) < oo, pour tout n,m > 1.

n,m>1
Comme N? est dénombrable, on en déduit que 1 @ v est o— finie.

Proposition 4.4 Soient (Ey,T1,mq), (Es, Ty, ms) deux espaces mesurés o—finis et E =
E1 X Ey, T =T, ®T,. Alors il existe une unique mesure m sur T vérifiant :

m(A1 X Ag) =m, (Al) mo (AQ), Al < Tl, A2 € TQ.
Cette mesure est notée m = m; @ my et elle est o— finie.

Définition 4.4 L’espace (E,T,m) tel que E = Fy X Fy, T =T @ Ty et m = my ® my
s’appelle 'espace produit des espaces (Ey1, Ty, my) et (Ea, To, ms) .

Ezemple 4.2 (R* B(R?),\2) = (R, B(R), \) x (R, B(R), \)

Via,b[,]e,d] € B(R):Xy(]a,b] x]c,d]) = A(Ja,b]) x (e, d])
= (b—a)x (d—c).
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4.1 Théoréme de Fubini-Tonelli

Theoréme 4.2 Soient (E1,11,m1), (Es, Ty, msy) deuz espaces mesurés o—finis et (E,T,m)
Uespace produit (E = Ey X Ey, T =T, ®T5 et m = my @ms ). Pour toute fonction f : E —
R, mesurable positive

1. les fonctions
Fl . <E17T1) - (E7B(R+)
Ty —> fE2 f(x1, z2)dma(xs),

)
)
5 { (Ba, T) — (R, B(RY))
)

sont mesurables positives

2. On a les égalités suivantes

/EleQ fd(my ®@my) = /E1 < . f(xl,xg)dmg(x2)> dm; (1) (4.2)

_ /E ( A f(xl,xg)dml(xl)) dms(s).

Preuve. Pour f = x,, avec M € T} ® Ty, les conditions 1) et 2) ont été établies en 2)
dans le théoréme 4.1 et le corollaire 4.1. Pour f : E; X Ey — [0, +00] étagée mesurable, les
résultats restent vrai par linéarité. Finalement, si f : E; x Fy — [0, 400] mesurable, alors
il existe une suite croissante (f,,),., de fonctions étagées positives telles que

lim f,(21,22) = f(21,72), pour tout (z1,22) € By X Es.

n—---4o00

Par le Théoréme de la convergence monotone on a

fxy, zo)dmy(x1) = liIE fulx1, z2)dmy(zq), pour tout xo € Es.
E; T J R

Donc la fonction zo — || B, f(z1,x2)dmy(x1) est mesurable comme la limite simple d’une
suite de fonctions mesurables. Par le méme raisonnement, on voit que la fonction z; ——
/, By f(x1, z2)dms(x2) est mesurable. les égalités 4.2 sont vraies pour les fonctions f,, donc pour
f par passage a la limite croissante en appliquant deux fois le Théoréme de la convergence
monotone. W

Corollary 4.2 Soient (E1,T1,m1), (Ea,Ts,msy) deuz espaces mesurés o— finis et (E,T,m)
l’espace produit et f : E — R une fonction mesurable. Alors f est m intégrable si et
seulement si

/El ( L !f(xl,xz)!dmg(x2)> dmi (1),

/E2 ( . |f($1a$2)|dm1(x1)> dma(z5),

ou
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est finie. c’est-a-dire

fEEﬁQ(E,T,m),(/ ]f|dm<+oo)

E

= ( ]f]dm2>dm1<+oo ou /( |f\dm1)dm2<+oo.
B \JE; By \JE

4.1.1 Théoréme de Fubini

Theoréme 4.3 Soient (Ey,T1,m1), (Es,To,ma) deux espaces mesurés o—finis et (E,T,m)
’espace produit.Soit f : E — R une fonction mesurable et intégrable. f € L (E,T,m).
Alors

1. La fonction xo — f(x1,15) est mo intégrable sur Eqy pour presque tout x1 € Ej.
2. La fonction x1 — fE2 f(x1, z2)dms(xs) est my intégrable sur E;.
3. La fonction 1 — f(x1,x9) est my intégrable sur Ey pour presque tout xo € Es.

4. La fonction xo — fEl f(z1,x2)dmy(x1) est mo intégrable sur Eo, et on a

[Efdm = /Eleg fd(mi @ ma) = /El < EQf($17172)dm2(172)) dm (1)
_ /E( Elf(xl,@)dml(xl)) dmay(z2).

Remarque 4.2 le théoréme de Fubini est souvent utilisé sous la forme suivante :

Corollary 4.3 Soient (Ey,Ti,m1), (Ea, To,ms) deux espaces mesurés o— finis et (E,T,m)
l’espace produit.Soit f : E — R une fonction mesurable telle que

/El ( B2 F 1, 22)] de(IZ)) dm (1) < +o0,

Ou /152 ( Ey [F @1, 22) dml(””l)) dma(x2) < 400,

alors

[El ( . |f(x1,x2)!dm2(a:2)> dmi(z,) = [Ez ( 5 !f(ﬂh,xz)ldml(:cl)) Ao ().

Définition 4.5 Soient U et V deux ouverts de R™. Une application ¢ : U — V est un
Cl-difféomorphisme si ¢ est bijective de classe C' sur U et si o' est de classe C sur V.

Theoréme 4.4 (Théoréme de changement de variable) : Soient U et V deux ouverts de
R". Une application o : U — V est un C-difféomorphisme et J(p) le déterminant de la
matrice Jacobienne de p. Pour toute fonction borélienne positive f sur V' ou intégrable sur
V, ona

/ f(2)dz = / o) 17 (2) ()] dy.
1% U
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Exemple 4.3 "Les coordonnées polaires" Soit f(z,y) une fonction mesurable positive (resp,
intégrable) dans le disque de R?défini par :
2 +y* < R?,
alors la fonction
(r,0) — f (rcosf,rsinf)r,
est une fonction mesurable positive (intégrable) sur le rectangle |0, R| x ]0,27] et on a

2

R
/f(a:,y)dxdy://f(rcosQ,rsinH)rdrdG,
D
0

0
v: |0,R[x]0,27] — R?
(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinf),

est un C*-difféomorphisme de l'owvert : |0, R[ x 10, 27| sur Uouvert D\ 0, R[ x {0} .

Exemple 4.4 D’aprés le théoréme de Tonelli

2

+oo “+oo +oo

/e‘x2dm = /e_xgda: /e_yzdy
0 0 0
= / e_(””2+y2)dxdy
=
En coordonnées polaires
/2 400 +o0
/ e~ @) dudy = //e’”2rdrd9: E/re’"zdr
R2 2
+ 0 0 0

d’ot

avec

r=Jac= )
sinf rcosf

cosf@ —rsinf ‘

Proposition 4.5 Soit U un ouvert de R™. Une application ¢ : U — R™ est un C'-
diffeomorphisme de l'ouvert de U sur sa image V = o(U) si et seulement si :

1. ¢ est injective
2. ¢ est de calasse C* (les ddérivées partielles de ¢ existent et sont continues sur U.)

3. En tout point u € U, le déterminant de la matrice Jacobienne de ¢ est non nul.
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4.2 Exercices corrigés

Exercise 4.1 Soient a,b € |0, +o0[ tels que a < b. Jutifier Uexistence de l’intégrale

—at __ ,—bt
/ et e
10,400 t

Représenter cette intégrale comme une intégrale double et la calculer explicitement en fonction
de a et b (justifier soigneusement sa réponse).

Solution 4.1 La fonction t € |0,+oco] — 71 (e“” — e_bt) est continue positive, donc
mesurable positive et l'intégrale
—at __ ,—bt
[— / ey
10,400 t

est donc bien définie. On remarque ensuite que
e—at _ €_bt
vVt €10, 4+o0[, ——— = / e Mdu.
10,400

On pose [ : (t,u) € ]0,+00[x]0, +o0[ — e~ . C’est une fonction continue donc B (]0, +o0o[ & [a, b])]
mesurable. Le théoréme de Fubini positif s’applique et on a

I = / </ e_t“du) dt = / (/ e_t“dt> du
10,400[ [a,b] [a,b] 10,400

= / d—u:loga—logb.
[ab] W

Exercise 4.2 utiliser le théoréme de Fubini pour calculer l’intégrale

b 1
/da:/yxdy,0<a<b
a 0

et déduire la valeur de

1
b__ ,a
/y Y .
Iny
0

Solution 4.2 Pour tout x € [a,b], y € [0,1], on pose f(x,y) = y*°. On a f est mesurable
(continue) et positive et :

b 1 b

b
1
Y=t dx b+ 1
d Ydy= [ d = =1 .
/:zj/y Y /x{x—l—l}o /:U—l—l et

a 0 a a
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D’prés le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

b 1 1 1

b
/dx/ymdy = / / ””d:z:—/dy/ "My

a 0 a

0
! zlny ! b

= /dy{ ] /y dy,
0

0

d’ot
1

b_ ,a
/y v
Iny

0

Exercise 4.3 Soit (E,d) un espace métrique séparable. On note B (FE) la tribu Borélienne.
Pour tout x € E et tout réel r > 0, on note

B(z,r)={ye€ E:d(x,y) <r},

la boule ouverte de centre x et de rayon r. Une mesure positive i : B (E) — [0,400] est
dite uniformément répartie si elle satisfait la condition suivante :

Ve,y e E,Vr >0, 0< pu(B(z,1)) =p(B(y,r)) < 0.
On fixe u et v deux mesures uniformément réparties. Pour tout r > 0, on pose

g(r) = p(B(z,r)) et h(r) =v(B(y,r)).

Dans ce qui suit U désigne un ouvert non-vide de E.
Montrer que

{(z,y) e ExU :d(z,y) <r} e B(F)®B(E).
Expliquer pouquoi x € E+—— v (un B (z,7)) est B (FE)-mesurable.

Solution 4.3 La fonction destance d : EE x E — R, est continue pour la topologie produit
sur £ x E. Donc
O={(z,y) e ExU:dxy) <r},

est un ouvert de la topologie produit sur 2 x E. C’est donc un borélien de cet espace. Comme
(E,d) est un métrique séparable, un théoréme du cours permet d’affirmer que

B(Ex E)=B(E)® B(E).

On a donc
={rel:(r,y) €eO0}y=UNDB(z,r).

Le théoréme d’ezistence de la mesure produit (ou Fubini positif appliqué a la fonction 1p)

permet d’affirmer d’une part que O} € B(E) (mais c’est évident ici) et que x — v (O}) est

B (E)-mesurable, ce qui est bien le résultat désiré.
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Exercise 4.4 Montrer que
[ B = [ pEnB @)@,
U U

(indication : on peut montrer que ces intégrales valent pu @ v (V'), pour un certain sous-
ensemble V de E x E, déffirent de celui du l’exzo précédent).

Solution 4.4 On pose
V=A(z,y) e U x U :d(z,y) <r},

qui est un ouvert de topologie produit sur E x E, donc dans B (FE) @ B(E) (on raisonne
comme & l’exercice précédent). Pour tous x,y € U

Vi={yeE:(x,y)eV}=UnB(xr) etV ={xcE:(z,y) eV}=UNB(y,r).

SixgU,V}=0etsiy¢U,V}=0. Le théoreme de Fubini implique alors que

,u®l/(V):/EV(V;),M(dx):/UV(UQB(I,T))M(dx).

De méme

povV)= [ vV v = [ n@aBE)» .

U
Finalement

/Uume(as,r))u(das)=/u<UmB<y,r>>u<dy>.

U

Exercise 4.5 On veut montrer que B (R?) = B(R) ® B(R).

1. Montrer que pour tout ouvert de R? est réunion dénombrable de produit d’intervalles
ouverts de R. En déduire que B (R?) C B(R) ® B(R).

2. Soient A est un ouvert de R et
Mlz{BEB(R):AxBGB(Rz)}.

Montrer que My est une tribu sur R contenant les ouverts de R. En déduire que
M, =B (R).
3. Soient B est un ouvert de R et

My={AeBR): AxBeB(R"}.

Montrer que My = B (R).
4. Montrer que B (R) ® B(R) C B(R?) (et donc B(R?) = B(R) ® B(R)).

Solution 4.5 1. Soit O est un ouvert de R%. Pour (xq,z3) € O, il existe r > 0 tel que
loy — 7z +r[ X |eg —r a0+ [ C O.
Comme Q est dense dans R, on peut trouver

1 € QN)zy — 2], 21 € QN]ay, 21 + 7], yo € QN]ay — 1, 2o et 20 € QN]xg, x2 + 1.
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On a donc
(ZEl,ZL’Q) - ]yl,Zl[ X ]yQ,ZQ[ C 0.

On note alors

I= {(thl;yz,Zz) € Q* : Jy1, z1[ X Jyz, 22 C O} -

Pour tout (x1,22) € O, il existe donc (y1, 21, Y2, 22) telque (z1,x2) € |y1, 21| X |ya, 22].
On en déduit que

O = U Jyi, 21 X Jya, 2o .-

(y1,21,y2,22)€l

Comme I est dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que O € B(R) ®
B(R). On a ainsi montré que la tribu B (R) ® B (R) contenant tous les ouverts de R?,
et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est-a-dire B (R?)). Donc

B(R?*) c B(R)® B (R).
2.0 € My car D = A x (0 € B(R?). On montre que M, est stable par passage au
complémentaire. Soit B € My, on a donc

B°eBR) et Ax B°=Ax (R\B)=(AxR)\(Ax B).

L’ensemble A x R est un ouvert de R?, car A et R sont des ouverts de R, on a donc
A xR € B(R?). D’autre part, puisque B € My on a A x B € B(R?). Donc, Ax B¢ €
B (R?). Ce qui prouve que B¢ € M. La famille M, est stable par union dénombrable.
En effet, si (B,,), une suite de My on a

n

+o0o +oo
A x (U Bn> = U (A x By,) GB(]RQ) car A x B,, € B(R2) pour tout n > 1.
n=1

n=1

On a donc montré que My est une tribu. Soit 6 un ouvert de R, donc 8 € B (R).
Comme A x 0 est un ouvert de R? on a A x 0 € B(R?). Ce qui donne € M;. M,
est une tribu contenant les ouverts de R, donc B (R) C My. En fin, M1 = B (R).

3. On utilise la méme méthode que pour la question précédente pour montrer que My est
une tribu sur R contenant les ouverts de R et par conséquent on a My = B (R).

4. Les deux questions précédentes affirme que si A, B € B(R) alors A x B € B(R?). On
a donc B(R) ® B(R) C B(R?). On en déduit

BR)®B(R)=0(B[R)®B(R)) CB(R?),
et donc (avec la question 1) on a finalement
B(R)®B(R)=B(R?).

Exercise 4.6 (Ezemple de mesure produit)
Soient p et v deux mesures c— finies, non nulles sur (R, B (R)) tel que p®@v (A) =0 ou

A ={(z,r): 2z € R} C R
Montrer qu’il existe a,a, 3 € R tels que
= ad, et v= [,

ol 0, est la mesure de Dirac en a.
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Solution 4.6 On remarque d’abord que A° est un ouvert de R? donc A° € B(R?). De plus
on a (A°), = (A,)" = {x}°, alors par les hypothéses et Théoréme (4.1) on a

@ v (A°) =/Ru<{x}6>du=o7

on déduit donc que v ({x}°) = 0, pour u—presque par tout x € R. Comme p (R) # 0, il existe
donc a € R tel que v ({a}?) = 0. Ceci donne que v = ad, avec a = v ({a}). Comme v # 0
on a o > 0. D’autre fois, grace au théoréme (4.1) on a

@ v (A) Z/Ru({x}c)dV=0,

comme v = ad,, on a donc
p@v(A%) =au({a}) =0,

on déduit donc p = 36, avec 5= pu({a}). En fin, comme 1 # 0 on a > 0.
2 _ 2

Exercise 4.7 Soit f(z,y) = LY caleuler

(22 +y2)%

7def(x,y)dy, Zdny(x,y)dfc, :/:/f(xyy)ldwdy.

0
Solution 4.7 On a
2

d x B y? —x
do \22+y2) (224 42)°
i (7 17)

2?2 — o2

(22 +92)*
donc

1 x? — 9 y 1 dx

/dm/—2dy: /dx SR :/ 5 = [arctan z]}
(22 4+ y?) > +y*, 1+

0 0
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Remarque 4.3 Le théoréme de Fubni ne s’applique pas car la fonction f n’est pas intégrable
sur 0,1] x [0,1].

Exercise 4.8 1. Montrer que
Va € RE, f(z,y)=e"V,

est intégrable sur [0,a] x R*.

2. Calculer .
I(a,y) = /emy2 sinzdx, poura >0 ety > 0.
0
3. Calculer .
airg-loo / I(a,y)dy.
0
4. En déduire que
y sin x 2 o 1

—+00

(indication : / e du = \/77?)
0

Solution 4.8 1. [ est continue sur [0,a] x R, donc mesurable

+o00 a +oo a +oo[

[ [is@iws = [ [eraay= |
00 00
400

0
1—e
= / —y2 dy < +007

0

2 a
e~
: ] dy
Y 0

en effet :

i) au voisinage de O :
a

1—e

——— ~acet /ady:aQ,
Y 0

il) au voisinage de 400 :

“+o00
l—e o 1 t/dy<+
—— ~— € — 00.
y? y? s y?
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2. On a
I(a,y) = /e‘“’2 sinzdr = [—e‘“ﬁ cos x} - /?ﬁe_””y2 cos zdx
0
0 0
= 1—e % cosa— > / e~ cos zdx
0
= 1—e % cosa— e [e‘myQ sin x} — o2 / e~ sin zdx ,
0
0
donc
Ia,y) = 1—e % cosa—y’e ™ sina—y*I(a,y)
— Iay) 1— e % cosa —y2e % sina
a,y) = :
Y vy
+oo
3. On calcule liril /I(a, y)dy : on a
0
+00
2+ y? / 2+ y?
1 < ¢ dy <
[1(a,y)| T [ A%y < T
0
De plus
1
d’aprés le théoréme de la convergence dominée
+00 +00 +oo
I I(a,y)d lim I(a,y)d ay
im a = im I(a =
a— 400 Y)ay a—s+0o Y4y 1+ y4.
0 0 0

4. En déduire que

a

+o0
sinx 2 1
li de = — —dy.
ai”ﬁoo/ Vi ﬁ/1+y4 !
0

0

. P B .
La fonction eV sinx est continue sur [0,a] x RY, donc mesurable et :

400 a +0o a
/ / ‘e‘“ﬂ sinx‘ dxdy < / /e‘“”dea:dy,
00 0 0

d’prés le théoréeme de Fubini :

400 a a —+o00

//‘e—mgﬂ sinx‘dxdy = //e—xyZ sin zdydx
0 0 0 0
a +00
= /sinx/e_nydyd.r,

0 0
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et on a
—+oo —+o00 +00
2 —U
0 0 0
donc
+o0co a
//e_wy2 sin rdxdy = £/smx
0 0 0
d’ot
a . 2 —+o00o
sinx
li ——dr = — i I dy =
Jm [ = g, ) Heydy = \/_/ Ty
0 0

Ezxercise 4.9 1. Montrer que

f(z,y) = e ¥sin (22y),

est intégrable sur [0,1] x [0, 400 .

2. Déduire la valeur de .

12
JE
)

0

(1 —cos2y)).

(indication : sin®y =

l\DI»—t

Solution 4.9 1. f est continue sur [0,1] x [0,4o00[ donc mesurable, de plus

too 1 +oo 1
//If(x,y)!dxdy = //\eysm(zxyﬂdfﬂdy
00 0 o
+oo 1 +00
S //@_ydl“dy: /e_ydy= (e, =1,
0 O 0
d’ot le résultat.
+o0
2. On déduit la valeur de / sin’ ye*ydy On a
0
+oo 1 +00 . ) )
//|e_ysin(2wy)‘dxdy = —/ {Ls(wy)} dy
2y 0
0 0 0
+00 +00

1 —cos?2 in?
_ / cos ye_ydy: / sin ye_ydy.
2y Y

0
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D’autre part et comme f est intégrable, d’aprés la théoréeme de Fubini :

+oo +oo

1 1
//ey sin (2zy) dxdy://eysin (2zy) dydz,
0o 0 "0

on a
400 1 +oo
“Ysin (2zy)dy = — e—_ycos(Zx) - e—_ycos(Qa: )d
e”sin(2zy)dy = — | v 5 y)dy
0 0
o1
= e Y cos (2zy) dy
0
“+oo
= %—%{Z—xsm(m:y)h + e—msin(Qa:y)dy
0
117
= o I e Y sin (2xy) dy.
0
Donc
+o0 1
/eysin (2zy) dy = 2 _ 2
1+L 14 422’
0 4x?
et
1 +oo
//e Ysin (2zy) dyder = /
0
1 ' In5
S (1442%)| =22
L E L 5
d’ot

—+00

in? Inb5
JEEET
Y
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