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Introduction

Le cours que nous présentons ici s’adresse aux étudiants de la premiére année licence
mathématiques et informatique LMD, aux étudiants de certains écoles supérieures ainsi
qu’'aux étudiants des classes préparatoires en sciences et Technologie. Il regroupe les no-
tions de base du programme de I’Algebre.

Ce polycopié est inspiré du cours que j’ai réalisé durant les années 2005-2011 au sein du
département de tronc commun SETI et du cours qui a été réalisé par M. Medeghri Ahmed
au sein du département de Mathématiques et Informatique a I'université Abdelhamid Ibn
Badis.

Lobjectif de ce polycopié est présenter les points essentiels permettant a I’étudiant de
comprendre certaines parties du cours magistral pour aborder efficacement les exercices
proposés dans les séances de travaux dirigés. Il a aussi pour but de I'aider, par la pratique
de I’Algebre a mieux aborder les notions nouvelles lors leurs premiere année de premier
cycle.

Le polycopié s'articule autour de cing chapitres. A la fin de chaque chapitre, on pourra
trouver une série d’exercices corrigés et d’autres proposés.

Le premier chapitre est consacré aux notions de bases de la logique : proposition logique,
connecteurs logiques, quantificateurs. Nous donnons par la suite quelques méthodes de
démonstration avec quelques exemples illustratifs.

Le deuxiéme chapitre traite les notions suivantes : les ensembles, opérations sur un en-
semble, les applications, image directe et image réciproque d'un ensemble par une appli-
cation.

Dans le troisieme chapitre, nous définissons les deux types des relations binaires : relation
d’équivalence et relation d’ordre, classes d’équivalences, ensemble quotient. Ce chapitre
est aussi illustré par des exemples.

Nous définissons dans le chapitre quatre les structures algébriques que 1'on rencontre
dans presque toutes les branches des mathématiques. En particulier, nous définissons la
structure de corps qui est la base dans la définition d'un espace vectoriel. Nous commen-
cerons par donner la définition d'un groupe qui est utilisée dans plusieurs autres struc-
tures algébriques.

Nous étudions dans le dernier chapitre I’ensemble des polyndmes sur un corps K et nous
montrons qu’ils ont plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés des entiers re-
latifs.



Introduction

Ala fin de ce manuscrit, nous présentons quelques références de bases classiques et ré-
centes et que le lecteur ou I'étudiant pourra aisément consulter.



Chapitre 1

Logique et raisonnement

1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux notions de base concernent la logique mathématique :
proposition logique, les connecteurs logiques, méthodes de raisonnement,... etc. Ces no-
tions nous permettent de motiver les méthodes de démonstration employées dans les
preuves mathématiques. Ce chapitre est basé sur les références ([2],[4], [5], [8], [9], [12]).

2 Proposition logique

Définition 1.1 [4], [5], [9] Une proposition logique est une phrase qui a une seule valeur de
vérité : vraie ou fausse (pas les deux en méme temps).

Exemple 1.1 — Le soleil brillera chaque matin.
- 12:4=3.
— Pour tout x € R, x2 > 0.

Notation 1.1 /4], [5], [9] Une proposition logique est notée généralement par une lettre ma-
juscule : BQ,R...

3 Connecteurs logiques

On peut obtenir des nouvelles propositions a partir de propositions B, Q, ...

3.1 Négation

Définition 1.2 [4], [5], [9] Etant donné une proposition logique P. la proposition logique
nonP (ou bien TIP) est appelée la négation de P qui est vraie si la proposition P est fausse,
et fausse si P est vraie. On résume ceci dans la table de vérité :

PP
V| F
F|| V

TABLEAU 1.1 — Table de vérité de "non P"
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Exemple 1.2 P : "3 est un diviseur de 12" est une proposition vraie. 1P : "3 n'est pas un
diviseur de 12" est une proposition fausse.

3.2 Conjonction

Définition 1.3 [4], [5], [9] Etant données deux propositions logiques Py et P,. La proposi-
tion "Py et P," (ou bien Py A P,) est appelée conjonction de Py et P, qui est vraie si Py est
vraie et P, est vraie. La proposition "Py et P»" est fausse sinon .

PP [ PiaP: ]

V|V \Y
V| F F
F |V F
F | F F

TABLEAU 1.2 — Table de vérité de "P; AP,"

Exemple 1.3 P, : "2 est un diviseur de 20" est une proposition logique vraie.
P, : "3 < 11" est une proposition logique vraie.
La proposition logique Py A P, est vraie.

Exemple 1.4 Soient les deux propositions logiques suivantes.
Py :"x<5"
P, : "x > 11" avec x est un réel.
La proposition logique Py A Py est fausse pour tout nombre réel x.

3.3 Disjonction

Définition 1.4 [4], [5], [9] Etant données deux propositions logiques Py et Po. La proposi-
tion "P1 ou P," (ou bien Py v Py) est appelée disjonction de P; et Py, qui est vraie si l'une
des propositions logiques Py ou P, est vraie. La proposition "Py v P, " est fausse si les deux
propositions logiques P, et P, sont fausses.

[P [P, || VP,

V|V \Y
V| F \Y
F |V \Y
F | F F

TABLEAU 1.3 — Table de vérité de "P; v P,"

Exemple 1.5 P; : "2 est un diviseur de 20" est une proposition logique vraie.
P, : "3 < 11" est une proposition logique vraie.
La proposition logique Py Vv P, est vraie.

Exemple 1.6 Soient les deux propositions logiques suivantes. Py : "x <5."

Py : "x > 11" x est un réel.

La proposition logique Py v P, est vraie pour tout x €] —oo,5] U [11, +00] et fausse pour x €
15,11] .
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3.4 Implication

Définition 1.5 [4], [5], [9] Etant données deux propositions logiques P, et P,. La proposi-
tion "nonP; ouP," est notée "P1 = P, " qui est fausse si la proposition logique P, est vraie et
la proposition logique P, est fausse. Dans les autres cas, la proposition "P; = P, " est vraie.

On dit que "la proposition Py implique la proposition P," ou bien "si Py est vraie, alors
P, est vraie "

De cette définition, on obtient la table de vérité suivante :

’ Pl ‘ P2 H P1:>P2
VI Vv \Y%
V| F F
F |V \Y%

F | F \Y%

TABLEAU 1.4 — Table de vérité de "P; = P,"

Exemple 1.7 P, : "24 est divisible par 8" est une proposition logique vraie.
P, : 24 est divisible par 2" est une proposition logique vraie. La proposition logique P; = P,
est vraie.

Exemple 1.8 Soient les deux propositions logiques suivantes.

Py : "Je suis un citoyen frangais"

P, : "Je maitrise la langue francaise " .

La proposition logique Py = P, est vraie, mais la proposition logique P, = P, est fausse.

Exemple 1.9 La proposition logique" Si cosa =1, alors a = 21" est fausse.

3.5 Equivalence

Définition 1.6 [4], [5], [9] Etant données deux propositions logiques Py et P». On dit que
la proposition Py et la proposition P, sont logiquement équivalentes si elles ont les mémes
valeurs de vérité. On note Py < P, et on lit "P; est équivalent aP," ou "P, si et seulement si
P>". Sa table de vérité est donnée comme suit :

’PI‘PZ H P1©P2‘
VI Vv \Y
V| F F
F |V F
F | F \Y%

TABLEAU 1.5 — Table de vérité de "P; © P,"

Exemple 1.10 P, : "25 est divisible par 2" est une proposition logique fausse.
P, : "Pour tout nombre réel x, x> est positif" est une proposition logique vraie.
La proposition logique P, < P, est fausse.

Exemple 1.11 Soient les deux propositions logiques suivantes.
P, : "Alger est la capitale de 'Algérie"
Py: "% est un nombre rationnel ". La proposition logique P, < P, est toujours vraie.
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3.6 Propriétés
[4], [5], [9] Etant données les trois propriétés suivantes Py, P, et P3. Alors,
TPy AP,) < (TTPy v T1P), Regle de Morgan.
(P v Py) < (TP A TTP), Regle de Morgan.
P; < T(TPy).
((P1 AP2) AP3) & (P1 A (P2 AP3)), associativité de A.
((P; vV Py) VP3) © (Py V (P2 v P3)), associativité de v.
((P1 v P2) AP3) © ((P1 AP3) Vv (P2 AP3)), distributivité de A par rapporta v.

N o gaos L=

((P1 AP2) vP3) & ((Py Vv P3) A (P2 Vv P3)), distributivité de v par rapport a A.
8. (P = Py) © (7P, = TIPy), la contraposée.

Preuve. 1. et 2.

[Py [Py [ TPy | TP, [ TIPLvIP, | TP AT, [ PrvP, | TI(PLVPy) | (P1APy) | TI(PIAP,) |
F v v v F

| | <) <
o <l <] <
<|<|<|m=
| <|<| <

F
F |V F F F F
V | F \Y F F F
V|V F F F \Y

On remarque que les propositions logiques 1(P; A P,) et (TTP; v TIP,) ont les mémes
valeurs de vérité, donc elles sont équivalentes.

De méme pour 1(Py v Py) et (TP A T1Py).

3.
| Py | TP || TCTPY) |
V] F %
F| V F

Donc, la négation de la négation d’'une proposition logique P; est équivalente a Py,
donc _[(_‘Pl) < Pl-

4,
| Py [Py | Ps || PaAPs [ PyA(P2AP3) [ PYAP, | (PLAPy)APs |
VIV]IVv] Vv v v Vv
V|F|V F F F F
FIV[V] Vv F F F
FIF[V F F F F
V|V]|F F F v F
V|F|F F F F F
F|IV]F F F F F
F|F|F F F F F

Donc, (P1 AP2) AP3) © Py A (P> AP3), de méme pour (P vPy)vP3) © Py v (PyvVvP3).

6. En utilisant le tableau suivant, on déduit que les propositions ((P; VP2) AP3) et ((P1 A
P3) v (P> A P3)) ont les mémes valeurs de vérité.
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| P[Py | P3| (PLAPs) | (P2APs) | (PLAPs)V (P2 AP3) | (PrVPy) [ (PrVPy) APs) |
F | F | F F F F F F
F|F |V F F F F F
F |V |F F F F A% F
F |V |V F A% \Y% A% \Y%
V| F F F F F A\ F
VI|IF |V \Y% F \Y \Y% \Y%
V|V ]| F F F F \Y% F
V| IV |V \Y% \% \Y \Y% \Y%
Donc ((P; v P,) AP3) < ((P; AP3) V (Py A P3)).
De méme pour ((P; AP2) vV P3) & ((Py v P3) A (P2 VvP3)).
8. En utilisant la définition de 'implication, on obtient
(P1=Py) o (TP1VPy)
< (TP; v (TIP,))
< (7(7TPy) v TIPy), en utilisant la symétrie de la disjonction.
< (P2="TPy)

4 Quantificateurs

Définition 1.7 Quantificateur universel [4], [5], [9]

Lexpression "quel que soit" notée V" est appelée quantificateur universel, ce dernier
permet de réécrire l'assertion "pour tout x dans E, x vérifie A" sous la forme "Vx € E,A(x) ".

Définition 1.8 Quantificateur existentiel [4], [5], [9]

Lexpression "il existe au moins "notée "3" est appelée quantificateur existentiel, ce der-
nier permet de réécrire l'assertion "il existe au moins un x dans E, x vérifie A" sous la forme
dxeE,A(x)".

Exemple 1.12 La proposition logique 'V a € R, a® < 0" est fausse.

Exemple 1.13 La proposition logique"3a € C,a? < 0" est vraie.

4.1 Ordre

[4], [5], [9] Dans le cas de I'utilisation d'un quantificateur deux fois dans une proposi-
tion logique, I'ordre n’a pas d'importance, autrement dit on peut permuter les quantifica-
teurs dans des écritures de type

VYaeE VbeE A(ab),
JacE,IbeE A(a,b).
Mais, dans le cas ou les quantificateurs sont différents, alors leur ordre est important.

Dans 'écriture Va€ E,3be E A(a, b), b dépend de a.

Dans 'écriture 3b€ E,Yac€ E A(a,b), b ne dépend pas de a.
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4.2 Négation des quantificateurs

[4], [5], [9] La négation de "Va € E, a vérifie A" est "3 a € E, "a" ne vérifie pas A", et la
négation de "Ja € E, a vérifie A" est "Va € E, "a" ne vérifie pas A"

Exemple 1.14 La négation de la proposition logique "Ja € C,a* < 0" est la proposition lo-
gique YaeC,a’>>0".

Exemple 1.15 La négation de la proposition logique Va € Z.,+/a = 4" est la proposition
logique Ja€Z,,\/a#4".

5 Quelques méthodes de démonstration

5.1 Déduction ou Raisonnement direct

[4], [5], [9] Etant donnés deux assertions P; et P,. On veut montrer que I'assertion
"Py = P," est vraie. Si P; est fausse, 'assertion "P; = P," est vraie, quelle que soit la valeur
de vérité de P,. Il suffit donc d’accepter que P, est vraie et vérifier que P, est vraie.

Exemple 1.16 Montrons que ¥V a € N¥, 16@ + 1 est un carré.
Preuve. Soit a € N*, nous avons

ala+1)
16T +1

= 4ad®+4a+1

a+1)?

5.2 Absurde

[4], [5], [9] Pour montrer que "P; = P," est vraie, on suppose que P; est vraie et que P,
est fausse pour aboutir a une contradiction, autrement dit on suppose qu’'une proposition
est vraie et on montre que cela conduit a une absurdité.

Exemple 1.17 Montrons queVaeN, a+3#a+4.

Preuve. En écrivant la négation de la proposition, on obtient
dacN, telque a+3=a+4,alorsonobtient3=4. DouVaeN, a+3#a+4. m

Exemple 1.18 Montrer que

n )

"2a"est le carré d’'un entier = "a"n'est pas le carré d’'un entier.

Preuve. Supposons que "2a" est le carré d’'un entier, et que "a" est lui aussi le carré d'un
entier. Dans ce cas, "2a" s'écrit sous la forme

Za:af et a:a%.
Alors,
2
ay
2=—
a,

d'oit V2 = iZ—;. Or /2 est nombre irrationnel, c'est une contradiction. On en déduit que

n n

"2a"est le carré d’'un entier = "a"n'est pas le carré d’'un entier. m
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5.3 Raisonnement par contraposée

[4], [5], [9] Etant données P; et P, deux propositions logiques. Les deux propositions
logiques (P; = P;) et (7P, = TIP;), ont la méme valeur de vérité. Lutilisation du raison-
nement par contraposée est utile si le passage de (non P,) a (non P;) est plus simple que
le passage de Py a P,.

Exemple 1.19 Soientle N, p e N". Montrer que si "I> +7=2P", alors"1" est impair.

Preuve. Soit | € N. Supposons que | est pair, alors I? est pair d’'oit I* + 7 est impair; or 2P est
pair. Alors, I +7 #2P. On en déduit que si | est pair, alors 1> +7 # 2P . Par contraposée, c'est
équivalent a si 12+7=2P  alors] est impair, m

5.4 Raisonnement par "cas par cas"

[4], [5], [9] Pour montrer que une assertion P(x) est vraie pour tout les éléments x de E,
il suffit de montrer qu’elle est vérifiée pour les éléments x appartenant a une partie Ac E
puis pour les éléments x n’appartenant pas a A.

Exemple 1.20 Prouver en utilisant le raisonnement par "cas par cas" que, pour tout réel a,
la-2|<a®-a+2.

Preuve.
On peut préciser deux cas :

1)Casl:Sia<2,onala—2|=—(a—-2) et
az—a+2—|a—2| —d*-a+2+a-2=a*=0.
Dota’-a+2=|a-2|.
1)Cas2:Sia=2,onala—-2|=a-2 et
a*—a+2-la-2l=a*-2a+4=(a-1)*+3.
Comme les deux termes de cette somme sont strictement positifs, alors a’—a+2-|a-2|=0.

Cequidonnela—-2|<a’-a+2. m

5.5 Raisonnement par production d’'un contre exemple

[4], [5], [9] La démonstration qu'une assertion de la forme "Va € E,P(a)" est fausse,
nécessite la démonstration que sa négation "Ja € E, nonP(a)" est vraie. Si on peut trouver
un élément a de E qui vérifie (non P(a)) : on dit qu'on a trouvé un contre-exemple.

Exemple 1.21 La propriété suivante est-elle vraie : "Tout nombre entier pair est un produit
de deux nombres pairs 2"

Preuve. Les deux nombres 2 et 3 constituent un contre-exemple. Car le nombre 3 est impair
et le produit 2.3 = 6 est un nombre pair. m
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5.6 Raisonnement par récurrence

[4], [5], [9] Pour démontrer une proposition logique dont I’énoncé dépend d’un entier
naturel n, on utilise le raisonnement par récurrence.
Ce raisonnement peut dérouler en trois étapes suivantes :

1. On vérifie que la propriété est vraie en ny,

2. Onsuppose que la propriété est vraie pour k > ng, et on démontre qu’elle reste vraie
pour k+1,

3. On conclue que la propriété est vraie pour tout entier k > ny.
Exemple 1.22 Prouver que pour tout entierm >8, 2™ >7m+8.

Preuve. Sim =8, 28=256 et 7m + 8 = 64. Puisque 64 < 256, l'inégalité est vraie quand
m=8. Soit m > 8. Supposons que 2™ >7m+8 et prouvons que 2" >7(m+1)+8.

2(7m+8) (par hypothese de récurrence)
14m+16

Tm+1)+8+7m+1

7(m+1)+8

o\

WV

Donc, pour toutentierm>8, 2" >7m+8 m

6 Exercices corrigés

6.1 Connecteurs logiques

Exercice 1.1 Etudier la valeur de vérité des assertions suivantes puis donner leurs néga-
tion.

I. 1+2=4)A(0+3=3).
2. (1+42=4)v(0+3=3).
3. 1+2=4)=>(0+3=3).
4. (0+3=3)=> (1+2=4).
5. YacR, a®=4.

6. daeR,a’®=4.

7. VacR,AbeR, a’=b.

8. YaeR,AbeR, b?=a.

9. 3beR,YaeR,a’=b.
Solution.

1. 1+2=4)A(0+3=3) estfausse, sanégation est (1+2#4)Vv (0+3#3).
(I1+2=4)Vv (0+3=3) estvraie, sanégation est (1 +2#4) A (0+3 #3).
(1+2=4)= (0+3=3) estvraie, sa négationest (1+2=4) A (0+3#3).
(0+3=3)= (1+2=4) est fausse, sanégation est (0+3=3) A (1 +2#4).

A B A

VaeR,a? =4 est fausse, sa négation est da € R, a’ #4.

10
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Ja € R, a® = 4 est vraie, sa négation est Va € R, a® #4.

VaeR,IbeR, b= a® est vraie, sa négationest dJae R,V eR, b £ a?.
VYaeR,3beR,a=Db? est fausse, sa négation est da€ R, Vb e R, a £ b>.
3beR,Vae R, a? = b est vraie, sa négation est Vb € R,3a € R, a® #b.

© ® N

Exercice 1.2 Mettre le connecteur logique qui convient : =, < .
1. neN,n pair......n*pair.
2. zeC,ZeC,(Rez=Re 7z et Imz=1Imz)...z=2.

Solution.
1. neN,n pair = n?pair.
2. zeC,Z €C,(Rez=Re 7z et Imz=Imz) e z=27.

3. xeR,x:%:»cosx:O.

Exercice 1.3 Etudier la valeur de vérité des assertions suivantes en justifiant la réponse.
1. Sila Turquie était en Afrique alors 6 :2=4.
2. Soit Newton ne connait pas les regles de la gravité de la terre, soit 4 divise 12.
3. Les chats ne sont ni des étres humains, ni des animaux.
4. Lhomme est un étre humain si et seulement si les étoiles brillent durant toute la nuit.

Solution.

1. Il s’agit ici d’'une implication. "la Turquie était en Afrique" est faux et "6 :2=4" est
faux, or la seule possibilité pour qu'une implication soit fausse est qu'une assertion
vraie implique une assertion fausse, donc I'assertion 1. est vraie.

2. "Newton ne connait pas les regles de la gravité de la terre" est faux et " 4 divise
12" est vrai et comme en francais, une phrase de genre "soit...., soit...." se traduit
mathématiquement par "...ou...", donc 'assertion 2 est vraie.

3. Lassertion "Les chats ne sont ni des étres humains, ni des animaux" se traduit "Les
chats ne sont pas des étres humains et les chats ne sont pas des animaux". "Les
chats ne sont pas des étres humains" est vrai, " les chats ne sont pas des animaux"
est faux, donc I'assertion 3 est fausse.

4. "’homme est un étre humain" est vrai, "les étoiles brillent durant toute la nuit"est
vrai, une équivalence entre deux assertions vraies est vraie.

Exercice 1.4 Nier les phrases suivantes.
1. Si un nombre naturel est premier, alors il est un multiple de 5.
2. Tous les nombres réels sont positifs.
3. Si tu travailles régulierement alors tu auras ton BEM.
4. Certains nombres entiers naturels sont divisibles par 3.
5. S'il fait chaud alors Amine prend sa casquette.

Solution.
1. Un nombre naturel est premier et il n’est pas un multiple de 5.
Certains nombres réels sont positifs.
Tu travailles régulierement et tu n’auras pas ton BEM.
Tous les nombres entiers naturels sont divisibles par 3.

A

I1il fait chaud et Amine ne prend pas sa casquette.
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6. EXERCICES CORRIGES

6.2 Quantificateurs

Exercice 1.5 Donner la contraposée des phrases suivantes.

1. Pour tout entier naturel n, si n est inférieur strictement a onze, alors n est supérieur
ou égale neuf.

2. Pour tout entier naturel n, si le carré de n égale 4, alors n égale 2.
3. VFicEVE, cE(F NnF,=F,UF,) = (F; =Fy).

4. Ye>0,3leN,Vm' eN,(m>=1letm' >0) = U4y — Um| <E.

Solution.

1. Pour tout entier naturel n, si n est inférieur strictement a neuf, alors n est supérieur
ou égale onze.

2. Pour tout entier naturel n, si n n’égale pas 2, alors le carré de n est différent de 4.
3. VFi cEVE, cE (F; #F») = (F1nFy #F; UF)).

4, Ye>0,AleN,VYm' eN, Uy — Uml =€=> (m<loum <0).

Exercice 1.6 Etant donnée la fonction g : E1 — E,. Ecrire avec des quantificateurs les pro-
positions suivantes.

1. La fonction g est strictement croissante.

2. Legraphe de g coupe la droite d'équation y = x.
3. g nlest pas nulle (ot E; =E» =R).

4. g nlest pas l'identité deR (ot Ey =E» =R).

Solution.

1. YacE,,VbeE,,si a<b,alors g(a)< g(b).
2. daeR, g(a)=a.

3. daeR, gla) #0.

4. YaeR, gla)#a.

Exercice 1.7 Compléter avec V¥ ou 3 pour que les énoncés suivants soient vrais.
I ...aeN,a*>8.
2. ..aeRa*-2a+1=(a—1)%

3. ...aeN pair,...beN;a=2b.

Solution.

1. 3aeN,a*>8.

2. YaeR,a*-2a+1=(a-1)>%
3. YaeN pair,3beN;a=2b.

12
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6.3 Quelques méthodes de démonstration

Exercice 1.8 Etant donnés p et p' deux entiers naturels non nuls. Montrer 'implication
suivante

pp'=1=p=p'=1

Solution. Etant donnés p et p’ deux entiers naturels non nuls. En utilisant la contraposée,
on suppose que p #1 ou p’ #1. On obtient, p > 2 et p’ > 1 oubien p > 1 et p’ > 2. Dans
ce cas,ona pp’ > 2, et en particulier pp’ > 1. On en déduit que

pp'=1=p=p'=1

Exercice 1.9 Prouver par l'absurde que sia€ Q et b ¢ Q alors (a+ b) ¢ Q.

Solution. Par un raisonnement par I’absurde. Supposons que a + b € Q. Dans ce cas, (a +
b)—a=beQ,or b¢ Q. On obtient ainsi une contradiction, d’ou (a + b) ¢ Q.

Exercice 1.10 Prouver par récurrence que la proposition logique P(l) : Y1 e N*, 2!> [ est
vraie.

Solution. On a 2! =2 > 1, donc P(1) est vraie, donc la proposition est vraie pour / = 1. On
suppose que P([) est vraie et on montre que P(/ + 1) est vraie. On a

21+1 — zlxz
> [x2

> [+1

ce qui donne P(/ + 1) est vraie. Alors, on déduit que VI € N*, 2> [ est vraie.
Exercice 1.11 Soit a un entier premier. Montrer que soit a =2, soit a est impair.

Solution. Il s’agit d'une implication qu’on peut la démontrer par la contraposée. Mon-
trons que si "a" est différentde2 et "a" estpairalors "a" n’estpas premier. Si a
est pair, alors a=2p,p € Z et a#2, alors 2 divise a, par suite a n’est pas premier.

Exercice 1.12 Etant données deux nombres réels q et r . Montrer que si (q+1)(r — 1) =
(g—1D(r+1)alorsqg=r.

Solution. Par un raisonnement direct.

(g+D(r-1)=(@-D(r+1) = gr—-qg+r—-1=qr+q-r-1
=> 2r=2q

> qg=r

1(1+1)

Exercice 1.13 Soitl € Z. Prouver que ==~ est un entier."

Solution. En utilisant un raisonnement cas par cas. Soit / € Z. On peut distinguer deux
cas : [ est pair ou / est impair.

13
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1. Cas1:/estpair. Alors, Am e Z tel que [ =2m,

I(l+1
2

=m@2m+1),

d’ou @ est un entier.

2. Cas2:lestimpair. Alors,3me Ztelque l=2m+1;

I(I+1)  2m+1)2m+2)
2 2

=2m+1)(m+1),

donc % est un entier.

Exercice 1.14 Etudier la valeur de vérité de la proposition suivante "pour tout a dans R,
2a®-9a* +4a=(a-3)(a+2)(a+6)"

Solution. Par un contre exemple. Mettons M = 2a° —9a® + 4a et N = (a—3)(a +2)(a +6).
Onapoura=1,M=-3etN=(1-3)(1+2)(1+6)=-42.0naM #N. Dong, la proposition
logique "pour tout a dans R,2a® —9a® + 4a = (a—3)(a+2)(a+6)" est fausse.

7 Exercices proposés

Exercice 1.15 Evaluer les propositions logiques suivantes en justifiant la réponse puis don-
ner leurs négations.

1. 3a€R,VbeR,b*+3 > a.

137 est un multiple de 17 et 2 divise 167.

Le carré d’un nombre réel est positif ou tous les nombres réels sont divisibles par 3.
JaeR,YbeR,a’+b>0.

Pour tout entier naturel n, si n est supérieur ou égale 4 alors n est égale 6.

SUREE SN RN

Exercice 1.16 Ecrire la négation des propositions logiques suivantes :
1. Dans chaque zoo, il existe un tigre dont la couleur est jaune clair.
2. Il existe une écoliere dans le college qui a les yeux verts.
3. VaeQ,dbeZ,b-1<a<a+1.

4. Dans chaque école, il existe des éleves qui ne maitrisent pas les mathématiques.

Exercice 1.17 Etudier les relations logiques existant entre les phrases suivantes :
1. A:Tous les nombres entiers sont positifs.

B : Aucun nombre entier n'est positif.

C: 1l existe des nombres entiers négatifs.

D : Tous les nombres entiers sont négatifs.

E : Aucun nombre entier n'est négatif.

S &k W N

F: Il existe des nombres entiers positifs.

Exercice 1.18 Utiliser les quantificateurs convenables pour réécrire les propositions logiques
suivantes.
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1. Tout entier relatif est positif ou négatif.
2. Lapplication h: A — B est l'identité de A.
3. Lavaleur absolue de tout entier est positif.

4. Lapplication h: A — B est constante.

Exercice 1.19 Peut-on renverser l'ordre des quantificateursVa € Z et 3b € Z dans les pro-
positions suivantes ?

1. VaeZ,3beZ,a* < b.
2. YaeZ,3AbeZ,a*>> b.
3. YaeZ,3beZ,a*>>b.

Exercice 1.20 Démonter les proposions logiques suivantes.

1. Zleln l2 — m(m+1e)s(2m+1) .

2. SiaeQ* etb¢ Q*, alors le produit (a.b) ¢ Q" .
3. Soit 1 € N. Soit I? est pair, soit (1> — 1) est pair.
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Chapitre 2

Ensembles et applications

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler les définitions et les notations que nous faisons
dans l'utilisation pratique de la théorie des ensembles et la théorie des applications. Ce
chapitre est basé sur les références([1], [2],[3],[4], [5], [7],[8], [9], [12]).

2 Ensembles

Définition 2.1 [1], [3], [4], [5] Tout regroupement d’objets qui présentent mémes propriétés
est appelée ensemble.

2.1 Notations

On note les ensembles par les lettres A, B, C ,..., les familles d’ensembles par les
lettres of, %8, C,... et les éléments d'un ensemble sont notés par les lettres minuscules
a,b,c,op,...

Lensemble des entiers naturels est noté par N.
L'ensemble des entiers relatifs est noté par Z.
L'ensemble des nombres rationnels est noté par Q.
Lensemble des nombres réels est noté par R.

L'ensemble des nombres complexes est noté par C.

On convient de noter N*,Z*,Q*, R* et C* les ensembles N, Z, Q, R et C privés de 1'é1é-
ment 0.

2.2 Appartenance

Définition 2.2 [1], [3], [4], [5] Etant donné un ensemble E non vide. On dit que x appartient
a E et on note x € E si x est l'un des éléments de l'ensemble E, et si x n'est pas un élément de
E on écrit x ¢ E et on dit que l'élément x nappartient pas a l'ensembleE.

16



2. ENSEMBLES

2.3 Ensemble vide

Définition 2.3 Lensemble qui ne contient aucun élément est appelé l'ensemble vide. On le
note @.

2.4 Cardinal d’'un ensemble

Définition 2.4 [1], [3] Le nombre d’éléments d’'un ensemble H, noté card(H), est appelé car-
dinal de H, .

Si card(H) est fini, on dit que H est un ensemble fini, et dans le cas contraire, on dit que
H est un ensemble infini.

Exemple 2.1 SoitA={xeN:6<x<10} et B={xeR:6 <x <10} alors, card(A) =5 et
card(B) =oo.

2.5 Inclusion

Définition 2.5 ([1], [3] Soient A, et Ay deux ensembles. Si chaque élément de A est élément
de A, on dit que A, est une partie de A, (ou bien l'ensemble A, est inclus dans l'ensemble
A, ou A; est un sous ensemble de A, ) et on noteA; Cc A, etona

AicAry o Vx(xeA; = x€A)).

Exemple 2.2 On reprend l'exemple précédent, on a A = {x e N:6 < x < 10} est un sous
ensemblede B={xeR:6<x<10}.

Définition 2.6 ([1], [3] Soient A, et A, deux ensembles. On dit que A, et Ay sont égaux s'ils
ont les mémes éléments et on note A1 =A, etona

A=A o Vx(xeA; o xeA) o (AjcA) A (A cAy)).

Exemple 2.3 Soient A; ={a,b,1,8,[}} et A, = {8,b,L1,1,a,} alors 'ensemble A, est égal a
l'ensemble A,.

2.6 Ensemble des parties d’'un ensemble

Définition 2.7 [1], [3] Soit H un ensemble. L'ensemble de sous ensembles de H est noté
22(H).

Exemple 2.4 SoitH={a,, ay, as}, alors 'ensemble des parties de H est

P H) ={@,{a1, az, az}, (a1}, {az}, {as}, {ay, ax}, {az, as}, {ay, as}}.

Et
card(@M)) =23=8.

2.7 Propriétés sur les ensembles

Soient A; et A, deux parties de 'ensemble A.
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2. ENSEMBLES

Réunion

Définition 2.8 [1], [3] Lensemble noté A) U A, est appelé la réunion des deux ensembles A,
et Ay, cest 'ensemble qui contient des éléments qui appartiennent a Ay ou a A,. Léquiva-
lence suivante résume la définition

(x €A1 UAZ) < ((x €A1) \Y (XEAz)).

Intersection

Définition 2.9 /1], [3] Lensemble noté Ay N A, est appelé l'intersection des deux ensembles
A et Ay, cest 'ensemble qui contient des éléments qui appartiennent a A et a A,. L'équi-
valence suivante traduit la définition

(X€A1 ﬂAz) p=4 ((x€A1) N (XEAZ)).

Exemple 2.5 Soient A ={1,2,5,6} et Ay = {2,4} alors l'ensemble Ay N Ay = {2} et AyUA, =
{1,2,4,5,6}.

Propriétés

[1], [3] Soient A, A, et A3 des parties de 'ensemble A. Alors, on a

1. AinAx=ANA;.

2. AiN@=0.

3. (A1nA2)NA3=A1N(A2NA3).

4, AjcAy oA =A;NA,.

5. AinA=A;.

6. AjUA, = Ay UA;.

7. Af U =A;.

8. (AJUA2)UA3=A1U(A2UA3).

9. AjcAy, ©AJUAy =A).

10. AjUA=A.

11. (A1NnAz)cAjet(AjNAy) cAy.

12. Ajc(AjUAp) etAr c (AJUAY).

13. Ain(A2UA3)=(A1NA2) U(A;NA3).

14. AjU(A2NA3)=(A;UA2) N (A UA3).
Preuve.

e Pourl,2,3,6,7et8il suffit d'utiliser les propriétés de la conjonction et la disjonction.
e Pour4:Supposons que A; c A,. Soit "a" un élément de A}, alors "a" appartienta Ay,

nan

donc "a" appartienta AjNA,. D’'olt A} € AjNA;, et réciproquement si "a" appartient

nn

a A; NnAy, donc "a" appartient a A; . D’ou A} = A; N Ay. Inversement, A} = A; NA,
implique que tout "a" appartenant a A} appartient a A, d'ot1 A} € A,.

En prenant A, = A dans 4, on obtient 5.

Pour 9 : Supposons que A; © A, et montrons que A; UA, = Ay. Soit "a" appartenant a
A, alors "a" appartienta A; oua Ay, donc "a" appartient a A UA, et réciproquement
si "a" appartient a A} U A, donc "a" appartient a A; ou a Az . D’'ol1 A, = Aj UAs.

nan

Inversement, supposons que A, = A; UA, et montrons que A; < A. Si "a" appartient

n n

aAj, alors "a" appartienta Aj UA, etdonc a Ay, dou A} C As.

18



2. ENSEMBLES

e 10 découle de 9 avec A, = A.
e Montrons 13. Soit a€ A; N (Ay UA3g)

ac AN (A UA3) (aeAj)Nae (AyUA3)
(aeA))N(aeAyvaceAs)
(aeAinaeAy)Vv(aeAi NnaeAs)

ac((A;NnAy)U (A1 NAjg)).

Ly U

Donc
AN (A2UA3) € (A1NA2) U (A1 NA3)).

Inversement, soit a € ((A; NA2) U (A; NA3)).

ac ((AinA2)U(A;1NA3)) (aeAinAy)Vv(ae A1 NA3)
(aeAinacA))Vv(aeA; NaeAs)
(aeAivaeA)N(aeA;VvaeA;s)
(aeAyvaeA))N(aceArVvaeAs)
(aeA)N(ae AfUA AN (ae Ay UA) A (ae Ay UA3)
(aeA))A(aeArUA3)

ac (A;n(AyUA3)).

L T I

Donc
(A1NA2) U(A1NA3z)) c AN (A2 UA3).
D’ou I'égalité
(A1NA2)U(A1NA3)) =A1 N (A2 UA3).
e Montrons 14. Soit a€ A; U (Ax NAg)

acAiUAoNA3) = (a€eAj)vac(AxnAsg)
= (a€Aj)v(aceArnacAs)

SiaeA;, alors (ae AjUAy) et (a€e AjUA3). Donc, a€ ((A; UAs) N (A; UA3)).
Si(ae Ay Aa€ As) alors, (a€ AJUA)) et (ae A; UA3). Donc

AjU(A2nA3) c (A1 UA2) N (A1 UA3)).
Inversement, soit a € ((A; UAz) N (A UA3)).

ac((AjUA)N(AjUA3)) (ae (AjUA)ANa€e (A UA3)
(aeAivaeA)N(ae AV aceAs)
(aeAinaceA))v(aeAinaeAs)v(aeAr,naeAy)
(aeAyNac€Aj)

(aeAj)v(iae AinAz)v(aceAsnAy)v(ae Ay NAsg)
(aeAj)v(ae A NnAj)

aeE (Al U (A2 ﬂAg)).

L R

Donc
(AJUA2)N(AJUA3) € (A1 U (A2 NA3)).

Finalement; ((A; UA2) N (A] UA3)) = (A1 U (A2 NA3)).
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Complémentaire

Définition 2.10 /7], [9] Soit A1 une partie d’'un ensemble A. Lensemble des éléments de A
qui n'appartiennent pas a A, est appelé complémentaire de A, dans A noté par Cgl ou A ‘.

Ona

Chl={x €A x A,

Exemple 2.6 SoientA=1{1,2,4,5,6} et A; ={2,4} alors Cﬁl ={1,5,6}.

Propriétés

[71, [9] Etant donnés A; et A, des parties de 'ensemble A. Alors, on a

Al

1. CA =A.

A]ﬂAg_ Ay Ay
2. M =chrucy.

AIUAZ_ Ay Ay
3. Chvh - chinche,

4. Ajc Ay & CR cChl.

Preuve.
e Soit a € A, alors

e Soit a € A, alors

e Soit a € A, alors

e Soit a € A, alors

Al CA2

¢ ¢ ¢ ¢

Al

A
aeCAA aeECAl

acCy
ad¢ Ay
acA,.

¢ ¢ ¢ ¢

aec{nt) a¢ (A1nAy)
(a¢g A1) Vv(ag¢Ay)
(@eCiM v (aeCi?)

ae(CyuC).

¢ ¢ ¢ 9

AjUA»

xeCA

X ¢ (Al UAZ)
(@& A1) A(agAy)
(@eCy A(aeCh?)

ae(Cy'nCR).

¢ ¢ ¢ ¢

VaceAlace Ay) = (acAy)
VYaeA(a¢ Ay) > (a¢ A;) Contraposée de I'implication
(ae Cﬁz)) = (ae Cﬁl))

(CR) = Gy
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Définition 2.11 /5], [7], [9] Soient A; et Ay deux parties d'un ensemble A. On dit que A, et
A, sont complémentaires si leur réunion est l'ensemble A et leur intersection est l'ensemble
vide, autrement dit

AiNAr=@ et AjUAy =A.

A
Dans ce cas, on note A, =C

Al ou bien Ay =AS ou encore Ay = A.

Différence des ensembles

Définition 2.12 [1], [7] Soient A; et A, deux parties d’'un ensemble A. On appelle la diffé-
rence des ensembles A; et A, l'ensemble des éléments de A; qui nw'appartiennent pas a A;
noté par Aj\Az. On a

ANAy={a€e A acA; et a¢ Ay}.

Exemple 2.7 SoientA=1{1,2,4,5,6} et A1 ={1,2,4},A, =1{2,4,5} alors Cf:z ={1,6}. Donc,
A\Ay, ={1}.

Produit Cartésien

Définition 2.13 [4], [5], [7], [9] Etant donnés A, et A, deux parties d’'un ensemble A. On
appelle produit cartésien des ensembles A et Ay, 'ensemble noté A1 x Ay, des couples (a,, ay)
aveca; €Ay etar € Ay.

Et le produit cartésien de n ensembles A; est

Al xAp x...xAp={(a,ap,...,ay); a1 € Aq,...,an € A,}.
SiA1=A,=...=A,, onle note A".
Remarque 2.1 Le couple (ay, ay) est différent du couple (ay, ay), saufsi a; = a.
Exemple 2.8 Soient A, ={ay, az, as} et Ay = {2,4,6}, alors
Ay x Az ={(a1,2),(a1,4),(a1,6),(az,2),(az,4), (a,6), (as,2), (as,4), (as, 6)}.

Et
card(A; x A)) =3x3=9.

Proposition 2.1 []] Etant donnés A, et A, deux ensembles finis non vides. On a
card(A; x Ay) =card (A1) x card(Ay).

Preuve. Soient card(A,) = n et card(Az) = m. On obtient le nombre des couples (a,, a)
avec a; € A; et ap € A, en correspondant a tout élément a; € A; tout les éléments de Ay,
c’est a dire m éléments, en répétant cette technique autant de fois qu’il y a d’éléments
dans A; c’est a dire n fois. Le nombre des éléments de A; x A est card (A1) x card(Ay). m
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Notion de Partition et de Recouvrement

Définition 2.14 [1], [5] Soit A un ensemble. On appelle recouvrement de A, toute famille
(Aj)jer de parties de A, indexés par l'ensemble I, vérifiant U;c1A; = A C'est a dire

VYaeA,JA; telque acA;.

Si de plus,
{Viel Ai#9
AiﬁAj:® i#£]

on dit que la famille (A;) i1 forme une partition de A.

Remarque 2.2 Soit A en ensemble, alors pour toute partie A, de A, F = {AI,CQI} est une
partition de A.

Exemple 2.9 SoitA={1,a,1,3,b,c,d,o,p,Y} alors

H={{a, v} {d,a,p},{c,1},{l,3},{b}

est une partition de l'ensemble A.

3 Applications

3.1 Relations, Fonction, Application

Soient A; et A, deux ensembles non vides et ['c A; x As.

Définition 2.15 [1], [5], [7] Tout triplet (A1,1,Ay) est appelé une relation de Ay vers Ay,
notée % . Lensemble de départ de R est Ay, l'ensemble d’arrivée de X est A, et I est le
graphe de X.

On dit que a, est en relation avec ay par la relation Z et on note a2 ay si (ay, ap) € I, dans
ce cas ay est appelé l'antécédent de a, et a, est l'image de a, par Z.

Exemple 2.10 SOltAl = {(X, f)) Y, 6} ’ AZ = {al) ap, das, a4} et]'= {(a) Cll), (a) aZ)) (f)) a3)) (Yy aZ); (Y; a3); (Y) Cl4)}.
Ona(Ay,I,Ay) estunerelationdeA; versAy telqueaZ a,,0R ay, PR a3, YRay, YRas, YR Ay
et 0 n'est en relation avec aucun élément de A,.

Définition 2.16 /1], [5] On appelle une fonction de A, vers A, toute relation f entre les
éléments de A et ceux de A de graphe ' qui a tout élément de A, fait correspondre au plus
un éléementde A,.

On représente la fonction f par

f: A1 — A2
X — y:f(x)

Exemple 2.11 On reprend l'exemple précédent avec A1 = {a,p,Y,0} , Az = {a1, az, as, as} et

I'={(o, @), (@, az), (B, as), (Y, a2), (v, a3), (y, as)}. Ona f(@) = ay, f(0)=ay, fB)=as, f(y) =
az, f(y) = as, f(y) = as. On remarque que | n'est pas une fonction de A; vers A;.
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Exemple 2.12 Soit f = (R, I,R) avec I'={(a, b) € R?/b=Inaj}, alors f est une fonction notée

ffR — R
a — b=Ina.

Les réels négatifs n'ont pas d’'images.

Définition 2.17 [1], [4], [5] Soient Ay et A, deux ensembles non vides et f une fonction de
Ay dans A,. Lensemble noté D¢ est appelé domaine de définition de f ; c'est 'ensemble des
éléments de A, ayant une image par f et on écrit

Dr={a€A1/3beAz: b= f(a)}
Exemple 2.13 Le domaine de définition de la fonction

f:R — R
X — b=Ina.

esth =]0, +ool.

Définition 2.18 [1], [4], [5] Soient A, et A, deux ensembles non vides. On appelle une appli-
cation f: Ay — A, toute relation f qui a tout élément a € A, fait correspondre un élément
uniqueb € A;.

Lensemble {b= f(a),ac A} sSappelle l'image de f qu'on note Imf.

Lensemble des applications d'un ensemble A, dans un ensemble A, se note & (A1,Az) ou
encore AgAl.

Exemple 2.14
fiRE — R
a — b=Ina.

est une application.

Exemple 2.15 SoientA; ={a,p,Y,8}, Az ={a1, az, a3, as} et I'={(o, an), (o, a2), B, a3), (Y, a2), (Y, a3), (Y, as)}
Onaf@=ai, f(@=az, f(B)=as, f(Y)=az, f(Y) = a3, f(Y) = as. On remarque que f n'est
pas une application de A; dans A, car « a deux images dans Ay ety a trois images dans A;.

Exemple 2.16 SoientA; ={a,P,Y,8},Ar ={a, az, as, as, as, as} et I'={(a, a1), (B, ar), (y, az), (6, az)}.
Cette correspondance est une application malgré qu'il existe des éléments de A, qui n'ont
pas d'antécédent dans A, et plusieurs éléments de Ay qui ont une méme image dans A;.

Egalité des Applications

Définition 2.19 (9] Etant données deux applications f : Ey — Fy et g: E; — F, sont
égales si

1. Ey=Es=E etF; =Fy,

2. Yac€kE, f(a)=g(a).
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Exemple 2.17 On considere les applications suivantes

f11|R—>|R
a — a-.

forR — Ry
a — a-.

f:’-_’,:R+ — R
a — a-.

fa: Ry — Ry
a — a-.

Alors,

fi1 # fo, car les ensembles d’arrivées sont différents

f1# f3, car les ensembles de départ sont différents.

f1# fu, car les ensembles d’arrivées sont différents et les ensembles de départ sont différents.

Application Identité

Définition 2.20 /4], [5], [9] Soit A un ensemble non vide. Lapplication Identité dans A,
notéeldy est Uapplication de A dans A qui a a € A associe a.

Applications Composées

Définition 2.21 [4], [5], [9] Soient A, A, et A3 des ensembles non vides. Soient f1 € F (A1, A2)
et fo € F(Az,A3). On appelle composée des applications fi et f,, notée f>0f, l'applica-
tion définie sur A et a valeur dans A3 et qui fait correspondre a tout a de E l'élément

b= fa(fi(a).
Exemple 2.18 On considere les applications suivantes

fl: [R - R+
a — a4

f2: Ry — Ry
a — a+1.

Alors,

ngfliR — R+
a — (@)P+1=a%+1.

fiofo: Ry — Ry
a — @+1)?=a%+2a%+1.

Ll est clair que f,o0f1 # fr0f>.

Proposition 2.2 [9] Soient Ay, Ay, A3 et A4 des ensembles non vides. Soient f; € & (A1,A)) ,
fz € F(Ay,A3) etf3 € F(A3,A4). Ona

fio(f2o0f3)=(fiofo)ofs.
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Preuve. Lensemble de départ et]’ensemble d’arrivé des applications fio(f20f3) et (fiof2)of3
sont les mémes et pour tout a€ Aj,ona

fio(fzof3)(a) = fi((foof3) (@) = fi(f2(f3(a)))

et
(fio(f2013))(a) = (fiof2)(f3(a) = f1(f2(f3(a)))

ce qui prouve le résultat. m

Image directe et Image réciproque

Définition 2.22 [4], [5], [9] Soient A et B deux ensembles non vides et A1 < A et By < B. Soit
feF(AB).
1) L'ensemble des images des éléments de A, noté

fA)={f(a),acA}cB

est appelé image directe de Ay par f.
2) L'ensemble des antécédents des éléments de B noté

f_l(Bl):{aeA,f(a)EBl}CA

est appelé image réciproque de B, par f.

Exemple 2.19 On considere 'application suivante.

ffR — R
a — a’+a.

Cherchons f({1}), £(10,20), £~ (10}, f (10, +ooD).

flh= = {a*+a,ae{l}}
= {2}.
Alors,
£00,2D= = {a*+a,a€l0,2[}
= ]0,6l.

o) = {aceR, f(a) {0}
= {aeR,a’*+a=0}
= {-1,0}.

7110, +00D) {aeR, f(a) €10, +ool}

{aEIR,a2+a>O}
= ]—OO,—I[U]0,+OO[

Proposition 2.3 [4], [5], [9] Etant donnés A et B des ensembles non vides, Ay,A» deux par-
ties de A et By, B, deux parties deB. Soient f € % (A,B). On a

1. Ay cAx = f(Ay) < f(A2).
2. f(ATUA2) = f(AD) U f(A2).
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3. f(A1NA2) c f(A))N f(A2).

4. f1(B)=A.

5. BicBy= f'(B1) c f'(By).

6. f1(B1UBy) =B U (B
7. fIB1nBy) = 1B N fHBy).

Preuve.

1. SoitA; cAjetsoitbe f(A}).

bef(Al) = EIaeAchg:b:f(a)
= da€Ay:b=f(a)
= be f(Ay).

D’ou f(A1) € f(A2).

2. Soitbe f(A1 UAy).

be f(AJUA)) JdacAyUAy: b= f(a)

Jal((ae A1) Vv (aeAr)) A (b= f(a))]

Jdal((ae A A (b= f(a)]VI[((aeA) A (b= f(a))]
(be f(A1)) Vv (be f(A2)

be (f(ADU f(A2)

t 0000

D’ou f(A; UA2) = f(A)) U f(Ap).

3. Soitbe f(A;1NAy).

be f(Ai1NnAy) © JacA;nAy:b=f(a)
< JallaeA)A(acA) A (b= f(a))]
< Jal((aeA)Ab=fa)]A[((aeA) A (b= f(a))]
= (FaeAAb=f(a)AN@acA,ADb=f(a))
= (be fAD)A(bE f(A2)
= be(f(A)Nf(A2)

D’oill f(A; NA2) € F(A) N f(Ay).
4. f'B)={acA, f(a)eB}=A

5. Soit B; € B, et soit a € f~1(By).
acf'B) = acA f(a)eB,cB,
= a€A f(a)eBy
= aEf_l(Bg).

Dot f71(By) < f1(By).
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6. Soitae f1(B; UBy).

ae f~1(ByUBy) f(a) € By UBy

<

< (f(@)eBy) V(f(a)€By)
o lae fTIBlviace f1(By)]
o ae(f'B)uUfBy)

D’ou f~'(B1UBy) = f1 B U1 (By).

7. Soitae f1(B;NBy).

ac f1B1NnBy) f(a)eB1NB,

<

< (f(@) €By) A(f(a)€By)
o lae fTIBDIAlac f1(By)]
s ae(fTIBYNfIB)

ce qui montre que f'(B;NBy) = f1(B1) N fL(By).

Applications injectives, surjectives, bijectives
Etant donnés A et B deux ensembles non vides et f une application de A dans B.

Définition 2.23 [4], [5], [9] f estdite injective (ou uneinjection) si tout élément de B admet
au plus un antécédent dans A, ce qui est équivalent a dire qu'un élément de B ne peut pas
étre une image de deux antécédents différents de A. Ce qui revient a écrire

festinjective > VaeA,ad eA ((f(a)=f(a)=>a=a)

ou bien
festinjective>VacA, d €A (a#a = f(a)#[f(a)).

Par négation,

frlest pas injective 3ac A, ad €A (a#d A fla)=f(ad)).

Définition 2.24 [4], [5], [9] [ est dite surjective ( ou une surjection) si tout élément de B
admet au moins un antécédent dans A. Ce qui revient a écrire

festsurjective<>VYbeB,dacA b= f(a).

Par négation,
[frest pas surjective<>3beB, Yae A b# f(a).

Définition 2.25 [4], [5], [9] [ est dite bijective ( ou une bijection) si elle est injective et sur-
jective, autrement dit si tout élément de B admet un seul et un seul antécédent. Ce qui re-
vient a écrire

fest bijective> VbeB,lacA b= f(a).
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Exemple 2.20 1. Lapplication

2.

3.

gl: R+ — R
a — a4

est injective mais pas surjective car les images négatives n'admettent pas des antécé-
dents par g .
Lapplication

g2 R — IR+

a»—»az.

est surjective car tout élément de R, a au moins un antécédent mais pas injective car
—1 et 1 ont méme image.
Lapplication
g: R, — R,
a — a’.

est bijective car tout élément de R, a un unique antécédent qui est sa racine carrée.

Proposition 2.4 [5], [9] Etant A;, A, et As des ensembles non vides. Soit fi € F(A1,Ar) et
e F(Az,Az).

1.

AR RN

Si fi et f> sont injectives, alors f,0fi est injective.
Si fi et f» sont surjectives, alors f,o0 fi est surjective.
Si fi et f> sont bijectives, alors f,0 f1 est bijective.
Si fo0 fi est injective alors fi est injective.

Si fo0 fi est surjective alors f> est surjective.

Preuve.

1.

Supposons fi et f; sont injectives. Etant donnés a et a’ deux éléments de A; tels
que (f20f1)(a) = (f20f1)(a). En utilisant I'injectivité de f>, on obtient fi(a) = fi(a'),
l'injectivité de f; donne a = a’. Par suite, f>0fi est injective.

Supposons que fj et f> sont surjectives. Soit a" un élément de As. En utilisant la sur-
jectivité de f>, on peut trouver a’ € A, tel que a" = f>(a’). Comme fj est surjective, on
peut déduire I'existence de a € A; tel que a’ = fi(a). D’ou, a" = fo(fi1(a)) = (f20f1)(a).
L'application f,0f; est donc surjective.

3. Conséquences immédiate des précédents.

Supposons que f>0f] est injective. Soient (a,, ay) € A% :

fita) = filaz) = fo(fila)) = fo(fi(a2))
= (f0f1)(a1) =(f20f1)(az)

= aj=ap, car f,ofiestinjective.

Dong, fi estinjective.

Soit a" € Az : Comme f>0f; est surjective, il existe a € A; tel que a" = (f20f1)(a).
En notant a’ = fi(a), ona a’ € A, et a" = (f20f1)(a) = f>(a’). Ceci montre que f, est
surjective.
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Applications Réciproque

Proposition 2.5 [5], [9] Etant donnés A1, A, deux ensembles non vides et fune application
de A dans A,. Alors, fi est bijective si et seulement si il existe une unique application f, de
A, dans A, telle que

f10f2:IdA2 et f20f1:IdA1-

Dans ce cas, fi est dite inversible et f» est appelée l'application inverse ( application réci-
proque) de f, eton la note f> = fi "

Preuve. I- On suppose que f; est bijective, donc a tout élément b € A, en associant un
seul élément a € A}, qu'on notera fi(a) tel que fi(a) = b. Etant donné 'application

LAy — A
b — fb)=a

On montre que
fiofa=ldp, et frofi=ldy,.
1. Supposons que b € A, alors pour f>(b) = a avec fi(a) = b, donc
fiofa(b) = fi(f2(b)) = f(a) =D,
dong, fiof, =1da,.
2. Etant donné a € Ay, alors pour b = fi(a) on a f>(b) = a, donc
(fa0f1)(a) = fo(fi(a) = fo(b) =a,

d’ou f20f1 = IdAl .
3. Prouvons l'unicité de f>. Etant donné g; : A, — A; satisfaisant les deux propriétés

précédentes, alors pour tout b € Ay, il existe a € A; tel que b = fi(a). Donc,

g1(b) = g1 (fi(a) =giofi(a) =1d,(a) = frofi(a) = f2(fi(@) = f2(D).

Par suite, g1 = >

II- On suppose I'existence d'une application f> : Ap — A; telle que

f10f2:IdA2 et f20f1:IdA1-

Prouvons que f est bijective.

1. Etant donnés a; € Ay, a; € A;. Comme f>0f; = Ida,, on obtient (f20f1)(a1) = a1 et
(f20f1)(a2) = ay. Alors,

fila) = filax) = fo(fila))) = fo(fi(a2)) puisque f> est une application
= (f0f1)(a1) =(f20f1)(az)

= day=0ap.
2. Supposons que b € Ay. Du fait que fiof, =1da,, on obtient fiof2(b) = 1da,(b), par

suite il existe a = f>(b) € A tel que fi(a) = b, donc fi est surjective.
De 1. et 2., on obtient fj est bijective.
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Exemple 2.21 Etant donnée l'application suivante

f:R\{3} — B
4
a @3
Trouver B pour que lU'application f soit bijective et donner l'application réciproque de f.
Montrons que f est bijective équivaut a chercher l'existence de b € B tel que b = f (a).
Soit b e B, alors A
+
b=fla) & b=%3
< bla-3)=a+4
& a= ?’5%4 si b#1
d’oi 3hta
+
VbeR\{1},Ta= ﬁ; b= f(a)

pour montrer que f est bijective, il faut vérifier si a = 3;’:’14 e R\{3}?

Ona
3b+4
b—1

=3 © 4=-3 cequiestimpossible

3b+4

ce qui prouve que 3=

€ R\{3}, par suite, f est bijective si B=R\{1} et l'inverse de f est

LRV} — R\{3}
h — 3b+4
b-1"

Prolongement et restriction d’'une application

Définition 2.26 [5], [9] Etant donnés A, B deux ensembles non vides et f une application de
Adans B.
Soit Ay Cc A, l'application de A, vers B définie par

VaeAy, f a (a)=f(a)

est appelée restriction de fa Ay qu'on note f /5, ,
Soit A’ tel que A c A, toute application fi de A’ vers B définie par

VaceA, fi(a) = f(a)

est appelée prolongement de f a A'.
On dit que fy est un prolongementde f si [ est une restriction de f;.

Exemple 2.22 On consideére l'application

H:Ry — Ry

a — da.
Alors
f2 . R - [R+
et
fg: R — IR+

sont des prolongements de f, aR.

Remarque 2.3 Le prolongement d’'une application n'est pas unique.
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4 Exercices corrigés

4.1 Exercices sur les ensembles

Exercice 2.1 EtantdonnésF ={ay, ay, as, as}, G = {ai, az, as}, H=[0,5],1=[2,6]. Déterminer
FNnG, FuG FxG HNnIL H UI,H%, R\(HNI), R\(H), R\(D), (R\(H)) u (R\(I)).

Solution.
1. FnG={a;,a,a4} =G,
FuG={a,ap, a3, a4} =F
ExG={(a1, @), (@1, a), (a1, a4), (a2, @1), (a2, a2), (G, a4), (a3, a1), (a3, a2), (a3, a4), (a4, a1), (A, a2), (a4
HnI=1[2,5], HUI=]10,6].
Hy =] —00,0[U]5, +00],
R\(HNI) =] —o00,2[U]5, +00],
R\(H) = Hy] =] — 00,0[U]5, +00],
R\(I) = Hg, =] — 00, 2[U]6, +ool.
9. (R\(H)) u (R\(D) =] —o00,0[U]5, +00[U] — 00, 2[U]6, +00[=] — 00, 2[U]5, +00].
On remarque que (R\(H)) U (R\(D)) =R\(HN D).

® N e W

Exercice 2.2 Etant donné A un ensemble. Déterminer les ensembles A;,A»,As de A telles
que
A1 UA2 ﬂAg):(Al UAz)ﬂAg. (2.1)

Solution. cherchons une condition nécessaire et suffisante sur (A;,A2,A3) de (2(A))3
pour que (2.1) soit vérifier.

On suppose la propriété (2.1). On a A} < A; U (A2 N A3z). En utilisant (2.1), on obtient
A; c (AjUAy) N Az c As. Par conséquent, A} < As est une condition nécessaire pour que
I'on ait (2.1).

D’autre part, on suppose que A; < Az. On obtient :

(A1 UA2) NA3=(A1NA3)U(A2NA3) =A1 U(A2NA3),

d’ou la propriété (2.1).
Une condition nécessaire et suffisante pour que I'on ait (2.1) est donc A; < As.

Exercice 2.3 Etant donné A un ensemble et A, A, et As des parties de A telles que
(Al UA3) C (Al UAZ) et (Al ﬁA3) C (Al ﬁAg).
Prouver que A3 est une partie de A,.

Solution. Supposons a € As; alors a € (A} UA3) et comme (A; UA3) € (Aj UAp), alors a €
(AjUA), cequidonne a€ Aj ouacA,.

SiaeA;, aeA;nAs. De la propriété (A; N Asz) < (A; NAy), on conclue que a € A; NAs.
Donc, a € A,.

D’ol, Az est une partie de A,.

Exercice 2.4 Etant donnés les ensembles A;, A, et Az. Prouver que
I. (A1 xA2) U (A1 xAz) =A1 X (A2 UA3).
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2. (A1 xAp)U (A3 xAp)=(A1 UA3) x Ap.

Solution.

1. Etant donnés (a;, a») € (A} x As) U (A] x A3).

(a1, a2) € (A1 x A2) U (A1 x A3)) (a1, a2) € (A1 x A2)) V (a1, a2) € (A1 x A3))
(a1 € A1) N (az € A2)) V ((ar € Ay) A (az € A3g))
(a1 €A A ((az€A2) V (az € A3z)

(a1 € A1) A ((az € (A2 UA3))

(a1, a2) € Ay x (Ax UA3).

¢ ¢ 0 ¢ ¢

2. Etant donnés (a1, az) € (A; x As) U (A3 x Ay) .

(a1, a2) € (A; x A2) U (A3 x Ap) (a1, a2) € (A1 x A2)) V (a1, a2) € (A3 x A))
(a1 € AD) A (a2 € Az)) V ((a1 € A3) A (az € A2))
(a1 €A1 V(a1 €Az) A (a2 € Ap)

(a1 € (A1 UA3)) A (az € Ag)

(a1, az) € (A1 UA3) x Ay.

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Exercice 2.5 Déterminer toutes les partitions de l'ensemble A ={1,4,6}.

Solution. Les partitions de '’ensemble A sont :
1. A;=1{{1,4,6}}.
2. Ap={1},{4},{6}}.
3. Az ={{1},{4,6}}.
4. Aq=1{{4},{1,6}}.
5. A5 ={{6},{1,4}}.

Exercice 2.6 Etant donnés A un ensemble et A}, Ay, As des sous ensembles de A. On note
E=(A1NnA)UA2NA3)U(A3NA;)

et
F=(A1UA2)N(A2UA3) N (A3 UA]).

Prouver queE =E

Solution.On a:

E = (A1NnA2)U(A2NA3)U(A3NAY)
= ((A1nA2)U(A2nA3))U(A3nA;) associativité deu
= ((AjUA3)NA2)U(A3NA;) enmettant A, en facteur
= ((AJUA3)U(A3NA]D))N(A2U(A3NA})) ladistributivité de U surn
= (AjUA3)N((A2UA3)N(A2UA})) ladistributivité de Usurn
= (AjUA2)N(A2UA3)N(A3UA])
= E
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5 Exercices pr OPOSéS
Exercice 2.7 Etant donnés les ensembles A;,A», AsetAs. Montrer | ‘égalité suivante

(A1 xA2) N (A3 xAyg) = (A1 NA3) x (A2 NAy)

Exercice 2.8 Etant donnés A, B des ensembles, (E;)jc1 une famille de sous ensembles de A,
(Fi)ie1r une famille de de sous ensembles B, indexés par le méme ensemble I, G une partie de
A, H une partie de B. Prouver que

1. Ujer(E; xH) = (UjerE;) x H.
2. Uierl(G x F;) =G x (UjerFp).

Exercice 2.9 Soient G un ensemble et H, et Hy deux parties de G vérifiant les propriétés
suivantes

1. HinH #@;
2. HiUH, #G;
3. H; ¢ Hy;

4. Hy ¢ Hy.

On note

1. Gi=H;nHpy,
2. G,=H;nC2%,
3. Gg=H,nCH,
4. Gy=CJV™,

Prouver que {Gy, G2, G3, Gy} est une partition de G.

5.1 Exercices sur les applications

Exercice 2.10 Considérons les applications suivantes :

f12|R — R

a — a4

et
fZ: R — [_1)1]

a — cos(ma).

Déterminer f1({1}), f71((1,2]), f71 (1 —00,00, fi({0}), f1([0,+00D), fo(N), f; 1 ({£1}).
Solution.

ftdw {a€R, fi(a) e {1}}
{aeR,a®=1}

= {11}

fitas2n {aeR, fila) € [1,2]}

= [-v2,-11U[1,V2].
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fit0-00,0) = {a€R,fi(a)€]-oo,0[}

= @_
fidoh = = {a?,ac{o}}
= {0}.
fi([0,+00l) = = {a? x€[0,+ool}
= [0, +o0ol.
fo(N)= = {cos(na),a e N}
= {-1,1}.
L) = {aeR fala@) e{-1,1}

= N.

Exercice 2.11 EtantdonnésA;,A, etAs des ensembles non vides. Etant donnés fie F(A1,A))
et [, € #(Ay,As). Prouver que si on a la bijection de fi et f», alors on peut déduire la bijec-

tionde frofy et (frofy) ™! = fflOfg_l-

Solution. Supposons que fj et f, sont bijectives, alors f>of; est bijective, et f7!, f; ! et
(fo0f1)"! existent satisfaisant

flofo=1ds, et filofi=ldy,.

Alors, (fl_lofz_l)o(fzofl) = fl_IO(fZ_IOfg)Ofl :fl_loldAzofl :fl_lofl =1da,.

Exercice 2.12 Etant donnés A, A’ des ensembles non vides, A, A, deux sous ensembles de
E. Notons he & (A,A)).
1) Prouver que l'égalité suivante n'est pas satisfaite h(A; N A) = h(Ay) N h(A2) en donnant
un contre exemple.
2) Prouver que les propositions suivantes sont équivalentes :

a) h(A1NAz)=h(A)N f(Az).

b) h estinjective.

Solution. 1) On définit U'application

h:R — R
x — 2x%

et les ensembles A; =] — 1,0],A, =[0,2].
Alors
A1 NnAy = {0}, k(A7) = [0,2[, h(A2) = [0,8], h(A1 N Ay) = {0}, eth(A;) N h(Ay) = [0,2[. On re-
marque bien que
h(A1NAz) = {0} ; [0,2[= h(A1) Nh(A).
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2) On suppose que la propriété a) est vérifiée. Soient a et a’ deux éléments différents de A.
En utilisant a) aux deux sous ensembles suivants : A1 = {a} et A1 = {a'}; on obtient

h(A1) ={h(a)}, h(Az)={h(a)}

et
@ =h(A; NAy) = {h(a)} n{h(a)}.

D'oit{h(a)} #{h(a)} . Ce qui implique que h est injective et que a) = b).
D’apres le cours (chapitre 2), pour toutes Ay, Ay de A, nous avons

]’Z(Al ﬂAz) (e h(Al) N h(Ag)

On suppose lUexistence deux sous ensembles A et A, de A telles que h(A1NA2) # h(A1)Nh(A2)
alors, il existe b de h(A1) N h(A2) qui n'est pas un élément de h(A; N Ay), mais, b € h(A;) N
h(Ay) est équivauta b € h(Ay) et b € h(Ay), et

(be h(Ay)) © Qa; €Ay, b=h(a;)) et (FazeAy, b=h(ap)).
Ce qui nécessite a # a puisque si a) = ap alors a; € Ay NAy et
be h(A1 ﬂAz)

ce qui contredit I'hypothese. Lapplication h n'est pas donc injective, donc non a) = non b)
soit encore b) = a), d'ott a) © b).

Exercice 2.13 Notons G et H des ensembles non vides. Soient h € & (G,H). Montrer l'équi-
valence entre les propositions suivantes.

a) Quel que soit G inclus dans G, h™' (h(Gy)) =Gy
b) h est injective.

De méme pour les propositions
1. Quel que soitH, inclus dans H, h(h~1(H;)) =H;

2. hest surjective.
Solution. On a pour toute partie G; de G et toute partie H; de H
Gich™'(h(G)) h(h™'(Hp)cHi.
Soit a € G;.

aeG; = h(a)e h(Gy)
= aeh '(h(Gy).

Etant donné b e h(h~'(H))).

beh(h'(Hy) = 3Jaeh 'Hy), b=ha
= dae€GbeH;,b=h(a)
= bEHl.

On va montrer maintenant I'équivalence des propriétés a) et b) en prouvant que non a) <
non b).
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On suppose I'existence d’un sous ensemble G de G telle que h ™! (h(G;)) #G; alors il existe
b de h~!(h(Gy)) qui n’est pas un élément de G ; or

be h 1 (h(G))) © h(b) € h(Gy),

dong, il existe un élément a de G; tel que h(a) = h(b) et comme b ¢ Gy, a # b, par suite h
n’est pas injective et non a) = non b).

D’autre part, si & est non injective, alors il existe deux éléments a et b de G tels que a # b
et h(a) = h(b). Supposons que G; est un sous ensemble de G qui possede un seul élément
a, alors h(Gy) = {h(a)} et {(a, b)} = ™! (h(G;)) donc

A£h (h(GY),

ce qui montre que nonb) = nona) donc nona) < nonb).
On montre maintenant que 1) < 2). On suppose que 1) vraie et utilisons cette propriété a
Hde H; il découle h(h™'(H)) =H or h~}(H) =G, donc h(G) = H. Ce dernier résultat signifie
que h est surjective, donc 1) = 2). Supposons 2) vraie, alors si b est un élément de Hj, il
existe un élémentade Gtelque b= h(a) etae h~Y(H;) car h(a) € H;; donc b e h(h™ ' (H)))
et comme cette propriété est vraie pour tout b € Hy, alors

Hi < h(h™! (H1)),
or h(h~'(Hy)) c Hy, par suite h(h™1(H;)) =H; et 2) > 1) d'o1 1) & 2).
Exercice 2.14 Considérons l'application f, : A— B. Prouver que
fi estinjective< 3f,:B— A uneapplication telle que f>o0f1 =1dp
puis donner un exemple.
Solution. I. On suppose 'injectivité de f; et

h: filA) — A
b — h(b)=a.

Nous avons h est une application. Etant donné f; le prolongement de & a B. Alors,

f20f12 A — A
a — (fofi)@=Lf(@) =1, nfi(@)=h(fila)=a.

D’Ofl, fz 0f1 = IdA
II. On suppose maintenant qu'il existe une application 3 f; : B — A telle que f,0f =1dj et
a, a’ appartenant a A tels que fi(a) = f1(a')

fila=fild) = flh@)=rffi@)
= frofi(a)=frofi(a)
= lda(a) =1dx(a")

> a=d.

D’ou 'injectivité de f;.
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Exemple 2.23 Soient A = {8,10,12,14} et B =1{8,9,10,11,12,13,14} et f; : A — B avec
f1(8) =9, 1(10) = 12, f1(12) = 11, f1(14) = 13.f; est une application injective. Considérons
Papplication f, : B — A satisfaisant f,of) = ldpy. On pose f1(A) =1{9,11,12,13} c B et h:
fi(A) — Atelque h(9) =8,h(11) =12, h(12) =10, h(13) = 14. On peut vérifier facilement que
h est une application posseéde le prolongement suivant f> : B— A tel que f»(9) =8, f>(11) =
12, fob(12) = 10, f>(13) = 14 et f>(8) = f>(10) = 10. f> est une application satisfait f>0f(8) =
L2(18) = f2(9) =8, 0£1(10) = fo(f1(10)) = f2(12) =10, f0/1(12) = f2(/1(12)) = f>(11) = 12
et 0fi(14) = fo(f1(14) = f-(13) = 14. D'oit, fr0f; =1dy

Exercice 2.15 Etant donnés A, et A, deux ensembles finis tels que cardA, = p, cardA, = q.
On rappel que A et A, sont équipotents s'il existe une bijection entre A; et A.
Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Ay et Ay sont équipotents.

Solution.I. On suppose que A; et A, sont équipotents, on peut trouver donc h: A; — Ay une
application bijective. Alors,

h est bijective = h est injective et h est surjective
= p=q et gg=p
= p= 6]
II. On suppose que p = q, donc Ay = {ay, az, ..., ap} et Ay = {by, bz, ..., bg}. Soit

h:Al — A2
a, — h(ay) = by.

avec k=1,2..., p. Il est simple a prouver que h est bijective, donc A, et A, sont équipotents.

5.2 Exercices proposés

Exercice 2.16 Considérons les applications suivantes :

hllN — N
a — a+1l.
et
I’ZZZN — N
b {0 si b=0
b-1 si b=1.

a) Les applications hy et hy est elles injectives, surjectives, bijectives ?
b) Trouver hyoh, et hooh;.

Exercice 2.17 Etant donné h, : A — B une application. Prouver que
h estsurjective< 3hy :B— A une application telle que hyoh, =1dp
puis donner un exemple.

Exercice 2.18 FEtantdonnésAy,A,,As desensembles, hy : A} — Ay, hy: Ay — As et hg : Ag —
A, des applications. Prouver les implications suivantes

a) (h3ohyoh;ethyohyohssont surjectives ethyohsohy injective) = (hy, hy, hgsont bijectives).
b) (hsohyo0hy ethy0hy ohssont injectives ethy ohsohy surjective) = (hy, hy, hssont bijectives).
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Exercice 2.19 Soient Ay = {a;} et Ay ={ay, as}. Existe-t-il des applications surjectives (resp.
des injections , des bijections ) de A, dans A, ?

Exercice 2.20 Etant donnés A;,A,,As et Ay des ensembles non vides et hy € F(A1,A,).
Prouver l'équivalence des propriétés suivantes.

a) Pour toutes applications hy € & (A3, A1), hs € ¥ (A3, A1), onahi0hy = hjohs = hy =
h3]

b) h; estinjective.

De méme
1. Pour toutes applications hy € F (Az,A4), hy € F (Az,A4), ona[hyohy = hjoh, = h; = hy).

2. hy est surjective.
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Chapitre 3

Relations binaires sur un ensemble

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler les définitions et les conventions que nous
faisons dans 'utilisation pratique de la notion de relations d’équivalences et d’ordres. Ce
chapitre est basé sur les références ([1], [2], [3], [4], [7],[8], [9], [12]).

2 Relations Binaires

Définition 3.1 [1], [3], [4] On appelle une relation binaire toute relation Z d’'un ensemble
E vers lui méme.

Exemple 3.1 Dans l'ensemble de parties d’'un ensemble E, l'inclusion est une relation bi-
naire.
Dans I'ensemble des entiers naturels, la division et I'égalité sont aussi des relations binaires.

3 Propriétés des relations binaires dans un ensemble

Définition 3.2 [1], [3], [4]
Considérons & une relation binaire sur un ensemble A.
o & est réflexive si seulement si
YaeA a¥a.

o & est symétrique si seulement si
YaeAVbeA a¥b=> bFa.
o & est antisymétrique si seulement si
VaeAVbeA (a¥betbFa)= a=D>b.
o & est transitive si seulement si
VYacAVYbeANVceA (a¥bethc) = afc.

Exemple 3.2 o Larelation" L " définie sur 'ensemble des droites est une relation bi-
naire symétrique mais n'est ni réflexive, ni transitive.
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4. RELATION D’EQUIVALENCE

n_mn

e La relation "=" est une relation binaire dans l'ensemble des entiers naturels, appelée
la relation binaire d’égalité.
Cette relation est réflexive, symétrique et transitive.
En effet, quelque soit a, b et ¢ des entiers naturels on a "=" est réflexive cara=a , "="
est transitive car
(a=b et b=c)=>a=c

et "="est symétrique car
a=b=b=a.

e Larelation ¥ :"la divisibilité dans IN". On a tout entier est divisible par lui méme,
autrement dit & est réflexible, de plus elle est transitive puisque a divise b et b divise
¢, alors : "a divise c¢". Mais, si "a" divise "b", "a" n'est pas divisible par "b", donc ¥ n'est
pas symétrique.

4 Relation d’équivalence

Définition 3.3 [1], [3], [9] Etant donnée & une relation binaire sur un ensemble A. & est
une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.
On note

a~ b(¥)

eton lit a est équivalent a b modulo & si a est correspond a b par une relation d'équivalence
.

Exemple 3.3 e Larelation "=" est une relation d’'équivalence sur tout ensemble.
o Etant donnés A et B deux ensembles non vides et h : A — B une application. La rela-
tion & définie par

Viay, a) € A*, a1 F ay < hay) = h(ay)

définit une relation d'équivalence.

5 Classe d’équivalence

Définition 3.4 [1], [3]
Etant donnée Z une relation d’équivalence sur un ensemble A et soit a € A.
o L'ensemble{b € A, bZa} c A noté a ou bien a, est appelé classe d’équivalence de a .
o Lensemble de toutes les classes d’équivalence modulo £ se nomme l'ensemble quo-
tient de A par X% et se note A/%. On a donc

AIZR ={a,a e A}.

o Les éléments de l'ensemble a sont appelés les représentants de a.
e A partir d’'une relation d'équivalence, on peut définir la surjection canoniqueS, c’est
Uapplication qui a tout élément a € A fait correspondre sa classe d’équivalence a.

Exemple 3.4 o Etant donnés A et B deux ensembles non vides et h: A — B une applica-
tion. La relation % donnée par

Y(a,b) € A%, aRb < h(a) = h(b)
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est une relation d’équivalence. On a

{beA,azb}

{be A, h(a) = h(b)}

= {beAbeh ({h(ah)}

a

o Lensemble de toutes les classes d’équivalence est A| # = {h_1 (th@}),ac E} .

Proposition 3.1 [1], [3] Etant donnée #Z une relation d’équivalence sur un ensemble A.
Alors
e YaeA a#Q
e YaieAVay €A, (dyNdy=@)V (dy = dy)
e Les classes d'équivalences sont non vides, elles sont deux a deux disjointes et leur
réunion est A c’est a dire qu'elles forment une partition de A.

Preuve.
e Siac€A, en utilisant la réflexivité de Z on obtient a € a.
e FEtantdonnés a; € A, as € A, si d N d» # @. Alors il existe as € d) N dy, donc asZa, et
asZa, . Prouvons que d; = dy. Si a4 € d,, alors

(asRar) N (asZar) N (2R Y))
en utilisant la symétrie et la transitivité de la relation %, on obtient
(asZa3) N (a3 % ay)

et comme Z est transitive on déduit que asZa,, d’ou a4 € dy, ce qui prouve que
di c dp. De la méme maniere, on montre que dy < d, ce qui termine la preuve de la
propriété.

e D’apres ce qui précede, on déduit que A/Z est une partition de A.

5.1 Factorisation d’'une application

Définition 3.5 [9], [10] Etant donné une application h: A — B, on note A| ¥ le quotient de
A par la relation d’équivalence # telle que a#b < f(a) = f(b). SoitB' = f(A). Siae Al ¥,
alors f(a) = f(b),VY(a,b) € a°.

SoitR la surjection canonique de A dans Al ¥ et i l'injection canonique de B’ dans B. Alors,

h:Al¥ — B
a — h(a=h(a) siaex

est une application bijective et l'écriture h = iohoR sappelle la factorisation de h.

Preuve.

o Pour montrer que 7 est une application il faut prouver que () ne dépend pas du
représentant de la classe . Etant donnés a, b € A tels que a = b. Alors h(a) = h(b),
d’ou

h(a) = h(a) = h(b) = h(b),
donc
Y(a,b) € (AlF)?* (a=Db) & (h(a) = h(b)),

ce qui prouve que & est une application de A\.# dans B’.
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« Prouvons que 7 est bijective. Etant donnés (g, b) € (A/.%)?,donc

h(@)=h(b) < h(a)=hb)
< a¥b

< a=b

ce qui montre que / est injective. De plus h est surjective par construction.

6 Relation d’ordre

Définition 3.6 [9] Etant donné &% une relation binaire sur un ensemble A. On dit que &
est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

On appelle ensemble ordonné un couple (A, ) ot & est une relation d’ordre sur A.

Une relation d’ordre & sur A est dite relation d’ordre total si deux éléments quelconques
ay et ap sont toujours comparables, c’est a dire si l'on a ay. ¥ ay ou a, ¥ a,. Dans le cas
contraire, l'ordre est partiel.

Exemple 3.5 o Les relations d'ordre usuelles sur N, Z, Q ou R notées < ou = sont

d’ordre total.

e Larelation < utilisée habituellement sur N, Z, Q ou R n'est pas une relation d’ordre
car elle est antisymétrique et transitive mais pas réflexive.

e Larelation c est un ordre partiel sur 2 (E) lorsque E contient au moins deux éléments.

e La relation de divisibilité sur l'ensemble N est une relation d’ordre partiel car 7 et 8,
par exemple, ne sont pas comparables ( aucun des deux ne divise l'autre).

o Comme la relation de divisibilité définie sur l'ensemble Z n'est pas antisymétrique :

les éléments x et -x se divisent mutuellement, alors la relation n'est pas une relation
d'ordre.

Remarque 3.1 On note souvent une relation d’ordre par le symbole < , qui se lit " inférieur
ou égal”, ce qui ne signifie pas forcément que l'on travaille sur N, Z, Q ou R munis de leur
relation d’ordre usuelle.

Définition 3.7 [1], [3], [9] Etant donnés (A, <) un ensemble ordonné, A| une partie de A.
e On dit qu'un élément M € A est un majorant de A, (ou qu’il majore A;) s’il majore
tous les éléments de A1, autrement dit :

VYaeA,a<M.

Lensemble A, est dit ensemble majoré.
e On dit qu'un élément m € A est un minorant de Ay (ou qu’il minore A,) s’il minore
tous les éléments de A1, autrement dit :

YaeA;,m<a.

Lensemble A, est dit ensemble minoré.

e Lensemble A est dit borné s'il est majoré et minoré.

e Lorsque l'ensemble des majorants de A, posséde un plus petit élément, cet élément est
appelé borne supérieure de A et noté supA.

o Lorsque l'ensemble des minorants de Ay possede un plus grand élément, cet élément
est appelé borne inférieure de A et notéinfA.
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e Onditqu'un élément o € A est le plus grand élément de A, (ou maximum de A, noté
maxA; ) si et seulement si
aeA;,VaeA,a<sa.

e Ondit qu'un élément € A est le plus petit élément de Ay (ou minimum de Ay, noté
minA;) si et seulement si
ﬁEAl,VCZEAl,ﬁ < da.

Exemple 3.6 e Dans (R, <), l'intervalle [3,8] a pour majorant tout élément de [8, +oo.
e Dans (2 (A), <), la partie {A1, A2} est majorée par tout ensemble contenant Ay U Aj.
e DansN munit de la relation de la divisibilité, les majorants de {8,12,18} sont les mul-
tiples de 72.
e Les ensembles N, Z, Q ou R munis de leur relation d'ordre usuelle nadmettent pas
de plus grand élément.
o Z2(A) possede, pour l'inclusion, un plus grand élément A et un plus petit élément @.

7 Exercices corrigés

7.1 Exercices sur les relations d’équivalences

Exercice 3.1 Etant donnésH ={a,b,c,d} etL le graphe d’une relation % définie par
L={(a,¢),(c,d),(a,d), (b, a),(a,b),(b,D)}.
Etudier la réflexibilité , la symétrie et la transitivité de R .

Solution. Comme les couples (a, a), (¢, ¢), (d, d) nappartiennent pas a L, alors Z n’est pas
réflexive.
Nous avons a titre d’exemple (c, d) € L donc cZd mais non d%c, dans ce cas Z n’est pas
symétrique.
Comme

((a%c) et (c#d))=> aZd,

et
(bRa) et (a%b))= (b%£Db),

alors Z est transitive.

Exercice 3.2 On définit dans 0, +oo[ la relation ¥ comme suit
aFLaeoalna =aIlna.
Prouver que . est une relation d'équivalence.

Solution. Nous avons dans ]0, +oo[ ,

| |
aFLay < na = na © h(a) = h(ay),
ay az

avec h est la fonction de ]0, +oo[ dans R définie parh(a) = th“ et de classe € sur son
intervalle de définition.
Par suite, la relation d’équivalence associée a h est .
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Exercice 3.3 Etant donnée la relation Z définie sur R?> par
(a1, a)R(ay, ay) < ar + az = ay + a,

1) Vérifier que £ est une relation d'équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence du (0,0).
3) On définit l'application
h:R*> — R
(a,b) — a+b.
Prouver que les éléments qui ont des images non identiques par h , ne sont pas équivalents

modulo Z et les éléments qui ont des images identiques par h, sont équivalents modulo %
4) Préciser la bijection h' qui existe entre 'ensemble quotient R* | Z et R.

Solution. 1) Etant donnés (a, b), (a’, b'), (a”, b") des éléments de R?, on a a+b = a+b autre-
ment dit (a, b)Z(a, b) par suite Z est réflexive. D’autre part,a+ b=a'+b' > a’'+b' = a+b,
donc £ est symétrique.
((a+b=a +b) et (@+b=d"+b")=>a+b=a"+D", parsuite, Z est une relation
d’équivalence.
2) Lensemble

0,0)={(a,b) eER?: a+b=0}

est la classe d’équivalence du couple (0,0) n’est autre que 'ensemble des points éxis-
tant sur la deuxiéme bissectrice du plan xOy.
3) Etant donnés a, b dans R?. Alors,

aRb < h(a)=h(b).

4.0n note par k' I'application qui pour toute classe fait correspondre la somme des com-
posants d'un représentant quelconque de cette classe. On déduit I'injectivité de cette ap-
plication de la troisiéme question.

D’autre part, en admettant que (%, %) € R? est 'antécédent de A, avec A € R, on obtient la

surjectivité de h'. Par suite h' est bijective.

Exercice 3.4 Etant donné % une relation pré-ordre définie sur un ensemble A, autrement
dit qu'elle est réflexive et transitive et on définit la relation binaire ®' sur A par

Y(a,a)) eAxA) (a1 R a, o aiRa, et aRal.
Prouver que R’ est une relation d’équivalence.

Solution. Réflexivité : de la réflexivité de 2, nous avons pour tout élément a, € A, a1 Z a,,
d’oltt a; %' a; et donc %' est réflexive.
Symétrie : Soient (ay, az) € A x A, tels que a1 %' a, ce qui est équivaut a

aiRa, et amRa
qu’on peut réécrire en utilisant les propriétés de la conjonction
HRa, et aRap

ce qui signifie a; %' a, .
Transitivité : Soient (a;, az, as) € A x A x A tels que

aRar et arR'as,
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ce qui équivaut a
aiRa, et aZRay

et
aRaz et asZa.

Comme £ est transitive, on obtient
aiRas et asZAa

ce qui montre que %’ est transitive. On en déduit que £’ est une relation d’équivalence.

7.2 Exercices sur les relations d’ordre

Exercice 3.5 On définit dansN x N la relation < par
V(x, ) eN?, VX, Y)eN? (x,y)<(,y)ex<xety<y.

1. Vérifier que cette relation est une relation d’ordre. Etudier si 'ordre est total ?

2. EtantdonnéX ={(6,7),(7,8),(8,6),(8,7),(8,9),(9,8),(9,9), (10, 10)}. Préciser des minorants
de X, des majorants de X.

Existe il un plus grand élément ? Un plus petit élément ? Une borne supérieure ? Une borne
inférieure ? dans l'ensemble X.

Solution. 1. Soient (x, y) € N2, onax<x ety <y, etdonc (x,y) < (x,y), d ot la relation <
est réflexive.
Soient (x,y) € N2, (x/,y") e N?, on a (x,y) < (x',y") et (x',y") < (x,), donc (x,y) = (x, ).
Par suite, La relation < est antisymétrique.
Soient (x,y) € N?, (x',y") € N2, (x",y") e N2, si (x,y) < (x,y) et (x,y) < (x",y"), de
plus, a < x'etx’ < x”, on obtient x < x”, puis d’'une maniére similaire y < y”. On trouve
(x,y) < (x",y"). Par conséquent, < est une relation d’ordre.
Cet ordre n’est pas total, car par exemple (6,7) et (7,6) ne sont pas comparables pour <.
2. On a tout élément (x, y) de X satisfait (x,y) < (10,10) et (10,10) est un élément de X.
Dongc, le plus grand élément de X est (10,10) , il est aussi la borne supérieure de X. Sup-
posons que (x, y) est un minorant de X, de (x, y) < (6,7), alors x < 6; de (x,y) < (8,6), on
obtient y < 6; d’ou (x, y) < (6,6).
Inversement, tout élément (x, y) tel que (x, y) < (6,6) est un minorant de X. Donc, I'en-
semble

Y={(x,y) eN*x<6,y<6}

représente I’ensemble des minorants de X. X n’admet pas de plus petit élément car aucun
élément de X n’appartient a ensemble Y.
La borne inférieure de X est (6,6) car ce dernier majore Y.

Exercice 3.6 On définit dansN”* la relation < par
VYa;,a eN* ay<a, o 3leN"), a=1.a.

1. Vérifier que < est une relation d’ordre. Lordre est -il total ?
2.N* admet -il un plus grand élément ou un plus petit élément ?
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Solution. 1.i. Réflexivité : pour tout a; e N*,3/ e N*, [ =1tel que a; = l.a;. D’'ou
Ya, eN*, a1 < ay.

Par suite la relation est réflexive.
ii. Antisymétrie : Soient a; e N*,a, e N* telsque a; < ax et a < a;.

m<aAady<a @AleN*,ay=l.a)) A@Al'eN*,a; =1".ay)

AleN*,a=lLa)A@l'eN*, a1 =1l".a)A(l.I'=1, car ay#0)

o
=> @AleNYa=la)r@l'eN* a;=l".a) A(a»=1.1'.ay)
=
=

ar=a; car VL,I'eN*,(I.I'=1=>1=1"=1)
donc
Vaj,aeN* (@gsamhar<a)=>a=a;
par suite, la relation est antisymétrique.

iii. Transitivité. Soient a; € N*, a, € N*, az e N* tels que a; < ay et a, < as.

a<mhap<a; o @AleN a=la)n@l' eN*,a3=1"a)
= (Elll€|\|*,ll=l,l,d3:l1.6l1)

= da) =das.

D’ou la relation est transitive. On en déduit que la relation est une relation d’ordre.

En considérant a; = 7 et a, = 8, on remarque que ces deux chiffres ne sont pas compa-

rables (aucun des deux ne divise 'autre), par suite 'ordre n’est pas total.
2. 1. On remarque que
YaeN*,Al=aeN*, a=11

donc
YaeN*, 1<a.

Dans ce ca, on peut dire que 1 est le plus petit élément de N*.
I1. Comme
YaeN*,Ab=2aeN*, a<h.

Donc, N* n’a pas de plus grand élément.
Exercice 3.7 On définit la relation % dansR? par

(a1,b1)F(as, b)) © a1 =a> Ab; = bs.

1. Vérifier que & est une relation d’ordre.
2. Etudier la totalité de la relation & surR? ?

Solution. 1. Soit (a;, b;) € R?. On a
a=aANbi=bh

donc (ay, b1).¥ (ay, by). Par suite, . est réflexive.
Etant donnés les deux éléments (a;, b;) € R?, (az, bo) € R?>. On a

(a1, )L (az, b2) A (az,b2)F (a1, b)) < [ar=axAby=bylAlax=a) Aby = b]
=> air=aAb1=b

= (a1, b1) = (ay, by).
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d’ot la relation est antisymétrique.
Etant donnés (a;, by) € R?, (ay, by) € R?, (as, bs) € R?, car

(a1, b)) F (az,b2) A (az,b2)F (as,bs) < [ay=axAby = Dbl Alaz = az A by = bs]
= ay=as3Nb;=Dbs
= (a1,0)F(as, bs).

D’o, la relation . est d’ordre.
2. & n'est pas totale sur R? car a titre d’exemple (2, 6) et (8,5) ne sont pas comparables.

Exercice 3.8 Etant donné 2 l'ensemble des relations binaires entre éléments d'un ensemble
AetSetS deux relations de 9B. S est dite contenue dans S’ et on noteS S’ si

(V(a,b) e AxA) [aSb= aS'D].
Prouver que la relation (c) est une relation d’ordre dans 9.

Solution.i. Soient (a,b) e AxA,Se %B,ona[aSb= aSh] donc S cS. D’ot, la relation est
réflexive.
ii. Soient (a, b) € A x A. Supposons S € 98, S’ € B tellesque ScS’ et S'=S.Ona

(laSh = aS’'blet[aS'b = aSh]).

Donc,
(V(a,b)e AxA) [aSbh< aS'b]

donc S =S'. Par suite la relation est antisymétrique.
iii. Soient (a,b) e AxA,S€ B,S' e BetS" e BtellequeScS' etS' <S”, alors:

(V(a,b)e AxA) ([aSb= aS'blet[aS'b= aS"b)).
En utilisant la transitivité de I'implication, on obtient
(Y(a,b)eAxA) ([aSh= aS"b)]),

autrement dit S < S”. On conclue que la relation d’inclusion (<) est une relation d’ordre
dans %.

Exercice 3.9 Etant donnés (A, <) un ensemble totalement ordonné et A, et A, deux parties
qui possédent des bornes inférieures et supérieures. Prouver que

1. sup(A; UAp) =max{supAj,supAy},

2.inf(A; UA,) = min{infA;,infA,}.

Solution.1. Admettons L= max{sup A, sup B} et [ = min{infA, infB}. Donc,
VYa(ae (AjUAy) = [(a€A;) Vv (aeAy)]

(a=<supAj) Vv (a=supAy)

(asl)v(as<l)

(a<L).

Lyl

D’ou L est un majorant de A; U A».
Il reste a montrer que L est le plus petit des majorants de A; U A,. Supposons L’ un majo-
rant de A; UA,, alors L’ est un majorant de A; et de Ay, donc

(supA; <L) A (supA, <L)).
D’ou
L=max{supAj,supAy} <L’

Par suite L =sup(A; UA)).
La démonstration de la deuxieme question est similaire.
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8 Exercices proposés

Exercice 3.10 Etudier la réflexibilité, la symétrie et la transitivité des relations suivantes :
1) La relation "L " définie sur I'ensemble des droites d’'un plan.
2) La relation x3 + 2x = y3 + 2y dans l'ensemble Z.

Exercice 3.11 Etant donnée la relation . définie sur R par
L a a.a>0.

1. Vérifier que & est une relation d’'équivalence.
2. Donner la classe d’équivalence de 10.

Exercice 3.12 Etant donnée ¥ une relation d’équivalence définie sur un ensemble non
vide A. Prouver que l'ensemble quotient Al & est une partition de A.

Exercice 3.13 Considérons (H, <) un ensemble totalement ordonné et H, etH, deux parties
de H. Supposons que les bornes inférieures et supérieures de H, et H, existent. Montrer
Lsup(H; NnHy) = min{sup H;, sup Hy}, 2. max{infH,,infH,} = inf(H; N Hy).

Exercice 3.14 Etant donnés H = {hy, hy, h3, hy, hs} , & une relation d'ordre définie sur H
telle que
hFhy, hiFhs, hhF hy, hoF hs, hsF hs

et Hy = {hy, h3},Hz = {hy, h4}, H3 = {hy, hy, hs}.
Trouver l'ensemble des majorants dans H, la borne supérieure et le plus grand élément
de chacune des parties Hy,Hy, Hs s’ils existent.
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Chapitre 4

Structures algébriques

1 Introduction

Le but de ce chapitre est de définir les structures algébriques usuelles (groupes, an-
neausx, corps). Ces structures sont une formulation des propriétés classiques des ensembles
N, Z, Q, R, C et R” munis de leurs opérations usuelles + et —, propriétés que nous suppo-
serons connues.

Ce chapitre est basé sur les références ([1],[2],[3], [4], [6], [10],[8], [9], [10], [11], [12]).

2 Lois de composition interne

2.1 Généralités

Définition 4.1 [1], [3], [6],[9], [11] Etant donné A un ensemble non vide. Toute application

deAx A dans A
*:AxA — A

(a1,a) — a1*ap.

est appelée loi de composition interne dans A.
Si Ay est un sous ensemble de A satisfaisant

Ya, b,EAl, axb €A1,
alors on dit que A est stable par rapport a la loi .

Exemple 4.1 1. Laddition et la multiplication dansN, Z, Q, R, C.

2. La soustraction dans Z, Q, R, C.

3. La division dans Q*, R*, R}, C*.

4. Si A est un ensemble, alors Uintersection N et la réunion U sont deux lois de composition
internes dans 2 (A).

5. La composition des applications notée "0 " est une loi de composition interne dans l'en-
semble des applications d’'un ensemble dans lui méme.

6.Dans l'ensemble des entiers naturels impaires, l'addition n'est pas interne en effet : si
ay =2p1 +1 et a, =2p, + 1 avec (p1, p2) € N? alors, ay + ap = 2(py + p + 1) nlest pas im-
pair.

7. Considérons la loi x qui est définie sur N* par

a1 *xaz=a;+a,—4.

Cette loi n'est pas interne dansN* car pour a) = a, =2, on obtient axay = ay+a—4=0¢ N*.
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Exemple 4.2 ConsidéronsA = {{ay, az},{ai1, as}, {az, as}} c P({ay, ay, as}). On remarque que
Ay ={ay, ax}, Ao ={ay, asl; AinAx={a1} ¢ Aet AyUAx ={ay,az,a3} ¢ A

donc A n'est pas stable par rapport a lintersection et la réunion.

Notation
Les lois de composition sont généralement notées par L, x,A, T, +, ., 0, ...

Définition 4.2 [1], [3], [6],[9], [11] Soient x, A deux lois de composition internes dans un
ensemble A.
1. x est dite commutative si et seulement si

Y(ay, ay) €A2,a1*ag =dyxa.

2. x est dite associative si et seulement si

3
V(ay, a,a3) € A, (a1 % az) x az = a; x (az x az).

3.  est dite distributive par rapport a A si est seulement si
V(a1 az, as) € A°, a1+ (a Aas) = (a1 * a) A (a1 * az).

et
(arAaz)*a, =(ax*a) A(as*ay).

4. ep € A est dit un élément neutre a gauche de la loi * si

Va; €A exxa) =a,

ep € A est dit un élément neutre a droite de la loi x si

VYa, €A, axex=ajy.

Si ep est un élément neutre a droite et a gauche de la loi  , on dit que e est un élément
neutre de x.

Exemple4.3 1. DansN, Z, Q, R, C, l'addition est une loi commutative, associative , elle
admet un élément neutre 0.

2. Si A est un ensemble, alors l'intersection N et la réunion U sont deux lois de composition
internes associatives, commutatives dans & (A).

@ est l'élément neutre de U.

A est l'élément neutre de N.

N est distributive par rapport a U et U est distributive par rapport an.

3. La soustraction dans C nest pas commutative.

Proposition 4.1 [3] Etant donnés A un ensemble non vide muni d’'une loi interne x, e, un
élément neutre a droite de x et e, un élément neutre a gauche, alors e, = e». Dans ce cas, on
dit que ey = ey est I'élément neutre de .
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Preuve. Supposons que e; est un élément neutre a droite de x et que e, un élément neutre
a gauche de x. Comme e; est un élément neutre a gauche de %, on a

el =exxe;
et comme e; est un élément neutre a droite de x, on a
er)=exxe].
Alors,e1=e;. m

Remarque 4.1 On déduit de la proposition précédente que la loix admet un élément neutre
unique.

Définition 4.3 [1], [3], [6],[9], [11] Soit A un ensemble non vide muni d’'une loi interne
admettant un élément neutre ex. Un élément a; € A est dit un élément symétrisable ( ou
admet un symétrique) s'il existe un élément a, dans A vérifiant

arxdp =dr*xd) =ex.
ap est appelé le symétrique de a, par rapport a, noté —a .

Exemple4.4 1. DansZ, R, C, chaque élément a, admet un symétrique (—a,) pour l'addi-
tion.
2. Dans P (E), toute partie différente de E n'a pas de symétrique pour la loi "intersection”
car

VA€ P(E),7Be 2(E),AnB=E

Remarque 4.2 Le symétrique d’'un élément n'est pas toujours unique.

Exemple 4.5 On définit dans l'ensemble A ={«,, Y} la loi de composition interne par

(A fafp]y]
a|la|p |y
PIB|Y|«
YIlY|oa|«a

Ona: 1. o est l'élément neutre de A,
2. o est le symétrique de a,

3. Y est le symétrique def3,

4.0 ety sont des symétriques de y.

Proposition 4.2 [3] Considérons A un ensemble non vide muni d’'une loi interne x admet-
tant un élément neutre e telle que cette loi est associative. Supposons que a est un élément
de A symétrisable par %, alors son symétrique est unique.

Preuve. Soient a € A et a, et a, sont des symétriques de a. On a

ay = djxep
a)x(axap)
(arxa)xay
= eaxdr=day.
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Exemple 4.6 Dans l'exemple 4.5, I'élément y admet deux symétriques et la loi nest pas as-
sociative car

(PAP)AY=YAY=«
et

PAPAY)=PAa=0.

On déduit donc que l'associativité de la loi assure l'unicité du symétrique.

3 Groupes

Définition 4.4 [1], [3], [6],[9], [11] Etant donné A un ensemble non vide muni d'une loi
interne x. (A, x) est dit un groupe si la loi * est associative, admet un élément neutre et tout
élément de A admet un symétrique.

Le groupe (A, %) est dit groupe commutatif ou abélien si la loi x est commutative.

Exemple 4.7 1. Dans (Z,+), [R,+), (C,+), (R*, x), (C*, x) sont des groupes abéliens.
2. (N, +) n'a pas une construction d’'un groupe.

Définition 4.5 Soit (A, A) est un groupe fini. Alors le cardinal de A est appelé ordre de A.

3.1 Sous groupe

Définition 4.6 [1], [3], [6],[9], [11] Etant donnés (A, A) un groupe et Ay une partie non vide
de A. (A1, A) est appelé un sous groupe de (A, A) si et seulement si la restriction de la loi de
AaA; aune structure de groupe dans A, , autrement dit

1. Lélément neutre de A est un élément de Ay ;

2. Pour tout (ay, az) € A%, (a1 Aaz) €Ay ;

3. Le symétrique de chaque élément de A, est un élément de A;.

Exemple 4.8 1. (Z,+) est un sous groupe de (R, +).
2. Supposons que (A, A) est un groupe, alors (A, A) est le plus grand sous groupe de (A, A) et
({ea}, A) est le plus petit sous groupe de (A, A).

Proposition 4.3 [6] Tout sous groupe est un groupe.

Preuve. Etant donné (A;, A) un sous groupe de (A, A). En utilisant la définition d'un sous
groupe, il suffit de montrer I'associativité de la loi A dans H. Etant donnés ay, as et as des
éléments de A, et comme ce dernier est une partie de A, alors ses éléments sont aussi des
éléments de A, on a dans ce cas

(a1Aa))Aas=aA(axAas).
|

Théoréme 4.1 [6] Etant donnés (A, A) un groupe et A} une partie non vide de A. Alors,
(A1, A) est un sous groupe de (A, A) si et seulement siV(a,, ay) € A% (a1 A(—ap)) EA;.

Preuve. 1. On suppose que (A}, A) est un sous groupe de (A, A). Prenons (a;, ay) € A12,
sachant que A; est un sous groupe alors, (—y) € A; et en utilisant la stabilité de A; par la
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loi, on obtient (a; A(—ay)) € A;.
D’autre part, si pour tout a;,a, € A} ,ona

(a1 A(—ap)) € Ay. (4.1)

Il suffit de montrer que
i.eeA;y.
ii. —ap € A;.
iii. (m Aay) € Ay.
i. En remplacant dans (4.1), a; par ay on trouve e € A;.
ii. En remplacant dans (4.1), a; par e, on obtient —ay € A;.
iii. Pour a; et —ay, ,on a
(a1 A(—(—ap))) = (a1 Aap) € A;.

Théoréme 4.2 (Théoreme de Lagrange) [6],(11] Etant donnés (A,*) un groupe du cardinal
fini. Si (A1,*) est un sous groupe de (A, ), alors le cardinal de A est divisible par le cardinal
de A1 .

Proposition 4.4 [6] Etant donnés (A, A) un groupe et Ay et A, deux sous groupes de (A, A).
Alors, Uintersection de A, et A, muni de la loi A est un sous groupe de (A, A).

Preuve. Montrons que
V(ay, az) € (A} NA2)?, (a1 A — az) € (A] N A).
Soient a; € (AjNAy) etas € (Aj NAy).

al€A; et a €Ay
aEA et aynA,.

a € (AinAyeta e (A1NAy) = {
Le fait que A; et A, sont des sous groupes, alors
(a1A(—az)) €A et (aiA(—az)) €As.
D’ol, (A; N A2, A) est un sous groupe de (A, A). =

Remarque 4.3 (A; UAy, A) n'est pas nécessairement un sous groupe de (A, A).

Exemple 4.9 Considérons A) = {4k, k € Z} =4Z est un sous groupe de (Z,+) et A, = {5k, k €
Z} =57 est un sous groupe de (Z,+) donc, d’apres la proposition précédente (A} N Ay, +) est
un sous groupe de (Z, +).

Onade A etb ey, 4et5sontdeux élémentsde (A1 UAy), maisd+5=9¢ (A; UA)).

3.2 Groupe quotient

Proposition 4.5 [6] Etant donnés (A, ) un groupe et (A1,%*) un sous groupe de (A,x). En
définissant dans A la relation ¥ comme suit

V(ay, ap) € A% (1.5 az) © (ay  (—ap)) € Ay,

alors relation est une relation d'équivalence.
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Preuve. 1. La réflexivité de ..

Sia; €A, onaa;*(—a;)=e€A;, donc . est réflexive
2. La symétrie de ..

Si (a1, ap) € A?,

a, ¥ a (a1 *(—ap)) € Ay
(a1 x(—ap) € Ay

(axx—ay) €Ay

LU U9

dgyal

3. La transitivité de .#.
Si (a1, az, as) € A3,

aFLa et arFas (m*x(—ax))eA; et (arx(—az)) €A
((aq % (—ap)) x (az* (—as))) € Ay
(a1 % (—a3)) € Ay

dlyag.

Lued

Remarque 4.4 Pourtouta€A, ona

a = {meAaFal
= {a1 €A a1 x(—a) €A}
= {mpeAJheA,h=a,x(—a)}
= {mmeAJheA,a1=h*a}
= {h*xa,heAl=A1*a

On peut définir dans l'ensemble quotient A/ # = Al A, la loi interne x comme suit
@ * b=axb

satisfaisant les propriétés suivantes : commutativité, associativité, admet un élément neutre
e et l'inverse de chaque élément a est —a. Par suite (A/A1,*) est un groupe commutatif ap-
pelé groupe quotient.

Exemple 4.10 Etant donné m e N* ; alors
mZ={mz,z€ 7}
est un sous groupe de Z, et la relation "...est congru a...modulo...m" définie par
(V(a1, @) € Z%, a1 = a[m)) & m/ (a1 — ap)
est une relation d'équivalence. La classe d’équivalence d'un élément a, € Z est donnée par
a={a1+km,keZ;}.
Lensemble des classes d’équivalence est donnée par

Z/mZ=140,1,2,...n—1}

54



3. GROUPES

On a (ZImZ,+) est un groupe commutatif. En effet
1.+ est interne dans (Z/ m2).
2. V(alr az, a3) € Zsy

(ai+ax))+as = a1+ax + as
= (a1+ap)+as

= ay+(ax+as)

= a_II ar + as
= a)+(az+as)
Donc + est associative.
3.VY(a;,ay) € 7%,
(aTI@ = a1 t+a
= dr+a
= axt+a;
Donc + est commutative.
4. Va,€Z,
(@+0) = a;+0
= @
donc0 est un élément neutre pour +.
5.Va1 €7,
(@+-a) = a+(-a
=0

donc tout élément de (Z/ mZ) admet un élément symétrique —a e pour +. On en déduit que
(ZImZ,+) est un groupe commutatif.

Exercice 4.1 Déterminer tous les sous groupes de (Z/37,+).

Onazl/3={0,1,2} avec

0=1{3k, ke z},

1={3k+1,kez},

2 ={3k+2,k € Z}. On peut vérifier que (Z/3Z,~+) est un groupe commutatif en utilisant le
tableau de Pythagore

N~ ol +|
Nl =] 2l ol
=1 DI NI DI

Sl NI | —I

Supposons que A; est un sous groupe de (Z/37,+), d’apres le théoréme de Pythagore, le
cardinal de A, divise le cardinal de Z/3Z, c’est a dire que cardA; =1 ou cardA, = 3. Alors
A;={0} oubien A;={0,1,2}=7Z/37.
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3.3 Morphismes de Groupes

Définition 4.7 [6], [11] Etant donnés (A, ) et (A',s) deux groupes. Une application h: A —
A’ est appelée morphisme (ou encore homomorphisme) de groupes si et seulement si

Yay,ar €A, h(a;~ay) =h(a;) e h(ay).

Si h est bijective, h est dite un isomorphisme de groupes. Alors, que A est dit isomorphe a A’,
ou que A et A' sont isomorphes.

Si A=A, on dit que h est un endomorphisme de A, et si de pus h est bijective, on dit que H
est un automorphisme de groupes de E.

Exemple 4.11 Considérons les deux applications suivantes

hi: RY,) — [R+)
a — b=lna.

hz . (R, +) _— (R:‘_) -)
a — b=expa.
Nous avons
In(a;.ax) =lna; +Ina,
et
exp(a; + az) =expa;.exp az

Alors, hy et hy sont des morphismes.

Proposition 4.6 [3], [6] Etant donnés h : (A,x) — (A',s) un morphisme et ey € A et e, €A
des éléements neutres. Alors,

1. hiep) =¢),.

2.VaeA, h(—a)=—-h(a).

3.Imh = h(A) est un sous groupe de A.

4. ker h est un sous groupe de A.

Preuve. 1. Considérons a le symétrique de h(ey) dans A’, alors

ey= ash(ep)
= aeh(epxxep)
= aeh(ea)h(ea)
= ey hlen)

= h(ey) car e estl’élément neutre dans A'.

2.Soita€ A,ona

ey= hiea)
=  h(ax(—a))
h(a) e h((-a))
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donc, h(—a) = —h(a).
3. En utilisant la définition de Imh = h(A), on a h(A) # @ car Jex € A, h(ep) € h(A). Soient
maintenant (by, by) € (h(A))%. On a

(bl € h(A)) = (Eldl eA: b1 = h(dl)
et

(bre h(A)) = Farx € A: by = h(ay).
Alors

by e (=by)= h(a;)e(—h(ap))
= h(ay * (—ay))) € h(A).
D’olu Imh = h(A) est un sous groupe de A’
4. kerh={ae A h(a) = eg} est un ensemble non vide car h(ep) = eg et donc e, € ker h.

Considérons a et a’ deux éléments de ker 4, montrons que a* (—a’) € ker h, il suffit donc
de montrer que h(ax(-a'))=e,.Ona

h(ax(—a"))= h(a)eh(-a)
- h(@) s (—h(a))

= eye(—ey)=e).
Par suite, ker i est un sous groupe de A. m
Exemple 4.12 Considérons I’ application suivante

h: (R, +) — R+)
(a,b) — h(a,b)=a.

Alors,

{(a,b) € R?, h(a,b) =0}
{(a,b) e R?, a=0}
{(0,b), b€ R}

{0} x R.

kerh

et

{h(a,b), (a,b) € R?*}
{a, (a,b) € R*}
{a,aeR}

R.

Imh

D'oii, ker h et Imh sont deux sous groupes de (R?, +) et (R, +) respectivement.

4 Anneaux

Définition 4.8 [6] On appelle anneau, tout ensemble H non vide muni de deux lois de com-
position internes + et o telles que
1. (H, +) construit un groupe abélien (on notera 0 ou Oy 'élément neutre de +),
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2.e est associative et distributive par rapport a +.
3. La loi » possede un élément neutre dans H.

Si de plus, la loi  est commutative, alors (H, +, ») est dit anneau commutatif.

Exemple 4.13 1. (R, +,.), (C,+,.) représentent des anneaux abéliens.
2. (N, +,.) n'est pas un anneau car il n'est pas un groupe.

Notation

1. Lélément neutre de la loi e dans ’anneau (H, +, ) est noté souvent 1 ou 1y.
2.Dans un anneau, un élément est inversible par rapport a la deuxiéme loi e, on dit qu’il
est inversible. Linverse d’'un élément a € H est noté a™!.
3.0n note H* = H\{0y}.

4. Notons pour tout [ € H*
nl=1+1+..41 (ntermes)sineN",

nl=0 sin=0,
nl=—((-n)el) sinezZ*,

et
I"=]ele..e] (ntermes).

Calcul dans un anneau

Proposition 4.7 [3], [6] Soit (H, +, ) un anneau, alors pour tous a, b et c dans H, n € Z et
nezZ ona

1.0y » a=a e« 0y =0y, on dit que Oy est un élément absorbant pour la loi » dans H.
2.ae(-b)=(—a)eb=—(aeDb).

3lge(-b)=(-1yg)eb=—0.

4ae(b—c)=(aeb)—(aec).

5. (b—c)ea=(bea)—(cea).

6.(n+nYa=na+n'a.

7.n(—a)=(—n)a=—(na).

8.n(a+b)=na+nbetn(a—b)=na-nb.

9.n(ab)=(na)eb=ae(nb).

Preuve. 1. En utilisant la distributivité de la loi e par rapport a +, on obtient
Ogea=0g+0g)ea=0gea+0gea)

et comme (0y » a) est un élément symétrisable dans H, on déduit que Oy » a = 0y. De la
méme technique, on peut montrer que a ¢ Oy = 0.

2. 1l suffit de montrer que a « (—b) est le symétrique de (a ¢ b). D’apres la propriété 1. et la
distributivité de la loi » par rapport a +, on a

ae(—b)+(aeb)=ae(—b+b)=ae0yg=0y4

d’'oltt ae (—b) = —(a e b). D'une manieére similaire, on prouve que (—a) e b=—(ae« b).
3. Il suffit de remplacer dans la propriété 2. a parly.
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Pour 4. et 5. En utilisant la distributivité de la loi  par rapport a + et la propriété 2. on
peut écrire
ae(b—c)=(aeb)+ae(—c)=(aeb)—(aec)

et
(b—c)ea=(bea)+(—cea)=(bea)—(cea).

6.0na(n+n)a=a+a+..+a=(a+a+..+a)+(a+a+..+a)=na+n'a.

-~

~
n+n' terme n terme n' terme

7.0na

n(—a)+(na) :S—a+ (—a)+...+ (—a)l+£a+ a+..+ a)J:S(—a+ a)+(—a+a)+..+(—a+ a)l:OA

Vv v Vv
n terme n terme n terme

D’ou n(—a) = —(na). De méme pour (—n)a=—(na).
8. En utilisant la commutativité de la loi +, on obtient

n(a+b):ga+b)+(a+b)+...+(a+bz:ga+a+...+a1+gb+b+...+b1:na+nb

v v v
n terme n terme n terme

et

n(a—b) =(a— b)+(a-b)+..+(a- bl:£a+ a+...+ al+£—b+ (=b)+..+ (—b)l: na+n(->b)

v v
n terme n terme n terme

et d’apres la propriété 7, on obtient

n(a—b)=na-nb.

9. Légalité n(ab) = (na) « b est vraie si n =0, vu 1, elle est vraie si n > 0 par distributivité.
Si n <0, soit k = —n. Alors na = —(ka), donc (na)b = (—(ka))b = —((ka)b), puis (na)b =
—(k(ab)) = (—=k)(ab) = n(ab). De méme pour a(nb) = n(ab). m

4.1 Diviseur de zéro

Définition 4.9 /3], [6] Soient (H, +, ¢) un anneau et a; € H.

1. ay est un diviseur de zéro a gauche si et seulement si a) # 0y et da, € H tel que a, # 0y et
aye dy = OH.

2. ay est un diviseur de zéro a droite si et seulement si a; # Oy et Jas € H tel que as # 0y et
asze d) = OH.

3.a; est un diviseur de zéro si et seulement si a, # Oy et a; est un diviseur de zéro a gauche
et a droite dans H.

Remarque 4.5 Dans un anneau commutatif, tout diviseur de zéro a gauche est un diviseur
de zéro a droite.

Définition 4.10 /3], [6] Un anneau (H, +, ) est dit integre s'il est un anneau commutatif
distinct de {0y} et n'admet aucun diviseur de zéro.

Exemple4.14 1. (Z,+,.), (@Q,+,.), R, +,.) et (C, +,.) sont des anneaux integres.
2. (R?,+, ) oiv + est Uaddition habituelle et » est la multiplication produit définie par (a, b) «
(a@',b") = (ad',bb') nest pas integre, comme (0,1) » (1,0) = (0,0).
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4.2 Sous anneau

Définition 4.11 [1], [3] Soient (H, +, ¢) un anneau, et H, une partie non vide de H. On dit
que (Hy, +, *) est un sous anneau de (H, +, o) si et seulement si

1. (Hy, +) est un sous groupe de (H, +)

2. Pour tout (a;, a») € le, (aieax) eH;;

3. 1y est un élément deH; .

Exemple 4.15 1. (Z,+,.) est un sous anneau de (R, +,.) .
2. (nZ,+,.) est un sous anneau de (Z, +,.).

Proposition 4.8 [1], [3] Soient (H, +, ¢) un anneau, etH, une partie non vide de H. (Hy, +, o)
est un sous anneau de (H, +, o) si et seulement si

1.Y(ay,a) € Hy?, (a; — ap) € Hy,

2.¥ (a1, ap) € Hy?, (ay » ap) € Hy,

3.1y € H;.

Preuve. =) En utilisant la définition d’'un sous anneau, on obtient 1., 2., 3.
<) Supposons que les propriétés 1., 2., 3 sont vérifiées. Alors,

Og=(g—-1p)eH

VaeH;,—-a=0xg—a) e H;

et
Y(a, b)eHi%,a+b=a+(-b) e Hy.

On en déduit que (Hy, +, ¢) est un sous anneau de (H, +,¢). =

4.3 Morphismes d’anneaux

Définition 4.12 [1], [3] Soient (H, +, ) et (H', %, A) deux anneaux. Une application h : H —
H’ est appelée morphisme (ou encore homomorphisme) d'anneaux si et seulement si
1.Yay,a; €H, f(a)+ap) = f(a1) % f(ay),

2.Vay,a €H, flay*ay) = f(a1) A f(ap),

3. f(lp) = 1.

Les morphismes d’anneaux de (H, +, ¢) dans (H', +, ¢) sont en particulier des morphismes
de groupes de (H,+) dans (H’, +). IIs en ont toutes les propriétés et on utilise la méme
terminologie : isomorphisme, endomorphisme et automorphisme.

Exemple 4.16 Lapplication

h1: (R7+7-) - (Rr+r~)
a — h(a)=0.

on remarque qu'on a pas l'égalité h(1) = 1. Donc hy n'est pas un morphisme d'anneaux.
Et l'application
hy: (Z,+,.) — (Z,+,.)
a — h(a)=a.

est l'unique endomorphisme de Z, car hy est un endomorphisme, on a hy(1) =1 ce qui en-
traine par récurrence :
VmeZ,, hy(m)=m
puis
VmeZ_hy(m)=—hy(—-m)=—(—m)=m
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4.4 Anneau quotient Z/nZ

Proposition 4.9 [I], [3] (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif oit
atb=a+b

et

a-b=a.b

Preuve. D’apres ce qui précede, on sait que (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.
1. - estinterne dans (Z/nZ).
2.V(a, az, a3) € Z°,

(d_l'tl_z)'d_g = dl.aztd_g
= (ai.ap).a3

= 611.(612.613)

= d_lr ay.das

= ar:(az=as)

Donc - est associative.
3.VY(ay, ay) € 72,

(ar=ax) = ai.a

= dp.a;

= axay
Donc - est commutative.
4.Va €,

(@-1) = a1

= a
donc 1 est un élément neutre pour -.
5.V(a, az, a3) € Z°,

ay-(az +az) = ay.-(ax+as)
= a.(az+as)

= (a.ap) + (a;.a3)

= (dl.dz) + ay.as

= ar=a;+a=as)

Donc - est distributive sur +. On en déduit que(Z/nZ, +,-) est un anneau commutatif. m

5 Corps

Définition 4.13 [1], [3], [6] On appelle corps, tout ensemble M muni de deux lois de com-
position internes + et » telles que

1. (M, +, ¢) est un anneau non réduit a {Oy} tel que tous ses éléments non nuls sont inver-
sibles, autrement dit
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1. (M, +, ) est un anneau ,

2.0m # 1m,
3. Tout élément de M — {On;} a un inverse pour » dans M.

Dans le cas ot la loi « est abélienne, alors (M, +, ) est appelé corps abélien.

Exemple 4.17 1. (R,+,.), (C,+,.) sont des corps abéliens.
2.(Z,+,.) nest pas un corps car seuls 1 et -1 sont inversibles.

Proposition 4.10 [1], [3], [6] Chaque corps commutatif est un anneau integre.
Preuve. Etant donnés (M, +, ¢) un corps abélien et a; € M, ay € M tels que a; #0. Montrons

que
(d]'tlz):O:) [12:0.

En effet
(@rea)=0 = ay 'e(arsaz)=aj' «0
= (a1 'ea)eaz=0
= Ipmeax=0
= d2:0.

D’ou, M est integre. m

Remarque 4.6 La réciproque de cette proposition n'est vraie en général.

Exemple 4.18 (Z,+,.) est integre mais n'est pas un corps.

6 Sous corps

Définition 4.14 [1], [3], [6] Etant donnés (M, +, ») un corps, et M’ une partie non vide de M.
On dit que (M, +, *) est un sous corps de (M, +, ») si et seulement si

1. (M, +, ®)) est un sous anneau de (M, +, o).

2. Pour tout xe M' — {0y}, x ' e M.

On a aussi la caractérisation suivante des corps.

Définition 4.15 Etant donnés (M, +, ¢) un corps et M’ une partie non vide de K. On dit que
(M, +, o) est un sous corps de (M, +, o) si et seulement si

1.V(a,b)eM"”? (a—b)eM,

2.¥(a,b) eM”,(aeb) eM/,

3. 1m€ M.

4. Pour tout x e M' = {0} }, x 1 e M.

Proposition 4.11 [1], [3], [6] Soit m € Z. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. m est premier.

2.(ZIm2,+,) est un corps commutatif.

3. (ZImZ,+,7) est un anneau integre.
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Preuve. Considérons m premier et a, € Z/mZ — {0}, a; € Z tel que a, = a; et a; #0 donc
m n’est pas un diviseur de a; et puisque m est premier donc m A a; = 1. Donc, a; est
inversible dans Z/mZ. Par suite, Z/ mZ est un corps. Donc, 1. = 2.

Supposons que M est un corps commutatif et (a, ay) € M2, arar =0 et a; #0 alors, a, =
a, (ayay) =0. Do, tout corps commutatif est un anneau integre.

Pour montrer que 3. = 1. en utilisant la contraposée, montrons que si 7 n’est pas premier
alors Z/ mZ n'est pas intégre . Si m n’est pas premier alors il existe (a1, a») € N? tels que a;
et a, sontnonnulset m=aya,, 1<a;<metl<a,<mdolaa;=0aveca; #0eta; #0.
[

7 Exercices corrigés

7.1 Groupes

Exercice 4.2 Considérons la loi e définie sur] — 1,1[ comme suit

a+b

Va,bel-1,1[, aeb= .
4, bel La 1+ab

Prouver que (] — 1,1[, ) est un groupe abélien.

Solution. 1. « est-elle une loi de composition interne dans | —1,1[?
Soient a,b €] —1, 1], alors
(lal<DA(bl<1)

d’ou
labl =lallb| <1
donc
l1+ab>1-|ab|>0.
Par suite bl
a+
|1+ab|<1 la+ b| < |1+ ab|

la+bl|<l+abcarl +ab>0
—(1+ab)<a+b<l+ab
(a+b-1-ab<0)et(a+b+1+ab>0)
(1-b)(a-1)<0)et(1+b)(a+1)>0)

t 0000

puisque —1 < a,b < 1, alors
(A=b>0)A(a-1<0)et(1+b>0A(a+1>0))
donc
(1-b)(a-1)<0)et(1+b)(a+1)>0),

d’ol  est une loi de composition interne dans ] — 1, 1[.
2. ¢ est -elle commutative ?
En utilisant la commutativité de I’addition et de la multiplication dans R, on a

a+b b+a

VYa,bel—-1,1[,aeb= = =bea.
] Las l1+ab 1+ba )
Ce ci prouve que » est commutative.
3. ¢ est -elle associative ?
Soient a, b,c €] —1,1], alors

(aeb)+c

(aeb)ec=————
1+ (aeb)c
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( a+b

_ ‘l+ab
- a+b

1+ (1+ab)c

a+b+c(1+ab)
1+ab

= 1+ab+ac+bc
1+ab

)+ ¢

etona (beo)

a+(bec
@ (bxc)= 1+ a(bec)
b+c
1+bc

14—&(5:;;)

a+(

a(l+ab)+b+c
_ 1+bc

~ l+bct+ac+bc
1+bc

_ a+b+c(l+ab)
" 1+ab+ac+bc
En comparant les deux résultats, on trouve

VYa,b,cel—-1,1[,(aeb)ec=ae(bec).

Par suite e est associative.
4. « admet elle un élément neutre ?
Soit e € R, alors

(e élément neutrede o) < (Va€e]l—-1,1[,ase=eea=a)

la commutativité e et
at+e _

1+ae_a 9
ate=a+ae
e=a’e
e(l1-a®)=0

(e=0)Vv(a=%1)

aee=ad

t 00080

on obtiente=0€] —1,1[ est'’élément neutre de e.
5. Tout élément de ] — 1,1] est - il symétrisable ?
Soienta€]—1,1[ et a € R alors

r_ at+a _
aeda =e < 1+M,_O
o a+a=0

o ad=-a.

En utilisant la commutativité de ¢, on obtient tout élément a €] — 1, 1[ est symétrisable et
son symétrique est a’' = —a €] —1,1][.
On déduit que (] — 1,1], ») est un groupe commutatif.

Exercice 4.3 Définissons la loi de composition interne » dans un ensemble A dont I'élément
neutre noté ey. Démontrer les propriétés suivantes

1. ex admet un seul symétrique ep.

2. Etant donné a, un élément symétrisable dans A par la loi ». Si a, admet un symétrique
ap, alors ce dernier est aussi symétrisable et son symétrique est a, .
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Solution. Supposons que a; € A, alors

(ajestun symétrique de ex) < (epaea;=a;eex=ea)
< d]=eéep.

D’otui le symétrique de ep est lui méme et est unique.
2. Supposons que a; € A est un élément symétrisable par rapport a la loi e et son symé-
trique est ay € A. Donc,

aredx=azeay=ep

par suite ap est symétrisable par rapport a la loi » et que a; est un symétrique de a;.

Exercice 4.4 Etant donnéex une loi de composition interne associative dans un ensemble
A dont I'élément neutre est ex. Considérons a, et a, deux éléments de A symétrisables. Dé-
montrer que la composition de a, et ay par la loi 'est aussi et

(a1 xap) =—ax*(—a).

Solution. Ftant donnés (a;, a,) € A2 deux éléments symétrisables. En utilisant ’associati-
vité de x, on a

(g xax)*(—ax*(—ay)) = (arx(ax*(—az)))*(—ay)
= (a1 xep)x(—ay)
ayx(—a)
= €A.

D’une maniere similaire, on montre que
(=a2) % (—a1)) x (a1 * az) = ea.

D’ol1 on déduit que
—(a1xaz) = (—az2) * (—ay).

Exercice 4.5 Etant donnés (A, A) un groupe etA; et A, deux sous groupes de (A, A). Prouver
que (A1 UAy, A) est un sous groupe de (A, A) si et seulement si A} € Ay ouAp CA;.

Solution. 1. <) Supposons que A; AA, alors, Aj UA, = A;. Supposons maintenant que
A, AA; alors Aj UA, = Ay, et donc dans les deux cas, on obtient (A; U Ay, A) est un sous
groupe de (A, A).
2. =) Supposons que (A} UAy, A) est un sous groupe de (A, A) et que A; Q Ay et montrons
que A cA;.Ona

(A1 € Ap) = (Fa; € Apet(ar ¢ Ap).

Soit ay € Ay, alors ap = a, Ae=(a, Aa;) A(—a;). Comme (A; UAy, A) est un sous groupe, on
déduit que

(dg‘dl) € (A1 UA2).
Puisque (a, A a;) ne peut pas étre dans A, car (a; ¢ A,), donc (a;Aa;) € A, par suite a, €
A1, d’olt A2 c Al.
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Exercice 4.6 Considérons(A,*) et (A',) deux groupeseth: A — A" un morphisme de groupes
avec ep € A et e, € A' les éléments neutres. Prouver que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

1. h estinjective.

2. kerh={ex}.

De méme pour les deux propriétés suivantes

1. h estsurjective.

2.Imh=A.

Solution.1. Supposons que & est injectif et montrons que ker & = {ex}. Comme ker h est un
sous groupe, alors il est clair que {ex} < ker h. Soit a € ker h.

ackerh = h(a)=e)
= h(a)=h(en)

= a=ep carh estinjective.

D’ou kerh c ep, donc ker h ={ea}.
D’autre part, si ker h = {ep}. Soient (a, b) € A? tels que h(a) = h(b).

h(a) = h(b) h(a) s (—h(b)) = e},
h(a) e (h(-D)) =€}
h(ax(-b)) = e
ax(—b)ekerh
ax(—b)=ep
a=>b.

L R

D’ou h estinjective.
2. Supposons que h est surjective et montrons que Imh = A’. On a Imh < A’. 1l suffit de
montrer que A’ < Imh. Soit a, € A’

a;eA’ = 3Jaj €A ax=h(a;) car h estsurjective

= dr= h(dl) eImh.

Par suite, Imh=A’.
D’autre part, supposons que Imh = A’ et montrons que h est surjective. Soit a, € A’ =1mh.
D’apreés la définition de Imh, on a

a, e A'=Imh=13a, €A, a» = h(ay)
d’ot la surjectivité de h.

Exercice 4.7 Etant donné (E,*) un groupe, pour tout a € E, on note f, : E — E Uapplication
définie par :
fax)=axx*(-a).

a. Prouver que f, est un automorphisme de E.
b. Prouver que ¥ (a, b) € E2, f,0fy = faxp-

Solution. Soient (x, y) € E2?,

falxxy)=ax(xxy)x(—a)=(axx*(—a)) x(axyx(—a)) = fa(xX)* fa(y)
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d’ou f, est un endomorphisme de E.
Soit x e E,on a

(faof-a)(X) = fu((ma)xx*xa)=ax((—a)xx*xa)*(—a) =x

et
(fra0fa)(x) = f_alaxxx (—a)) = (—a)x (axx* (—a)) xa =X,
donc

fa0f-a=f-a0fa=1dg,

donc f;, est bijectif de réciproque f_,. Ainsi, f,; est un automorphisme de groupe E.
b. Soient (a, b) € E?, on a pour x € E,

(fa0fp) (%)

fa(bxxx(=D))

= ax(bxxx(=b)x(—a)
= (axb)*xx*x(—bx(—a))
= (axb)xxx(—(axb))
= flaxp) (X).

d’ou: f,0fp = flaxp). On en déduit que 'application a — f, est un morphisme du groupe
E dans le groupe des automorphismes de E( muni de la loi o).

Exercice 4.8 1. Montrer par un exemple qu’il existe un groupe A qui contient un ensemble
A, de cardinal infini, stable pour la loi de A mais A n'est un sous groupe de A.

2. Soit A un groupe. Prouver que si A, est un sous ensemble non vide de cardinal fini et
stable pour la loi de groupe A, alors A, est un sous-groupe de A.

Solution.1. Considérons A=Z et A} =N pour la loi d’addition.

2. si Ay est un sous ensemble non vide de cardinal fini et stable pour la loi de groupe A,
alors si a; est un élément de Ay, a;,” est un élément de A, pour n = 1. Par suite {a,",n €
N*} est un 'ensemble inclus dans A et donc est de cardinal fini. Il existe donc n = 1 tel que
a,” = ep. D’autre par, comme A; est un sous groupe, il contient e, et I'inverse de a; . Par
suite, A; est un sous groupe de A.

7.2 Anneaux

Exercice 4.9 Etant donnés (H,+,) un anneau vérifiant pour tout élément a dans H est
idempotent c’est-a-dire

62220061:61

1.Prouver que pour tout a dans H, on a a+ a =0y et que H est abélien.
2. Prouver que (a; » ay) » (a; + ay) = 0 sachant que a, et a, sont deux éléments de H. Que
peut-on conclure dans le cas oit A est intégre ?

Solution.1. Considérons a; € A, on a

(a1 + @)?

ay+ap) e (a +ap)

a® + a;> + a1 + a1* par la distributivité de la loi » sur +
= agtaqgt+a+a.

a) + a;

67



7. EXERCICES CORRIGES

Dolia; +a;=0peta; =—a,.
Soient a; € A, ay €A,

(a1 + ap)?

= (a1 +az)e(ay+ap)
d12+d1'612+6l206l1+6lg

= a1tajeart+aea+ ap.

a+ ay

2 parla distributivité de laloi e sur +

ce qui donne
arey+yea; =0a
et comme a; = —a; , on obtient
ajedy=dze ).

A est bien commutatif.
2. Soient a; et a, deux éléments de A. On a

(areaz)e(a+ap) = (a1eaz)ear+(aeaz)eas = (a1 e az)e a1 +a e ay” = ay>eay+aea,” = ajeaz+ajea; =0y «

Supposons que A contient deux éléments a,, a, différents de 05. Puisque a; # a» , on
trouve a; # —ay donc a; + a, #04 . Si A est integre, alors A possede au plus deux éléments,
donc (a; » ay) » (a1 + a2) #0, c’est une contradiction . D’ou1 si A est intégre, alors A admet
au plus deux éléments.

Exercice 4.10 Etant donné (H, +, ¢) un anneau. On appelle le centre de H I'ensemble C des
éléments c de H tels que pour tout élément h de H, on ait c.h = h.c c’est a dire

C={ceH,VheH:c.h=h.c}.
Justifier que C est un sous anneau de H.

Solution. Puisque pour tout élément i de H, on a Oy e 2= h ¢ 01y = 04, on a donc, I'élément
neutre Oy de la loi + est un élément de C et C est non vide. Il reste a montrer que si h et i’
sont deux élément de C, il en est de méme de h— h' et de he i’ . Considérons h et h’ deux
éléments de Cet h" un élémentde H.Ona h"e (h—h')=h"eh—h" e h' et comme h et i’
appartiennenta Cdonc h"eh=heh"eth"eh'=h"eh", d’ou

hn.(h_h/):h.hu_h/.hu:(h_h/).hu

ce qui prouve que (h—h') € C. On calcul h" e (he h'). Considérons k" un élément quel-
conque de H; en utilisant ’associativité de la loi e, on peut écrire h" e (he h') = (h" e h) e I,
orh"eh=heh"carheC;donc (h"eh)eh'=(heh")eh' mais (heh")eh'=he(h"eh') et
h"eh'=h'eh"car h' € C,donc (aeh")eh'=(heh')eh" d’otth"e(heh')=(heh')eh", par
suite (ke h') € C et C est un sous-anneau de H.

Exercice 4.11 Considérons (H, +, ¢) un anneau intégre. Prouver que tout élément inversible
a droite dans H est inversible a gauche.

Solution. Soit / un élément de H admettant un inverse a droite, il existe alors h’' € H tel
que heh'=1y.0Ona

(Weh—1y)eh'=(Weh)eh'—h' =h - h'=0y.

Comme he h' =1y, on a h' # 0y car sinon on aurait Oy = 1 et 'anneau H est réduit a {Og}.
Du fait que (h'eh—1y)eh’ = 0y et ' # 0y dans un anneau intégre, on obtient &' h—1y =04,
soit W' h=1y.

h admet donc aussi un symétrique a gauche.
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Exercice 4.12 Etant donnés (H, +, s) un anneau et h, et hy deux éléments de H. Supposons
que 1y est le neutre de la deuxieme loi de H et que hy, hy, hy » hy — 111 sont inversibles dans
H.

a) Notons h = hy  hy — 1. Montrer que hy — hy ! est inversible dans H et que (hy — hy H)~l=
hyeh 1.

b) Onnoteh" = hy'—(h—hy ™)~ Vérifier que h” est inversible dans Het que h" ™' = —he hy.

Solution. a) On a
hi—hy Y=(hjehs—1)ehy, ' =hehy .

Puisque h et h,~! sont inversibles dans H, donc h e hy ! I'est aussi dans H, d’ot1 h; — hy ™!
est inversible dans H et

(h—hy ) =(heh,™ Y =(hy ) teh =y e 7L,

h'=hi'—=(hi—hy ) =l —hpeh™ ' =(hy ' eh—hp) e h™!

h'=hy " e(h—hyehy)sh™ ' =hy e((hyehy—1)—hyehy)eh™!

ce qui donne
h'=h, Y (-Dh t=—nten L.

Puisque h; ! et 4! sont inversibles dans H, alors, h; ™! e h~! I'est aussi dans H, donc h"
est inversible dans A et: On a

hu—l — (_hl_l o h—l)—l — _(hl—l . h—l)—l

donc
hu—l — _(h—l)—l . (hl—l)—l ——Fhe hl

7.3 Corps

Exercice 4.13 Montrer que le corps des rationnels Q contient un seul sous-corps qui est lui-
méme.

Solution. Supposons que M est un sous-corps.

Il est est clair que M contient les éléments neutres Og et 1¢ de I'addition et de la multipli-
cation.

Par la stabilité de I’addition, on peut dire que N c K car tout entier naturel non nul m =
1+...+ 1 appartient aussi a M. Donc

Sachant que (M ,+) est un groupe, alors pour tout entier naturel m, son symétrique —m €
M.D’ou Zc M.

Etant donné h = % un rationnel avec hy #0. Comme h; et hy appartiennent au corps M,

alors 7 = h; x hy "' € M. Donc Q € M. Comme M c @, on obtient donc que M = Q.

Exercice 4.14 Etant donné (H, +, ¢) un anneau inteégre fini quelconque. Prouver qu’il défi-
nit un corps.
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Solution. Considérons (H, +, ¢) un anneau integre fini, # € H — {Oy}. Du fait que H est in-
tegre, les applications
h,-H — H
a — hgla))=aea.
et
h,:HA — H
a — h(a)=a;ea.

sont injectives, en effet V(a;, ay) € HZ,

ha(ay) = ha(ay) aeay=asa
ae(a;—ay) =0
a) —(12:0

ay=ap.

L ¢¢¢

d’une maniére similaire pour %/,. Sachant que H est fini, alors h, et h, sont bijectives. De
plus, il existe (as, a4) € H? tel que hg(as) =1y et hl,(ay) = 1y, c’est a dire tel que ae as =1y
etasea=1g.0na

as=dase(aedas)=aseaeas=das.

Par suite
VaeH-{0g}l,dageH,ae a3 =ase* a=1y.

Tout élément de H — {0f;} admet un inverse, on déduit que H est un corps.

Exercice 4.15 Etant donné M l'ensemble des complexes de type z=n+i.m oun € Q et
meqQ.

1. Prouver que (M, +) est un groupe commutatif.

2. Prouver que (M*,.) est un groupe commutatif.

3. En déduire que (M, +,.) est un corps commudtatif.

Solution.1. Puisque 0 est un élément neutre de Q alors 0= (0 + i.0) € M.
Etant donné (z;, z2) € M2, montrons que (z1—22)EM.Onazi=n+i.myetzy=ny+i.my
avec nj, ny, m; et my sont des éléments de Q et

Z1—22=(m+i.mp)—(no+i.my)=((n1—no)+i.(my —my)) eM

car (n; —ny) € Q et (my —my) € Q. Par suite, (M, +) est un sous groupe commutatif de (C, +)
et donc est un groupe commutatif .
2.0nal=(1+i.0)eMcarleQet0eqQ.
Soient z;,z; deux éléments de M*, montrons que (zl.zz_l) eM*.Onaz =n +i.m et
Zp = Ny + i.my avec ny, np, m; et my sont des éléments de Q*, et

1 M+ i.my

ny+1.mo

B (nm + i.ml)(l’lz - lmz)
- 2 2
n2 + m2

n.np+mp.my . N2.Mp—N1.NMo
= +1.
2 2 2 2
n2+m2 n2+m2

n.n 2 my.m D

2 2
n2+m2

70



8. EXERCICES PROPOSES

et

no2.Mmip—nyp.ny
mmomm

2 2
n2+m2

on obtient (z;.z; 1) e M* et comme la multiplication est commutative dans C donc (M*,.)
est un sous groupe commutatif de (C, +) et donc est un groupe commutatif .

3. Sachant que la multiplication est distributive par rapport a I’addition dans C,on en dé-
duit que (M, +,.) est un corps commutatif.

8 Exercices proposés

Exercice 4.16 Considérons A = C x R muni de la loi interne A définie comme suit : pour
tout (r, 1), (r', t") dans A par

(nOA, )=r+r,c+ ¢ +Im@rr").
Prouver que (A, A) est un groupe. Est-il commutatif ?

Exercice 4.17 Etant donné (H,e) un groupe. Soit H; c H, on note H ={xeH,VacH,ae
X = x  a}, prouver que (H', ¢) représente un sous groupe de (H, o).

Exercice 4.18 Justifier qu'il n'existe pas un isomorphisme entre les deux groupes (Z,+) et
(Z%,4) .

Exercice 4.19 Etant donné (L, +, ) un anneau commutatif. On dit qu'un élément | € L est
nilpotent s’il existe n e N tel que " = 0.

1. Vérifier que, sil € L est nilpotent, alors 11, — [ est inversible.

2. Vérifier que sil € L et I' € L sont nilpotents, alors [l' et L + 1’ le sont aussi.

Exercice 4.20 ConsidéronsH = {h; + hov6, hy, hy € Z}.

1. Vérifier que (H, +, x) est un sous anneau de (R, +, x).

2. Etant donnée Uapplication h : H — H telle que h(m + nv/6) = hy — hy\/6. Prouver que h
est un automorphisme de l'anneau (H, +, x).

3. Pour tout h' € A, on poseH'(h') = h'.h(h'). Montrer que H' est une application de H dans
Z qui est un morphisme pour la multiplication.

4. Vérifier que h' est un élément inversible de H si et seulement siH'(h') = 1.

5. Justifier que 5+ 2v/6 admet un inverse dans H et préciser son inverse.
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Chapitre 5

Anneaux de polynomes

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler la construction de 'anneau des polynoémes.
Ce chapitre est basé sur les références ([2],[4], [6], [7],[8], [9], [10], [11], [12]).

2 Polynome

Définition 5.1 [6], [10], [11] Etant donner (P,+,.) un anneau commutatif et (b;)jen Une
suite d'éléments de P nuls sauf un nombre fini by, b1, b2, bs, ..., by—1, by,. Toute écriture de
la formeP = by + b1X + byX? + b3X3 + ... + by, 1 X" + b, X" est appelée un polynéme a une
indéterminée, a coefficients dansP.

Notations
(6], [10], [11]

1. Les scalaire (b;) ;en de P sont appelés les coefficients du polyndme P.

2. Le plus grand indice 7 tel que b, #0 est appelé degré de P, noté degP et le terme b, X"
est appelé terme dominant de P et b,, est appelé coefficient dominant de P.

2. On convient de noter degP = —oo pour le polynéme nul (dont les coefficients sont tous
nuls).

3. Lanneau commutatif (P[X], +,.) représente '’ensemble des polynémes a une indéter-
minée X, a coefficients dans P.

4. Lensemble des polyndmes a une indéterminée X de degré inférieur ou égal a n est
noté P, [X].

5. La fonction polynéme (ou bien polynomiale) d’'une variable X associé au polynéme

P=by+ b1 X+ X2+ bsX3+...+ b1 X* 1+ b, X" dans P,,[X] est la fonction P : P — P défi-
nie par :X — P(X) = by + biX + boX? + bsX3 + ...+ b1 X" 1 + b, X",
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2. POLYNOME

2.1 Opérations dans (P[X], +,.)

[6], [10] Etant donnés deux polynémes Py = b+ by X+ by X2+ b3X3 +...+ b, 1 X" 1+ b, X"
et Py = b))+ DX+ byX? + bX> + ...+ b X""1 + b} X" de P[X]. Alors
1. Egalité

P; =P, si et seulement si b; = b}, pour tout i € N.
2. Somme de deux polyndomes

Py +Py = (bo+by) + (by + by)X+ (bo + by) X2+ (b3 + by X> +...+ (aby_1 + b, X" '+ (b, +D),)X"

3.Produit de deux polyn6émes

P1.Py=( ) bib)+( Y, bib)X+( Y, bib)X*+..+( Y bib)X"

i+j=0 i+j=1 i+j=2 i+j=n

4. Multiplication d’'un polynémes par un scalaire Si A est un scalaire et P = by + b1 X +
boX? + b3X3 + ...+ by X1 + b, X" est un polynome, alors AP est un polyndme tel que le
i-eme coefficient est Ab;.

5. P; et P, dans P[X] sont dits associés s'il existe A € P inversible tel que P = APs.

Exemple 5.1 1.P; =X*-7X+ V2 est un polynéme unitaire de degré 4 dans R[X].

2. P, =4 est un polynéme constant de degré 0.

3.P3=(8+i)X+9 est un polynome dans C[X].

4.P4 =3X*-X3+2 est un polynome de degré 4 dont le terme dominant est 3X* et le coefficient
dominant est3 dansR[X]. Alors

6P = 6X* — 42X +6V/2

et
Py +P;=4X* - X3 —7X+2+ V2.

Proposition 5.1 [6], [10] Etant donnés P, et P, deux polynémes non nuls deP[X]. Alors
deg(P; + P,) < max(degP;,degP»)

et
deg(P;.P,) < degP; +degP-.

Dans le cas ou P est integre, alors
deg(P;.Py) =degP; + degP,
Preuve. Supposons que n; = degP; et n, =degP», alors
Py =bo+ b X+ boX? + bsX3 + ...+ by, 1 X7 4 by X,

et
Py = b+ DX + byX? + ByX° + ...+ b, _ X7+ by, X",
1.0Ona

Py + Py = (bg + by) + (by + D)X + ... + (Bin(nyny + b xmin(,nz)

' )
min(ny,n,)
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3. DIVISIBILITE DANS ANNEAU DE POLYNOMES

, ) +1
-+ (Bmax(n,my) + b;nﬁlx(nl.712))Xmaxm1 ") 4 (Dmax(n,np)+1 + b;nax(mynz)+1XmaX(n1 Rl

avec b; + b =0, Vi>max(ni,ny) car b;=0,b}=0.Par conséquent,
max(ny,nz)

Pi+Py= Y (bi+ D)X
i=0

D’ot, deg(P; + P2) < max(degP;,degP>).
2.0na

P1.Py=( ) bibD+( Y, bibX+( Y bibX*+.+( Y, bib)X" " by, by XM,

i+j=0 i+j=1 i+j=2 i+j=n+ny—-1

Par suite, P;.P, est un polyndome de degré inférieur ou égale a n; + n,. On a donc bien
deg(P,.Py) <degP; + degP».

Si'anneau est integre, alors by, b;u # 0 et dans ce cas, on obtient deg(P1.P,) = n; + ny =
degP; +degP,. m

Remarque 5.1 Par convention, on a pour tout n € N,n + (—oo) = (—oo) + n = (—oo) donc
pour le cas particulier P1 =0 on a P1.P, = 0 alors (—oo) = (—oo) + degP», ce qui démontre la
proposition.

Proposition 5.2 [6], [10] P[X] est un anneau integre si (P, +,.) est un anneau integre.
Preuve. Supposons que P;.P, =0. Donc deg(P;.P2) = deg(0) = —oco. Par suite
degP1 + degP2 = —00Q.

Alors degPy = —oco oudegPs = —oco,douP;=00uPy=0. m

3 Divisibilité dans 'anneau de polynéomes
Dans tous ce qui suit, désigne un anneau commutatif intégre.

Définition 5.2 [7], [11] Soient P; et Py deux polynomes de P[X]. On dit que P est divisible
par P, s'il existe P3 € P[X] tel que P =P3.Py

Remarque 5.2 1. On dit aussi que P est multiple de P, , ou que P, est un diviseur de P, ou
encore P, divise P;.
2. Si P, divise Py, alors degP, < degP;.

Exemple 5.2 1. Chaque polynome non nul vérifie Py divise Py, 1 divise Py et Py divise 0.

2. Le polynomeX* + 5X3 + 12X? + 19X — 7 est divisible par le polynomeX? + 3X — 1, en effet

X4 +5X3 +12X2 +19X - 7= X2 +2X + 7) (X% +3X - 1).
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3.1 Division euclidienne dans 'anneau de polynomes

Théoréme 5.1 [7], [11] Etant donnés P, et P, deux polynémes de P[X]. Si le coefficient du
terme dominant de P, est inversible dans P, alors il existe deux polynémes (P3,P4) € P[X]?
tel que

Pi=P,.P3+Py et degP4 < deng.

Preuve. On décompose la preuve en deux étapes : la preuve de I'existence et la preuve de
'unicité, qui se fait par 'absurde.
1. Unicité On démontre I'unicité par I'absurde.
Etant donnés (P3,P4) € P[X]? et (P}, P}) € P[X]? vérifiant les conditions du théoréme.
Donc, P; = P,.P3 + P4 et Py = P, P} + P avec degP4 < degP,et degP) < degP,. Ce qui
donne
P,.(P3—P) =Py — Pj.

Supposons que P3 # P}, puisque P[X] est integre, P».(P3 — P}) et P, — P sont différents de
zéro.

Cela implique :deg (P, — P}) = deg(P».(P3 — P3)) = deg(Py) + deg(P3 — P}).

Par suite : deg(P4 — P}) = deg(Py)

Or, le polynome P, — P} est différent de zéro, I'un au moins des deux polynomes P, ou
P} est différent de zéro et on a donc en utilisant les propriétés degP, < degP; et (degP, <
degP») : deg(P4 — P)) < deg(P,) .
D’ou la contradiction.

On en déduit que P3 =P} et par conséquent P, =P} .
2. Existence La preuve donnée se base essentiellement sur le lemme suivant.

Lemme 5.1 [7],[11] Etant donnés P, et P, deux polynémes non nuls de P[X] . Supposons
que
Pi=ap+ a1 X+ a2X2 + a3X3 +...+ anl_lx’“_l + amX"l,

et
! I I2 I3 l np—1 I ny
Pr=ay+a; X+ a X" +az;X" +...+a,,_,X +a,,X

avec ny = ny et ay, et agz # 0. Donc, le polynome P3 = Py — %X”l‘ppg est soit de degré
ny

strictement inférieur au degré de Py, soit nul, .

La méthode de démonstration de I'existence est basée sur une démonstration par récur-
rence.

Etant donnés P; et P, deux polynémes de P[X] , avec P, non nul; soit 7, le degré de
Py.

Premier cas:P; =0

On aP; =0P,+0, avec P; =0 et donc il existe des polyndmes P3 et P4 satisfaisant les
conditions de la division euclidienne (le quotient P3 et le reste P4 sont tous les deux égaux
au polyndéme nul). La propriété est donc vraie dans ce cas.

Deuxieme cas : On considere que les polynémes P, sont différents de zéro.

En faisant une preuve par récurrence sur le degré des polynémes.

Supposons H,, la propriété : Lidentité de la division est satisfaite pour tout polynéme
P; de degré inférieur ou égal a n;.

Montrons que pour tout entier n; supérieur ou égal a n,—1, on ala propriété (Rappel :
ny estle degré de P, )

Etape 1: Preuve de H,,,_;
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Supposons que degP; < ny — 1, alors I'identité de la division euclidienne est satisfaite
avec Q=0et R=P; caron a P, =0P, + P, et degP; < degP; .

Etape 2 : Preuve de H,,, = Hy, 41.

Considérons P; un polynome de degré inférieur ou égal a n; + 1. S’il est de degré infé-
rieur ou égal a ny , 'utilisation de la propriété H,,, donne le résultat. Il suffit donc d’étudier
le cas ou P; est de degré exactement égala n; +1.

Considérons P; de degré égal a n; + 1 différent de P[X] . Supposons que

Pi=ap+ a1 X+ dez + 613X3 +...+ anl_lX"I_l + aan’“ + an1+1X”1+1,

avec an,+1 #0.
: — —_ ! / Iy 2 Ivy3 / np-1 ! ny
Puisque degP> = ny, alors P = a; + a; X + a,X* + a;X° + ... + an2_1X + a,, X" avec
/
a,, #0.
o1e . A ap, +1 _ ,
En utilisant le lemme démontre que le polynéme P3 = P; — 21,—X”1+1 2P, n"admet

145

plus de terme de degré n; + 1; il est soit un polynéme nul, soit a un polynome de degré
inférieur ou égal a n; .

Alors on a, pour les polynomes P3 et n; , I'identité de la division euclidienne.

Il existe donc Q; et R; tel que :P3=P,.Q; + R; , avec degR; < degP».

D’ou:

a
Py = [HEXMHIP L QP+ R,

np
avec degR; < degP».
Ceci est I'identité de la division euclidienne pour les polynémes P; et P, avec:

ani+1

Q: a, Xn1+1—n2+Q1
nz
etR=R;
|

Exemple 5.3 1. En effectuant la division euclidienne de Py = 2X3 — X2 — 2X + 1 par le poly-
nomeX? +X+1 dans R[X], on obtient le quotient Q =2X -3 et leresteR=-X+4.

On écrit dans ce cas 2X3 —X? —2X+1=(X*>+X+1)(2X-3) - X +4

2. En effectuant la division euclidienne deP = iX3—X?+1—i par le polynome (1+1)X?—iX+3
dans C[X], on obtient le quotient Q = %’X + %”’ etleresteR = %”JX + 5—781'.

Dans la partie qui suit, on considere (P, +,.) un corps commutatif.

Définition 5.3 /6], [7] Etant donnésPy,Ps,..,P, n polynomes de P[X].
1.Le plus grand diviseur commun pgcd
1l existe un unique polynéme unitaire ou nul A de plus grand degré divisant tous les poly-
nomesP;, autrement dit .
) P;PX]=APX].
i=1
Ce polynome est appelé le plus grand diviseur commun de la famille Py,Ps,...,P, et noté
pgcd((Py,Py,...,P,) oubien Py APy A...AP,,.
2.Le plus petit commun multiple ppcm
Etant donnés P1,P,,...,P,, n polynémes de P[X]. Il existe un unique polynéme unitaire ou
nulB tel que :
le polynéme B est un multiple des polynomes P1,Ps,...,P,,
chaque polynéme multiple de P1,Ps, ..., P, est un multiple de B, autrement dit

N, P;.PX] =BPX].
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On le note ppcm(Py,Py,...,Py) ou bienPy v Py V...V Py, cest le plus petit commun multiple
des polynémes (P, P»,...,Py).

Caractérisation du pgcd et du ppcm

Théoréme 5.2 [6], [7] Etant donnésPy,Ps,...P, n polynomes de P[X].
1.A=pgcd(Py,Py,...,Py) siet seulement si A est unitaire ou nul et
i.Vie{l,..., n},A divise p;,

ii.Vie{l,..,n}, (A" divise p;)= (A diviseA).
2B=ppcm(Py,P,,...,P,) siet seulement si B est unitaire ou nul et
i.Vie{l,..,n},p; divise B,

i.vie{l,..,n},(p; divise B)= B divise B').

Remarque 5.3 [7] Etant donnés Q;,Qo,...,Q, 1 polynomes de P[X]. Alors, on a les proprié-
1és suivantes :
1. Pour tout oy, 0z, ..., Gy

ppem(oQ1,02Q2, ..., 0,Qy,) = ppecm(Q1,Qa, ...,Qp)

et

ngd(alQl) (XZQZ) ;anQn) = ngd(Ql) QZ} eeey Qn)

2.Vle{l,..,n},ona

ppcm(Q1,Qz,..,Qn) =ppcm(ppcm(Q,Qy,...,Qp), ppcm(Qri1,Qri2,...,Qn))

et
ngd(erQZ’ ) Qn) = ngd(ngd(Ql»QZr"-!Ql)’ ngd(Ql+lrQl+2) ) Qn))

3.2 Algorithme d’Euclide

[7], [10] Pour chercher le pgcd de deux polynomes il suffit d’utiliser I’algorithme d’Eu-
clide qui est une succession de divisions euclidiennes.

Etant donnés P; et P, deux polyndmes de P[X]. Pour chercher le pgcd (P, P»), il suffit
d’effectuer la division euclidienne de P; par P, pour obtenir un reste R; tel que

P;=P>Q; +R; avec degR1 < deng.
Si le reste Ry n’est pas nul, on divise P, par R; et on obtient
Py = R1Q2 +R, avec degRg < degRl.

Sile reste Ry n’est pas nul, on recommence la division a chaque étape et on continue ainsi
jusqu’a ce que 'on obtienne un reste nul.

Le pgcd de P, et P, est le dernier reste non nul. On obtient les résultats suivant
P =P,Q;+R; avec degR1 < deng,

P, = R1Q2 +R, avec degRg < degRl,
R;=RyQ3+R3 avec degR3 < degRg,
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Ri—2=Ry-1Qr+Rr avec degRy<degRy_i,

Ri-1=RrQp1
et
pgcd((Py,Py) =pgcd(P2,Ry) = pgcd(Ry,Ry) =...= pgcd (R, 0) =Rg.

Exemple 5.4 Trouvons pgcd(A,B) avec
A=X°—4X* +6X> - 6X? +5X —2

et
B=xX*+X3+2x*+X +1.

En utilisant l'algorithme d’Euclide, on divise A par B, on obtient
A=B(X-5)+(9X> +2X* +9X +3).

On divise ensuite B par le reste obtenu Ry = 9X3 + 2X? + 9X + 3. On écrit donc

1 2.5 oy 2

B=Ri(=X)+(=X"+X“+=X+1)

9 3 3

et
203 2,2 3 2 2
R; = (§X +X°+ §X+ DEX®+3X“+2X+3)+ X"+ 1.

Donc
pgcd(A,B) =X?+1.

3.3 Polyndomes premiers entre eux

Définition 5.4 [6], [7], [11] Etant donnésR1,Ry,...,R,, n polynomes deP[X]. Alors
1. Si
ngd(Rl) RZ, ceey Rn) =1

alors, on dit que Ry, Ry, ..., Ry, sont premiers entre eux.
2.5i
pgcdRy,R)) =1 i#j i,je{l,2,..,n}

on dit queRy,Ry,...,R;, sont deux a deux premiers entre eux.

Théoreme 5.3 Théoréme de Bézout [6],
Etant donnés Ry, Ry, ..., R, n polynomes de P[X]. Les polynomes R1,Ro, ...,R,, sont premiers
entre eux si et seulement s’il existent des polynémesV1,V,...,V,, tels que

n
Y R;Vi=1.
i=1

Preuve. =) Supposons que R, Ry, ..., R,; sont premiers entre eux, alors pgcd(Ry,Ry,...,R,) =
let Z;?ZI R;P[X] = 1.P[X]. Ceci nécessite I'existence des polynomes V1, Vs,...,V,, tels que

n
Y R;Vi=1.
i=1

<) Si Z?:l R;V; = 1. Donc, chaque diviseur commun des polynémes R; divise 1, par suite
pgcdRy,Ry,...,Ry) divise 1, ce qui implique que pgcd(R;,Ry,..,Ry)=1. =
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3. DIVISIBILITE DANS ANNEAU DE POLYNOMES

Exemple 5.5 Montrons que les polynomes Py =X* +1 et P, =X3 — 1 sont premiers entre eux.
En utilisant l'algorithme d’Euclide, on obtient

P;=XP+ (X+1)
P,=X+1)X?-X+1)+(-2)
X+1= (—2)(—%X)+1

-2=-2(1)+0.
Dot pgcd(Py,Py) =1.

Théoreme 5.4 Théoreme de Gauss [6],[9]
Etant donnés P1,P,, P3 trois polynomes de P[X]. Si Py divise P,.P3 et Py et P, sont premiers
entre eux alors Py divise P3.

Preuve. Les polynomes P; et P, étant premiers entre eux, il existe donc U; et U, tels que
U;.P; +U5.P, =1. On déduit
U;.P1.P3+0U,.Py.P3=P3.

Par suite le polynome P; divise U;.P;.P3 + U,.P,.P3. D’ou Py divise P3. m

Proposition 5.3 /6] Etant donnés P1,Ps,...,P,, BQ,R des éléments de P[X], mjetmy € N.
Alors
1.Sivie{l,2,..,n},pgcd(P;,P) =1, alors

n
pged([]P;,P)=1.

i=1

2.8ivVie{l,2,..,n},pgcd(P;,P)=1, alors

n
pged( [P}, P)=1.
i=1
quels que soient les entiers a;,i € {1,2,..., n}.
3. Sipged(Q,R) =1, alors pgcd(Q™ ,R™2) =1.
4. pgcd(P,Q).ppcm(P,Q) =A.PQ pour un certain A € P.
5. SiP,Q,R sont des polynomes tels que P et Q sont premiers entre eux et P diviseR et Q divise
R alorsPQ divise R.

Preuve. 1. Vi€ {1,2,...,n},pgcd(P;,P) =1, alors on peut trouver des polynomes U,U;,i €
{1,2,...,n} tels que
UP+U;.P;=1,Vie{l,2,..,n}.
Alors
n

[JUP+U;.P)=1

i=1
d’ou P et [T\, P; sont premiers entre eux.
2. En utilisant la récurrence dans la premiére propriété, on obtient le résultat.
3. C’est un résultat qui découle de la propriété précédente.
4.S0itD = pgcd(P,Q) et M = ppcm(P,Q). Par le théoréeme de Bézout, il existe (i, v) € P[X]?
tel que U.P +V.Q = D. En multipliant cette égalité par M, on obtient M.U.P + M.V.Q =
D. Puisque M est un multiple de Q alors PM est aussi un multiple de PQ. D’autre part,
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3. DIVISIBILITE DANS ANNEAU DE POLYNOMES

puisque M est un multiple de P alors Q.M est un multiple de PQ. Alors D.M est un mul-
tiple de PQ.

D’apreés les propriétés des multiples des polynémes, on peut trouver un scalaire A non nul
tel que D.M = A.PQ.

5. P et Q sont premiers entre eux, alors par le théoréeme de Bézout, il existe deux poly-
nomes U; et U, dans P[X] tels que PU; + Q.U =1. D’oty,

R=PU;.R+Q.Us.R.
Or il existe deux polynomes U et U7, dans P[X] tels que R=U].P et R=U5.Q. Donc, on a
R=PU..Uy.Q+Q.Up.U,.P =PU,.U,.Q +Q.U.U}.P =PQ(U..U} + U,.U})
d’ou le résultat. m

Définition 5.5 Polynéme irréductible [6], [7], [9]

Un polynéme P de P[X] est dit polynome irréductible (ou premier) dans P[X] si degP = 1
et s'il n'est divisible que par les polynémes associés a P et a 1, c’est a dire que P soit une
constante et que pour tout (P1,P») € P[X]?, on ait

P=P,.P, = (degP;=0 ou degP,=0)

Exemple 5.6 1. Chaque polynome de degré 1 est irréductible, car le produit de deux poly-
némes non constants est au moins de degré 2.

2. Le polynémeP = X? + 2X — 3 est un polynéme réductible car il est divisible par deux poly-
nomes irréductiblesX — 1 et X + 3 dans R[X] et dans ce cas, P = (X—1)(X + 3).

3.Q =X?+1 est irréductible dans R[X] car on ne peut pas l'écrire comme produit de deux
polynomes de degré 1 a coefficients dans R.

Proposition 5.4 [9] Tous les polynomes de degré 1 dans C[X] sont irréductibles.

Preuve. 1l est clair que tout polynome de degré 1 est irréductible. De plus, en utilisant le
théoreme de d’Alembert qui nous informe qu’'un polynéme non constant est scindé sur
C[X], autrement dit produit de polyndmes de degré 1. Par suite, tout polynome de degré
inférieur ou égale 2 est réductible. m

Remarque 5.4 1. Chaque polynéme de degré 1 est irréductible de R[X], de méme pour les
polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Si p est un polynéme irréductible dans P[X] ne lest pas forcément dansP'[X] oit P[X] est un
sous corps deP'[X] . Par exemple, P = X2 +9 est irréductible dans R[X], mais pas dans C[X]
puisqueP = (X —3i)(X+ 3i).

Proposition 5.5 /9]

1. Tout polynome R irréductible est premier avec tous les polynémes qu'il ne divise pas.

2. Un polynome irréductible R divise un produit [} | R; si et seulement si R divise l'un des
facteursR;.

Preuve. Etant donnés R et R, Ry, ..., R,, des polynoémes de P[X].

1. On sait que les diviseurs communs a R et a un polynéme R’ sont des diviseurs de R, donc
sont, soit constants, soit associés a R. Par suite, si R ne divise pas R/, les seuls diviseurs
commun a R et R’ sont les constantes.

2. Supposons que R ne divise aucun des facteurs R;, dans ce cas R est premier avec chacun
d’entre eux et alors avec le produit [T} | R;, d’ou R n’est pas un diviseur de ce produit. La
réciproque est évidente. m
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3.4 Décomposition d'un polynéme en facteurs irréductibles

Proposition 5.6 [9] Tout polynéme non constant deP[X] se décompose d’une facon unique
comme produit d'un scalaire par un produit de polynémes irréductibles unitaires de P[X].

Preuve. Existence En utilisant une démonstration par récurrence, on prouve pour 7 = 1
la propriété A, :" chaque polyndme non constant de P[X] de degré inférieur ou égal a n
peut se décomposer sous forme d'un produit de polynémes irréductibles."
-A est vérifiée puisque chaque polyndme de degré 1, étant irréductible, est un produit
d’'un seul polynéme irréductible.
- On suppose que A, est vraie. Etant donné R un polynéme de degré n + 1.
 Si R estirréductible, alors c’est un produit d'un seul polynéme irréductible.
 Dansle casinverse, il existe deux polynomes non constants R’ et R” telsque R=R".R”
et donc il est évident que R’ et R” ont des degrés strictement inférieurs a celui de R
et 'on peut leur appliquer I'hypothese de récurrence, ce qui donne une décompo-
sition de R en un produit de polynomes irréductibles.
Pour obtenir la décomposition annoncée, il suffit de mettre en facteur les coefficients do-
minants de chaque polynome irréductible.
Unicité Etant donné R = a.R}.R,....R;. une telle décomposition d'un polynéme R. Donc, le
scalaire o représente le coefficient dominant de R. D’autre part, tout polynome irréduc-
tible unitaire R; est un diviseur R et inversement si un polynéme irréductible unitaire Q
est un diviseur de R, alors c’est un diviseur de 'un des R; alors, ils sont égaux puisqu’il
s’agit de deux irréductibles unitaires. Les facteurs de cette décomposition sont donc tous
les diviseurs irréductibles unitaires de R. Supposons donc deux décompositions de R que
I'on peut donc écrire
R=a.R} R)2.R),
avec les R; sont irréductibles unitaires et deux a deux différents.
Si, pour un entier i, on a a; #f;, par exemple A; < f;, alors on a

A W .
IR =R M R
R J R
J#i J#i
et donc R; divise [] R].’ , Ce qui est une contradiction car R; est premier avec R; si j # 1.
Par suite, Vi,A; =p;, d'ou I'unicité de la décomposition. m

Exemple 5.7 Le polynémeX* — 1 se décompose en facteurs irréductibles dans R[X] comme
suit
X -1=X*-DX*+ 1) =X-DX+DX*+1)

et dans C[X] comme suit

X —1=X-DX%+1)=X-1DX+ DX+ )X +1).

3.5 Fonction polynome d’une variable

Définition 5.6 [9] Etant donnéR = ay + ;X + a;X? + asX> +...+ a,_1 X" ' + a, X" un poly-
nome deP[X].
La fonction définie par

R:P — P
X — RX)=zag+ a1 X+ aX?+asX3+..+a,.1 X" ' +a,X".

est appelée fonction polynome d’'une variableX associé a R.
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Remarque 5.5 1. Un élément A € P est appelé une racine (ou un zéro) de R siR(\) = 0.
2. Pour que A € PP soit une racine de R, il faut et il suffit que X — A divise R.
3. La dérivée de la fonction polynéme du R est la fonction notée R'(X) définie par

RX)=a; +2aX+3asX% + ...+ (n— 1 a,—1 X" 2 + na, X" .

Théoréme 5.5 [9] Etant donnéS € P[X] et A € P. Alors

1. En effectuant la division euclidienne de S par X— A, on obtient un reste qui est exactement
S().

2X -\ divise S si est seulement si A\ est une racinede S .

Preuve. 1. En effectuant la division euclidienne, on obtient
S=X-MNQ+R
ol Q est le quotient et R est le reste de la division. Alors,
SX)=X-MNQ+R.

Donc
S(A)=RM\)

or degR < 1. On déduit que R est constant , ce qui implique que R=R, R(A\) =Ret S(A) =R.
2. C’est un résultat direct de la premiere propriété de ce théoreme. m

3.6 Ordre de multiplicité d’'une racine

Définition 5.7 [9] SoitS € P[X] et A € P une racine de S. On appelle ordre de multiplicité de
la racine X de S, le plus grand k € N tel que (X — \)* divise S.

e Sik=1, A\ est appelé une racine simple de S,
e Sik=2, A estappelé une racine double de S,

e Sik=3, A est appelé une racine triple de S etc...

Exemple 5.8 Le polynomeX3 —8X?2+5X+50 possede une racine simpleX = —2 et une racine
doubleX = -5 car
X3 —8X? +5X +50= (X +5)*(X +2).

Théoréme 5.6 [9] Etant donnéS € P[X] et A € P. A est une racine simple de S si et seulement
siS(A\) =0etS'(\) £0.

Preuve. En utilisant la définition d'une racine simple, on a A est une racine simple si et
seulement s'il existe un polynéme Q dans P[X] tel que

S=X-\).Q
et Q(A) #0 or
S'=Q+X-NQ
donc
S'M=QW)

d’ou le résultat. m
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Remarque 5.6 Pour montrer que A est une racine d’ordre m d’'un polynéme S il suffit de
montrer que
S =0,SM=0,..,.S" PN =0,S" 1) #o.

Exemple 5.9 Le polynomeP = (X? — 2X — 3)? posséde deux racines doublesX = —1 etX =3
car
P=(X+1)?*X-3)%

Proposition 5.7 [9] Etant donné P € P[X] et A1, A, ...\, € P sont des racines deux & deux
différentes de S, d’ordre de multiplicité respectif my, my, ..., m,. Alors H;zl X =A™ divise
S.

Preuve. Pour tout i € {1,...,r}, on a (X — A;) sont des polyndmes premiers entre eux car
A1, A2, ..., A € P sont des racines deux a deux distincts de S. Alors, (X—A;)"* sont premiers
entre eux. En utilisant la Proposition 5.3, on obtient [];_, (X - A;)"™ divise S puisque (X —
A;)™i divise S. m

4 Exercices corrigés

Exercice 5.1 Effectuer la division euclidienne deX™ par X? — X — 2 dans R[X] en précisant
le reste de cette division pour tout m € N fixé.

Solution. En effectuant la division euclidienne, on peut trouver deux polynémes (P;,P») €
(R[X])? unique tel que :
XM= (X?-X-2)P, +P,

et deg(P») < 2. Dong, il existe (i, j) € (R)2 unique tel que P, = iX + j. Puisque
X2-X-2=X+1)X-2),

on obtient, en remplacant X par —1 et par 2

{ (=nm
2m

En résolvant ce systéeme linéaire de deux équations a deux inconnues, par exemple en
utilisant les coefficients indiqués, et on trouve

—i+]j
20+

3i=2"-(-1)™, 3j= 2Mm 4 2(=1)™.
Par suite, le reste de la division euclidienne de X par X2 -X -2 est

1 1
Py = 5(2’” - (-1D"MX+ 5(2’” +2(-1)™).

Exercice 5.2 Préciser I'ensemble des m € N* tels que (X* + 1) — X™ soit divisible par X? +
X+ 1 dans R[X].
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Solution. On note K=X?>+X+1etS,, = X*+1)" —X™, Puisque K = X - I)(X — [?) dans
C[X], K est un polynéme scindé simple sur C, par suite :

K divise S;<©Sn()=0 et S, (% =0).
D’autre part, sachant que S, € R[X], on a
Sm(1?) =S () =Sm(D),

donc

A divise S, < S, () =0.
Et:
(*+1)m-1m=0
(I+1)m=]1"m
(_lz)m:lm
(3™
T [2m]
ud

Sm(l) =0

=)
N—rt
3

2

0
m = 0[6].

SSs

|| “lRwI= Wl
1]
w‘s

t 000 00O
™

On déduit que 'ensemble des m demandé est I'’ensemble contient tous les multiples de 6
dans N*.

Exercice 5.3 Ecrire la factorisation en produit de polynémes irréductibles dans R[X], des
polynémes suivants :

L.Y®+9Y3 +8,

2.Y4-2Y% +9,

3.Y*+Y?-6.

Solution. 1. On peut réécrire le premier polynome sous forme d’'un trinéme en Y3 :

Y3+1)(Y3+8)
Y+DY2-Y+1D(Y+2)(Y2-2Y +4).

Y6 +9Y3+8

Les deux termes du second degré sont irréductibles dans R[X], puisque le discriminant
est strictement négatif.
2.

(Y2 +3)2 - 8Y?
(Y2 +3-2V2Y) (Y2 +3+2V2Y)
(Y2 =2V2Y +3)(Y2 +2V2Y +3).

Y4-2Y2+9

De méme que précédemment, les deux termes du second degré sont irréductibles dans
R[X], puisque le discriminant est strictement négatif.

3. En écrivant le polyndme sous forme d’un trinéme bicarré :

(Y2 =2)(Y?2+3)
Y —vV2)(Y+v2) (Y2 +3).

Y*+Y? -6

Exercice 5.4 Chercher le pgcd dans K[X] (K étantR ou C) des polynémes Py et P, suivants

Pi=Y - 2Y*+Y3 —Y?+2y-1
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et
P, =Y -Y?+2Y-2.

Soit D ce pgcd. Trouver P et P}, tels que
P, =DP}

et
P, =DP),

Déterminer le ppcm de Py et P,.

Solution. En utilisant I'algorithme d’Euclide, on peut déterminer le pgcd des polyndmes.
On obtient
Py =Py(Y2—Y—-2) +Y* +4Y - 5.

Alors, le pged de P; et P, est égal au pged des polynomes P, et Y2 +4Y — 5. En effectuant la
division euclidienne de P, par Y2 +4Y — 5, on trouve
P, = (Y +4Y —5)(Y - 5) +27Y - 27.
Puisque
27Y=-27=27(Y-1),

ensuite la division euclidienne de Y? + 4Y — 5 par Y — 1, puisque
pgcd(P1,P;) = pged(Py,aPy)

si a est un scalaire non nul.
Le pgcd des polynomes P, et Y2 +4Y — 5 est égal au pged des polyndmes

Y2 +4Y-5

et
Y-1.

Par la division euclidienne de Y? +4Y — 5 par Y — 1, on déduit le quotient Y + 5 et le reste 0.
Par suite Y2 +4Y — 5 est un multiple du polynéme Y — 1. Alors le polynéme Y — 1 est le pged
de Y2 +4Y -5 et Y — 1. Donc celui de P, et Y2 + 4Y — 5 et donc le pgcd de P; et Ps.

2. Etant donné D =Y — 1. Pour chercher P} et P}, tels que P; = DP} et P, = DP), on divise P,
et P, par D. On trouve
Pi=(Y-D(Y*-Y-Y+1)

et
P, =(Y-1) (Y2 +2).

Pour trouver le ppcm de P; et P, on fait appelle a la formule (polynémes P; et P, étant
unitaires) :
PP, = pgcd(Py,P2) x ppecm(Py,Py).

En calculant le produit P;P,, puis en divisant le résultat par le pgcd de P; et Py, mais il
vaut mieux d’utiliser la question 2.
P, =DP,
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et
P, =DP,

ouP=Y*-Y>-YX+1etP,=Y*+2.
Comme
P,P, =DP|DP, =D.ppcm(P;,P,)

on en déduit que ppcm(Py,P,) = DP P), autrement dit
ppem(P1,Py) = (Y- DY - Y’ - Y+ 1)(Y* +2)

=Y —2Y0 —5Y* +4Y3 —Y? +4Y +1).

On peut remarquer que
ppcm(Pl,PZ) = P]Pé = PIIPZ

comme P; = DP] et P, = DP, et 'on pouvait alors calculer un de ces deux produits.

Exercice 5.5 1. Prouver que si y, est racine commune aP(y) et Q(y), elle l'est également de
leur PGCD et inversement.
2. Déduire les racines multiples deP = y° + y3 —4y? -3y - 2.

Solution. 1. Supposons que A estle PGCD dePet Q, on a
P=AA;

et
Q=AA;.

Si A(yo) =0 alors P(yo) =A(y0)A1(yo) et de méme Q(yo) = A(yo)A2(yo)-
Inversement, supposons que y, est une racine de P(y) et Q(y),en utilisant le théoreme de
Bézout, on peut trouver deux polynomes U et V tels que

A=PU+QV

et
A(¥0) =P(y0)U(y0) + Q(»0)V(y0) =0.

2. Supposons que ¥ est une racine multiple de P = y° +y3—4y? -3y —2 alors elle est racine
de P =5y*+3y> -8y -3.
Trouvons le PGCD de P et P’ par I'algorithme d’Euclide :

_p! 2 3 2
P_P.g—g(y +6y°+6y+5)

P = ()P +6)°+6y+5)(5y—30)+147()* + y+1)
V3 +6)2+6y+5=(>+y+1)(y+5)

le reste étant nul le PGCD est y* + y + 1. Le polynéme P posséde comme racines multiples
celles de y? + y + 1 autrement dit

_—1+iV3 _-1-iV3

2

k K2

Ces racines sont de multiplicité au moins égal a 2 donc P est divisible par y*+ y+1 qui est
de degré 4, P étant de degré 5 il ne peut y en avoir d’autres.
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Exercice 5.6 Montrer que les polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement si
A+ B et AB sont premiers entre eux.

Solution.Si A et B sont premiers entre eux, alors

(A+B)AA=1
et

(A+B)AB=1.
On adonc:

(A+B)AAB=1

Inversement, supposons que A + B et AB sont premiers entre eux. Alors, dans le cas ou D
divise A et B, alors D divise A+ B et AB . Par suite, D est de degré 0.

5 Exercices pr OPOSéS
Exercice 5.7 Etant donné m € N, prouver que le polynémeY? —Y + 1 divise
Y-1"*+Y*" e C[X].
Exercice 5.8 Préciser tous les polynomes A tels que :
A@)=6,A'2)=1 et A"(2)=4

et
Vk=3,A%©2) =0.

Exercice 5.9 Donner la factorisation en produit de polynomes irréductibles dans R[X], des
polynémes suivants :

1. (Y2 —4Y+1)* + (3Y - 5)?,

2.Y°+1,

3.Y6 1.

Exercice 5.10 Etant donnés a;,0., 03,04 des entiers naturels. Considérons les deux poly-

noémes
A — Y4(X1 +3 + Y4(X2+2 + Y4(X4+1 + Y4(X4
et
B=Y +Y?+Y+1.
Montrer que B divise A.

Exercice 5.11 Déterminer le PGCD des deux polynémes X% — 5X* + 4X3 — +10X? +3X -2 et
X3 +2X? +4X +11.
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