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Notations

[’ensemble des nombres entiers naturels.
L’ensemble des nombres entiers relatifs.
L’ensemble des nombres rationnels.
L’ensemble des nombres reéls.

Sigma : somme

Pi : produit

Omega

Digamma

Gamma

Phi

Psi



INTRODUCTION

L’algebre est une branche de mathématique intervenant dans tout autre fondement et théorie
mathématique et aussi dans les sciences techniques et naturelles. Le Bagage algébrique est
indispensable pour tout scientifique, il permet de formuler des données , simplifier des pro-
bleémes réels et les résoudre en utilisant des symboles et des caractéres alphabétiques (pour
les variables inconnues).

Ce document est un support de cours d’algebre I. Il est principalement destiné aux étudiants
de 1 ére année en licence mathématiques et informatique, aux étudiants de certaines écoles
supérieures ainsi qu’aux étudiants de certaines classes préparatoires. Il a été réalisé pendant
la période dans laquelle j’ai exercé ma charge pédagogique au sein du département de Ma-
thématiques et informatique. J’ai eu I'immence honneur et un grand plaisir de travailler avec
le Prof. Ahmed Medeghri et ce polycopié est essentiellement inspiré de son cours.

Ce manuel est composé de cinq chapitres subdivisés en deux sections : des notions de cours
suivis par une série d’exercices corrigés. Le but de ce cours est de familiariser ’étudiant avec
de nouveaux outils algebriques tout en lui rappellant les prérequis des années ultérieures,
la bonne compréhension des notions de base de la théorie des ensembles et des structures
algebriques. Le lecteur désirant explorer plus en détails certaines notions du cours, pourra

consulter la bibliographie fournie & la fin du document.

v' La premiére partie de cet ouvrage est consacrée & la présentation des notions de logiques,

la définition du calcul propositionnel, la formulation et le raisonnement mathématique.

v Le deuxiéme chapitre est dédié a l’algebre ensembliste, portant sur la caractérisation et
les opérations sur les ensembles, I'image directe et réciproque d’un ensemble par une

application.

v" Dans le troisiéme chapitre, on définit deux types de relations binaires, a savoir une relation
d’équivalence et une relation d’ordre. Appuyés par des exemples illustratifs, les notions
de classes d’équivalences, majorants, minorants, borne inférieure et suppérieure d’un

ensemble sont également abordées.



v' Le chapitre quatre traite une partie trés importante et essentielle pour tout apprenant :
les Structures algebriques. En effet, cette section met en évidence les définitions et

propriétés liées aux structures de : groupe, anneaux et corps.

v' L’objectif du dernier chapitre est d’enrichir les connaissances antérieures de 1’étudiant sur
les polynoémes, par de nouveaux concepts tels que la divisibilité dans un anneau, le pged

et le ppcm de deux polynomes et 'irréductibilité.




Chapitre 1

Notions de Logique

" appelée

La fin du X7X¢ siécle fut marquée par la naissance de " la logique symbolique
aujourd’hui " logique mathématique " et qui avait pour objectif initial : la formatlisation des
mathématiques et I’étude des raisonnements. Afin de simplifier et abréger I’écriture mathé-
matique, Leibniz a introduit un grand nombre de notations symboliques ( quantificateurs,
intégral,...etc). Aussi, le calcul de vérité fondé par G. Boole donne un sens symbolique aux
combinaisons logiques (conjonction, disjonction, ...etc). Cette branche de mathématique a

subi une révolution spéctaculaire au fil du temps avec l'arrivée des travaux d’autres logiciens

qui ont contribué dans le fondement de ses rudiments.

1.1 Assertions et Prédicats

Définition 1.1.1 Une assertion (proposition) est un énnoncé (une phrase) qui peut étre soit

vrai, soit faux.

Notation : Généralement, on note les assertions par des lettres majuscules : P, ), R, A,

B....

Y

Exemple 1.1.1 1. A: "Le nombre —5 est un entier naturel”.
2. B: "Pour tout xt € R, on a : x> >0".
3. P : "Jupiter est une planéte”.

4. Q: "Je suis née au mois de septembre”.
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Définition 1.1.2 Soit 2 un ensemble. Un prédicat sur ) est un enoncé contenant une

variable. En remplacant la variable par des éléments de §2, on obtient une assertion.

Exemple 1.1.2 1. Soit a € N, l’expression : "a est un multiple de 3" est un prédicat noté
P(a).
P(5) :" 5 est un multiple de 3" est une assertion fausse.
P(9) :"9 est un multiple de 3" est une assertion Vraie.
2. Soit Q = {1,2,5,7,9}. Le prédicat sur Q2 : Q(x) :" x divise 45 " est vrai si on remplace
x par 1,5,9; et Q(z) est faur si x est égal a 2 ou 7.
3. Soit m € N, R(m) :" m est pair " est un prédicat sur ’ensemble N. Pour m = 6, R(m)

est vrai. R(7), R(11) sont des propositions fausses.

Notation : Si une assertion est vraie (resp. fausse), alors sa valeur logique est notée V' (resp.

).

1.2 Combinaisons Logiques

A partir de deux assertions (ou plus) simples, on peut construire de nouvelles assertions
dites assertions composées. Ces derniéres sont connectées (lices) a I'aide de Connecteurs (
ou Opérateurs) logiques. La valeur logique d’une proposition composée dépend de celles des
phrases qui la composent et de la nature des connecteurs logiques utilisés. Les résultats

peuvent étre résumés dans un tableau appelé Table de vérité.

1.2.1 L’opérateur Logique "et" (conjonction)

Définition 1.2.1 Soient P, ) deux assertions. L’assertion "P et Q" notée "P N Q" est
vraie si P est vraie et () est vraie.

Table de vérité

5| BESTIaS1 IS Eav|
o < | O
| | | < >
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Exemple 1.2.1 P : "2 divise 5", @Q :"Le chat est un animal”, R :" Mostaganem est en
Algérie”
On a : P est fausse , Q) est vraie, R est vraie. Ainsi, (P N\ Q) est fausse et (Q \ R) est vraie.

1.2.2 L’opérateur Logique "ou" (disjonction)

Définition 1.2.2 Soient P, ) deux assertions. L’assertion "P ou Q" notée "P V Q" est
fausse si P est fausse et () est fausse.

Table de vérité :

o < S| Y
o < <O
<

Exemple 1.2.2 P : " un entier naturel est strictement négatif ", @ :" Mozart est chinois
""R:"12x3=36".
Alors : P est fausse; Q est fausse; R est vraie. Donc, (PV Q) est fausse et (PV R) est

Vraie.

1.2.3 La Négation

Définition 1.2.3 La négation d’une assertion P est l’assertion nonP qui est vraie si P est
fausse et est fausse sinon. nonP est notée =P ou bien P.

Table de vérité :

P | -P
VI F
F|lV

Exemple 1.2.3 1. P :” Une heure est égale a 60 minutes’.(Vraie)
—P : 7 Une heure n'est pas égale a 60 minutes’.(Fausse)
2. @ :7 Le ciseau est un moyen de transport”. (Fausse)

=@ : 7 Le ciseau n’est pas un moyen de transport”. (Vraie)
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1.2.4 L’implication

Définition 1.2.4 Soient P, () deux assertions. On appelle 'implication de (Q par P l'as-
sertion " =PV Q ". La phrase " P implique () " et notée " P = @) " est fausse dans le cas
ot P est vraie et () est fausse.

Table de vérité :

Pl Q| P=Q
ViV Vv
VI F F
FlV Vv
F|F V

Exemple 1.2.4 1. P: ™5 x 11 —=10=45" @ :" Napoléon est belge".

P est vraie , Q) est fausse, P = Q) est fausse mais (Q = P est vraie.
2. "2<3 = 22=4 " est vraie.

3. " St jaurai la moyenne, alors je passerai en 2°"¢ année” est vraie.

Remarque 1.2.1 Lorsque la proposition P = () est vraie, on dit que Q) est une condition
nécessaire de P, c’est a dire que pour que P soit vraie il faut que () soit vraie.
On dit aussi que P est une condition suffisante de QQ. Autrement dit, pour que @) soit vraie il

suffit que P soit vraie.

Implication Réciproque

Définition : Soient P, () deux assertions. L’ implication réciproque de P = () est (Q = P .
Remarque 1.2.2 P = Q) et () = P n’ont pas toujours la méme valeur logique.

Exemple 1.2.5 -Limplication " 33 = 27 == 5 < 4" est fausse. Mais, la réciproque "

5<4 = 33=27" est vraie.

Contraposée d’une implication

Définition 1.2.5 Soient P, () deux assertions. La contraposée de P = () est la proposition
Q=P.

Remarque 1.2.3 P = Q et Q = P ont toujours la méme valeur logique.

On dit qu’une implication et sa contraposée sont équivalentes.
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1.2.5 Equivalence logique

Définition 1.2.6 Deux propositions P et () deux sont dites équivalentes si les deux tmpli-

cations (P = Q) et (Q = P) sont simultanément vraies. Dans ce cas, on écrit " P < @Q "

La phrase " P < Q " selit : " P équivaut (Q " ou encore "P si et seulement si Q.

Remarque 1.2.4 L’équivalence est vraie si les deux assertions P et () ont la méme valeur

de logique.

Définition 1.2.7 Table de vérité

N < < O
o < | <O
My

Exemple 1.2.6 1. (4 x5=20) < (7 < 23) est Vraie.
2. (4 x5=20) < (7> 23) est Fausse.

3. (42 =10) & (6 + 3 = 13) est Vraie.

Proposition 1.2.1 Soient P, () et R des assertions :
1. =(=P)& P
2. P\P& P
3. PVP &P
4. PNQ<s QNP
5 PVQ < QVP
6. ( PNQ)ANR< PA(QAR)
7. (PVQ)VR< PV (QVR)
8 = (PANQ)<& —-PV-Q
9. - (PVQ)& -PAN-Q

10. PAN(QVR)< (PAQ)V(PAR)
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11. PV(QANR) < (PVQ)AN(PVR)
12. ([P=Q)N(Q@=R)|=(P=R)
13. ([P Q)AN(Q< R)|=(P<R)
14. (P=Q)< (-Q = —-P)

Preuve. Pour démontrer ces propositions , on peut établir les tables de vérité :

Propriété (8) : = (PAQ) < (=P V —Q)

PlQ —\(P/\Q) =PV Q) ﬁ(P/\Q)@—\P\/—lQ

VI Vv F F %4

V| F Vv Vv Vv

F |V Vv Vv Vv

F | F \% \%4 \%4
Propriété (14) : (P = Q) < (-Q = —P)

Pl Q|P=Q|Q=-P|(P=Q) < (-Q=-P)

VIV Vv % Vv

VIF| F F % :

F|V Vv 1% 1%

F | F \% V V

Ou bien, en transformant 1’expression

(—-Q = —P) (= (=Q) Vv —=P)
QV-P

-PVQ

N

P = Q.

1.2.6 Tautologie

Définition 1.2.8 Une proposition (simple ou composée) qui est toujours vraie est appelée

tautologie.

Exemple 1.2.7 1. L’assertion "P\V =P " est une tautologie. En effet,

P[V[PV-P
VIF| V
FlV] V
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2. L’assertion "T : [(P < Q)N (Q < R)] = (P < R)" est une tautologie, car :

=
v
=

O
O

(P Q)N Q& R)

o S S S S|
E51 eS| SIS RS TRe IS A B
o S S| S | S| &
<) S| S T S| >
< S S S S S S SIS

<|<|™| =N =< <

<~ <<~ <| ¢

<= <= =< <O

1.2.7 Assertions Incompatibles

Définition 1.2.9 Deux assertions sont dites incompatibles si leurs conjonction est fausse

quelque soient leurs valeurs de vérité.

Exemple 1.2.8 1. les assertions P , =P sont incompatibles. En effet,

P =P | PA(=P)
VIF F
F|V F

2. Les prédicats "n <3 "et "n > T " sont incompatibles.

1.3 Quantificateurs Mathématiques

Le mot "Quantificateur" provient du mot "Quantité" et on 1'utilise pour décrire une certaine
quantité par rapport & un ensemble (tout) . En mathématique, décrire une quantité se fait
en utilisant le quantificateur universel ou le quantificateur existentiel . Le prédicat muni

d’un quantificateur est appelé assertion quantifiée .

1.3.1 Quantificateur Universel

Définition 1.3.1 L’expression "Quelque soit" (se lit aussi "Pour tout") est le quantificateur

noté " " permttant de définir l'assertion quantifiée : "Nz € Q, P (x)".

Exemple 1.3.1 1. Vn € N*, n? > 1. (vraie)
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2. Vz € R,Vy € R, 22 + y* > 0. (vraie)
3. Ya € Z, a —2 < 0. (fausse)

4. Vo € [0,1], x + 1 < 0. (fausse)

Remarque 1.3.1 L’assertion "V € Q, P (x)" est vraie, si tout les élements de l’ensemble
Q wvérifient le prédicat P (x) . Elle est fausse si on peut trouver au moins un élément de 0 qui

ne vérifie pas P (x).

1.3.2 Quantificateur Existentiel

Définition 1.3.2 Le quantificateur "Il existe” noté " 3 " permet de définir ’assertion quan-

tifiée - " 3w € Q, P(x)".

Exemple 1.3.2 1. 3n € N, n? — 3 > 1. (vrate)
2. drx e R,y € R, .+ y = —5. (vraie)
3. 3z € R, 2?2 < 0. (fausse)

4. 3z € C, z* < 0. (vraie)

Remarque 1.3.2 L’assertion " 3x € Q, P (z)" est vraie, si on trouve au moins un élément

de l’ensemble Q) vérifiant le prédicat P (x) . Elle est fausse si tout les éléments de Q) ne vérifient

pas P (z).

Négation des assertions quantifiées

Assertion Négation
VeeQ, P(x) | 3z € Q, =P (x) |
dr e, P(z) | Ve €, =P (z)

Exemple 1.3.3

Assertion Négation
VneNn+4>0 neNn+4<0
JreN:2x =3 Ve e N:2x # 3
neZ:n+5>0 VneZ:n+5<0
VeeR,224+1<0 JreR,2°+1>0

JyeN:VzeeRzrz<y |VyeN:JxeR x>y
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Remarque 1.3.3 On peut permuter deux quantificateurs identiques.

L’ordre des quantificateurs est important. On a
Ja € Q,Vb € Q'; P(a,b) = Vb e Q' ,Ja € Q; Pla,b) (1)

mais,

Va € Q,3b € ; Pla,b) % 3b € ', Va € Q; P(a,b) (2)

(Preuve de 'implication (1) en exercice).

Exemple 1.3.4 1- L’ennoncé :" P(a,b) : In € N,Vk € N : k < n" signifie qu’il existe un
entier n plus grand que tous les autres. Ce qui est évidemment faux. Par contre, dire que
pour tout entier k on peut trouver un n plus grand que k ("Vk € NyIn e N: k < n'") est
urazt.

2- L’ennoncé :" P(a,b) : Va €e R,Ib € R :b=a+ 1 " est vrai, car pour tout réel a on peut
trouver un réel b tel que a = b — 1. Mais, l'assertion " Q(a,b) : I e R,Vae R:b=a+1"
sigifie qu’il existe un b qui s’écrit en fonction de tout les réels a comme étant b = a + 1, ce

qui est faux.

1.4 Types de Raisonnements

Un raisonnement mathématiques est une suite d’opérations ou un enchainement logique d’un
nombre fini d’étapes permettant la confirmation d’un résultat.
Dans cette section, on présente les différents types et structures de la démonstration mathé-

matique.

1.4.1 Raisonnement Direct

Soient P et () deux assertions.
Méthode : Pour montrer que P = (), on considére que P est vraie et on montre que ()

Pest aussi.

Exemple 1.4.1 Soient a et b deux réels. Montrer que si |a| <1 et |b| <1, alors ab+ 1 # 0.
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Démonstration : On a

la| <1 N -l<ax<1

|b| < 1 -1<b<1
= —-l<abx1
= 0<ab+1<2
= ab+1+#0

Donc, |a| < 1 et |b] < 1, alors ab+ 1 # 0 est vraie.

1.4.2 Raisonnement par disjonction des Cas

Méthode : Pour montrer qu'un prédicat P(x) est vrai pour tout x € 2, on peut montrer
1*cas : Vo € A C Q, P(x) est vrai
que : et
2¢mecas : Vo ¢ A, P(x) est vrai.

Exemple 1.4.2 Soit n € N*. Montrer que n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.
Démonstration :
1°"cas : pour n multiple de 3,ie (n =3k /k € N*), on a :
nn+1)(n+2) = 3k(3k+1)(3k +2)
= 3[k(3k +1)(3k + 2)]
= 3k
Ainsi, n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.
2" cas : si n n'est pas un multiple de 3,ie. (n =3k+1 /k € N*) ou (n=3k+2 /k € N¥).
Alors, sin=3k+1 /keN* ona:
nn+1)(n+2) = (Bk+1)(3k+2)(3k + 3)
= 3[(3k+1)(3k +2) (k+1)]
= 3K

Etsin=3k+2 /keN* ona:

nn+1)(n+2) = Bk+2)(3k+3)(3k+4)
— 33k +2)(k+ 1) (3k +4)]
— 3]{:///.
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Donc, (n n’est pas un multiple de 3) = (n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3) .
Par conséquent, Yn € N* : n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.

1.4.3 Raisonnement par Contraposée

Soient P et () deux assertions.

Meéthode : pour montrer que P = @ , il suffit de montrer que Q = P.

Exemple 1.4.3 Soit n € N*, montrer que si n est le carré d’un entier, alors 2n n’est pas le
carré d’un entier.

Démonstration :

Supposons que 2n est le carré d’un entier, alors Ik € N tel que :

2
2n = k2:n:%

- o)

On sait que % ¢ N. Ainsi, n n’est pas le carré d’un entier.

Donc , par contraposée : sin est le carré d’un entier, alors 2n n’est pas le carré d’un entier.

1.4.4 Raisonnement par I’Absurde

Soient P et () deux assertions.
Meéthode : pour montrer que P est vraie , on suppose que P est vraie et on montre que ca

entraine une contradiction.

Exemple 1.4.4 Soit n,m € N*, monter quenm =1=n=1Am=1.

Démonstration :

Rappelons que P = Q < P A Q. Cest & dire qu’on suppose que P est vraie et Q est fausse.
Suppospons que nm =1 et (n # 1 oum # 1). Ainsi, on distingue 2 situations :
sin#1,alors :nmm=1=m = % ce qui est absurde car m € N* mais % ¢ N*.

et sim#1, alors :nm=1=n= = (contradiction car n € N* mais % ¢ N*).

D’ou, l'implication est vraie.
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1.4.5 Raisonnement par un Contre-exemple

Soit le prédicat P(z) défini sur un ensemble €.
Méthode : Pour montrer que P(x) est faux, il suffit de trouver un élément x de 2 vérifiant

P(z).

Exemple 1.4.5

1. Montrer que Vo € R,z < 4 = x? < 16 est fausse.
Le contre exemple est v = —5. En effet, —5 < 4 mais (—5)? > 16.
2. Montrer que la proposition suivante est fausse :
Vn € N, 7 Si (n est pair et multiple de 4), alors (n un est multiple de 8)”.

Prenons n =12 : 12 est pair et un multiple de 4, mais ce n’est pas un multiple de 8.

1.4.6 Raisonnement par Récurrence
Soit P un prédicat, ng un entier naturel, tel que n > ny.

Récurrence simple

Méthode :

Pour montrer que P(n) est vraie pour tout n > ny, Il suffit de :
- Veérifier que P(ng) est vraie.

- Supposer que P(n) est vraie pour 'entier naturel n > ny.

- Montrer que P(n + 1) est vraie.

Exemple 1.4.6 Montrer que Vn € N : 2" > n.
Notons P(n) : 2" >n. On a ng = 0.

-P(0) est vraie, car : 2° > 0.

-Supposons que (P(n) : 2" > n) est vraie.
-Montrons que Vn € N: P(n+1) : 2" > n + 1.
On sait que Yn € N : 2" > 1. Alors,

>
{2n—1 =2"42">n+1=2"">n 41
2" >n

D’ou, P(n) est vraie pour tout n € N.
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Exemple 1.4.7 Soit a > 0. Montrer que pour tout entier n > 1,(1 +a)" > 1 + na.
Notons P(n) : (1+a)"” > 14 na. On a ng = 2.

- P(2) est vraie, car : (14+a)? =1+ 2a+a®> > 1+ 2a.

-Supposons que (P(n) : (1 4+ a)™ > 1+ na) est vraie.

-Montrons que Vn e N: P(n+1): (14+a)"™ >1+ (n+1)a. Ona

1+a)"" = (1+a)(l+a)
= (1+a)"+a(l+a)
> 14+ na+a(l+na)
> 1+a+na+ na’

> 14+ a+ na.

Par conséquent, Vn € N: (1 +a)"™ > 1+ (n+1)a. D'ou, P(n) est vraie.
Récurrence forte (cumulative)

Méthode : Cette méthode repose sur les mémes piliers :
1) Initialisation : montrer que P(ng) est vraie.

2) Héridité : montrer que (Vk € {ng,--- ,n}: P(k)) = P(n+1).

Exemple 1.4.8 Soit la suite (u,) des réels positifs telle que : u; = 1 et ¥Yn > 2 : u2 =
Uy +Ug + -+ Up_1.

On veut démontrer par récurrence forte que Vn > 1: u, > %.
Initialisation : pour n=1, onau; =1> %‘.
Héridité : on suppose que Yk € {1,--- ;n}:up > %. Ainsi, on a
u > %
uy > = 1
S = ittt uy > g (L4244 n)
M somme
Un 2>
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ol 1 suffit de remarquer que L = \/(”+1)2 — \/(”;1) % (ngl)‘

Pour montre que u,y1 >

4 4 16

De plus, on a‘v’nzlzn—i—nZn—i—l.D’ou,nZ"T“. Donc,

1 1 1 1
Upy1 2 n%iun#lZ\/(n; )X(ng ) :>Un+12n+ .

Par conséquent, ¥Yn > 1: u, > 7.
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1.5 Exercices corrigés

Exercice 1.5.1 Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses en justifiant la ré-

ponse, puis donner leurs négations.

1. dz e N:7xr—-3=0.
2. VYx € R, 522 — 26 > 0.

3. JreRIyeR: 2% +y*=2.
y+1

4. VreR JyeR:x =
y—1

Solution : Valeurs logiques :
1. "drz e R:7x —3=0" est vraie car x = % vérifie I’équation.
2. "Vz € R, 522 —26 > 0" est fausse car il existe au moins un élement x € R pour lequel
522 — 26 < 0, par exemple z = 0.
3. "Iz eR,Fy € R: 22+y? = 4" est vraie en prenant z = y = 2 oubien z = 0,y = —2.

1
4. "VIER,EIyER:x:%"estfaussecarpour r=1l,ona:y+1=y—1cequi

n’est pas possible. .
Négations :
1 VreN: 7z —3#0.
2 Iz € R,52% — 26 < 0.
3VreR,Vy e R: a? +y? #2.
y+1

43x€R,Vy€R:x7é—1.
y_

Exercice 1.5.2 Démontrer les équivalences suivantes :
1. [PA(PVQ)] & P.
2. P& Qe [Q< Pl.
5. [P=Q|N[P=Q] &P
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Solution
) [PA(PVQ)] < P
Pl Q|PVQ|PANPVQ) | PANPVQ) < P
VIV 1% 1% 1%
V| F Vv V |4
F |V %4 F Vv
F | F F F Vv
2)(P<:>Q)é(Q<:>P)
PlQ|P<—= Q|Q << P|(P = Q) < (Q < P)
VIV Vv Vv Vv
V| F F F Vv
F |V F F Vv
F | F Vv Vv %

3) Montrons que (]_3 = QANQ = P) < P

PlQIP=Q|Q=P|P=>QANQ=>P|(P=>QNQ=P) < P
VIV \%4 \%4 \%4 V
V| F \% \% \%4 \%4
F|V \% F F \%
F | F F \%4 F \%4

Exercice 1.5.3 Soit x € R. Montrer que si 23 + 2> —x — 1 > 0, alors x > 1.

Solution (raisonnement direct)
On remarque que A(z)=23+2?> —x — 1 s’annule si = 1. Alors, A(x) = (z — 1) B(x) tel que
B(z) = az® + bz + c. Ainsi,

Alz) = (z—1)(az® +bx +¢)

= ar*+(b—a)2®* +(c—b)x—c.
Par identification, on trouve a = 1,b =2,c =1 ie

Alz) = (z—1)(z*+2z+1)

= (z-D(x+1)=



1.5 Exercices corrigés 18

D’autre part,

Ax) > 0= (z—1)(z+1)%>0
= (z—1)>0etaz#—1

= x>1.

D’ou, le résultat.

Exercice 1.5.4 Démontrer par contraposée la proposition suivante : Si n? est impair, alors

n est impaair.

Solution
Montrons que : si n est pair, alors n? est pair
Si n est pair, alors n = 2k / k € N. Ainsi, n? = (2k)? = 2 (2k?).

Donc, n? est pair. Par contraposée : n? impair = n impair.

Exercice 1.5.5 (intervertion des quantificateurs) Soient (2, Q) deuz ensembles et P une

proposition. Montrer que

Jda € Q,Vb € Q; P(a,b) = Vbe Q' 3a € Q; P(a,b)

Solution (raisonnement par ’absurde)

Supposons que Ja € Q,Vb € Q'; P(a,b) est vraie et Vb € ', Ja € Q; P(a,b) est
fausse. i.e ((Ela € Q,Vb e QV; P(a,b)) A (Elb € Q' Va € Q;W)) :
C’est a dire qu’il existse un élément a de € qui est compatible avec tout élément b de V.
D’autre part, il existe au moins un élément b de € qui n’est compatible avec aucun élément

de Q. Ce qui est absurde. D’ou, le résultat.
Exercice 1.5.6 Démontrer que pour tout entier naturel n > 0, 7" — 1 est divisible par 6.

Solution
i) Pour n =1, on a (7! — 1) est un multiple de 6.

ii) Supposons que 7" — 1 est divisible par 6. i.e 7" — 1 =6k / k € N,
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iii) Montrons que 7" — 1 est divisible par 6 :

T -1 = (TxT) -1
= (TxXT™)—7+6
= 7(1"-1)+6
= ("—=1)46(7"—1)+6
= 6k+6(6k)+6
= 6(Tk+1);

ce qui achéve la démonstration.

1.6 Exercices supplémentaires

Exercice 1.6.1 Ecrire la négation simplifiée des propositions suivantes :
a. ("PAQ)= R.
b. =(PV-Q)A(S=P).

c. (PAQ)A(PVQ).

d. P= (-QVR).
e. Vv eR, f(x) >0= 2 <0.
f. Ve>0,3n>0,VY(zr,y) €R, (|z—y| <n=|f(x) = fy)] <e).

i VM >0,34>0,Ve > A, f(z) > M.

(=

joIdneN;(n<7) = (n? <49).
Exercice 1.6.2 Montrer que les assertions suivantes sont des tautologies :

A: [(P=RAP=Q)]=[P=(RAQ)

B: [P=(Q@=R)]<[(PAQ)= R]

Exercice 1.6.3 Soient les assertions suivantes :

P " Sije suis un étudiant universitaire, alors j’ai un Baccalauréat”.
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Q :

" Si AB? + AC? = BC?, alors ABC' est un triangle rectangle en B".

-Donner les valeurs logique de :

a) P et (nonQ);

b) Q ou (P = Q);

c) P si et seulement si Q.

Exercice 1.6.4 Ecrire la négation mathématique de chacune des phrases suivantes :

1.

2.

Ni Marie ni Martin ne sont malades.

Certains membres de la chorale n’assisteront pas au spectacle.
1l existe des rectangles qui ne sont pas des parallélogrammes.

St ABC'D est un rectangle, alors il pleut.

Un pommier est un animal, si et seulement si, le ciel est rouge.
Tout réel positif est un entier.

Soit je passe mes vacances a Londres, soit en Tunisie.

Sur R, I’équation 2 — 1 = 0 admet un nombre de solutions strictement inferieur a 3.

Exercice 1.6.5 Donner les contraposées des phrases suivantes :

1.

2.

S7il pleut, alors je joue auxr dominos ou je vais au cinéma.

Si AB=AC, alors ABC est un triangle isocéle.

Exercice 1.6.6 Ecrire en utilisant les quantificateurs :

1.
2.

3.

/.
5.

1l existe des réels x dont le carré est strictement supérieur a 100.
Pour tout rationnel q, il existe un entier n strictement supérieur a q.

Certains entiers naturels n vérifient que n* + 3n soit pair.

Soit la fonction [ définie sur R .
f s’annule deux fois sur R :

f est constante sur l’intervalle I C R.



1.6 Exercices supplémentaires 21

Exercice 1.6.7 Montrer que : Pour tout entier naturel n, n* + 3n est pair.
Exercice 1.6.8 Soient (x,y) € R. Démontrer que xy < #

Exercice 1.6.9 Montrer que : si x et y sont des réels distincts et différents de 1, alors

Exercice 1.6.10 En utilisant le raisonnement par labsurde, montrer que : /2 ¢ Q.

Exercice 1.6.11 En utilisant le raisonnement par contraposée montrer que : Si l’entier

(n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors ’entier n est pair.
Exercice 1.6.12 Démontrer que pour tout entier n > 1, on a :

1)(2n+1
TIPS U )6( ntl)




Chapitre 2

Ensembles et Applications

L’objectif de ce chapitre est de :

1) Donner un sens mathématique bien précis aux pré-requis (de I’étudiant) liés aux ensembles,
I'intersection et 'union...

2) Maitriser de nouvelles notions telles que la différence de deux ensembles et le complémen-
taire d’une collection d’objets.

3) Etablir la différence entre une relation mathématique, une fonction et une application.

4) Définir une application injective / surjective / bijective.

2.1 Ensembles
2.1.1 Notion d’Ensemble

Définition 2.1.1 Un ensemble est une collection ( ou multitude) d’objets appelés élé-

ments.

Notations

- On note les ensembles par des lettres majuscules : Q, F, ' A, B, E | F, ...

- les éléments d’un ensemble sont notés par des lettres minuscules : «, 5, a,b,z,y, z, ...
- Si z est un élément de €2, on écrit x € Q2 et on lit : x appartient a 2.

- Si x n’est pas dans €2, on écrit = ¢ ) et on lit : = n’appartient pas a €.

Exemple 2.1.1 1. Q={0,a,B 5 d, &} est un ensemble et & € 2,3 ¢ Q.

2. Lyon € {villes de France} .
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3. 11 ¢ { les entiers pairs}

4. N est l’ensemble des entiers naturels.
5. 7 est l’ensemble des entiers relatifs.

6. Q est l’ensemble des nombres rationels.
7. R est l’ensemble des nombres réels.

8. C est I’ensemble des nombres complexes.

Remarque 2.1.1 On peut définir un ensemble de trois fagons :

1 — Extension énumerer tous les éléments (l’ordre et la répitition sont sans influence),par

exemple 2 = {0,a, .5, d, &} = {d,a,d, .50} = {0,a,a, B BB 55 d & & & &}.

2 — Compréhension énoncer une propriété caractérisant les éléments de l’ensemble, par exemple :

A={neN: 3<n<8}, l'ensemble des entiers pairs B = {2n, n € Z} .

3 — Diagramme de Venn par une représentation graphique d’un ensemble i.e le diagramme

de Venn

Définition 2.1.2 -Un ensemble fini est un ensemble dont le nombre d’éléments est fini.
Le nombre d’éléments d’un ensemble ) est appelé cardinal de ).

-Un ensemble qui n’est pas fini est dit infina.

-Un ensemble qui ne contient aucun élément est un ensemble vide.

-Un ensemble contenant un seul élément est appelé Singleton.
Notation : On note le cardinal de Q par Card () et 'ensemble vide par §.

Exemple 2.1.2 1. Q={0,a,B 5,d, &}, Card(Q2) = 6.
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2. A={neN: 3<n <15}, Card(A) = 13.
3. B={neN:n< -1}, Card(B) =0, car B=1.

4. C={i}, Card(C) =1.

2.1.2 Inclusion d’ensembles

Définition 2.1.3 Soient les ensembles A et B. On dit que A est inclus dans B si et seulement

si tout élément de A appartient o B.
Notation : L’inclusion de A dans B est notée : A C B.

Remarque 2.1.2 1. Si A est inclus dans B, on peut dire que A est une partie de B (ou
A est un sous ensemble de B ou A est contenu dans B ou bien B contient A) et on
écrit :

(ACB)e (VaeQ; ac A=a€B).

2. On dit que A n’est pas inclus dans B s’il existe au moins un élément de A qui n’appar-

tient pas a B et on écrit :
(A¢B)& (Fac ac ANa ¢ B).

3. Tout ensemble est inclu dans ui méme (2 C ).

4. Si A C B (finis), alors Card(A) < Card(B).

CF

D = QCo.

5. Si Q) F et o sont trois ensembles , alors on a { %

6. L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble.

Exemple 2.1.3 a) NCZCQcCRcC.

b) Dans tout les cas suivant on a A C B :
1. A={-2,0,3,5} et B={-5,-2,—-1,0,1,3,4,5,7,10} .
2. A=|2,5] et B =12,5].
3. A=]|—-3,1] et B=|—4,2].

4. A={2n+1,n e N} et B=Z.



2.1 Ensembles 25

Définition 2.1.4 Soit Q un ensemble. Les parties de 2 forment un ensemble dit ’Ensemble

des parties de ), noté : P(12).
Exemple 2.1.4 L’ensemble des parties de Q = {1,2,3} est

P(Q) ={o,{1},{2},{3} ,{1,2} ,{1,3} ,{2,3} . {1,2,3}} .
Remarque 2.1.3 1. Si Card(Q2) = n, alors Card(P(Q2)) = 2".
2. Ae P(B) < AC B.
2.1.3 Egalité d’ensembles

Définition 2.1.5 Soient A et B deux ensembles. On dit que A et B sont égaux et on écrit

A = B, s’ils contiennent les mémes éléments. i.e
(A=B)<e (ACB)AN(BCA).

Exemple 2.1.5 Dans les cas suivants, A = B :
—1
1. A= {xER;i—H >O}, B={zeR;(z—1)(z+2)>0}.

2. A={reR;a?+42+3=0}, B={-1,-3}.

Remarque 2.1.4 a) L’’ecriture A C B signifie que : (A C B)V (A= B).
b) Si A# B, on dit que A et B sont distincts ( ou différents) .

c) Si AC B et A+# B, on dit que A est strictement inclus dans B et on note A & B.

2.1.4 Opérations sur les ensembles

Union d’ensembles

Définition 2.1.6 Soient A et B deux parties de §2. L’ensemble contenant les éléments ap-

partenants a A ou a B est appelé 'union de A et B notée AU B.

AUB={ze€Q; (r€A)V(xeDB)}.
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AUB

Exemple 2.1.6 1. Soit A={0,2,5,8}, B=1{1,3,6}, alors AUB ={0,1,2,3,5,6,8}.
2. Soit A =] —3,1], B=[0,4], alors AU B =] — 3,4].

Proposition 2.1.1 Soient A, B et C' trois parties de €. On a :
* AUA = A

* Aug = A

* AUB=BUA.

*(AuUB)UC =AU (BUC).

* AC(AUB) et BC (AUB).

*(AUB=B)< (ACB).

Intersection d’ensembles

Définition 2.1.7 Soient A et B deux parties de Q. L’intersection de A et B notée (AN B)

est l’ensemble qui contient les éléments appartenant a A et a B. i.e

ANB={ze€Q; (x€ A AN(xzeB)}.

ANB
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Exemple 2.1.7 1. Soit A=1{0,2,5}, B=1{0,1,5,6}, alors AN B ={0,5}.
2. Soit A =] —3,1], B=10,4], alors AN B =[0,1].

3. Soit A={reR,2?-1>0} et B={reR,x+2>0}. Alors ANB = [-2,-1] U
[1, 400l

Proposition 2.1.2 Soient A, B et C' trois parties de ). On a :
a) AnNA=A

b) AnNg=2.

c) ANB=BnA.

d) (ANnB)NC=AnNn(BNC).

e) (ANB)C Aet(ANB)CB.

f) (ACB)< (AnB)=A)
Ensembles disjoints

Définition 2.1.8 Deux ensembles A et B sont disjoints si leurs intersection est vide. i.e

AN B =10.

Exemple 2.1.8 1.
2. Z, etZ* sont disjoints.
3. A={a,1,d,5} et B={0,p,3} sont disjoints.

4. A=]—5,3] et B =]3,5] sont disjoints.

Proposition 2.1.3 Soient A, B et C trois parties de 2. On a :
1. AU(BNC)=(AUuB)N (AuC).
2. AN(BUC)=(AnB)U(ANnC).

3. Card (AU B) = Card(A) + Card (B) — Card (AN B).
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Preuve.

Montrons que AU (BNC)= (AUB)N (AuC).
a) AU(BNC) C (AUB)N (AUC) :
Pour tout élément x de l’ensemble AU (BNC), on a:
1) Sixze A, alorsx € (AUB)N (AUC).
2)Six¢ A, alors v € (BNC).Done, v € (AUB)N (AUC).
b) (AUB)N (AUC) C AU(BNC):
Soit € (AUB)N (AUC). On a :
1) Sixze A alorsxe AU(BNC).

2)Six¢ A, alors v € B et xeC. Donc, € AU(BNCO).

Produit cartésien

Définition 2.1.9 Soient A, B deuz ensembles. L’ensemble des couples (x,y) pris dans cet

ordre avec x € A ety € B est appelé ensemble produit cartésien de A et B; et on note
Ax B={(z,y) \z €A, yec B}.
Le nombre d’éléments de A x B est Card(A x B) = Card(A) x Card(B).
Exemple 2.1.9 Soit A= {a,b,c} et B={1,2}; card(A x B) = 6;
A x B ={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}.

Remarque 2.1.5 Le produit cartésien n’est pas commutatif, i.e A x B # B x A. En effet,

dans l’exemple précédent
B x A={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)} # A X B.

Définition 2.1.10 Soit n € N*, (A, As, ..., Ay,) des ensembles non vides. On appelle produit
cartésien des ensembles Ay, As, ..., Ay, les n — uplets (ay,as, ..., a,) avec (ai € A\i = L_n) et
on note :

Al X AQ X ..o X An = {(al,ag, ...,an) \ a; € Al\l :1,_”} .
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Exemple 2.1.10 Le triplet (1,4/5,—3) € Nx R x Z.

Remarque 2.1.6 Pour tout ensemble A, Ax () =0 x A=10.

Différence d’ensembles

Définition 2.1.11 Soient A et B deux sous ensembles de 2 . On appelle différence de A et
B l’ensemble, noté A\B (A moins B), constitué des élément de A qui n’appartiennent pas a
B.

AB={z€Q; (re AN (x ¢ B)}.

1. Soit A={x € R,z —2 >0} et B={z € R,z <5}. Alors, A\B = [5, +0].

2. Soit A ={a,b,c,d,e} et B=1{b,e,0,g}. Alors, A\B = {a,c,d}

Proposition 2.1.4 Soient A, B et C trois parties de ). On a les proriétés suivantes :
a) A\D = A.

b) (A\B=10)«< (ACB).

c) A\(BNC)= (A\B)U (A\C).

d) A\ (BUC) = (A\B) N (A\0).

Preuve. En exercice. [l
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Complémentaire d’un ensemble

Définition 2.1.12 Soit A un sous ensemble de ). Le complémentaire de A dans ) est un
sous ensemble de 2, noté CqoA, formé des éléments de 2 qui n’appartiennent pas & A et on
écrit
CoA={rxeQu¢ A} = Q\A.
CA
Q

\

Exemple 2.1.11 1. SoitQ = {a,b,c,d,e, f,g} et A= {b,e,g}. Alors, CqA ={a,c,d, f}.
2. Soit Q =R et A =] —3,5]. Alors, CqA =] — 00, —3| U [5, +00].

3. Soit Q@ =N et A= {2n,n € N}. Alors, CqA ={2n+1,n € N}.

Proposition 2.1.5 Soient A et B deux parties de Q). On a :
a) Coll =Q et CoQ = 0.

b) Cq (CqA) = A.

c) ANCqA=0 et AUCQA =Q.

d) Si A C B, alors CoB C CqA.

e) A\B=AnNCqyB.

f) Ca(ANB) = (CqA)U (CaB) .(Loi de Morgan)

g) Co(AUB) = (CqA)N (CaB). (Loi de Morgan)

Preuve. g) Cr(AUB) = (CgA)N (CgB).
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1) Montrons : Cr (AU B) C (CgA)N (CgB) : soitx € Cr (AU B),

reCg(AUB) = z ¢ (AUDB)
= r¢ ANz ¢ B
= z € (CpA) Nz € (CgB)
— z € (CrpA)N(CEB).

2)Montrons : (CgA)N (CgB) C Cg(AUB) : soit v € (CgA)N (CgB), on a

xr € (CEA>H(CEB) =T E (OEA)/\I S (CEB)
r¢ ANz ¢ B
r ¢ (AUB)

R

JZGCE(AUB)

De 1) et 2), on déduit que Cg (AU B) = (CgA)N (CgB). O

2.2 Relations, Fonctions, Applications
2.2.1 Relations

Définition 2.2.1 Soient ) et f deux ensembles non vides, tout triplet (2, F,T") est appelé
relation R de Q vers F tel que :

Q est l’ensemble de départ de R.

F est appelé ensemble d’arrivée de R.

' CQxF estle graphe de R, ou I’ = {(x,y) € Q x F \ =Ry} .

x est appelé l'antécédent de y et y est l'image de x par R.

Exemple 2.2.1 Soient Q2 ={1,2,3,4,5}, F ={a,b,c,d} , on définit la relation R de ) vers
F par le graphe
I'= {(17 CL) ) (17 C) ) (27 C) ) (3a a) ) (47 b)} .
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R peut étre, aussi, représentée par un diagramme sagittal ou cartésien, comme suit :

F
d
C
b
a
1 2 3 4 5 g
Diagramme sagittal Diagramme Cartésien

2.2.2 Fonctions

Définition 2.2.2 Soient () et F deux ensembles non vides. On appelle fonction de €2 dans

F toute relation de ) vers F qui associe & chaque x de 2 au plus un élément y de F .

Notation : Ecriture mathématique : I 2:; ou bien Q % F .

Les fonctions sont notées généralement par : f, g, h,---

Exemple 2.2.2 1. Q={a,b,c,d, e}, F ={p,q,r, s, t,u}, f etg deuz relations de ) vers

f FONCTION

g n'est pas une fonction

f est une fonction telle que : f(a) = s, f(b) = f(d) =q, f(e) =t.
g n’est pas une fonction car : e a deux images différentes (g(e) =t et g(e) = u).

R R
2. g z : 3, x=—1napas d’image, y = 0 n’admet aucun antécédent par f.

s g 1 ET —2 n’a pas dimage, y = 0 n’admet aucun antécédent par g.
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Définition 2.2.3 Soient ) et F deux ensembles non vides. Le domaine de définition

d’une fonction f noté Dy est l’ensemble des éléments de ) admettant une image dans f .
Dy ={zxeQ/3yeF  y=f(x)} C

Exercice 2.2.1 Déterminer le domaine de définition des fonctions f, g : R — R avec f(x) =

_ =2
Vit =1, g(x) = =5
a) Pour f(z) = /22 — 1, on peut écrire :

Dy ={reR:2”°—-1>0}.

Ainsi,
-1 > 0 (z-1)(x+1)>0
< z€]—o0,—1]U][l,4o0|
Donc,
Dy =] — 00, —1] U1, +o0].
b) Pour la fonction g(z) = =%, on a :
D, = {z€R:z+3#0}.

= {reR:z# -3}
= R\{-3}.

Egalité de deux fonctions

Définition 2.2.4 Soient f et g deux fonctions. On dit que f et g sont égales et on écrit
f=gsi:
i. f et g ontle méme ensemble de départ, d’arrivée et Dy = Dy = D.

it. Ve € D, f(x) = g(z).
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2.2.3 Applications

Définition 2.2.5 Soient ) et F deux ensembles non vides. On appelle application de §2
vers [ toute fonction f qui fait correspondre a chaque élément x € ) un élément unique

y € F. Cest a dire Dy = (.

Exemple 2.2.3 f et g deux relations définies de €2 vers F , telles que :

F

o]
g
.y

f est une application car Dy = ), mais g n’est pas une application car v = 3 n’admet aucune

1mage.

Application identique

Définition 2.2.6 Soit €2 un ensemble non vide. On appelle application identique dans €2,

notée Idg, Uapplication qui associe a tout x € ), x lui méme. i.e

Idg : Q—Q
x— Ido(z) =x .
Composition d’applications

Définition 2.2.7 Soient (), F , O trois ensembles non vides, f : 2 — F,g: F — O applications.

La composée de f et g est l'application notée g o f définie par :

gof : Q—0
z—go f(x) =g(f(z))
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Exemple 2.2.4 On considére f et g deux applications définies sur R, par : f(z) = Vo — 1,9(z) =

2x

e o) 2/FT
9o @) = gU) = o 5 ==
fogle) = Slg) = Vo) — 1=/ —1.

Proposition 2.2.1 Soient f: Q2 — F,g: F — 0,h:0 — H trois applications, on a
1. foldg=f.
2. Id; o f = f.
3. ho(gof)=(hog)of.

Image dircete, Image réciproque

Définition 2.2.8 Soient ), F deux ensembles non vides, f : 2 — [ wune application et

ACQ, BCF:

1. On appelle image directe de A par f l’ensemble noté f(A) tel que
F(A) = {f@@)/z € A} C F,
2. On appelle tmage réciproque de B par f ’ensemble
fYB)={zcQ/f(x)e B} C Q.

Exemple 2.2.5 On considére 'application f(x) =x3, A=10,2], B=[-1,1]; on a
1. L’image directe de A par f est f(A) = {y= f(z)/0 <z <2}. Comme 0 < x < 2,
alors 0 < 23 < 8. D’ow, f(]0,2]) = [0, 8].

2. Aussi, ['image réciproque de B est

FH=L) = {zeR/f(2) € [-11]}
= {zeR/-1<°<1}
= {eeR/V-T < Va7 < T}
= {zeR/-1<zx<1}

— [-1,1].
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Proposition 2.2.2 Soient ), F deux ensembles non vides, f : 1 — F wune application,

A, Ao CQ et By,Bo CF.Ona:
1. Ay C Ay = f(A) C f(A,).
2. f(A1NAs) C f(A)N f(Ag).
3. f(ATUA) = f(A)U f(Ag).
4. B C By = f1(By) C f'(Bs)
5. [TH(BiNBy)=f1(By)Nf(By).
6. f7H(B1UBs) = fH(B1) U f (Ba).
7. AC f7H(f(A) /| AcCQ.

8. f(fY(B)CcB /BCF.

Preuve. 1) Soit y € f(A;), alors 3z € Ay/y = f(z). Or, A; C Ay = z € A,. Ainsi,
y=f(z) € f(A2). Donc, f (A1) C f(Az).
3) Soit y € f(A;UAy),ona:

yef(AAUA) <= Jr e AAUA/y= f(x)
= (FreAfy=[f(2)V(Fzec A/y=[(z))
— (e f(A))V(yef(A))
= ye f(A)U[f(A).

D'ou, f (AU Ay) = f (A1) U f(As).
4) On a By C Bs. Soit z € E, alors

v fH(B) < f(z)€ B
< f(ZE) € By

> x¢ fH(By).

Donc, si By C Bs, alors f~1(By) C f~1(B,).
7) Siz € A, alors f(z) € f(A). Ainsi, z € f~1 (f(A)). O
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Injectivité, Surjectivité, Bijectivité
Soient €2, F deux ensembles non vides et f : {2 — F une application.

Définition 2.2.9 f est dite injective si et seulement si toute image de F admet un unique

antécédent de Q.i.e

Ve, o' € Q: f(z) = f(2)) = x =2
f est non injective si il existe une image de F qui admet plus d’un antécédent de $.i.e
e, 2" € Q: f(x) = f(a') Nx #£ 2.

Exemple 2.2.6 1.

f

=

o AN O o

f nlest pas injective car : f(1) = f(4) N1 # 4.

g est injective car toute image de F a au plus un antécédent dans €.

2. On a
h : R—=R
= h(z) = |z]
Cette application n’est pas injective car |—2| = |2| avec —2 # 2 .

3. Soit g une application définie par

g : R+—>R+
1
Tl =
Soient x,x' € Ry, on a :
1 1
/
= e =
o) = gle) = =
— o+1=1"+1
= r=1.

Donc, g est injective.
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Définition 2.2.10 Une application f est dite surjective si et seulement si tout élément de

[ admet au moins un antécédent dans €. i.e
Vye F,3x € Q:y= f(x).

f n’est pas injective s’il existe un élément de F qui n’admet aucun antécédent. i.e
JyeF,VeeQ: f(x)#£v.

Exemple 2.2.7 1. Soient g, h deux appliactions telles que

h est surjective, mais g n’est pas surjective car a # g(x) pour tout x € L.
2. L’application
z f@) = Vi

n’est pas surjective car y = —1 n’admet aucun antécédent dans R, par f.

3. Ona

g : R—R

z— g(z) =%

Cette application est surjective car Yy € R,z € Q : y = g(x), toute image y admet un
antécédent de la forme ¥/y.

Définition 2.2.11 Soit f : Q — F une application.
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a) f est dite bijective si elle est injective et surjective. Autrement dit, f est bijective si toute

image de F admet un antécédent unique dans ).i.e :
Yy e F,3lx e Qy = f(x).

b) L’application qui fait correspondre & chaque y € F, un unique x € S est notée f ~' et

est appelée la bijection réciproque de f. i.e
fa)=y <= [y ==

Exemple 2.2.8 Soit Q = {1,2,3,4} ,F = {a,b,c,d}. On considére Uapplication f : Q — F

définie par

A W N =
AN o o

f est bjective, car elle fait correspondre a chaque x € £ un unique y € F .

Remarque 2.2.1 Soient ), F deux ensembles de cardinaux finis et f : 0 — F une applica-
tion.

1. f n’est pas bijective, si elle est non injective ou mon surjective.

2. 8i f est bijective, alors Card(Q2) = Card (F
3. Si f est injective, alors Card(2) < Card (F

e —

4. Si f est surjective, alors Card(Q2) > Card (F).

Proposition 2.2.3 (les ensembles Q, F ,0, H sont de cardinauz finis)
a) Soient f:Q — F, g:Q — F deux applications :

a.l. Si go f est injective, alors [ est injective.

a.2. Sigo f est surjective, alors g est surjective.

a.3. 9i f et g sont injectives, alors g o [ est injective.
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a.4. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

a.5. Si f et g sont bijectives, alors (go f) ™' = flog'.

b) Soit h: © — H wune bijection. L application réciproque h™' vérifie :
b.1. (A1) =h.

b.2. h'loh=idg , hoh™! =id,

Preuve.
a.l. Soient x1,x9 € F tels que f(x1) = f(x2). Alors, g (f(x1)) = g (f(22)) = (go f)(z1) =
(go f)(z3) = x1 =x5 (car go f est injective). Ainsi, f est injective.

a.2. Si go f est surjective, alors
Ve GAre B\s = (go f) (z) = g(f(2))
Si on pose f(x) =y € F, alors on peut écrire :
Vze G,y € F\z=g(y).

D’ou la surjectivité de g.
a.5. Montrons que si f et g sont bijectives, alors (go f) ™' = flog™.

On a : f et g bijectives = g o f est bijective. Ainsi,

(flog ) ol(gof) = flo(glog)of
= floidpof

Dow, (go f) ' = fog .

b.1. Soient x € G et h(z) =y € H,ona (h™*oh)(z) =h Y h(z)) =h"'(y) = 2.
Donc, h™t o h = idg.

b.2. Soient x € G et h(z) =y € H,ona (hoh ') (y) = h(h " (y)) =h(z) =y.
Donc, ho h™! = idy.
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g

Théoréme 2.2.1 Soient deux applications f:Q — F, g: F — € telles que go f = idg et
fog=1d. Alors :
1. f et g sont bijectives .

it. fl=getg!t="F.
Restriction et Prolongement d’une application

Définition 2.2.12 Soient 2, F deux ensembles, f : 2 — F wune application et A un sous
ensemble de ). Si pour tout élément x € A, on a f(x) = fa(x), alors on dit que l’application

fa est la restriction de f o l’ensemble A et on écrit

fa @ A—F
z— fa(z) = f(x) .

Définition 2.2.13 Soient ), F deux ensembles, f,g : Q — F deux applications . On dit

que g est un prolongement de f si :
Dy C D¢ etVx € Dy : g(x) = f(x).

Exemple 2.2.9 Soient les applications suivantes :

f:R—=R fa: R, —R
T f(x) =2? r— fa(z) = 22
g:R—R

2?2 /reR
g ={ g IR

- On remarque que fa est la restriction de f a 'ensemble R,. On peut dire aussi que f est
le prolongement de f4 a ’ensemble R.

- Par un simple dessin on peut vérifier que ’application g représente un autre prologement

de fA-
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2.3 Exerices corrigés

Exercice 2.3.1 Donner AN B, AU B, A\B,CgB dans les cas suivants
1. A=[-3,2] , B=]0,6]

2. A=[14] , B=4,7]

3. A=]—-2,0] , B=[-1,+0o0]

Solution
A B ANB| AUB A\B CrB
[—3, 2] 10, 6] 10, 2] [—3, 6] [—3,0] |]— o0,0]U]6, 4+00]
[1,4] [4,7] 0 [1,7] A ] — 00, 4[U]7, 400
| —2,0[ | [-1,400[ | [-1,0] | | = 2,400] | | —2,—1] | — o0, —1]

Exercice 2.3.2 Soient A, B et C' deux parties non vides de §). Montrer que :
1.AUB=B «<— ACB.
2. A\B = AnCyB.
8. Ac B = [oB c (aA.
Solution : 1) Montrons que AUB =B <= AC B.
i. Supposons que A C B et soit x € AUB. Alors, z € AUB = (x € AV x € B). Comme
ACB, onarx€ AUB — (r€BVzr€eB) —= re€B — AUBCB.
Sixz e Bet AC B, alorsx € Aoux € BDouw; BC AUB . Done, AC B —
AUB=B.
i1. Supposons que AU B = B. Alors, soit x € A
re€A = x€ AUB = x € B. Ainsi, ACB. Donc, AUB=B — ACB.
2. Montrons que A\B = ANCqB. Soit x € E.
r € A\B = xc€Aetz¢B
— xcAetzeclyB

— z€ AN EQB
Ainsi, A\B C ANCqB. De la méme maniére, on montre ANCqB C A\B. On a

r € ANCoB = z€ Aet xzelyB
— uws€Aet (xreFeta¢B)

= x € A\B.
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D’ou le résultat.
3. Supposons que A C B. Soit v € E tel que x € CoB, alors v € E,x ¢ B. Comme A C B,
alors © ¢ A. Donc, v € CqA.

Exercice 2.3.3 E , F' et G étant trois parties de §2, on définit l’opérateur de la différence
symétriqgue " A " par
EAF = (E\F)U(F\E).
Montrer les égalités suivantes :
a. ENFYNLo(ENG)=EnFnCG
b.(ENG)NCo(ENF)=EnGNCoF
En déduire que (ENF)A(ENG)=EN(FAG).
Solution a. (ENF)NCq(ENG) = ENFNCeG. En effet, en utilisant la loi de Morgan
on a
(ENF)NCa(ENG) = (EnF)n (LeEUleG)
= [EnFnleE]U[EnFnCaG]
= QU [EnFNCeG]
= EnFnNCeG

De maniére similaire on aura (ENG)NCq (ENF) = ENGNLoF.

Maintenant, on a
(ENF)A(ENG)=((ENF)\(ENG)U(ENG)\(ENF)).
De plus,
(ENF\(ENG) = (ENnF)Nly(ENG)
et (ENG)\(ENF) = (ENG)NCq(ENF).

En utilisant les résultats de la question précédente et la loi de Morgan, on obtient

(ENF)A(ENG) (ENFNLeG)U(ENGNCoF)
= EN[(FNCeG) U (GNCaF)]
= En[(F\G)U(G\F)]

— EN(FAG).
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Exercice 2.3.4 Soit f : N> = N et g : N — N? deux applications définies par f (n,m) = nm
et g(n) = (n,(n+ 1)2) . Que peut-on dire sur linjectivité et la surjectivité de [ et g.
Solution
1) - L’application f n’est pas injective car les deuzx antécédents (1,4) et (2,2) sont différents
mais ont la méme image. i.e f(1,4) = f(2,2) = 4.
- Elle est surjective car pour toute image y € N,3(n,m) € N? tel que f(n,m) = y. Par
exemple, on peut prendre (n,m) = (1,y).
2) L’application g est injective.En effet, en appliqunt la définition de l'injectivité pour tout
n,n" € N, peut écrire :
gn) = g) = (n,(n+1)") = (w0 +1)°)

— n=n'AMm+1)7=n+1)

— n=n

-L’image (0,2) n’admet aucun antécédent dans N car
g(n) = (0.2) = (n,(n+1)%) =(0,2)
— n=0A(n+1)7>=2
= n=0A1%>=2
ce qui est absurde. Donc, g n’est pas surjective.

Exercice 2.3.5 On considére lapplication f: R — R définie par f(z) = bx + 17.
- Déterminer f~1({2}), 7 ({=5}), f({y}).

- Montrer que f est bijective.
- Déterminer Uapplication f~1.

- Vérifier que f~1o f =idg et fo f~! =idg .

Solution

1)On a
7 {2h) = {zeR: f(2)=2}
= {zeR: bx+17=2}
- {_3}7
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et
f7H{=5)) = {zeR: f(z)=-5}
= {zeR: bx+17= -5}
B 22
_ {_3}.
Puis,

)

{reR: fz) =y}
= {zeR: bo+17T=y}

- {57

- . . —17
2) [ est surjective, toute image y admet un antécédent par f de la forme Y=—. De plus, elle

est injective car pour tout x,x' € R, on a
fx)=f(") = ba+17=562"4+17 = z=1".
Donc, f est bijective.

z— 17
5

8) De ce qui précede, on a [~ (z) = , et

F o f) @) = ()= 1017,

5)
(For ™) (@) = f(f ) =5 (x —u

5

) + 17 = .

D’Oﬂ, f_l o f = idr et f o f_l = idp.

Exercice 2.3.6 Soient 2 = [—3,2],[' = [0,4] et Uapplication h : R — R, telle que h(x) =
2?2+ 1.

- A-t-on L(QNT) C h(Q)NA(T) ?
- Sous quelle condition peut on avoir h(Q2NT) = h(I') N A(Q).

Solution 1. On a QNI =10,2] , ainsi

rQNT) = {h(z):z2€QNT}
= {x2—|—1:0§x§2}

— [1,5).
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De plus ,
hQ) = {h(z):ze}
= {:U2+1:—3§a:§2}
= {*+1:-3<z<0v0<z<2}
= [1,10] U1, 5]
= [1,10]
et

h(I) = {h(z):xz €T}
= {x2—|—1:0§x§4}

= [1,17].

D’ou, h(Q2) N A(T") = [1, 10].

Il est clair que A(QNT) C A(2) N A(T), mais A(Q) NAT) C A(QNT).

2. Cherchons une condition pour avoir I'égalité h(Q2 N T") = h(2) N A(T).

Soit b € h(2) NA(T), alors b € h(Q2) et b € h(T"). Ainsi, 3 (a,a’) € Q x T tels que h(a) = b et
h(a).

Si h est injective, alors a = a’. Donc, on peut dire que pour tout b € h(Q2)NA(I'),Ja € QNI :
b=h(a).Dou, be h(QNT).

Par conséquent, (h injective) = h(QNT) = h(Q2) N A(T).
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2.4 Exercices supplémentaires

Exercice 2.4.1 Ecrire mathématiquement les ensembles suivants :
A : l’ensemble des entiers relatifs impairs.
B : l’ensemble des entiers naturels de 4 a 13.

C : 'ensemble des nombres réels strictement positifs.

Exercice 2.4.2 Soit E = {0,1,2,3,4,5,6}, A= {1,3}, B ={2,3,4,6} .
Déterminer AU B, AN B, E\A, A x B, [qA, [oB.

Exercice 2.4.3 Ecrire en extension (c’est-a-dire en donnant tous leurs éléments) les en-

sembles suivants :

= { nombres entiers compris entre V2 et 27‘(‘} .

= {xE@;EI(n,p)GNXN, nget1§p§2n§7}.
n

Exercice 2.4.4 Soit A = {(x,y) € R?, 2* + y* < 1}. Démontrer que A ne peut pas s’écrire

comme le produit cartésien de deux parties de R.

Exercice 2.4.5 Soient A et B deux ensembles non vides. Montrer que :
1.ANB=B < BCA.

2.AN(BUC)=(ANnB)U(AnC).

3. AUB=ANB < A=0B.

4. AA\B=A < B\A=1B.

Exercice 2.4.6 E , F et G étant trois parties de 2, on définit l'opération A par
EAF = (E\F)U (F\E).

Montrer les égalités suivantes :
a. EUFYNCq(EUG) =CqENnFNCaG
b. (EUG)NCo(EUF)=(qEnGNCoF
En déduire que (EUF)A(EUG) =(qEN(FAG).
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Exercice 2.4.7 Soient f : N — N et g : N — N deux applications définies par f (n) =n+1
etg(n):{o SZ‘TLZO :

n—1 sin#0
-FEtudier 'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.

-Préciser et comparer fogqg et go f.

Exercice 2.4.8 Soient g : E — F.h: E — F et f: F — G trois applications. Démontrer
que si f est injective et f o g = f o h, alors g = h.

2
Exercice 2.4.9 On considére Uapplication f: R\ {—1} — R\ {1} définie par f(x) = ’ i T
T

-Démontrer que [ est une bijection et déterminer sa réciproque.

-Répondre aux mémes questions pour

g:R—]—-1,1]
x .

Tr— —
1+ |z

Exercice 2.4.10 Soient I et J deux intervalles de R. Soit f € F (I,J).
-Montrer que si f est strictement monotone sur I, alors elle est injective.

-Si on suppose que [ est uniquement monotone sur I, f est-elle nécessairement injective ?

Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble ). Pour tout x € €, on définit les propo-

sitions P4 () et Pp(x) comme suit
Py(z):x €A et Pg(x):x€B.
1. Ecrire en fonction de Pa(x) et Pg(x) les relations ensemblistes :
AcB, A=B, AnB, AuUB, A\B.
2. En déduire utilisant les tables de vérité que :
(A\B)U(B\A) =(AUB)\ (AN B).

Soient f: E — F une fonction donnée. Montrer que
1. f est injective si et seulement s’il existe une fonction g : F'— E telle que go f = Idg.

2. [ est surjective si et seulement s’il existe une fonction h: F' — E telle que foh = Idp.



Chapitre 3

Relations Binaires

Cette partie du cours est consacrée aux relations binaires. En se basant sur les définitions
vues dans le chapitre précédent, on présentera deux types de relations binaires " les relations
d’équivalence" et "les relations d’ordre". Et pour une bonne compréhension de ces nouvelles

notions, on proposera quelque exercices corrigés a la fin du chapitre.

3.1 Définitions et Propriétés
Définition 3.1.1 Une relation R est dite binaire si elle est définie de €2 vers ).

Définition 3.1.2 Une relation binaire & dans Q) est dite :
Réflexive <— Vx € Q; zRz.

Symétrique — V(z,y) € Q0% 2Ry — yRx.
Antisymétrique <~ V(1,y) € Q% 2Ry et YRz — z=1y.

Transitive <= V(x,y,z) € Q% 2Ry et yRz = zRN=z.

Exemple 3.1.1 1. Sur R, [’égalité est une relation refléxive, symétrique et transitive.

2. La relation perpendiculaire notée 1 sur ’ensemble des droites du plan euclidien est

symeétrique.

3. L’inclusion des ensembles "C" est une relation réflerive, antisymétrique et transitive.
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3.2 Relation d’équivalence

Définition 3.2.1 Soit R une relation binaire sur §).

R est dite relation d’équivalence si et seulement si : R est réflexive, symétrique et transitive.
Exemple 3.2.1 Soit ® une relation binaire de R? définie par
(2, ) R(2,y)) &= r+y=2"+7v
R est réflevive car : V(z,y) € R% on a
rt+y=x+y <= (z,y)R(x,y).
R est symétrique car pour tout (z,y), (x',y') € R% on a
() R@Y) = v+ty=a"+y

— 4y =x+y

= (2 y)R(z,y).

R est transitive parce que : ¥(x,y), (', y"), (z",y") € R? on a

(z,y) R (2", y) ; r+y=a+y
(J/,/?y/) %('T/I7yll) l,l + yl — xl/ _|__ yll
T + y — x// + yl/

= (z,y)RE"Y").
Par conséquent, R est une relation d’équivalence.

Définition 3.2.2 Soit l’ensemble 2 muni d’une relation d’équivalence R .
-On appelle la classe d’équivalence de © € ), et on note x U'ensemble des éléments de )
équivalents a x; et on écrit

r={aeN:aRNa}.

-Les classes d’équivalence forment une partition de §) . L’ensemble des classes d’équivalence

noté Q/n appelé ensemble quotient de §2 par R.

Q/%:{i/xe(}}.
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Exemple 3.2.2 En utilisant [’exemple précédent ,

z,y) € R?:(0,0)R (2,y)}
z,y) ER*:0+0=2x+y}

z,y) ER*: —z =y}

3.3 Relations d’ordre

Définition 3.3.1 Soit Q2 un ensemble non vide. On dit qu’une relation binaire R dans §) est

une relation d’ordre si elle est réflerive, antisymétrique et transitive.

Remarque 3.3.1 1. Muni d’une relation d’ordre, €} est dit ordonné.
2. La relation d’ordre est notée, généralement, par < .
3. La relation x < y se lit x inférieur ou égal a y.
4. On dit que = et y sont comparables si v <y ouy =< .

5. On dit que l'ordre est total dans (2, =) si tout les éléments de ) sont comparables, et

que ) est totalement ordonné.

6. Si l'ordre dans (Q, <) n'est pas total, alors on dit qu’il est partiel, et Q est partielle-

ment ordonné.

Exemple 3.3.1 1. Dans l’ensemble P (X)) des parties d’un ensemble 2, la relation d’in-

clusion est une relation d’ordre partiel.
2. La relation < est d’ordre total dans N, Z,Q et R.

3. La relation < n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas réflexive.

3.3.1 Parties majorées, minorées, bornées

Définition 3.3.2 Soient Q un ensemble muni de la relation d’ordre <, P une partie non

vide de §Q.
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6.

. -On dit que © € Q est un majorant de P (x majore P ou P est majorée par x) si :

Vpe P:p<u.

-L’ensemble des majorants de P dans ), se note Majq(P).i.e
Majo(P)={x€Q, Vpe P:p<ux}.

-On dit que y € Q) est un minorant de P (y minore P ou P est minorée par y) si :
Vpe P:y<p.

-L’ensemble des minorants de P dans Q, se note Ming(P).i.e
Majo(P) ={y€Q, Vpe P:y <p}.

La partie P est dite bornée si elle est majorée et minorée.

Le plus grand élément de P qu’on note "a" est l'unique magjorant de P appartenant
aP. ie

"ae P, VpeP:p<a’”

Le plus petit élément de P est l'unique minorant de P appartenant a P. i.e
"BbeP VpeP:f<p”

La borne supérieure de P est le plus petit des majorant (s’il existe) et se note sup (p) .
peP

7. La borne inférieure de P est le plus grand des minorant (s’il existe) et se note inf (p) .

peEP

Exemple 3.3.2 Soit Q = {1,a,2,4,b} , (F,C) ordonné tel que F = P(2) et une partie
A={{a,2},{2,4,b} ,{1,2,b} ,{a,2,4}}, on a :

Le seul majorant de A est Q = {1,a,2,4,b} .
sup (A) = Q.

Le plus grand élément n’existe pas.

Les minorants de A sont () et {2} .

inf (A) = {2}.

Le plus petit élément n’existe pas.
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Remarque 3.3.2 1. Si les bornes supérieure et inférieure d’une partie P existent, alors

elles sont uniques.

2. Si un ensemble ) est totalement ordonné, alors toute partie P C  admet un plus grand

et un plus petit élément.

3. Le plus petit élément de P (résp. le plus grand élément) est un minorant (résp. magjrant)

de P. Mais, la réciproque n’est pas toujours vraie.



3.4 Exercices corrigés

54

3.4 [Exercices corrigés

Exercice 3.4.1 Soit la relation binaire définie dans R* par :
Ve, y € R, 2Ry < zy > 0.

- Montrer que R est une relation d’équivalence.
- Déterminer la classe d’équivalence de x € R*.

- Déterminer l’ensemble quotient R*/R.

Solution
a) Montrons que R est une relation d’équivalence

1. R est réflexive car pour tout « € R*; on a 2% > 0. D’ou, 2Rx.

2. R est symétrique. En effet, pour x,y € R*, on a

Ry <= 2y >0 < yr >0 <= yhr.

3. R est transitive. Pour tout z,y, z € R*, xRy et yRz

xRy et yRz <= zy>0etyz>0
— 1y’2>0
— xz>0
— Rz

Par conséquent, R est une relation d’équivalence.

b) La classe d’équivalence de = € R* est
r = {a€R":2Ra}
= {a€R":za>0}.
Siz<Oalorsz={a€R":a<0}=R".
Siz>0alorsz={a€eR :a>0}=Rx.

c) L’ensemble quotient R*/R = {a:/aj € R*} = {R*, R }.
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Exercice 3.4.2 Soit E = {a,b,c}.

- Déterminer l’ensemble P (E) des parties de E.

- Soit R la relation définie sur P (E) par

ARB <= Card(A) = Card(B).

i) Montrer que R est une relation d’équivalence.
ii) Déterminer toutes les classes d’équivalence A pour A€ P(E).

iii) Déterminer l’ensemble quotient E /.

Solution

1. L’ensemble des parties de E' = {a, b, c} est
P(E) = {0,{a},{b} . {c} {a,b} ,{a,c},{b,c} ,{a,b,c}}.
2.i Pour tout A,B € P(F);ona
ARB <= Card(A) = Card(B).
a. R est réflexive car VA € P (E);
Card(A) = Card(A) < ARA.
b. On a aussi,

ARB Card(A) = Card(B)

Card(B) = Card(A)

117

BRA.

Ainsi, R est symétrique.
c. Soient A, B,C € P (F),

{ ARB { Card(A) = Card(B)
BRC Card(B) = Card(C)
Card(A) = Card(C)

111

ARC.
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D’ou, la transitivité.
De a, b et ¢, on déduit que R est une relation d’équivalence.

2.ii Les classes d’équivalence de tout élément de P (E) sont :
0=1{0}, EB={E},

{a} = {b} = {c} = {{a}, {0}, {c}},
{a,b} = {a,c} = {b,c} = {{a,b} ,{a,c}, {b,c}}.

2.iii Pour construire I’ensemble quotient de P(F) par R , on prend un seul représentant par

classe. On obtient alors :
P(E)/R = {@, {a}, {a,b}, E} |
Exercice 3.4.3 Soit la relation S définie sur R? par
Y (a,b),(c,d) € R* (a,b) S (c,d) <= a*+b* =+ d°

- Montrer que S est une relation d’équivalence.

- Déterminer la classe d’équivalence (a,b) de (a,b) € R?, que représente-t-elle géométrique-
ment.
Solution

1. -S est une relation d’équivalence. En effet, pour tout (a,b) € R? a? +b* = a? + b <=
(a,b) S (a,b). (réflexivite)

-1l est claire qu’elle est symétrique V (a,b), (¢, d) € R?
(c,d) S (a,b) <= A+ d*=a*+b°

-(transitivité) Y (a,b), (c,d), (e, f) € R? on a (a,b)S (a,b) et (a,b)S (a,b) entraine

Donc, S est d’équivalence.
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2. La classe d’équivalence de (a,b)

(a,b) = {(c,d) € R?(a,b) S (c,d)}

= {(c,d) eR*}a*+ 0> =+ d*}.

(a, b) représente le cercle de centre (0,0) et de rayon va? + b2.

Exercice 3.4.4 Dans N*, on définit une relation R par

V(a,b) € N* x N*, aRb <= dn € N*/b=a".

- Démontrer que R est une relation d’ordre partiel.

- Soient A = {2,4,16} et B = {3,9,27,729} ; déterminer le plus grand élément et le plus

petit élément de A et B.

Solution

1.

-Soit @ € N*. Pour n = 1, on a a = a'. Ainsi, R est réflexive.

- Soient a,b deux entiers non nuls et différents. Alors , aRb et bRa signifie qu’il existe
n,m € N* tel que b = a" et a = b™, ainsi b = (b™)" = b™". Ce qui meéne a b~ ! =1,
d’ott nm = 1. Donc, n = m = 1 et a = b . On conclut que la relation est antisymétrique.
-Soient a,b,c € N*et m,n € N* tels que b = a™ et ¢ = b™ . Alors, 3l € N* : ¢ = a! tel
que [ = mn. D’otu, alb et bRc < aXc.

De tout ce qui précede, on déduit que R est une relation d’ordre. De plus, 3 n’est pas

en relation avec 4 car Vn € N* 4 # 3". Donc, 'ordre est partiel.

. i) Ona A=1{2,4,16}.

-Le plus grand élément de A est 16 car on a 2R16,4%R16, 16R16 .
-Le plus petit élément de A est 2 car on a 2R2, 2R4, 2R16 .

ii) Pour B = {3,9,27,729} , on a

-Le plus grand élément est 729.

-Le plus petit élément est 3.
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Exercice 3.4.5 Soit R la relation définie sur N* par
nftm <= dJa € N*:n=am

1. Montrer que R est une relation d’ordre.

2. L’ordre est-il total ? Justifier la réponse.

Solution
1. Montrons que R est d’ordre
Pour tout n € N*, on a n = 1-n. D’ou, nftn. Donc, R est réflexive.

R est antisymétrique car Vn, m € N* :

nm et mAn Ja,b € N* :n=am et m = bn
da,b e N*: n=a(bn)

ab=1 /) a,beN*

1111

a=b=1.

Ainsi, n = m.

La relation R est transitive. En effet, pour n,m,l € N* on a

nftm et mRl <= da,b € N":n=am et m = bl
<= da,be N :n=qa(bl)
<~ deeN':n=cd ou ¢ = ab.

~— nRkl.

De ce qui préceéde, on conclut que R est une relation d’ordre.
2. L’ordre n’est pas total dans N* | par exemple 2 et 5 ne sont pas comparables ( 5 n’est pas

multiple de 2).
Exercice 3.4.6 Sur R2, on définit la relation T par
V(z,y), (@y) ER?: (2,y) T (2" y) <= |v—a'| <y —y.

- Vérifier que T est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ¢
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- Soit (a,b) € R?, représenter l’ensemble {(z,y) € R?/ (z,y) T (a,b)} .

Solution
La relation T est une relation d’ordre. En effet, elle est réflexive car pour tout (z,y) € R?
lequivalence : |z —z| <y —y <= (x,y)T (z,y) est vérifiée.

On a, aussi, V (z,y), (z/,y) € R? :

(z,9) T (¢, y) { lz—2| <y —y
<
{ (@, y) T (2,y) 7' — 2| <y—y
— 2z—2[<0
— |r—2=0
— =2

et on a

r = 1 <= y—y>0ety —-y>0
= y—-y>0ety—y >0
— y—y =0
— y=q.

D'ou, (x,y) = («',y').
Pour montrer que T est transitive on prend (x,y), (z/,y), (2”,y") quelconques dans R?, tels
que (z,y) T (2',y') A(2',y') T (2", y") . Alors,

(@, 9) T (", y) A (') T (2", y")

lz—2'| <y —vy
|x’—x”| < ,y//_y/

/

y—y <zx—-2"' <y —y

y’—y”gx’—x"gy”—y
y—y”gx—x”gy"—y
‘x_x/‘gyll_y

(z,y) T (2",y") .

11111

Ainsi, T est transitive.

Par conséquent, T est une relation d’ordre.
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L’ordre n’est pas total car (2,1) et (3,0) ne sont pas comparables. i.e
(2,1)T(3,0) <= 1< —1 (ce qui est absurde).

-Pour (a,b) € R?; on a

@b = {(r.y) R/ (2,9)T (a,b)}
= {(zy) €R?/ |z —a| <b—y}
— {(zy) €R?/(x—a)' — (b—y)? <0}

alors
(z—a)’—-0b-y)° < 0<= (z—y—a+b(xz+y—a—>b)<0
PN (x—y—a+b)>0AN(z+y—a—>b)<0
Vie—y—a+bd) <0A(z4+y—a—>b)>0 "
Notons :

-D; le demi-plan ouvert d’équation (x —y — a + b) > 0.
-Ds le demi-plan fermé d’équation (z +y —a —b) < 0.
-D3 le demi-plan fermé d’équation (r —y —a +b) <0.
-D, le demi-plan ouvert d’équation (x +y —a — b) > 0.

Ainsi, (a,b) = {(z,y) € R?/ (z,y) T (a,b)} = (Dy N Dy) U (D3N Dy).
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3.5 Exercices supplémentaires

Exercice 3.5.1 On définit la relation /\ sur Z par x\y <= x° = 3*[5].

-Montrer que /N est une relation d’équivalence et déterminer l’ensemble quotient Z//\ .

Utiliser la définition suivante :
Va,b€ Zin e N—{0,1}:a=b[n] <= Jk€Z :a=kn+0b.

Exercice 3.5.2 On definit dans N? une relation binaire S par (x,y)S(2',y') six+y' = 2’ +y.

Montrer que S est une relation d’équivalence. Trouver une bijection de l’ensemble-quotient

N2/S sur Z.

Exercice 3.5.3 On définit sur N la relation division notée” /", par¥p e N*, ¢ e N:q/p <~
(3k € N, g = kp) .

-Montrer que / est une relation d’ordre sur N. Est-ce un ordre total ¢

-Est-ce que (N, /) admet un plus petit et un grand élément. Comparer ces résultats & ce que

lon a dans (N, <) .

Exercice 3.5.4 Soit E une partie non vide de R. On note RF ’ensemble des fontions définies

sur E o valeurs dans R. Pour tout f,g € R¥ on pose
f<g < f@)<glx), Vo E.

-Montrer que < est une relation d’ordre sur R”. Est-ce un ordre total ?

-On note A = {f, g} C RE. Montrer que |f|+|g| est un majorant de A. Proposer un minorant
de A.



Chapitre 4

Structures Algébriques

Les structures algébriques sont essentiellement utilisées dans 1’étude des équations algé-
briques, la géométrie, la théorie des nombres et interviennent aussi en chimie, physique
théorique...etc.

Dans ce cours, on présentera des définitions et propriétés liées aux structures algébriques de

base : groupes, anneaux et corps.

4.1 Lois de composition internes

Définition 4.1.1 Soit Q2 un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne toute

application de 0 x Q a valeurs dans 2. i.e

x: O x0—0Q
(a,b) — axb

Notaion : On note souvent les lois internes par : *,0, A, T, L...

Exemple 4.1.1 1.
2. L’addition” +7 est une loi interne dans N (Yn,m € N:n+m € N).
3. La division n’est pas interne dans Z (on a : —3,4 € Z, mais —3 +4 ¢ 7).
4. Dans R*, les lois suivantes sont internes : +, —, X, +

5. La loi o est interne sur F(£2,Q) l'ensemble des applications d’un ensemble ) vers lui

meéme.

6. Dans l’ensemble des parties de 2 (P(S2)), l'union et lintersection sont internes.
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4.1.1 Commutativité, Associativité, Distributivité

Définition 4.1.2 Soit 2 un ensemble non vide et x, /\ deux lois internes.

1. x est dite commutative si et seulement si :
Ve, y € Q;x*xy =1y *x.
2. * est dite associative si et seulement si :
Ve,y,z2 € Qs (zxy)xz=a% (y*2).

3. x est dite distributive sur (ou par rapport a) /\ si et seulement si :

zx(yADNz)=(xxy) AN(xx*z) (distributivité o gauche)
YV, y, z € Q; et
(xAy)xz=(xx2)A(yxz) (distribitivité a droite)
Exemple 4.1.2 1. L’addition est commutative dans R.

2. La multiplication est associative dans Q.

3. Pour A, B,C C Q. L’intersection est distributive par rapport a Uunion (loi de Morgan :
AN(BUC)=(BUC)NA=(ANB)U(ANC(C)).

4. La soustraction n’est pas commutative dans C.

4.1.2 Elément neutre, élément symétrique, stabilité

Définition 4.1.3 Soit [’ensemble 2 muni d’une loi de composition interne x et e € Q.
On dit que e est un neutre a gauche pour x siVr € Q :exx = x.
On dit que e est un neutre a droite pour x siVr € Q:zxe =x.

On dit que e est un neutre pour x si c’est un neutre & gauche et a droite, i.e
VeeQ:exx=x%xe=ux.

Exemple 4.1.3 1. Dans R, l’élément neutre de [’addition est O et celui de la multiplica-

tion est 1.

2. Dans P(Q), l'ensemble vide | est un neutre pour la loi U et pour N [’élément neutre est

l’ensemble §) .
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Proposition 4.1.1 Soit Q muni d’une loi de composition interne x. Si e € () est un élément
neutre pour *, alors il est unique.
Preuve. Supposons que e et elsont les neutres de x dans ). Alors, e et el vérifient : el = exel

(car €' est un neutre) et e x el = e (car €' est un neutre). D’ou, e/ = e. O

Définition 4.1.4 Soit (2, *) et e le neutre de Q pour * .

On appelle un symétrique gauche (ou inverse a gauche) de x € Q, l’élément o € Q tel
que : T = e.

On appelle un symétrique droit (ou inverse a droite) de x € Q, ’élément o € Q tel que :
Tk =e.

On dit que o € Q est le symétrique (ou linverse) de x € Q si et seulement si

A*XT =T *xQ=E¢€.

Exemple 4.1.4 1. Dans (R*,:), l'inverse de = est % noté v~

2. Dans (Z,+) , Uinverse de y est —y (opposé de y).

3. Les élément de l’ensemble N n’admettent pas des symétriques pour l’addition.

Remarque 4.1.1 Un élément qui admet un inverse est dit inversible ou symétrisable.

St a est le symétrique de x, alors on dit aussi que x est le symétrique de .

Proposition 4.1.2 Soit Q muni de la loi interne x associative et e € ) [’élément neutre. Si
Utnverse de x € Q) existe, alors il est unique.

Preuve. Supposons que a, ' € € sont les inverse de x pour la loi x. Alors, on a :

o = a'xe
= o *(v*a)
= (' *12)*a
= exaq
= .
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Proposition 4.1.3 Soient ) un ensemble muni de la loi interne x associative et admettant

un neutre e et x,y € Q. Si x ety sont symétrisables (inversibles) pour % alors (z *xy) est

aussi et (xxy) =y txal)

1

Preuve. Onaz 'xax=cety txy=e, alors

(yil * xil) x(wxy) = y = (:L‘il * x) *
= y_l xexy
= y 'y
= e.
De la méme maniére, on montre que (zxy) * (y 1 xz71) =e.
Ainsi, (y~tx x71) est le symétrique de (x * y). O

Définition 4.1.5 Soit (€2, %) et A un sous ensemble de (). A est stable pour * si et seulement

siV(x,y) € A2: xxy € A. De plus, * est dite loi induite sur A.

4.2 Morphisme, Endomorphisme, Isomorphisme, Au-
tomorphisme

Définition 4.2.1 Soient (2, %), (F, /) deux ensembles munis de lois internes et une appli-
cation f: Q1 — F. On dit que :

[ est un morphisme de Q dans F, siV (z,y) € Q?: f(z*xy) = f () Af (y).

f est un endomorphisme de €}, si f est un morphisme de €2 dans ).

f est un tsomorphisme de Q) dans F, si f est un morphisme bijectif.

f est un automorphisme de ), si f est un endomorphisme bijectif.

Exemple 4.2.1 1. L’application f : (R,4+) — (R*, x) telle que f(x) = € est un mor-

phisme, on a
Vi, €R: fzty) = e = e x e = f(x) x £()
2. L’application g : (Ri, ><) — (R, +) telle que g(x) = Inx est un isomorphisme, car on a
Ve,y e R:g(x +y) =In(zy) =Inz+Iny = g(x) + g(y).

De plus, g est bijective.
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3. L’application id : (2, %) — (€, %) est un automorphisme.

Proposition 4.2.1 a) Si f: (Q,%) — (F,A) et g: (F,A) — (0,V) sont des morphismes,
alors go f : (Q,%) — (0,V) est un morphisme.

b) Si f : (2,%) — (F,A) est un isomorphisme, alors f~' : (F,\) — (,%) est un

1somorphime.

4.3 Groupes, Anneaux, Corps
4.3.1 Structure de groupe

Définition 4.3.1 Soit G un ensemble muni d’une loi interne *. On dit que (G,*) est un
groupe si et seulement si :

1. La lov % est associative,

ii. G admet un élément neutre pour *,

iii. Vo € G, 327 € G pour *.

Remarque 4.3.1 1.

2. Si G est un groupe et x est commutative, alors (G,*) est dit groupe commutatif ou

Abélien.
3. Si G est un groupe, alors G # 0 (car e € G).

4. ({e},*) est un groupe .

Exemple 4.3.1 1. (Q,+) est un groupe commutatif.

2. (Z,x) n'est pas un groupe ( le symétrique de -5 est = ¢ 7).

Sous-groupe

Définition 4.3.2 On dit que (S, *) est un sous-groupe du groupe (G, *) tout sous ensemble
S de G tel que :

-Va,y € S;xxy € S (stabilité)

- Le neutre e € S,

-Vre Szt es.
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Exemple 4.3.2 1. ({0}, +) est un sous-groupe de (Q,+),
2. ({1}, x) sous-groupe de (R, x) .

3. (3Z,+) est un sous-groupe de (Z,+) .

Proposition 4.3.1 (S, ) est un sous-groupe de (G,x) si et seulement si S # () et Vx,y €
S:xxytes.

Preuve.

a) Si S est un sous-groupe alors, e € S. D'ov, S # 0. On a aussi, v,y € S implique que y~!

et z+xy L €S par stabilité.
b) Réciproquement :
-SiS#0D, alors Ja € S tel queaoxa™t €S. D'on, e S.
- Pourtoutz € S, onaexx l=2"1€§.
- S est stable pour x carVx,y € S, on a x * (y_l)_1 =xxy€Ss.
Donc, S est un sous-groupe.

g

Théoréme 4.3.1 Soient (G, ), J C N. §i (S;),c, est une famille de sous-groupes de G,

alors ﬂ S; est un sous-groupe de G.

ieJ
Preuve. 1) Comme (S;);., sont des sous-groupes alors Vi € J : e € S; ce qui implique que
ﬂ Si # 0.
ieJ
2) Soient x,y € m Si, ainsi

icJ
VieJ:z,yeS, = VieJ:xxyeS; (par stabilité)

— x*yemSi

3) Soit x € ﬂSi. Alors, on aVi € J:x € S;, douVi € J:x~t €S; (car S; sous-groupe).
ieJ
Par conséquent, 7' € ﬂ Si . O

icJ
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Remarque 4.3.2 Le théoréme précédent ne s’applique pas pour 'union des sous-groupes.
En effet, supposons que G = SUS" avec S et S’ des sous-groupes de G. Ainsi, puisque S C G,
alors da € G,a ¢ S (i.ea € S ). De plus, S C G, alors 3b € G,b ¢ S" (iebe S ).

Comme

a,b € G = axbedd
— axbe SUS

— axbeSouaxbes.

Proposition 4.3.2 Remarque 4.3.3 Siaxb € S, alors 3b= € S et par stabilité on peut
écrire (a * b)xb~t € S. Comme * est associative, on obtient ax(b* b~') = a € S (contradiction
avec a ¢ S).

De la méme fagons, on a b € S’ ce qui est absurde car b ¢ S'.

Donc, Uhypothése est fausse.

Exemple 4.3.3 L’union des sous-groupes (3Z,+),(4Z,+) n’est pas un sous-groupe de Z.
En effet, en prenant les éléments 6 € 3Z et 8¢ 47 , la somme (6 + 8 = 14) n'est ni un
multiple de 3 ni de 4 ( c.a.d 14¢ (3Z U 47Z)).

Morphismes de groupes

Définition 4.3.3 Soient deux groupes (G,x*) et (G', ).

- On appelle homomorphisme (ou morphisme de groupe) toute application ¢ : G — G'.
- 51 G =G ¢ est dit endomorphisme de groupe.

- Si ¢ : G — G est bijective, alors on dit que ¢ est un Isomorphisme de groupe.

- S5i G =G et ¢ est bijective, alors ¢ est appellé automorphisme de groupe.
Proposition 4.3.3 Tout morphisme de groupes ¢ : (G,*) — (G',\) vérifie les propriétés
suivantes :

1. ¢p(e) =€ (e € les neutres de G,G" resp.)

2.VzeG: ¢z l)=(o(x))".
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Preuve. 1) On a ¢(e) = ¢(exe) = ¢(e) A¢p(e). D’autre part, on a ¢ (e) Ae’ = ¢ (e).
D’ou, le résultat.
2) En utilisant la propriété (1), on peut écrire :
e = ¢le) = é=¢(xxa")
= ¢ =0(@)L¢(a);
Et
¢ = ¢le) = €=0¢(z " *x)
— € =¢(z7") Do (a).
Ainsi, ¢ (271) Ad () = ¢ (z) Ag (271) = €.
Donc, ¢ (x71) est le symétrique de ¢ (z) . O

Noyeau et image d’un morphisme de groupe

Définition 4.3.4 Soit ¢ : G — G’ un homomorphisme, e et ¢ les neutres de G et G'.

- Le noyau de ¢ est la partie de G des antécédents de el, noté ker ¢ et donné par :
kerg = {z € G,¢(x) =€} = ¢ ({¢}).
- L'image de ¢ est le sous ensemble de G', noté par Im ¢ tel que
Im¢={ye G, IreG¢(x)=y}=0¢(G).
Remarque 4.3.4 ker est l'abréviation de kernel (noyau en anglais).

Proposition 4.3.4 Soit ¢ un homomorphisme du groupe G dans le groupe G’
1) ker ¢ est un sous-groupe de G.

2) Im ¢ est un sous-groupe de G'.

3) ¢ injectif <= ker ¢ ={e}.

4) ¢ surjectif < Im¢ = G'.

Preuve. "En exercice".
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4.3.2 Congruence dans 7Z

Définition 4.3.5 Soient n € N*\ {1} et a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n et

on écrita =bln] sia—0b € nZ.

Remarque 4.3.5 L’expression a —b € nZ équivaut a dire que a — b est un multiple de n, ou

encore b est le reste de la division de a surn (Ik € Z : a = kn +b).
Exemple 4.3.4 26 = 2[3] car26 =8-3+2 ou 26 — 2 = 24 € 3Z.

Proposition 4.3.5 La congruence est une relation d’équivalence.

Preuve. Il est facile de vérifier la réflexivité, la symétrie et la transitivité. O

Proposition 4.3.6 Soient n € N*\ {1} et a,b,c,d € Z tels que a =b[n],c=d[n]. On a
1. a+c=b+d[n].
2. —a=-bin].
3. ac =bd[n].

4. ¥reNja"=b"[n].

Définition 4.3.6 L’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo

n noté 7./ .z, (appelé aussi ensemble des classes de congruence modulo n) et donné par
2= {0.1.2,n -1}

- On définit les lois internes suivantes sur Z/nz :

La somme notée +
S

Va,b € Zfvn: a+b=a+b
et la multiplication notée -

.. —_

Vd,bGZ/nZ: a'b=a-b
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Exemple 4.3.5 Pourn =5, Z/57 = {O, 172,3,4}

+l0|1]2(34 clof1l2)3]4
0/0|1(2(3/4 0/0[0(0[0]0
1{1]2(3]4]0 1{0[1|2]3]4
2 12(3[4/0]1 200(2(4|1]|3
3/3/4/0]1]2 310(3[1/4]2
414/0(1]2]3 4lo/4]3]2/1
Table d’addition Table de multiplication

Proposition 4.3.7 Dans Z/,z :
1. Les lois —|— et - sont commutatives et associatives.
2. La loi + (resp. - ) admet l'élément neutre 0 (resp. 1)

3. L’addition + est distributive par rapport & la multiplication -.

Remarque 4.3.6 L’ensemble Z/,z muni de l’addition est un groupe abélien.

. : : , N
Pour tout a € Z, le symétrique de a pour + est noté —a et pour - on note <a> .

4.3.3 Structure d’anneaux

Dans ce qui suit, on utilise les lois de composition internes + et - (appelée resp. addition

et multiplication), dont les éléments neutres sont notés resp. 0 et 1 et les symétriques d’un

élément x sont : pour I'addition —z et pour la multiplication z~!.

Définition 4.3.7 1)Un ensemble A muni de + et - est appelé anneau si et seulement si

i) (A,+) est un groupe abélien,
i1) - est associative,
iii) - est distributive par rapport a +,

iv) - admet un neutre (notél).
2) Si de plus - est commutative alors (A, +,-) est dit anneau commutatif.

Exemple 4.3.6 1. Les ensembles Z,Q,R,C munis des opérations usuelles forment des

anneaux.
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2. L’ensemble <Z/4Z, —i—, :> des classes modulo 4 est un anneau commutatif.

Remarque 4.3.7 1. Pourtouta€ A:a-0=0-aeta-(—1)=(-1)-a=—a.

2. Pour tout a,b € A, on a (—a)-b=a-(=b)=—(a-b) et (—a)-(=b) =a-b.

Sous-anneau

Définition 4.3.8 Soient l'anneau (A,+,-), X une partie de A.

(X,+,-) est un sous-anneau de A si et seulement si

a) (X,+) est un sous-groupe de(A,+) ,
b)V(z,y) € X*: w-ye€ X (stabilité de - ),

C) 14 € X.

Exemple 4.3.7 1. (Z,+,-) est un sous-anneau de (C,+, ).

2. (3Q,+,-) n’est pas un sous-anneau de (Q,+,-) (1g ¢ 3Q).

Proposition 4.3.8 Une partie X d’un anneau (A, +,-) est dite sous-anneau si et seulement

St

i)V(z,y) € X?*: v—yeX ,

i)V (z,y) € X?: w-y€ X (stabilité de - ),

iii) 14 € X.
Preuve. 1) Les propriétés ii) et iii) sont vérifiées. De plus, si X est un sous anneau de A
alors (X,+) est un sous-groupe de(A,+). D’ou, la stabilité de ’addition.
2) Supposons que 1i),ii) et iii) sont vérifiées et Montrons que : (X, +) est un sous-groupe de
(A, +).
On aly € X . En appliquant i), on obtient 14— 14 € X. D’ou, 04 € X.
Puis, pour tout v € X on a 04 —x € X; ce qui implique que —x € X. Ainsi, tout élément de
X est symétrisable.
Soient z,y € X. De ce qui précéde, on a —y € X. Alors, grace a i) on peut écrire : v —(—y) =
x4y € X. Donc, + est stable.

Par conséquent, (X, +) est un sous-groupe de(A,+) .
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Proposition 4.3.9 Soit (X;),., une famille de sous-anneaux d’un anneau A, ﬂXi est un
ieJ
sous-anneau de A.

L’anneau z/,,

Proposition 4.3.10 1) Soit l’entier n > 1. L’ensemble (Z/nz, —i—, :) est un anneau commau-
tatif.
2) Lélément a de l'anneau (Z/nz, +, :> est inversible si et seulement si a et n sont premiers

entre eux (i.e: aAn=1).
Pour démontrer la propriété (2), on utilise le théoréme suivant dit de Bezout.

Théoréme 4.3.2 Soit p € N*, les entiers relatifs non nuls ay,aq, ..., a, sont premiers entre
p

eur si et seulement s’il existe (A1, Aa, ..., Ap) € ZP tels que Z ashs = 1.

s=1

Preuve. Soit a € Z/,z inversible, i.e

b e Z/nzzdb:i@HbGZ:a-bzl[n]
<~ 3Ibk)€Z’:a-b=k-n+1

<~ 3Jbk)€Z’:a-b—k-n=1

D’apeérs le théoreme de Bezout, a An = 1. U

Morphisme d’anneaux

Dans la définition suivante (A, +,-) et (A’, x, A) représentent des anneaux.

Définition 4.3.9 1. On appelle morphisme d’anneauz toute application b : A — A’

vérifiant
iV (z,y) € A% :p(z+y) = () * ()

N (z,y) € A’:¢(x-y) =o(z)Ay(x);
iii. Y(ly) = la.
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2. On appelle endomorphisme d’anneaux tout morphisme 1) : A — A.
3. On appelle isomorphisme d’anneauz tout morphisme bijectif 1 : A — A’.

4. On appelle automorphisme d’anneaux tout morphisme bijectif 1 de l anneau A.

Exemple 4.3.8 L’application ) : Z — Z/,z avec (p € N) qui associe a un entier relatif x sa

classe d’équivalence, i.e (x) = x, est un homomorphisme.

Remarque 4.3.8 1. La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’an-
Neaur.

2. La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme d’anneaux.

3. L’application identité (ids : A — A) est un automorphisme d’anneauz.

Diviseurs de Zéro
Définition 4.3.10 Soit l'anneau (A, +,-) et d un élément de A.

1. d # 0 est un diviseur de zéro a gauche (resp. a droite) dans l'anneau A s’il existe u € A*
tel que d-u =0 (resp. u-d =0 ).
2. d # 0 est un diviseur de zéro o dans l'anneau A si et seulement si d est un diviseur a

gauche et a droite dans A.

Autrement dit, un élément non nul est dit diviseur de zéro si son produit avec un autre

élément non nul est égal & zéro.

Exemple 4.3.9 1. L’anneau (Q,+,-) n'admet aucun diviseur de zéro.

2. Dans (Z/sz,+,+), on a 4:6=0 , mais (Z/7z,+, ) ne posséde aucun diviseur de zéro.

Remarque 4.3.9 Si (A, +,-) est un anneau commutatif, alors tout diviseur & droite est un

diviseur & gauche.
Anneau intégre

Définition 4.3.11 Un anneau commutatif et non nul (A,+,-) est dit intégre s’il n’admet

aucun diviseur de zéro.
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Remarque 4.3.10 Dans un anneau intégre, si on a d-u =0, alors d =0 ou u = 0.

Exemple 4.3.10 1. (Z/sz,+,-) n’est pas intégre <ca7’ 4.6 = 0) .

2. (R,+,-) est intégre.

Définition 4.3.12 Soit o un élément de l'anneau (A, +, ). S’il existe n € N* tel que o™ = 0,
alors « est dit nilpotent.

Le plus petit n € N* tel que o™ = 0 est appelé indice (ou ordre) de nilpotence.

NE:! .
Exemple 4.3.11 Dans l’exemple précédent (Z/sz,+,-), on a <2) = 0 . Donc, 2 est nil-
potent d’ordre 3.

Idéaux

Définition 4.3.13 Un idéal bilatére I dans (A, +,-) est un groupe additif de (A, +) vérifiant :
V(,a)eIxA:a-i€leti-acl.

Exemple 4.3.12 - Pour n € N*, nZ est un idéal de Z.

Remarque 4.3.11 1. SionaV(i,a) € [ x A:a-i €I, alors I est un idéal & gauche (Si

onaV(i,a) € I x A:i-a €1, alors I est un idéal o droite).
2. L’idéal contenant 14 est A.

3. Le noyau d’un morphisme d’anneau i) : A — A’ keryp = {x € A:(x) =0} est un
idéal de A.

Proposition 4.3.11 -L’intersection de deuz idéaux I et I' de A est un idéal de A.

-La somme de deux idéaux donnée par : [ +1' ={(i+i') e A:ie l,i' € I'} est un idéal de
A.

-Le produit 11" = {Z i, € Ari, €1l € ]’} est un idéal de A.

finie
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4.3.4 Structure de Corps

Définition 4.3.14 Soit (K, +,-) un anneau. Si tout élément non nul de K est symétrisable
pour - et 1 # Ok, alors (K, +,-) est appelé corps.

(K, +,-) est un corps commutatif si - est commutative.

Exemple 4.3.13 (R, +,-),(C,+,") sont des corps commutatifs.

L’anneauw commutatif (Z,+,-) n'est pas un corps.

Proposition 4.3.12 Soit n € N*, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) n premier;
i) 7/ nz, est un corps commutatif ;

i11) 7/ nz, est un annneau intégre.

Sous-corps

Définition 4.3.15 On appelle sous-coprs de (K, +,-) toute partie non vide de K' telle que

(K',+,-) soit un sous-anneau et tout élément non nul de K' est inversible.
Exemple 4.3.14 1. K' = {a+if8;a,5 € Q} est un sous corps de C.

Proposition 4.3.13 Soit K' une partie non vide de K. On dit que (K',+,-) est un sous-

corps de K si et seulement si

i. Ve,ye K':x —y e K/,
ii. Ve,ye K':x-y € K/,
iii. 1x € K

. Vo e (K", 3z e K.
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4.4 Exercices corrigés

Exercice 4.4.1 Soit la loi de composition interne * définie sur A =] — 1, 1] par
r+y
THY =
1+axy

1) Montrer que (A, x) est un groupe abélien.

2) Soit B =]0,1] , (B, *) est-il un sous-groupe de A?

Solution
1) Montrons que (A, %) est un groupe abélien :
Pour tout x,y,z € A la loi * est commutative :

y+x x4y
1+yz 142ay

YxT = =T *y.

Associative car (zxy) *x 2z =z * (y * z), en effet :

(xxy)xz = Ty * 2
1+ay

T+y
1+zy
+<x+y)z
1+ 2y
r+y+z+aYyz
142y +22+y2

et

y+z
14+ yz
y+z
14+ yz
1+x<y+z)
149z
r+y+z+xyz
142y +22+yz

xx(yxz) = Tx
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Supposons que * admet un neutre e, alors Vo € A

T +e
rxke = I = =z
1+ ze
— x+e=ux(l+zxe)
— 2’e—e=0
— (xz—l)e:O
— e=0.

Dongc, (A, ) est un groupe abélien.

2) B n’est pas un sous groupe de A car 0 ¢ B.

Exercice 4.4.2 Soit ¢ un homomorphisme du groupe (G, *) dans le groupe (G', /). Montrer
que :
1) ker ¢ et Im ¢ sont deux sous-groupes de G et G' respectivement.

2) ¢ injectif <= ker p={e} .

Solution

1) Soient e, ¢’ les neutres de G et G/.Vérifions les critéres d'un sous groupe. Pour ker ¢ sous-
groupe de G, on a :

i) On sait que ¢ (e) = ¢’ alors e € ker ¢. D’ou, ker ¢ # ().

ii)Pour tout a,b € ker ¢, on a

plaxb™) = Pla)Ao(bh) = dlaxbt) = pla)A[p(b)]
plaxb ) =N ()
plaxb™t) =¢

Ll

(a*b') € ker ¢.

Similairement, pour Im ¢ sous-groupe de G’ on remarque que :
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i) ¢ (e) = ¢ alors ¢’ € Im ¢. Donc, Im ¢ # ().

ii) Pour tout y,y’ € G’ admettant x, 2’ € G comme antécédents , on peut écrire

yAy) T = @A) = yAW) T = 6@)A [e(y )]
= yAY) " =g (y)

— yA ) elméo.

D’otu le résultat.
3)Montrons que ¢ injectif <= ker ¢ = {e}

i) Supposons que ¢ injectif, alors Va € ker ¢
o(a) =¢e) = a=e = ker¢ = {e}.
ii) Si ker ¢ = {e}, alors soient a,b € G tels que:

pla) = o(b) = dla)A(g(b) " =¢
$(a)Dp(b™") = ¢

plaxb™t) =¢

axb '€ kerg

axb'=e (car ker¢ = {e})

AN

b=a.

Donc, ¢ est surjective.

En combinant i) et ii), on obtient ’equivalence.
Exercice 4.4.3 Soit la loi interne A\ définie sur E = R\ {-3} par
al\b=ab+3(a+b)+6.

1) Montrer que (E, /) est un groupe abélien.
2) Montrer que F' =] — 3, +00[ est un sous-groupe de E.
3) Soit Uapplication f : (E,A) — (R*,.), définie par

f(a) =Xa+3.
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i) Déterminer \ pour que f soit un morphisme de groupes.
it) Déterminer ker f.

iii) Es ce que [ est un isomorphisme ¢ Si oui, déterminer f~1.

Solution
1) Montrons que (E,AA) est un groupe abélien.
-Pour tout a,b € R\ {-3}, on a

aAb = ab+3(a+0b)+6
= ba+3(0b+a)+6
= bAa.

D’ou, A est commutative.

-Pour tout a,b,c € R\ {—3}, on a

(aAb) Ac = [ab+3(a+b)+6] Ac
= [abc+3(a+b)c+6¢]+3([ab+3(a+b) +6] +¢) +6
= abc+ 3(a+b)c+6¢+3ab+9(a+b)+ 18+ 3c+6

= abc+3(a+0b)(c+3)+3ab+ 9c+ 24 (1)
et

al\ (bAc) = al\[bc+ 3(b+ c)+ 6]
= (afbc+3(b+c)+6])+3(a+[bc+3(b+c)+6])+6
= abc+ 3ab+ 3ac+ 6a+3a+3bc+9(b+¢) + 1846

= abc+3(a+0b)(c+3)+ 3ab+ 9c+ 24. (2)

De (1) et (2), A est associative.
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-Cherchons un neutre e pour A. Soit a € E, on a

alhe = a = ae+3(a+e)+6=a
= ae+2a+3e+6=0
— e(a+3)+2(a+3)=0
= (a+3)(e+2)=0.

!

e=—2 (cara# —3).
-Tout a € E est symétrisable. En effet,

alNd = e = ad +3(a+d)+6=-2
— ad' +3a+3d =-8
= (a+3)d' =—-3a—8
,  —3a—38

et a =
a—+3

Par conséquent, (£, A) est un groupe commutatif.

2) On a F' C E. Pour tout a,b €] — 3, 4+00[; on a

alAb = ab+3(a+b)+6

= (a—|—3)(b—|—3)—3>—3.

D’ott, aAb € F. Aussi, e = =2 € F. De plus, ™! = % EFcara+3>Oet% >

—3a—9
a+3 > —3.

De ce qui précede, on déduit que F' est un sous-groupe de F.
3) Pour que f soit un homomorphisme de groupe il faut et il suffit que f (aAb) = f (a)- f ().
On a

f(aAb) = f(ab+3(a+0b)+6)

= Xab+3X(a+b) + A6 + 3.
De plus,

f(a)-f(b) = (Aa+3)(Ab+3)
= MNab+3(a+b)+9.
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Par identification, on obtient

A2 =\
3)=3 = A=1V\=0,
A6+3=9

si A =0, f(a) =3 n’est pas un homomorphisme de groupe (car f (—2) # 1). Alors, A = 1.
ii) Déterminons ker f tel que f(a) =a+ 3. On a

ker f = {a€E, f(a)=1}
= {a€FE,a+3=1}
= {-2}.

iii) Comme ker f = {—2} (—2 étant le neutre de E) alors f est injective. Toute image
a € F admet un antécédent de la forme (o —3), d’ou f est surjective. Donc, f est un

homomorphisme de groupes bijectif i.e isomorphisme de groupes. L’isomorphisme inverse est

Y F—E fYa)=a—-3 (car f~lo f=1idg, fof!=1idp).
Exercice 4.4.4 Soit D [’ensemble des nombres décimaux et donné par

D:{li(;n,(p,n)erN}.

1) Montrer que D est un sous-anneau de l’anneau (Q,+,-).

2) L’ensemble D est-il un sous corps de (Q,+,-).
8) Soit 1 : (Q,+,-) — (Q,+,-) définie par

v (r) =—,neN.
L’application 1 est elle un homomorphisme d’anneauz.

Solution

1) Montrons que D est un sous-anneau de (Q, +,-) .

On sait que D C Q. Soit d,d’ € D tels que d = %,d’zloim oup,p €Zetn,n €N. On

A q 10mp — 10"q
d—d 107 " Tom LG € (10™p — 10"q € Z,n+m € N)
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De plus,

d-d = 10237” €D. (pqg€Z,n+meN)

1
L’élément neutre de Q pour - est 1 = 100 eD.
Donc, (D, +,-) est un sous-anneau de (Q, +,-) .

2) (D, +,-) n’est pas un sous corps car 10 n’est pas inversible pour - dans D.

1
1) = —.
3) On a v (1) 10
Sin =0, alors ¢ (1) = 1. D’o, 9 est un homomorphisme.

Sin # 0, alors 1 (1) # 1. Donc, 9 ne peut pas étre un homomorphisme.

4.5 Exercice supplémentaire

Exercice 4.5.1 On définit sur R une loi de composition interne % par

1
Vx,yeR,x*y:x—l—y—l—g.

1) Montrer que (R, %) est un groupe abélien.
2) Soit f : (R, %) — (R,+) telle que f(z) =3z + 3.
Montrer que f est un isomorphisme de groupes et donner lexpression de f*.

3) Soit S = {Q"T_l, n e Z} . Montrer que (S, %) est un sous-groupe de (R, %) .

4)Soit g = (Z,+) — (S, %) telle que g(n) = 2L Montrer que g est un isomorphisme de

groupes.

Exercice 4.5.2 Montrer que la composée de deur homomorphismes de groupes est un ho-

momorphisme de groupes.

Exercice 4.5.3 Soit (2, +,-) un anneau tel que Yw € Q,w? = w.
1) Montrer que Vw € Q,w + w = 0.

2) Montrer que (2,4, -) est un anneau commutatif.

Exercice 4.5.4 Soit (Z/E,Z,—i—, :>, tel que

Va,b € Z/wz: a+b=a+b et b=ecta-b.
1) Montrer que (Z/5Z, +, :> est un anneau. Est-il commutatif ?

2) <Z/5Z, —i—, :> admet-il des diviseurs de zéro. Es ce que (Z/5z, —i—, :> est intégre ¢
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Exercice 4.5.5 Soit I’ensemble G = {(a,8) € R?/xz > 0,y > 0}. Pour tout (a,b),(c,d) €
G, on pose

(a,b) T (¢,d) = (a+ ¢, bde®™) .

1) Montrer que G muni de T est un groupe abélien.

2)Soit Uapplication ¢ : Z — G définie par
o(n) = (2n, 3”64"("’1)) :

i) Vérifier que ¢ est un homomorphisme de (Z,+) dans (G, T).
it) Déterminer ker ¢.
ii1) ¢ est-il un isomorphisme de groupes ? justifier la réponse.

3) Soit H = {(a:, e($2)> T > O} , vérifier que c’est un sous groupes de (G, T).

Exercice 4.5.6 Soit £ : (E,%) — (F, L) un morphisme de groupes et la relation R définie
pour tout o, B € E, par xRy <= x*y ! € ker¢.

1) Veérifier que R est une relation d’équivalence.

2) Montrer que [’ensemble quotient <E/ker§, >i<> est un groupe ow o * 6 = m.

3) Soit N : (E/kerg, >i<) — (Im¢&, L) défini par X (d) = ¢ (o). Montrer que X est un isomor-

phisme de groupes.

Soit G un ensemble muni d’une relation d’équivalence R.

1. Montrer que pour tout couple (a,b) € G?, on a l'une des deux possibilité suivantes :
a=b ou anb=0

2. En déduire que les classes d’équivalence forment une partition de G.
3. On suppose, maintenant, que G est muni d’une loi de groupe commutatif . Soit H un

sous-groupe de G et on définit dans G la relation binaire comme suit :
V(a,b) € G*:aRb <= axb' € H.

a. Montrer que R est une relation d’équivalence.
b. Décrire a pour tout a € G.

c. Montrer en utilisant la question 2 que si G est fini, alors Card (H) = Card (G).
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4. Application : Déterminer tous les sous-groupes des groupes (Z/sz,+) et (Z/az,+) .
Soient (G, *) un groupe commutatif et H un sous-groupe de G. On note R la relation d’équi-
valence définie dans G comme dans [’exercice précédent. On définit dans l’ensemble quotient

G/x la loi de composition ® comme suit :

V (a,b) € G* : a®b=axb.

1. Montrer que cette loi est indépendante du choix des représentants, c’est a dire :

Vz € a, Vyeb : d@b:x*y.

2. Montrer que (G /g, ®) est un groupe commutatif.
Soient (B, +) un groupe et A un ensemble non vide quelconque. On suppose qu’il existe une

bijection f: A — B et on définit dans A l’opération & comme suit :
V(a,b) € A2 a@b=f (f(a)+ f (B)).

1. Montrer que (A, ®) est un groupe. A quelle condition est-il commutatif ?

2. Montrer que f est un morphisme de groupes.

Soit k un ensemble non vide muni de deux lois internes + et - (- distributive par rapport a
+).

Montrer que (k, -+, -) est un corps si et seulement si (k, +) est un groupe commutatif et (k*, -)

est aussi un groupe, k* désigne I’ensemble k privé de 1’élément neutre de la loi +.



Chapitre 5

Anneaux de Polynémes

5.1 Introduction

Par son ouvrage " Abrégé du calcul par la restauration et la comparaison” , al-Khawarizmi
donne naissance aux polynomes. Ces derniers interviennent dans la résolution des équations
avec une ou plusieurs inconnues. Dans la méme époque (I.X° siécle), Ibn al-Banna introduit
les plynomes de degré n. Depuis, les polynomes sont devenus un outil important dans I’algebre
générale et linéaire.

Ce chapitre vise a compléter les connaissances acquises (opérations sur les polynomes, division
euclidienne, racine d’un polynéme) de I’étudiant en matiére de techniques algébriques avec

de nouvelles notions.

5.2 Polyn6tmes

Définition 5.2.1 Etant donné un anneau commutatif (A, +,+), on dit que P est un polynéme
S%
P=ay+a X +auX?+- +a, X"+
ou les coéfficients (o;),.y de P appartiennent . A et sont nuls sauf un nombre fini.
On appelle o; X' un terme de P et X lindéterminée.

On appelle degré de P, le plus grand indice n pour lequel o, # 0 et on note deg(P) = n.

Dans ce cas, a, X" est dit terme dominant.

Remarque 5.2.1 1. Si o, =1, alors on dit que P est unitaire.
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2. SiVi e N:a; =0, P est le polynome nul et deg(0) = —oo.
3. 8i P=a (a€A), alors P est constant.
4. Si tout les coefficients sont nuls sauf un, on dit que P est un mondme.

5. On note par A[X] l'ensembles des polynémes a une indéterminée a coefficients dans A.

6. Soit Q € A[X], tels que
Q=P+ BX+ X2+ +8,X" +

P =Q si et seulement si Vi € N: a; = [5,.

7

Exemple 5.2.1 1. P = X%4+2X°-3, P € Z[X] car les coéfficients (—3,0,0,0,0,2,0,0,1,0, - - -

sont des entier relatifs. C’est un polynome unitaire de degré 8 et X8 est le terme domi-

nant.

2. Q = —\7X?3, le monome Q € R[X] car le seul coéfficient non nul (0, 0,0, —7,0, - - )

est réel. C’est un polynéme non unitaire de degré 3.

3. R = (3—14)X?%+i—2 est un polynéome a coéfficients complexes (i.e R € C[X]) ou
as=(3—1),ap=1—2, deg(R) = 2.

4. S=2i—3etT =3+ /5 sont constants.

5.3 Opérations sur les polynémes

5.3.1 Somme et produit de deux polyndémes

Définition 5.3.1 Soient deux polynomes de A[X]
P=oy+a1 X +aX?+  +a, X"+

et
Q=Bo+ BX + B X 4o 4 B, X" 4

La somme P + Q) est un polynome de A[X] tel que

P+ Q= (ao+ B) + (o1 +51) X + -+ (an + 5,) X" + - -
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Le produit P - @ est un polynéme de A [X] tel que

Po- (z azﬂj)+<z aigj)x+.--+<z ai@j>xn+---

i+7=0 i+j=1 i+j=n

Proposition 5.3.1 Soient R, S deuz polynomes de A[X], on a
1. deg (R + S) < max (deg (R);deg (5)).
2. deg (R-S) < deg(R) + deg(S).
3. A intégre = deg (R -S) =deg(R) + deg(95).
Exemple 5.3.1 1. P=X8+2X°-3,Q=-X8-3X°+5
P+Q = —X°-2
P-Q = —X"Y—-5X"-6X"+8X%+19X° 15
deg (P+ Q) =5 et deg (PQ) = 16 < deg (P) + deg (Q) .
2. Dans Uanneau (Z/4z,4+,-), on a R = 2X3+3X —1etS=3X—2et
R+S = 2X*4+3X—1
RS = 2X*'—0X®+1X? —1X +2

— X4 X2 X 42
5.3.2 Division dans (A[X],+,")

Dans ce paragraphe, (A, +,-) est un anneau commutatif et intégre.

Définition 5.3.2 Soient P, D des polynomes de l'anneau (A[X],+,-). S’il existe Q € A[X]
vérifiant P = @Q - D, alors on dit que D divise P (ou encore P est un multiple de D).

Exemple 5.3.2 1. Ona0=0-P, alors le polynéme nul est divisible par tout P € A[X].
2. Aussi, P=X?+5X +6= (X +2)(X +3). Alors, (X +2) et (X + 3) divisent P.
1. Tout élément inversible de A [X] est un diviseur du polynéme constant 1.
2. SidQ € A[X]: P=0-@Q, alors P =0.

Proposition 5.3.2 1. P #0, s'il existe Q € A[X]: P =5-Q, alors deg (Q) < deg (P) .
2. Si P divise Q) et Q divise S, alors P divise S.
3. (P divise Q) A\ (Q divise P) = IA € A: P = )\Q.
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5.4 Division euclidienne

Théoréme 5.4.1 Soient P, D deuz polynomes de A[X]| ot D # 0. Alors, il existe Q, R €
A[X] tels que P =Q - D+ R ou deg(R) < deg (D).

Remarque 5.4.1 On appele Q) le quotient et R le reste.

Exemple 5.4.1 Soit P = X3 +9X2 4+ 26X +24, D = X + 3.

X3 4+9X24+26X +24 X +3

- X3 —-3X2 X?2+6X+38
6X2+ 26X + 24
—6X2 - 18X
8X +24
—8X — 24
0

Ainsi, P=D -Q avec Q = X?>+6X +8 et R =0. Donc, D divise P.
2) Pour P= X% —-6X3+17X +4,D=X?*—-2,ona

X5 —6X24+0X2+17TX +4 X3-2

—-X° —2X?2 X% -6
—6X3 —2X%2+ 17X + 4
+6X3 —12X?

—14X2% 417X +4

P n’est pas divisible pas D car le reste de la division n’est pas nul R = —14X? +17X + 4.

5.4.1 Le pgcd et le ppcm de deux ou plusieurs polyomes

Soient (K, +,-) un corps commutatif , Py, -, P. une famille finie de polynomes avec I =
{1,---,r} CN.
Définition 5.4.1 Le plus grand diviseur commun des polynomes (P;);., noté pged(Py,--- , P,)

est le polynome unitaire ou nul A vérifiant les conditions :
1. A divise tous les P;, (i € I);

2. Tout autre polynoéme @ qui divise tous les P;, divise aussi A.

On a la caractérisation suivante :
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Théoréme 5.4.2 A =pgcd(Py,--- , P,) si et seulement s’il existe une famille Q1,- - ,Q, de

polynomes tels que

P1Q1+"'+PTQT:A-

Définition 5.4.2 Le plus petit multiple commun des polynomes (P;),., noté ppcm (Py,--- , P;)
est le polynome unitaire 11 vérifiant les conditions :
1. 11 est un multiple de tous les P;, (i € I);
1. Tout autre polynome S qui est multiple de tous les P;, aussi un multiple de I1.
Remarque 5.4.2 1. Si A existe, alors il est unique et est aussi noté PL AN Py A -+ A\ P,.

2. Si 1l existe, alors il est unique et est encore noté PLV Py V ---V P,.

3. A et Il sont commutatifs :

ngd (P17P2) = ngd (P27P1) )

ppem (Py, Py) = ppem (P, P)

et associatifs
pecd (P, Po, P3, Py) = pged (pged (Pa, Pr) s pged (Ps, Py)),

ppem (P, Py, P3, Py) = ppcm (ppem (P, Pr) ; ppem (Ps, Fy)) .

4. pged (a1 Py, s Py) = pged (Py, Py) /g, a0 € K.
5. pged (aqUPy, U Ps) = U - pged (P, P1) /U € K [X].
Exemple 5.4.2 1. Ona P, = X?4+8X +15 = (X +5)(X+3) et P, = X34+ 9X? +
26X +24 = (X +3) (X? +6X +8). Alors, on peut dire que A = pgcd (Py, Py) = X +3.
2. Pour P, =2X*-14 =2 (X +V7) (X —=V7) et P, = (X +V7) , on a1l = ppem (P, P5) =
X2 -1.
3. pged(X?+5,3X —6) = 1.
4. VP € K[X]:pged(P1)=1.
Théoréme 5.4.3 (théoréme de Bezout) Soient P,QQ € K [X]|, A € K [X] unitaire non

nul. Si A est le pged de P et Q, alors il esxziste (U, V) € K [X]? tel que PU + QV = A.

Pour déterminer le pgcd de deux polyndémes on utilise ’algorthime d’Euclide, c’est une mé-

thode qui se base sur la division euclidienne.
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5.4.2 Algorithme d’Euclide

Soit P et D deux polynomes non nuls avec deg P > deg D. 1l existe alors ) et R tels que
P=D-Q+R

Le procédé itératif d’euclide est pged (P, D) = pged (D, R) , i.e
Etape 1 : On divise P par D.

Etape2 : Si R = 0 alors pged (P, D) = D, Sinon on va a I'étape 3.
Etape3 : on divise D par R et on revient a ’étape (2).

Ainsi de suite, jusqu’a avoir un reste nul.

Exemple 5.4.3 Calculer du pged (P, D) tel que
P=X°—2X*4+X?-X-2 D=X>-X?-X-2.

Etape 1 : On divise P par D

5 4 2 _ _ 3 _ 2 _
A L Ty N A T8 T ainsi P=D (X2 X) 12X - 3X - 2)

-~ -~

Q1 R

Puisque R # 0 , alors on passe a (3) et on divise D par R

3 %2 _ Y _ 2 _ _ 1 1 3 3
XP-X2-X -2 2X2-3X Q,d’oaDzR-(—X——>+(Z—lX——)~

3 3 1 1
e N2 4/ 2)
@ B
Comme Ry # 0, alors on continue les divisions
2X? -3X -2 3x -3 8 4
4 2 oo R=R.-[Sx -2
R
Q2 ’

On a Ry =0, alors pged (P, D) = % Ri=X-2

Remarque 5.4.3 Le pged (P, D) est le dernier reste non nul de la division euclidienne.
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5.4.3 Polyndémes premiers entre eux

Définition 5.4.3 Soient P et Q) deux polynomes de K [X|. On dit que P et Q) sont premiers

entre euz si pged(P, Q) = 1.
En appliquant le théoreme de Bezout, on obtient

Théoréme 5.4.4 Les polynomes P,Q) € K [X] sont premiers entre eux si et seulement s’il

existe U,V € K [X] tel que PU 4+ QV = 1.

Remarque 5.4.4 Plus généralement, les (F;),.; sont premiers entre euz si on a pgcd (P;) =

1 /i€l ou sl eriste (U;) € K [X] avec i € I, vérifiants ZPZ- U; = 1.

il
1. Si pged(P,Q) =1 et pged(P', Q) = 1, alors pged(P - P',Q) =1 .
2. Si pged(P, Q) = 1, alors pged(P", Q™) =1 / n,m € N.
3. Iy € K : pged(P, Q) - ppem (P, Q) = 1.

4. 8iVieI,3Q; € K[X]: P = D;-Q, alors [ [ P divise Q.

viel
5.5 Polynémes irréductibles

Définition 5.5.1 On dit qu’un polynome A € K [X] (deg A > 1) est irréductible (ou pre-

mier) s’il n’est divisible que par vy et (YA) ou vy € K*.
Exemple 5.5.1 1. Tout polynéome de la forme aX + 3 est irréductible.
2. Dans R[X], A= X%+42 est irréductible. Mais, dans C[X] A n’est pas premier car on
a: A=X2+2=(X-iV2) (X +iV2).
Proposition 5.5.1 Soit un polynome irréductible A et P, (F;),.; dans K [X] .
1. Si A ne divise pas P, alors pged (A, P) = 1.

2. A divise HPZ- <— A divise au moins un P;.

el
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5.5.1 Factorisation des polyndmes

Similairement & la décomposition des entiers naturels en facteurs premiers on a la factorisation

des polynomes, appelée aussi "Décomposition en facteurs irréductible".

Théoréme 5.5.1 Soit P € K [X]| de degré n > 1. Il existe des polynomes irréductibles A;
dans K [X] /i € I tels que
P=AJ] AN
iel

ot A € K* et \; € N* pour tout i € I. Les A; sont uniques & permutation pres.

Exemple 5.5.2 Soit P = X% — 1. Pour décomposer P on pose Y = X3, on obtient alors :

P=Y2-10rY?2-1= (Y -1)(Y+1). Ainsi, P=X-1= (X>-1)(X3+1). En

utilisant la division euclidienne, la factorisation de P dans R [X] est
P=(X-1)-(X+1) - (X*?+X+1)- (X* =X +1).

—— —— N ~ PN ~
A1 Asg As Ay

Mais, dans C[X] on a

e orenien (e t8) (x- L) (v 18 ()

2
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5.6 Exercices corrigés

Exercice 5.6.1 Soit Q € R[X] défini par Q = X* + 2a X3 + 3X?2 +2X + 1.
Trowver (c, B) € R pour que Q soit le carré d’un polynome de R [X].

Solution
Si Q est le carré d’un polynome de R[X], alors 3P € R[X] : Q = (+P)?2. Ainsi, deg P = 2
et P=X?+aX +b. Alors,

P? = X*+2aX® + (2b+ a®) X + 2abX +b*.

En comparant les deux formules, on a

2ab = 2 . ab=1
=1 b=1vb=-1"
sib=1,alorsa=1etsib=—1, alorsa=—1. Do,

P=X’+X+1ouP=X2-X—-1

Donc, @ = (X2+X+1)2?20u@Q = (-X*?-X-1)20uQ = (X2-X-1)%20uQ =
(-X?+ X +1)2

Exercice 5.6.2 Soit A € R[X]|,«a,5 deux réels différents. Trouver le reste de la division
euclidienne de A par (X — «) (X — 3) si le reste de la division de A par (X — «) vaut 1 et
par (X — () est égal a —1.

Solution
Si le reste de la division de A par (X — «) vaut 1 et par (X — f3) est égal a —1, alors
dP,Q € R[X]:

A=(X—-a)-P+let A=(X—-0)-Q—1
On remarque ,aussi, que A(a) = 1 et A(5) = —1. De plus, le division de A par (X — «) (X — 3)
est de la forme

A=(X—-a)(X=0)-P+aX +b

Apres simplification, on trouve

2 _—a-—f
&_Betb— a3

ax+b=1letaf+b=—-1 <= a=
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9 o —
Il en résulte que R = —— X + a 6.
a—pf a—f

Exercice 5.6.3 Effectuer la division euclidienne de P par D :

1. Dans C[X]: P=iX? - X? —i+1; D= (i +1) X? —iX + 3.

2. DansR[X]: P=X+X?+X+1;D=X%+1.

Solution

OnaP=Q D+ Ri.c(Q est le quotient et R est le rest de la division :
_ itl 21, p _ 5-4i 5-8i
L Q=X+ R="7X+ >

2.Q=X+1LR=0.

Exercice 5.6.4 Déterminer le pged (P, Q) dans les cas suivants (effectuer la division eucli-
dienne) :

1. P=X*-3X3+ X244 Q=X3-3X24+3X -2

2. P=X"-3X3+X?+4,Q=X*>-3X?+3X -2

3. P=X*4+4X34+X?2-16,Q=X3+3X%2-3X +4

Solution
1. pged (P,Q) = X — 2.
2. pged (P,Q) = X% — X + 1.

3. pged (P,Q) = X + 4

Exercice 5.6.5 Montrer que P = X3 — X? + X — 1 est divisible par X — 1.
Factoriser P dans R [X], puis dans C[X].

Solution

On remarque que a = 1 est une racine de P, donc X — a divise P.

En effectuant la division euclidienne on obtient P = (X — 1) (X2 + 1). Dans R [X], les deux
polynéomes (X — 1) et (X2 + 1) sont premiers. D’ou, la factorisation .

Dans C [X], b = i est une racine de (X2 + 1) . Ainsi, on peut écrire X?+1 = (X — ) (X +1).
Alors, la décomposition de P est P = (X — 1) (X — i) (X +1).
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5.7 Exercices supplémentaires

Exercice 5.7.1 Factoriser les polynomes suivants dans R[Y] :
1) Y3 —3Y?49Y + 13.

2) Y*—16.

3) Y?+2Y* —16Y — 32.

Exercice 5.7.2 Soient P=Y"—-Y —1etQ =X’ —1.
Trowver U,V € R[Y] tels que PU + QV = 1.
En déduire pged (P, Q) .

Exercice 5.7.3 Soient P et (Q deux polynomes. Montrer [’équivalence suivante :
PANQ=1 <+ (P+Q)N(P-Q)=1.

Exercice 5.7.4 Soit A € R[Y] donné par A=Y*+ 1Y +Y? + 10.
1) Montrer que A n’admet aucune racine réelle.

2) Dire si A est irréductible dans R[Y] et pourquoi ¢
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