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Introduction

Ce document est consacré aux cours d’Algebre linéaire avec exercices corrigés et exer-
cices proposés. Il est a caractére purement pédagogique couvre le programme d’Algébre
linéaire de la premiére année LMD, Licence Mathématique, Informatique.

Il composé de quatre chapitres, le premier chapitre est consacré a 1’étude les espace vec-
toriels. Le deuxiéme chapitre aborde I’étude les applications linéaires.

Le chapitre suivant traite I’étude des Matrices et Déterminats.
Le dernier chapitre est consacré a I’étude des systémes d’équations linéaires.

Nous espérons que ce polycopié répondre aux attentes des étudiants et qu’il les aidera
a réussir.



Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels de dimension finie

Soit K un corps commutatif et soit £ un ensemble non vide muni d’une opération
interne notée (+) :

(+) : ExE — E
(u,u') +— u+

et d’une opération externe notée (o) :

() : KxFE — FE
(Mu) = dew

Définition 1.1 Un espace vectoriel sur le corps K ou un K-espace vectoriel est un triplet
(E,+,e) tel que :

1) (E,+) est un groupe commutatif.

2) VA e K, Vu,u' € E:Xe(u+u)=(Neu)+ (Aeu).
)V N peRVue E:(A+pu)oeu=(\ou)+ (1eu).
4) VA peKVYue E: e (ueu)= (Au) eu.

5) Yu € E, 1xeu=u, ou lg est [’élément neutre de la multiplication dans le corps K.

Les éléments de [’espace vectoriel sont appelés des vecteurs et ceux de K des scalaires.



Proposition 1.2 Si E est K-espace vectoriel, alors on a les propriétés suivantes :

1)VAeKVYu e E; o0 =0g et Ox eu = 0p.

2) VAeK,Vue E,(Aeu=0g) < (A=0 ou u=_0g).

3) VYA e K, Vu e E, (A — p)u = Au— uu.

4) VA e K\Vu, v’ € E, Nu—u") = du— .

Preuve : Soient A € K et u, v’ € F.

Donc \0g = 0g.
Ogeu = (OK—i—OK)u = Ogu + Ogu.

Donc Ogu = Og.

2) Si A =0k ou u = Og, alors d’aprés (1), Au = Og.

Supposons que A\u = Og et A # Ok, alors en notant A~! l'inverse de A relative-
ment & la multiplication dans K,

on aura

u=1u=A""Nu=11Du) = 1"10g = 0g.

3) On a
A=A+ (—p+p)u=(A—p)+pu=(A—pu+ pu.

Alors (A — p)u = \u — pu.



4) du=Au+ (= +u)) =A(u—u)+u) = ANu—1u)+ M.

Donc Au — A/ = AMu — ).

Exemple 1.3 (R, +,e) est un IR-espace vectoriel, (C,+, o) est un C-espace vectoriel.

Exemple 1.4 Soient n € IN* et E =1R".
E est un espace vectoriel sur IR.

On définit les deux lois suivantes :

+ : ExE — E
(u,u') = utu = (ug +ul,...,u, +u),)

w = (Uy, U, ..., up) et u' = (uf,uh, ..., u)

cey n

e : RxFE — E
(Au) = Aewu= (Aug,A\ug, ..., \uy)

E muni de ces deux lois est un IR-espace vectoriel.

Exemple 1.5 Soient X un ensemble non vide et E = F(X,IR) l’ensemble des applica-
tions de X dans IR.
E est un IR-espace vectoriel pour les lois interne et externe définies par :

V(h, W)€ E2Yue X : (h®dh)(u) = h(u) + W (u).

Vhe ENVA e R, Vue X : (AOh)(u) = X eh(u).

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.6 Soient (E,+,e) un K-espace vectoriel et F' une partie de E.
On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

i) F#0.
i) Yu,u' € F:u+u € F.
iii) VAe K, Vue F: Aeu € F.



Proposition 1.7 Soient (E,+,e) un K-espace vectoriel et F' une partie de E.
Alors F' est un sous-espace vectoriel de I si et seulement si :

a) F#10.
b) Vu,u' € FVA\ p € K:du+ pu' € F.

Exemple 1.8 Montrons que
F={(u,v,v") € R’ :u+u =0},

est un sous-espace vectoriel de IR?.
1) F#0 car ops = (0,0,0) € F.
2) Soient A\, € IR et (uy, uy, uf), (ug, uy,uly) € F.

Alors uy + vy =0 et ug +ujy = 0.

On a :

N, )+ (i, ) = (i + g, Mo+ oy N+ ),

et

(Aug + pug) + (Auf + pub) = Mug + ) + p(ue + uh) = A0+ p0 = 0.

Donc

)‘<u17 ull’ ulll) + N(u27 u/2’ U’IQI) €l
Ainsi F est un sous espace vectoriel de IR.

Remarque 1 Oy [l’élément neutre dans E relativement a la lois +.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors O € F.

Exemple 1.9 Soit E un K-espace vectoriel.

{0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Exemple 1.10 Soient (E,+, ) un K-espace vectoriel et F' une partie de E.

SiO0g ¢ F, alors F' n’est pas un sous-espace vectoriel de E.



Proposition 1.11 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel de
E. Alors F NG est un sous espace vectoriel de E.

Preuve :
i) FNG #(car 0p € FNG.

ii) Soient u,u’ € FNG,
u,v e FNG=u,u € Fetu,u eq,
su+u e€F et ut+tu e,

sut+uv e FNG.

iii) Soient u € FNG et A € K,
ue FNG=ue Fetued,
= \u € Fet \ue G,
= Auc IF'NG.

Donc F'N G est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 2 Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel de E,
alors F'U G n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 1.12 Considérons l’espace vectoriel IR?,

L’ensemble F = {a(1,0) : a € IR} = {(,0) : @ € R},

Uensemble G = {«(0,1) : a € IR} = {(0,) : a € IR}.

F,G sont des sous-espaces vectoriels de IR?.

On a (1,0) € F donc (1,0) € FUG et (0,1) € G donc (0,1) € FUG,

mais w = (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ FUG.



Proposition 1.13 Soit (E,+, e) un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vecto-
riels de F.

On note Fi + Fy ={u € E : I(uy,us) € F1 X Fy : u = uy + us},
U1 + Usg : (Ul,UQ) € Fl X FQ.
'y + Fy est appelé somme de Fi et Fs.

Fy 4+ F5 est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve :
1) F1+F27£@car Op =0 +0g € I + F5.

ii) Soient u,u’ € Fy + F5.
Donc J(u1,ug) € Fy X Fo, (uf,ub) € Fy X Fy :u = uy + ug et v/ = u) + ub.

On a

u+u = (ug +ug) + (u) +ub) = (ug +uy) + (ug +uy) € Fy + .

iii) Soient u € F1 + Fy et A € K.
Donc F(uq,ug) € Fy X Fy 1 u = uy + us.
On a Au = AMuy +ug) = (Aug) + (Aug) € Fy + Fo.

Ainsi F} + F5 est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 1.14 Soient (E, +, ) un K-espace vectoriel , F' et G deux sous-espaces vec-
toriels de E.

On a alors

1) F+G=G+F



2) FCF+G.

3) F+{0g} =F.
4) FUE=E.

5) Fn{0g} = {0g}.

6) FNE=F

Définition 1.15 Soient (E,+,e) un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vec-
toriels de E.

On dit que F' et G sont en somme directe si et seulement si F NG = {0g}.

Lorsque F' et G sont en somme directe, on note F'® G au lieu de F + G.

Proposition 1.16 Soient (E,+, o) un K-espace vectoriel , F' et G deux sous-espaces vec-
toriels de E. Alors F' et G sont en somme directe si et seulement si tout élément de F + G
se décompose d’une facon unique en somme d’un élément de F et d’un d’élément de G.

Preuve :

1) Supposons que F' et G soient en somme directe.
Soit u € F' + G supposons que u = uj + uy = uj + uh avec (ug, uq), (uj,uh) € F x G
On a uy —u) = uhy — ug
Onaw —u) € Fetuy—us € Get FNG ={0g}.
Donc uy —u} = uy —us € FNG = {0g}.
Ainsi

{ul—ug:oE

. uy =
, et par suite ;
Uy — Uy = Op Uy =

D’ott u se décompose d’une fagon unique sur F' et G.
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2) Supposons que tout élément de F' 4+ G se décompose d’une fagon unique sur F et G.
On a {0g} C FNG.
Soit u € FNG On a0 =0+ 0 =u+ (—u).
D’aprés I'hypothese u = Op.
Ainsi FNG C {0g}.

Dot FNG = {0g} et par suite F' et G sont en somme directe.

Définition 1.17 Soient (E,+,e) un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vec-
toriels de E.

On dit que F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si

F+G=F
FNG={0g}

Ou 0 est lélément neutre dans E relativement a la loi +.

Ceci revient a dire que F' et G sont en somme directe et ' & G = F.

Exemple 1.18 Considérons lespace vectoriel IR? sur le corps IR.
F=IRx{0} etG={0} xR

F et G sont deuz sous-espaces vectoriel de IR? supplémentaires dans IR?.

Exemple 1.19 Dans l’espace vectoriel IR® sur le corps IR, on considére les deuz en-
sembles suivants :

F={(u,v,v") R’ :u" =0} et G ={(u,v/,v") € R® :u = =0}

F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR® car :

11



1) (0,0,0) € F.
Soient (uy, uy,uy), (ug, ub,uy) € F et A\, € IR.
D’ou v} =0 et uy =0.
On a

Ay, uy, uy) + pulug, s, ug) = [(Auy + pug), (Auy + pty), (Auy + py )]
et
(Auf + puy) = 0.
Dot Nuy, uy, u)) + p(ug, uby,uly) € F.

Donc F est un sous-espace vectoriel de IR?.

2) De méme pour G.

3) Montrons que R* = F & G.
Soit u,u’,u" € IR,
on a (u, v, u") = (u,u’,0) + (0,0, u").
DouR®=F +G.
(u, v, u") e FNG = (u,u/,u") € F et (u,u/,u") € G
=u'=0e u=u=0
= (u,u’,u") = (0,0,0).
Alors FNG C {(0,0,0)} et comme (0,0,0) € FNG, alors FNG = {(0,0,0)}.

DouR?>=F®G.

12



1.3 Dépendance et indépendance linéaires

1.3.1 Familles liées, familles libres

Définition 1.20 Soient E un K-espace vectoriel ; n € IN*; uq, ..., u, € E.

On appelle combinaison linéaire de uq, ..., u, tout élément de E tel qu’il existe A, ..., \, € K
tels que :

u = /\1U1 + )\QUQ + ...+ /\nun = Z)\Zuz
i=1
Définition 1.21 Si (u;);cp est une famille d’éléments d’un K-espace vectoriel, on appelle

combinaison linéaire de (u;)icp, tout élément u de E tel qu’il existe une partie finie J de
E est une famille (N\;)ics de K telles que - u =Y., \iu;

Définition 1.22 Soient E un K-espace vectoriel ; n € IN*; uy, ..., u, € E.

1) On appelle la famille {uy, ..., u,} est liée si et seulement si :
I(A1, o Ap) € K" —{(0,0,..,0)} : >0 Au; = 0.
On dit également que les vecteurs {uy, ..., u,} sont linéairement dépendants.

2) On appelle la famille {uy,...,u,} est libre si et seulement si :
VAL, An) € K" [0, Ny =0) = (Vi e {1,...,n}) : \; =0].

On dit aussi que les vecteurs {uy, ..., u,} sont linéairement indépendants.

Remarque 3 Soient E un K-espace vectoriel ; n € IN*, uy, ...,u, € E.

On appelle la famille {uy, ..., u,} est libre si et seulement s’elle n’est pas liée.

Exemple 1.23 La famille {u = (1,0,1),u' = (2,1, —1)} C IR? est libre car :
VA uelR:

A+ pu’ = O0ps = (A, 0,A) + (2p, 1, —p1) = (0,0,0)

— (A4 2u, 1, A — 1) = (0,0,0)

A+2u=0
=< u=0
A—pu=20

13



= A=pu=0.
Exemple 1.24 E =1R*n=3,u=(1,1),« = (2,1),u" = (—1,0).
La famille u,u',u” est liée puis que u — v’ — u” = 0.
1.4 Sous espace engendré par une partie

Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E.

Définition 1.25 On appelle sous-espace vectoriel engendré par A et on le note par Vect(A)
lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A.

Proposition 1.26 1) Vect(A) est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-espace
vectoriel de E contenant A.

2) (a)Si A # 0, alors Vect(A) est I’ensemble des combinaisons linéaires des éléments
de A.
(b) Vect(D) = {0g}.

Preuve :

1) Vect(A) est un sous-espace vectoriel de £ comme intersection de sous-espaces vec-
toriels de K.

Par la définition de Vect(A), On a: A C Vect(A).

Soit F' un sous-espace vectoriels de E contenant A. Par la définition de Vect(A),
ona: Vect(A) C F.

Ainsi, Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E contenant A et il est inclus dans
tout sous-espace vectoriel de E contenant A.

2) Supposons A # () et notons C'(A) 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de A:

C(A)={ue E:3ne IN*,I(a1,....a,) € A", I A1, ... \) € K" ru =30 Nag )

Montrons que C'(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E' contenant A.

14



a) Il est clair que C'(A) # 0.

b) Soient u,u’ € C(A). Alors
dn € IN*, (CLl, ...,Cln) e A", ()\1, R )\n) eK":u= Z?:l )\Zaz} Etdp € IN*, (bl, e bp) S
A" (pny ey i) € K™ o = 378 by}

Posons

Joap si 1<k<n , st 1<k<n
Ck_{bk_nsin+1§k§n+p et U'(k) = fpn ST N+1<k<n+p
On a:

Vke{l,...n+p} Cre A
utu' =370 Nag + D00 by = g ien
Alors u +u' € C(A).

¢) On montre de méme que : Y\ € k,Vu € C(A), \u € C(A).
Ainsi C'(A) est un sous-espace vectoriel de E.

Comme tout élément a de A est combinaison linéaire d’élément de A (il suffit d’écrire
a=1,a € C(A))

Donc A C C(A).
Soient G un sous-espace vectoriel de E' contenant A et u € C(A).
Alors 3n € IN*, (ay, ..., a,) € A", (A1, .., A) €K' tu =310 | Mg}

Comme G contient A et que G est un sous-espace vectoriel de F, alors u € G,
ce qui montre de C'(A) C G.

On établit que C(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

Dot C(A) = Vect(A).

Définition 1.27 Soient E un K-espace vectoriel et (u;);c; une famille d’éléments de E.
On appelle sous-espace engendré par la famille (u;);e; et on note Vect{(u;)ics}, le sous-
espace vectoriel engendré par la partie {u; :i € 1} de E.

15



1.4.1 Cas particulier

Le sous-espace vectoriel de E engendré par une famille finie non vide {us,...,u,}
d’éléments de E est {d> - Au; 0 (A1, ..., A) € K}

1.5 Familles génératrices, bases

Définition 1.28 Une famille de vecteurs {uy,...,u,} = G d’un K-espace vectoriel E est
dite génératrice de E si et seulement si : Vect(G) = E.

Autrement dit, si et seulement si :
Vue E:3(A, . ) €K' ru=3""0 ) Nu,.

Exemple 1.29 Dans [’espace vectoriel IR? la famille {e; = (1,0),eo = (0,1)} est une
famille génératrice de IR? car :

Y(u,u') € IR?: (u,u’) = ue; + u'ey.

Exemple 1.30 Dans IR?, considérons les vecteurs V; = (1,1) et Vo = (1, 1),
La famille V1, Vs est génératrice de IR? car :

Soit (u,u') € R?, il existe (A, Ag) € IR? : (u,u') = M Vi + Ao Vo

On a (u,u') = MVi+ X Vo = (u,v') = (A + Ao, A — o)

u:)\l—i‘)\g )\1:%1/

Définition 1.31 Une famille de vecteurs {uy,...,u,} = G d’un K-espace vectoriel E est
dite une base de E si et seulement si elle est libre et génératrice de E.

Proposition 1.32 Une famille finie B = {uy, ...,u,} d’éléments d’un K-espace vectoriel
E est dite une base de E si et seulement si tout u € E se décompose d’une fagcon unique
sur les u;.

C’est o dire Vu € E, (A, ..., \,) € K™ tel que : u="> 7 | Nu;

Les éléments (A1, ..., \n) s’appellent les coordonnées (ou les composantes) de u dans la
base B.

e

\; s appelle la ™ coordonnée (ou composante) de u dans la base B.

16



Exemple 1.33 Considérons ’espace vectoriel IR" : n € IN*.
La famille {e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),....,e, = (0,0,...,0,1)} est une base de IR"

appelée la base canonique de IR".

1.6 Théorie de la dimension

Définition 1.34 E un K-espace vectoriel est dit de dimension finie si et seulement si E
admet au moins une famille génératrice finie.

Exemple 1.35 IR",n € IN* est de dimension finie. La famille {e; = (1,0,...,0),ey =
(0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)} est génératrice de IR".

Théoréme 1.36 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et non réduit a un
seul élément. Alors :

1) E admet au moins une base finie.

2) Toutes les bases de E sont finies et ont le méme cardinal. Le cardinal d’une base de
E est appelé la dimension de E et est noté dimg(E) ou dim(F).
Par convention on a : dim({0}) =0

Exemple 1.37 Dans IR?, la famille {e1,es} avec e; = (1,0),e5 = (0,1) est une base de
IR%.

On a dimIR* = 2.

En général, dimIR" = n(n € IN).

Théoréme 1.38 (Théoréme de la base incompléte) Soient E un K-espace vectoriel
de dimension finie n et non réduit a un seul élément, G une famille libre dans E.

G = {yla "'7y7”}(r S TL)
Il ya au moins une fagon de compléter G par (n —r) vecteurs de E pour obtenir une base

de E.

Proposition 1.39 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (n € IN*).
1) Toute famille libre de E est finie et a au plus n éléments.
2) Toute famille de E ayant au moins (n + 1) éléments est liée.

3) Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

Proposition 1.40 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (n € IN*).
1) Toute famille génératrice de E ayant n éléments est une base de E.

2) Toute famille libre de E ayant n éléments est une base de E.

Proposition 1.41 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors tout sous-
espace vectoriel F' de E est de dimension finie et dim(F) < dim(FE).

17



Corollaire 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie dim(E) > 1, F,G deux
sous-espaces vectoriels de & en somme directe.
On a alors : dim(F @ G) = dim(F) + dim(Q).

Corollaire 2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie dim(E) > 1, F' et G deux
sous-espace vectoriels de E.

| FCcG
Sz{ dim(F) = dim(G) Alors F = (.

Théoréme 1.42 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie dim(E) > 1. On a pour

tous sous-espaces vectoriels F,G de E :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

1.7 Exercices corrigés

Exercice 1 On définit sur IR”. les opérations :

®: R, xR} - Ry udu =
®:Rx R, - Ry A®@u=u’
Montrer que (IR, ®, ®) est un IR-espace vectoriel.

Solution
1) On aVu,u' € IR} :u®u' =wu' € IRY.
Donc @ est une loi de composition interne sur IR’
a) La loi @ est commutative car
Vu,u' € IR :u @ v =wu' =v'u € IRY.
Alors u @ v = u' & u.

b) La loi & est associative car :
Vu, o/, u” € RY : u(u' & u”’) = u(u'v”) = (uwu)u” € IR,

Alors u(u' @ u”) = (u @ u')u”.

c) L’élément neutre dans IR’ relativement a la loi @ est 1 € IR?.
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d) Le symétrique de tout élément v de IR, relativement a la loi & est L € IR

D’otu (IR%, @) est un groupe abélien.
2) Vue RL, VA€ R: A@u=u* € R}.

a) Soit u,u’ € IR et A € IR.

Alors
A@ (udu) =A@ (uu)

=AQu)dAeu).

b) Soient A, 11 € IR et u € IR7.

Alors
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=AQu)® (LR u).

c) Soient A\, pn € IR et u € IR}

Alors
A® (p@u)=A® (W)

= (A\p) ® u.

d) Vue R, : 1®u=(u)' =w
Alors (IR%, @, ®) est un IR-espace vectoriel.

Exercice 2 Dans l’espace vectoriel IR*, on consideére U'ensemble suivant :

F={(u,v/,v,v) € IR*: u+3v =1',v =20},

1) Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de IR*.

2) Trouwver dim(F').

3) Soit G le sous-espace vectoriel de IR* engendré par les vecteurs : v = (1,-1,3,0),v5 =
(0,0,1,—-2). Quelle est la dimension de G?

4) Montrer que R* = F @ G.

Solution

20



1> F= {(uau/7vavl> S IR4 cu+3v = U/,U = 21},}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de IR*
i) (0,0,0,0) e F=F #0,car(0+3-0=0,0=2-0).

i) YU = (u,u,v,v"),V = (ug,u},v,v]) € F,VA\ u € IR.
Montrons que A(u, v, v,v") + p(uy, uy, vy, vy) € F,

c’est a dire que (Au + puy, A’ + pul, Ao + pvy, W' + poy) € F

UeF= (u+3v=u,v=2)

= Ve F = (u; + 3v, = ulj, v = 2v))

AU € F = (Au+ 3 v = M/, dv = 2\)
pV € F = (puy + 3pvy = puly, poy = 2u07)

= Au~+ puy + 3(Av + pvy) = A + pul, Ao+ poy = 2(M" + py),
c’est & dire \(u, v, v,v") + p(uy, uf,v1,v)) € F,
d’ou le résultat.

2) F={(u,v,v,v") € R" :u=u'—60,v =2}
= {(v — 6, u/,20',0") : (u',0') € IR?}
= {u/(1,1,0,0) +v'(=6,0,2,1) : («/,v') € IR*}.
Donc F = Vect{uy,us}.
Soient A\, € IR :
Aug + pug = (0,0,0,0)
= (A —6u, A\, 2u, 1) = (0,0,0,0)
= A=pu=0.

{uy,us} est une famille génératrice de F' et elle est libre.
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Donc {uy,us} est une base de F' et par suite dim(F) = 2.

G =Vect{v; = (1,-1,3,0),v2 = (0,0,1,—2)}.
Soient A\, u € IR :

vy + pvg = (0,0,0,0)

= (A =), 3\+ . —2u) = (0,0,0,0)

= A=p=0.

Donc {vy, v} est libre.

Ainsi {vy,v2} est une base de G.

Donc dim(G) = 2.

Montrons que IR* = F ¢ G.

(u, v, v,v") € FBG < (u,u',v,v") = (uy, ul, v1,v])+(ug, ub, v, vh) = (ug, uy, vy, v]) €
F
et

(ug, uhy, ve,vh) € G & (u,u,v,v") = (Auy + pug + vy + &) = A\ p, v, € € IR
{uq,us,v1,v2} est une famille génératrice de F'+ G.
Soient )\17 )\27 )\3, )\4 celR:

(/\1U1 + )\QUQ + )\31)1 + /\4U2) = (0, O, O, 0)
= ()\1 — 6y + )\3, AL — )\3, 20 + 3)\3 + )\4, Ay — 2)\4)
= (0,0,0,0)

)\1 - 6)\2 + )\3 - 0

A —A3=0

20+ 33+ =0

)\2 - 2)\4 - O

=

D’ ou {uy, us,v1,v9} est libre.

Ainsi {uq, ug, vy, v2} est une base de F + G.
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D’ ou dim(F + G) = 4.
Ona (F+ G CIRY) et dim(F + G) = dim(IR").
Donc F & G = IR*.
Exercice 3 Montrer que [’ensemble
F={(u,v/,u") € R*:u—2u +u" =0}
est un sous espace vectoriel de IR® et determiner sa dimension.

Solution

1) Montrons que F est un sous espace vectoriel de IR,
i) F'#0 car Ops € I
ii) Soient A\, u € IR et (uqy,uy, uy), (ug, ub,uly) € F.

Donc u; — 2u} + v} = 0 et ug — 2ub + ujy = 0.

On a
Aug, up, uf) + plug, uh, uy) = (Aug + pug, Ay + puh, Auf + pul).

D’autre part, (Auj + pug) — 2(Au) + pub) + (Auf + puly)
= AMup — 2u) +uff) + p(ug — 2uhy + uf) = A0+ p0 = 0.

Donc A(uy, uf, uf) + p(ug, ub, ufy) € F.

Ainsi F est un sous espace vectoriel de IR®.
2)
i) F={(u,u),u) € R®:uy — 2u) +uf =0}

= {(uy, v}, u) € R® : uy = 2u), — !
= (2u) — ), v, u) € R? : (u),u)) € IR?
= }(2,1,0) +u(~1,0,1) : (u}, uf) € R?
Vet{(2,1,0),(-1,0,1)}

Ainsi {(2,1,0), (—1,0,1)} est génératrice de F.
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ii) Soient A\, € IR

A(27 ]-70) + :u(_]-a 07 1) = OIR3 = (_2/\ - K, A?M) = (0’070)

22 —pu=0
=< A=0
p=0
= A=u=0.

Donc {(2,1,0),(—1,0,1)} est libre et par suite, c’est une base de F' et dim(F') = 2.

1.8 Exercices proposés

Exercice 4 Déterminer la dimension de chacun des sous espaces vectoriels suivants :

1) F est le sous espace vectoriel de IR? engendré par les deus vecteurs

(Vi =(0,1,-2), V5 = (1,3, —1)}.

2) G est le sous espace vectoriel de IR* engendré par les deus vecteurs
{Ul = (07 ]'7 27 1)7 U2 = (07 _17 17 2)7 U3 - (17 27 07 _]-)7 U4 - (17 27 37 2)}

3) H={(u,v,u") € R® : v = 2u}.

Exercice 5 On considére dans IR?, le sous ensemble F défini par :

F={(u,v/,v") € R*: 2u + 1 —u" =0}
1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR®.

2) Donner une base de F, quelle est sa dimension ?
3) F est-il égale a IR® ?

Exercice 6 On considére dans IR*, le sous ensemble F défini par :

F - {(U/, ul,u”,u”/) E ]R,4 . (u + u// — O)(ul + u/// — O)}
1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR*.

2) Donner une base de F, déduire sa dimension.

Exercice 7 1) Montrer que la famille {(1,2),(—1,1)} est génératrice de IR>.
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2) quelle sont les familles libre parmis les familles suivantes :

F1=1{(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)}, F2 = {(0,1,1,0), (1,1,1,0), (2,1,1,0)}.

3) Montrer que la famille {(1,2),(—1,1)} est une base de IR?,
et que la famille F1 = {(1,1,0),(1,0,0), (0,1,1)} est une base de IR>.
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Chapitre 2

Applications linéaires

K désigne un corps commutatif, (K= R= C).

2.1 Généralités

Définition 2.1 Soient (E,+,e) et (F,®,®) deux espaces vectoriels sur le méme corps
K et h: E— F une application.

1) On dit que h est une application linéaire si et seulement si :
i) Yu,u' € E: h(u+u') = h(u) @ h(u').
ii) Yu' € E,VA € K: h(A') = A ® h(u).
On note Lx(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

On dit également que h est un morphisme de K-espace vectoriels.
2) Une application linéaire bijective est dit isomorphisme.

3) Une application linéaire de E dans lui-méme est dite endomorphisme de E. L’en-
semble des endomorphismes de E est noté Li(F).

4) Un isomorphisme de E dans lui-méme est dit automorphisme de E.

5) Une application linéaire de E dans K est dite forme linéaire.

Proposition 2.2 Soient (E,+,e) et (F,®,®) deur K espaces vectoriels et h une appli-
cation de E dans F.
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Alors h est linéaire si et seulement si :
Va, 5 € K Vu,u' € E: h(au+ pu') = (a® h(u)) & (8 @ h(u)).

Remarque 4 Soient (E,+,e) et (F,®,®) deuzx K espaces vectoriels pour toute applica-
tion linéaire de E dans F, on a : f(0g) = OF.

Preuve : On a

f(0g) = f(0g +0g) = f(0g) + f(0r) = f(Or) = OF.

Exemple 2.3 Soit l’application

h: R R’
(u, o/, u”) = h(u, v/, u") = (—u+u +u" u—u +u").

Montrons que h est lineaire :

a) Soient (uy,u),u"), (ug, uh, ul) € IR?.
h((uy, uy, uf) + (ug, uh, ul)] = h(uy + ug, u) + ub, uf + uf)
= (—(ur +ug) + (uy +uh) + (uf +ug), (ur + up) — (uy +uh) + (uf + u3))
= (—uy +u) +uf,up —u) +uf) + (—ug + uh + ul, ug — uh + uh)

= h(uy, uf, uf) + h(ug, uh, ul).

b) Soient A € IR et (u,u’,u") € IR®.
h(M(u, ', u")) = h(Au, Au/, Au”)
= (—u+ M/ + 2" Au— A + M)
= (M—u+u +u"), N(u—u +u"))
= AM—u+u +u" u—u+u")
= M(u, v, u").

Donc h est linéaire.
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Exemple 2.4 Soit l'application
f R = R’

(u, o/, u") = flu, v/, u") = (u,u + 1,u"),

on a f(1,0,0) = (1,1,0), f(0,1,0) = (0,2,0)
et f[(1,0,0)+ (0,1,0)] = f(1,1,0) = (1,2,0) # f(1,0,0) + £(0,1,0).

Donc f n’est pas linéaire.

2.1.1 Noyau et image d’une application linéaire

Soient (E,+,e) et (F,®,®) deux K espaces vectoriels et h une application de E dans
F.

Proposition 2.5 1) Pour tout sous-espace vectoriel Fy de E, l'image directe h(FE)
est un sous-espace vectoriel de F.

2) Pour tout sous-espace Fy de F, limage réciproque h™'(F}) est un sous-espace vec-
toriel de F.

Définition 2.6 1) On appelle noyau de h, et on note ker(h) le sous-espace vectoriel
de E défini par :

ker(h) = h *({0r}) = {u € E : h(t) = 0z}.
2) On dit que image de h, et on note Im(h) le sous-espace vectoriel de h défini par :
Im(h) = £(E) = {h(u) : u € E}.
Exemple 2.7 Soit l'application linéaire

f: IR* = IR3
(u,v') = flu,v) = (—u,2u+ v, u),

ker(f) = {(u,u') € R*: f(u,u) = OR#}
= {(u,v) € R? : (—u/,2u + ', u) = (0,0,0)}

={(u,v') €IR? :u=0 et v =0}
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={(0,0)} = {Oz=}-

On a Im(f) = {f(u,u') : (u,u') € R?}

= {(—/,2u+ ', u) : (u,v) € R?}

= {u'(—1,1,0) + u(0,2,1) : (u,u’) € R*}

= Vect{V,Va} avec Vi = (—1,1,0), V5 = (0,2,1)

De plus, {Vi,Va} est libre.

Do {Vi,Va} est une base de Im(f) et par suite dim(Im(f)) = 2.

Proposition 2.8 1) h est injective si et seulement si ker(h) = Og.

2) h est surjective si et seulement si Im(h) = F.
Exemple 2.9 Pour 'application linéaire

f: IR — IR?
(u,v) = flu,v) = (—v,2u+v,u),

on a trowvé que ker(f) = Ope.

Donc f est injective.

2.2 Opérations sur les applications linéaires

1) Soient (E,+,e) et (F,®,®) deux K espaces vectoriels et h : E — F, b : E — F
deux applications linéaires.

Les applications h @ A’ et « ® h avec o € K définies par :

Vu e E: (heh)(u) = h(u) ® h(u) et (a® h)(u) = o ® h(u) sont linéaires de
E dans F.

On vérifie que (Ly(E, F),©,®) est un K-espace vectoriel.

2) Soient (E,+,e) (F,®,®) et (G,0,®) trois K-espaces vectoriels.

h:E — Feth:F — G des applications linéaires.
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Alors h' o h est une application linéaire de E dans G.

3) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et h : F — F' une application linéaire.

Si h est un isomorphisme de E dans F, alors h~! est un isomorphisme de I’ dans E.

2.3 Cas de la dimension finie

Définition 2.10 Soient E et F deuzr K-espaces vectoriels de dimension finie et h une
application linéaire de E dans F. On dit que le rang de h et on le note rg(h), Uentier
naturel défini par : rg(h) = dim(Im(h)).

Théoréme 2.11 (théoréme du rang) Soient E et F' deuzr K-espaces vectoriels de di-
mension finie et h une application linéaire de E dans F.

Alors on a : dim(E) = rg(h) + dim(ker(h)).

Proposition 2.12 Soient E et F' deur K-espaces vectoriels de dimension finie et h une
application linéaire de E dans F. Alors

1) (h injective) < rg(h) = dim(E).

2) (h surjective) < rg(h) = dim(F).

Théoréme 2.13 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et h un endomorphisme
de E (h € Li(E)). Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1) h est injectif.
2) h est surjectif.
3) h est bijectif.

2.4 Exercices corrigés

Exercice 8 Dans l’espace vectoriel IR, on considére les deuz vecteurs suivants :

Vi = (a,1,0), V3 = (0,0,1), ot a € IR.

1) Montrer que Vi et Vy sont linéairement indépendants.
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2) Montrer que le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs Vi et Vy est défini par :
F={(u,v,v") € R*: u=au'}

donner sa dimension.

3) Soit le sous espace vectoriel de IR® suivant :
G={(u,v,u") € R* :u+u +u" =0,u" =2u'},

trouver la dimension de G.

déterminer les valeurs de a pour lesquelles on o IR* = F & G.

Solution
1) Soient o, f € IR :

avy + oy = OIR3
= (aa,a, ) = (0,0,0)

aa =0
= a=10
B =0,

D’ou v et vy sont linéairement indépendants.

2) Montrons que Vect{vy, vy} = F.

(u, v/, u") € F = (u, v/, u") = (au/, o', u")

= (u,u',u") =u'(a,1,0) +u"(0,0,1)

/ " / "
= (u, v, u") = u'vy + u"vg

= (u,u,u") € Vect{v,vs}.

D'ou F' C Vect{vy,vs}.
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(u, v/, u") € Vect{vy,v2} = Ja, B € R : (u, v, u") = avy + Puy

= Jdo,f € R: (u,u,u") = (aa, o, )

u=aa
=3do,f€R: K v =«
u//:/B
u = au’
= Ja,feR:{ v =«
" /B

=u=au = (u,u,u") € F.

Ainsi Vect{vy, v} C F.
D’ou F' = Vect{vy,vq}.

{v1,v2} est une famille génératrice de F' et comme elle est libre, alors {vy,v9} est
une base de F.

Dot dim(F) = 2.
3) G ={(u,v/,u") €eR® :u+u +u" =0,u" =2u'}

= {(u, v/, u") € IR : u+3u/ = 0,u" = 2u'}

= {(u, v/, u") € R? 1 u = —3u/,u" = 2u'}

= {(=3u/,v/,2u/) : v’ € IR}

={u/(-3,1,2) : v’ € IR}.

G =Vect{(-3,1,2)}

Donc Dim(G) = 1.

Déterminons les valeurs de a pour lesquelles on a IR®* = F & G.
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FNG={(u,v,u") € R’ :u=au,u+u+u" =0u" =2u}

= {(u, v/, u") € R? 1w = av,av’ + ' + 2u' = 0,u" = 2u'}

= {(u,v,u") € IR? 1 u = av’, (a + 3)u' = 0,u" = 2u'}

Sia # —3, alors FﬂG:()IRg.

Sia= -3, FNG = {(u,v,u") € R*:u = —3u/,u" = 2u'}
={(=3u, v, 2v') : v/ € IR}

={u/(-3,1,2) : v’ € IR}

= Vect{(-3,1,2)}.

Sia=3,dim(F+ G) =dim(F)+dim(G) —dim(FNG)=2+1—-1=2.
Ainsi IR* = F & G pour a # 3.

Exercice 9 Soit l'application

f IR? — IR?
(u, v/, u") = flu, ' u") =W +u" u+u +u" u)

1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer ker f et Imf. Préciser leurs dimensions. [ est-elle injective ? surjective ¢

Solution

1) f est linéaire si et seulement si VA, 1 € R, V(uy,u}, u}), (ug, uh, uj) € IR,
PNt o) + o,y ) = Af(uiny ey, 0) + pof 1, 1, )
F M, ) + gz, 1)) = Oty + i, Moty + gy, N + )
= (Au) + puhy + M + puy, Aug + pug + Auy + pudh, + Al + pud, Aug + pus)

= (A + Al dug + A 4+ M, Aug) + (pad + oy, pus + pad, 4+ pudy, )
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= N+l ug ) 4 (4 ul, g b ul, us)
= M (ug, uf, u)) + pf(ug, uh, ul)

d’ou { est linéaire.
kerf = {(u,u,u") € R : f(u,u';u") =(0,0,0)}

= {(u,v/,u") € R : (v + v, u+u' +u" u) = (0,0,0)}

= {(u,/,u") € IR 1w/ + " = 0,u =0}

= {(u,v/,u") € R :u" = —u/,u = 0}

={(0,u, —u) : v € IR}

={d/(0,1,-1) : v’ € IR}.

Donc kerf = Vect{(0,1,—1)}.

kerf est le sous-espace de IR® engendré par (0,1, —1).

Donc dim(kerf) = 1.

Imf = {f(u, o/, u") : (u,o,u") € R*}

= {(v +u" u+u +u" ) (u, ") € R}

= {(v/ +u")(1,1,0) +u(0,1,1) : (u,o',u") € R*}

= Vect{(1,1,0),(0,1,1)}

Imf est le sous-espace de IR® engendré par les deux vecteurs (1,1,0) et (0,1,1).
On vérifie que (1,1,0) et (0,1,1) sont linéairement indépendants.
Donc {(1,1,0),(0,1,1)} est une base de Imf.

D’ou dim(Imf) = 2.

Comme kerf # {(0,0,0)}, alors f n’est pas injective.

On a dim(Imf) =2 < 3 = dim(IR?).
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Donc Imf # IR? et donc f n’est pas surjective.

Exercice 10 Soit {e}, ey, e3} la base canonique de IR>.
Considérons ’endomorphisme f € LIR(]RB) défini par :

f(el) = (1707 1>7f(€2) = (27 1, 1)7f(€3) = (_17 172)'

1) Déterminer f(u,u',u") pour tout (u,u',u") € IR®,
2) Trouver kerf et Imf.

3) f est-il bijectif ¢

Solution

1) Soit (u,u’,u") € IR?.

flu,u',u") = fuep +u'es + ue3)

=uf(er) +u' f(ex) +u” f(es)

=u(1,0,1) +u/(2,1,1) + u"(—1,1,2).

flu, v/, u”) = (u+2u" — " o' + " u+ o' + 2u”)

kerf = {(u,u,u") € R®: f(u,u’,u") = (0,0,0)}

= {(u, v/, u") € R : (u+2u — v’ v + ", u+u +2u") = (0,0,0)}

{(w,w,u") € Rt u+ 20 —u" = 0,0/ +u" =0 Au+u' +2u" =0}

= {(u,v) € R* : v/ = —u",u = —u"

= {0,0,0}.
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Imf = {f(u,u/,u") : (u,u/,u") € IR}
={(u+2u —u" v+ u+ 420" (w1, u") € IR}
= {u(1,0,1) +4'(2,1,1) + u"(—1,1,2) : (u,u’,u") € IR*}

= Vect{(1,0,1),(2,1,1),(=1,1,2)}.

On vérifie que {(1,0,1),(2,1,1),(—1,1,2)} est une base de I'mf.
D’ou dim(Imf) = 3.

Comme Imf C IR?, alors Imf = IR

Comme ker f = {(0,0,0)} ou Imf = IR®.

Alors f est bijective (car f est un endomorphisme de IR® et IR? est de dimen-
sion finie).

Pour déterminer I'mf, ou pourrait utiliser le théoréme du rang.
On a dim(IR*) = dim(ker f) + (dim(Imf)) = 0 + (dim(Imf)).

Comme (dim(Imf)) = dim(IR?), alors Imf = IR”.

2.5 Exercices proposés
Exercice 11 Soit l’application

ho: R* N R
"

(u, o/, u” u") — h(u, v u") =o' — o+

1) Montrer que h est linéaire.
2) Trouver kerh. En déduire Imbh.

3) h est -elle injective ? surjective ?
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Exercice 12 Soit l’application

oo RP - R
(u, v/, u") — KW(u, v u") = (u+u, v+ 2u").

1) Montrer que h' est linéaire.
2) Trouwver kerh'. En déduire Imh'.

3) I est -elle injective ? surjective ?
Exercice 13 Soit l’application

I IR?
(u,v') +— KW' (u,v) = (u+u,u—u).

1) Montrer que h" est linéaire.
2) Déterminer kerh”, et Imh” et donner leurs dimensions, h” est-elle bijectives ?
3) Déterminer h" o h".

Exercice 14 Soit lapplication f définie de IR* dans IR* par :
flu,u') = (2u — 4u',u — 2u).

1) Monter que f est linéaire.

2) Déterminer kerf, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives ?
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Chapitre 3

Matrices et Déterminants

3.1 Calcul matriciel

3.1.1 Notion de matrice

Soient n,p € IN* et K un corps commutatif.

Définition 3.1 On appelle matrice a n lignes, p colonnes et a éléments dans K, un ta-
bleau de nombres m; ; de K avec i € {1,...,n} et j € {1,...,p}.

La matrice est notée (m;;);—17 i—15-
C’est une application de {1,...,n} x {1, ...,p} dans K.

On écrit :
my; Mg -+ Miyp
A Mo1 Mo -+ My
(mij)i—Tm =T
Mp1r Mp2 - My

Le nombre n est appelé le nombre de lignes de A et p le nombre de colonnes de A.

eme

Pour (i,7) € {1,...,n} x {1,...,p}, le terme m;; située a la ™ ligne et ™ colonne
s’appelle le (i,7)°™¢ terme (ou coefficient) de A.

A est une matrice carrée si et seulement si n = p. On dit alors que A est une ma-
trice carrée d’ordre n.

A est une matrice unicolonne si et seulement si p = 1.

St A = (my;)1<ij<n est carrée d’ordre n, les m;;(i = 1,...,n) sont appelés les éléments
diagonaux de A et {myy,...,muyn} est appelé la diagonale de A.
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Ezxemple 3.2 La matrice unité de M, (K) est la matrice diagonale dont les éléments dia-
gonauz sont égauz a 1 et elle se note par : I,.

Par exemple

1
13: O
0

o = O

0
0
1

Pour (n,p) € (IN*)?, on note M, ,(K) l’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes et
a coefficients dans K.

3.1.2 L’espace vectoriel M, ,(K)

Définition 3.3 1) L’addition dans M, ,(K) est la loi interne, noté +, définie par :

V(mij)ij € Mup(K),Y(mi ;)i € My p(K): (mj)ij + (mg ;)i = (mij +mi ;)i

17_7

2) On définit la multiplication par les scalaires ; la loi externe Kx M, ,(K)— M, ,(K),
notée par un point définie par : Vo € K V(m”)” € My, a(m;j)i; = (am;;)i;j.

3) (M, ,(K),+,-) est un K-espace vectoriel.

Exemple 3.4 Soit

D (5300 5 0) = (i i 100) = (5 50
(=
(=
(=

12 (=3)1 (=3)2 -3 —6
2) (=3)(3 4| =[(-3)3 3) = -9 -12
5 6 (—3)5 (—3)6 ~15 —18

3.1.3 Multiplication des matrices

Définition 3.5 Soient n,p,q € IN* et K un corps commutatif.
Soient A = (mi,j)i,j € Mn,p(K) et B = (m;j)i,j € Mp,q(K).

Le produit de A par B et on le note AB est la matrice de M, ,(K) définie par :
AB = (Cig)ik, ou V(i j) € {1,..,n} x {1,...,m} : Cip = 30 mym),.
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En pratique, pour effectuer le produit AB de deux matrice, on dispose de la fagon suivante :

n

f— .« .. ,
(mil Mig -+ My - mip) . = 2]’:1 Mgy,

Exemple 3.6 1)

2)
7 35 —28
(3) (5 _4)_(15 —12)
3)
10 4 1 =30
37 (g _15 _93 8): 54 =32 54 0
—4 6 20 —34 66 0
4)

(—1 0 0) > _(—3 1)
0 -1 0 56 -2 —4
Propriété 1 Soient n,p,p’,q € IN* et K un corps commutatif.

1) VA e M, ,(K),VA, A" € M, y(K): A(A'+ A") = AA" + AA".

2) YA, A' € M, ,(K),YA" € M, (K): (A+ A)A" = AA" + A'A".
3) VA € IR,VA € M, ,(K),VB € M, (K)(AA)A' = A\(AA") = A(\A').

4) VA € (K),VA € M, ,(K),YA € M, ,(K),YA" € M, ,(K)(AA) A" = A(A'A").

3.1.4 Matrices carrées inversibles

Soient n € IN* et K un corps commutatif.

Définition 3.7 Une matrice A € M,(K) est dite inversible si et seulement s’il existe
1 0

A" € M, (K) telle que AA'=AA=1, oul, = € M, (k).
0 1
Si A est inversible, alors A’ est unique et est appelée inverse de A et notée par A=t
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Calcul pratique de l'inverse d’une matrice

En notant AU =V, ou U,V € M, ;(K), on exprime U en fonction de V' par résolution
d’un systéme linéaire (Car si A est inversible : AU =V < U = A7'V.)

a=(3 9)

En notant /
0= (oa)er v =)

Exemple 3.8 Soit

on a:
B 0 —1\ [u) [}
w=ve () ()= (i)
—ug\ (U}
< (o) = ()
<:>{2u1:uz
@{ul—%u’%
UQ:—Ul
w) (0 % u}
< ()= (4 8) (i
Posons ;
, [a
A= c d)
On a b
;o 0 -1 a (10
AA_I“:’<2 O)(c d)_<0 1>
—c = a=20
o) —d=0 b=3
2a = c=—1
2b = d=20
D’ou
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3.2 Matrices et applications linéaires

3.2.1 Matrice associée a une application linéaire

Définition 3.9 Soit K un corps commutatif.

Soient (E,+, ) un K-espace vectoriel de dimention finie (dimE = n),n € IN*, B = {e;}I,
une base de E et u =",  ue; : (u; € K) un élément de E.

On appelle matrice de u dans la base {e;}}, la matrice unicolonne notée M(u)p définie
par :

Up,

Définition 3.10 1) Soient K un corps commutatif, E et F deuzr K-espaces vectoriels
de dimension finie, dim(E) = n,dim(F) = p : n,p € IN* et f une application li-
néaire de F dans F.

Soient {e;}i_, une base de E et R = {f;},_, une base de F.
Les images par f des vecteurs {ey, ..., e} s’écrivent sur la base R :

fler) =mufi+mafo+ ... +mpfy

fle2) = maafi +maafo + ...+ mpafy

flen) = minfi + manfo + ... + mpn fp,
oum;; €EKi=1,...petgj=1,..n.

On appelle matrice de f relativement auz bases B et R, la matrice notée M(f, B, R)

ou M(f)pr
mi; Miz -+ Mip
Ma1 Mo -+ Moy
mpl mp2 “ .. mpn

2) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dim(E) = n,n € IN* et B une
base de E. Soit f un endomorphisme de E. On appelle matrice de f relativement a
la base B et on la note M(f)p ou M(f,B).

Exemple 3.11 Soient B = {e;}}_, et R = {f; ?:1 les bases canoniques respectivement
de IR? et IR?.
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On considere Uapplication linéaire f de IR® dans IR* définie par : V(u,v,w) € IR? :
fu,v,w) = (u—v,w—v).

Ecrivons M(f, B, R) :

On a
f(el) = f<17070) = (170) = f1.
f(eQ) = f<0> 170) = (_17 1) = (_170) + (07 _1) =—fi— fo
fles) = f(0,0,1) = (0,1) = fa.
D’ou

M(f,B,R) = (é j (1))

3.2.2 Changement de base

Matrice de passage

Définition 3.12 Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
finie dim(E) =n,n € IN*, B ={e;}I", et B' = {e}}", deux bases de E.

Les vecteurs ei{i = 1,...,n} s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs

61{2 = 1, ,n} .

e} = quer + @ea+ ... + gnien

6/2 = @12€1 + @22€2 + ... + Gnoey

6; = @n€1 + Gon€2 + ... + Guntn,
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ong;€cKi=1 .. netj=1.,n.

Définition 3.13 On appelle matrice de passage de la base B a la base B', la matrice notée

qp—p ou Pass(B, B") dont les colonnes sont les composantes des vecteurs e;{i =1,...,n}
dans la base B = {e;}1,

i1 412 - (Qin

21 q22 - (Qon
4B— B’ . . .

gnl Gn2 - dnn

Exemple 3.14 Soient B = {e,es} la base canonique de IR?.
On a B ={e, =(1,3),¢e, = (3,—1)} est une base de IR?.

On a la matrice de passage de B a B’ est donnée par :

qB—>B’: 1 3
3 —1

el = e + 3es
A
€y = 3e1 — €

On a

Proposition 3.15 Soient E un K-espace vectoriel, B et B’ deux bases de E de dimension
finie n,n € IN*. La matrice Pass(B, B') est inversible et (Pass(B,B'))™! = Pass(B’, B).

Changement de base pour un vecteur

Proposition 3.16 Soient £ un K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de di-
mension finie dim(E) = n,n € IN*, B, B" deuz bases de E. Soient ¢ = Pass(B, B’),u €
E,U = M(U)B et U/ == M(U)B/.

Alors U = PU’.

Exemple 3.17 Soient B = {e;}2_, la base canonique de IR®.

On a B' = {e, = (—-2,1),¢y = (3,~2)} est une base de IR*.

Soient v = (vy,v5) € IR
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On a

U = v1e1 + V2es.

Donc
V=M@= (“1>
V2
Notons
Ul
% ( %) = M)
Uy
On a
q = pass(B, B') = (_12 _32) :
bt

o v\ (-2 3 v\ [ —2v] + 30
V—pV:>(U2)—(1 —2>(v§ S\ v =20 )

Changement de bases pour une application linéaire

Proposition 3.18 Soient K un corps commutatif, E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension finie, B et B' deux bases de E, R et R’ deux bases de F. Soit f une application
linéaire de ¥ dans F.

Notons ¢ = Pass(B,B’),Q = Pass(R,R'),A= M(f,B,R) et A= M(f,B',R).
Alors A" = QLAP.

Exemple 3.19 Soit l’application linéaire
g IR? — IR
(u, v/, u")y = glu, ', u’) = (u+2u + v u—u") "
Ecrivons M (g, B, R), ot B et R sont respectivement les bases canoniques de IR? et IR2.
Notons B = {ey,es,e3} et R={g1,92}.

On a
gler) = ¢g(1,0,0) = (1,1) = g1 + g2

9(62) = g(ov LO) = (2’ O) = 2¢
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gles) = g(0,0,1) = (1,—-1) = g1 — g

1 2 1
10 —-1)°

Ona B' =¢é} =(1,1,0),e, = (0,1,1),e5 = (1,1,1) est une base de IR? et
R ={g¢, = (1,1),¢5 = (=1,1)} est une base de IR*.

Ecrivons M (g, B', R') :

1) On a
e; =e1+ e
ey = ey + e3
ez =e1+ex+ey
D’ou
1 01
q=Pass(B,B)=11 1 1
011
2) On a
g9 =g+ g
fo=—91+ g
D’ou

Q = Pass(R,R') = (} _11) )

En notant A = M(g,B,R) et A = M(g,B',R/), on a A’ = Q'AP.
Cherchons Q1

Posons ,
-1 __ a
o= (0 4);
On a
QR '=1,
D’ou
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Ainsi

a—c= a—%
b—d= b—%
a+c=0 c:—%
b+d= d=1
D’ou
11
Q1:(§1 ?)
2 2
On a

(442

Changement de bases pour un endomophisme

Proposition 3.20 Soient K un corps commutatif et E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, B et B' deux bases de E et f un endomorphisme de E.

Notons ¢ = Pass(B,B'),A= M(f,B) et A = M(f, B).
Ona A =P AP

Exemple 3.21 Soit f Uendomophisme de IR® dont la matrice associée relativement & la
base canonique B = {e;}3_, de IR® est donnée par la matrice

3
A=M(f,B)y=|0 2 0
1

On a B = {e, = (1,0,—1),¢e, = (0,1,1),e5 = (1,0,1)} est une base de IR>.
Ona A'= P 'AP avec

1
q= Pass(B,B')=1 0
—1

—_ -
—_ O
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On calcule ¢~ on trouve

Et on trouve

0 0
A=10 20
0 4

3.3 Rang d’une matrice

Définition 3.22 Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel, G une famille
finie d’éléments de E.

On dit que le rang de G et on le note rg(G), Uentier naturel : rg(G) = dim(Vect(G)).

Définition 3.23 Soient K un corps commutatif, n,p € IN* et A € M, ,(K). On dit que
rang de A et on le note rg(A) le rang de la fammille des vecteurs colonnes de A.

Proposition 3.24 Soient K un corps commutatif, E et F deur K-espaces vectoriels, B
et R respectivement des bases de E et F' et f une application linéaire de E dans F. On

note A= M(f,B,R). On arg(f)=rg(A).
Exemple 3.25

Soit

()

On sait que {e1,ex} sont libre, alors dim(Vect(ey,es)) = 2. Donc

rg(A) = 2.

3.4 Transposée d’une matrice

Définition 3.26 Soit K un corps commutatif. Pour une matrice

mip Mz -+ My

mo1 Mo -+ My
A= (my)i; =

Mp1 Mp2 - Mpyp
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de M, ,(K)n,p € IN*, on dit que transposée de A, la matrice notée *A de M, ,(K) définie
par

mi Mn1
mlp mnp
Exemple 3.27 Pour
4 5 6
=03 %)
on a
4 0
tA=1|5 5
6 4

Proposition 3.28 1) VA e M, K, "A=A.

2) Va e KV(A,A') € (M,,(K))?: HaA+A)=a'A+" A

3) VA € (Myn(K), VA" € (M, ,(K) : t(AA") =t (A")tA.

3.5 Déterminants

3.5.1 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 3.29 Soient n € IN* et A =m;; une matrice carrée d’ordre n.

On appelle déterminant de A et on le note dét(A) ou

mir Miz -+ Mip
Ma1 Mo -+ My
Mp1 Mpz -0 Mpp

le nombre définie par : dét(A) =3 cq €(P)Mpa)1--Mpmin
ot S, est le groupe symétrique de toutes les permutations p de {1,...,n} et (p) = £1.

3.5.2 Déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base d’un
espace vectoriel de dimension n(n € IN*)

Définition 3.30 Soient n € IN* K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de di-
mension finie n(n € IN*), B = {ey,...,e,} une base de E.
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Soient V1, ...,V, € E. On pose V; =37 myje;.
le déterminant de la famille {VA, ..., V,,} dans la base B est noté dét(Vi, ..., V,,) =dét(my;).

On dit que ce déterminant est d’ordre n.

3.5.3 Propriétés

Soient A et A" deux matrices carrées d’ordre n(n € IN*.)
a) dét(AA") =dét(A)dét(A).

b) (A est inversible) <(dét(A) #0).

c) Si A est inversible, alors dét(A™!)= m.

3.5.4 Calcul d’un déterminant
Développement par rapport a une rangée

Définition 3.31 Soit A = my; une matrice carrée d’ordre n(n € IN*). Pour chaque
(,7) € ({1,...,n})% on dit que mineur du terme m;; dans A, le déterminant noté A
d’ordre (n — 1) obtenu de dét(A) en suprimant dans A, la ™ ligne et la 7™ colonne :

mn mij—1 mijy1 - Mip
Dij= \m;_11 Mi—1-1 Mi—1j41 *°° Mi—1n
Miy11 Miy1j—1 Mig1i41 - Myigin

Mmnpy Mpj—1 Mpj+1 e Mpn

Proposition 3.32 Soit A = m;; une matrice carrée d’ordre n(n € IN*).

On a

1) Vje{l,..,n}: dét(A)=>"  mii(—1)" Ay (développement de détA par rapport

a la 7™ colonne).

2) Vi€ {1,...,n} :dét(A) = 31 mi(—=1)"*7 Ay (développement de dét(A) par rapport
a la ™ ligne), ot Ai; est le mineur du terme my; dans A.
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Pour calculer le déterminant de A, on procéde de la maniére suivante
suivant n :

)n=1:

Si A= (mu), alors dét(A) =mii.
2) n=2:

Si A= (mll m12) > alors dét(A) = M11M92 — M21M12.

ma1 M2
Exemple 3.33 Soit
-2 3
= (1)

a) On développe par rapport a une ligne :
Si
mi Miz Mg
A= |ma map may ]|,
™m3; M3z 7133

alors en développant suivant la i ligne i € {1,2, 3}.
Le déterminant de A est défini par :

det(A) = Z?zl(—l)i”mijdét(&j), ou la matrice A;; est obtenue en supprimant

colonne de la matrice A.

eme

la i

Exemple 3.34 Calculons le déterminant de la matrice

1 -1 2
A=[0 -1 1],
2 3

On développe par rapport a la 2™ ligne :

dét(A) = 23 (—1)2+jm2j dét(AQJ)

o i ey

= (_1>2+1(0>‘ 3 1 b2

2 1

-+ )

o1



= (=1D0[(-1)(1) =3 x 2]+ 1(=1)[1 x 1 =2 x 2]+ (=1)1[1 x 3 —2(—1)]

— (=3)—5=-2

b) On développe par rapport & une colonne :

Si
mi1 Miz M3
A= |mo ma moz |,
m31 M3z M3z

alors en développant suivant la j¥™¢ colonne avec j € {1,2,3}.

Le déterminant de A est défini par : dét(A) = 320 (—1)"*m,;dét(A;;), o la matrice

séme :éme

A;; est obtenue en supprimant la i et la j*"*¢ colonne de la matrice A.
Exemple 3.35 Cualculons le déterminant de la matrice
-1

1
0

I

1
A=10
2

—= N O

On développe par rapport a la 1°™ colonne :

det(A) = 30 (1) myy dét(An)

=1

:(_1)1+1(1)E é’+(—1)2+1(0)‘(1) _01‘”_1)3“(1)’2 1

=(1)2x0—-1x1]+(=1)0[0x0—1(=1)]+ [0 x 1 —2(—=1)]

=(-)+2=1

4) n > 4 on suit la méme méthode que pour n = 3.

Remarque 5 On ne change pas la valeur d’un déterminant d’une matrice carrée en rem-
plagant une colonne par la somme de celle-ci et d’une combinaison linéaire des autres
colonnes. On a un résultat analogue sur les lignes.

3.5.5 Calcul de 'inverse d’une matrice carrée inversible

Définition 3.36 Soit A = a;; une matrice carrée d’ordre n(n € IN*). On dit que co-
matrice de A la matrice carrée d’ordre n notée Com(A) définie par Com(A) = Cjj, ou
Vi, j €{1,...,n}: Cy = (=1)" Ay ot Ay est le mineur du terme a;; dans A.

Proposition 3.37 Si A est une matrice carrée inversible d’ordre n, alors la matrice A=*
est définie par : A~ :mt(Com(A)).
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Exemple 3.38 Soit la matrice

On a
4
det(A):‘1 5 ‘:2+1:37é0.
Donc A’ est inversible et _
NnN—1 _ /
() = g (Com(A)),
On a
N (2 -1
Com(A") = (1 1 >,
et
. Ny 2 1
coma = (2 1)
Ainsi

—~
S
SN—
—
Il
W[
VR
I o
[E—

— =
~
I
VR
| wINd

W=
W~
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3.6 Exercices corrigés

Exercice 15 Calculer si ¢’est possible [inverse de chacune des matrices suivantes :

0 01
AN A
11 2
Solution
1 2
1) A= (3 5)’
, 1 2
ona:det(A)—‘ ‘5—6——17&0
3 5
Donc A est inversible et (A)™! = mt(Com(A)).
On a
5 -3
Com(A) = (_2 1 ) )
et
5 =2
comay = (% 7)
Ainsi
L (5 2y (-5 -2
at=-(51)=(7 3)
1 0
yo-(3 ).
ona:
oo

dét(B) = 0 ol = —2#0.

Donc B est inversible et (B)™! = mt(Com(B)). On a

cone) = (1),

et

Ainsi
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00 1
3yc=101 0],
112

On calcule le déterminant de C' suivant la 1¢7¢ colonne
dét(C) = 1 ‘(1’ (1)‘ — 140
Donc C' est inversible et
1 ¢
7" =z (Com(C)

On a
+1 o 100 +0 1
1 2 1 2 1 1
2 0 -1
comier— | <0 <P (T 5 D),
-1 0 0
+0 01 +0 0
10 00 01
et
2 1 -1
HCom(C)=10 -1 0
-1 0 0
D’ou
2 1 -1 -2 -1 1
Ct=—0 -1 0o=[0 1 0
-1 0 0 1 0 0
Exercice 16 On considére les matrices suivantes :
0 92 _9 2 1 0 8 2 5
A:<6—4 0),BzOl 0)],C=1-32]|,D = 2 et B =
2 -2 -3 5 5 -1
(1 2 3).

Calculer AB,AC,BD,BC,DE,CA,EB, EC.
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Solution

On a:

0 5 5
2 1 0 5 12
BD=(0 1 0 2 | =12
2 —2 =3/ \~1 9
2 1 0 8 2 13 6
BC=10 1 0][=32|=[|-3 2
2 =2 =3/ \5 5 7 15
5 5 10 15
DE = (2 (1 23)=[2 4 6
~1 -1 -2 =3
8 2 12 8 16
CA= (3 2 (g _24 _02): 12 14 6
5 5 30 —10 —10
2 1 0
EB=(1 2 3)|l0 1 0 |=(8 =3 9).
2 -2 -3
8 2

EC=(1 2 3)|-3 2|=(9 20).

5

5

Exercice 17 Soit f une application linéaire définie par :

fo RY - IR?

(u,u') = flu,uv)=(u+u,u—1u)

1) Déterminer la matrice assocée a 'application [ relativement a la base canonique
B = {e1, e} de IR?.

2) En utilisant deux méthodes différentes, déterminer la matrice associée a l’applica-
tion f relativement o B' ou B’ = {U; = (1,1),Uy = (—1,2)} est une autre base de

IR?.
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Solution

1)

Ecrivons M(f, B)

On a:
{ f(el) = f(l,O) - (171) =e1 + e
f(eg) = f(O, 1) = (O, 1) — €1 — €9
D’ou
v =(; )
Ecrivons M(f,B’)

1¢7¢ méthode
On a :

)= (3 1)

f(Ur) = MUy 4+ AUs, ot Ay et Ay sont des constantes & déterminer
f(UL) = MU+ XUz = f(1,1) = Ai(1,1) + Ao (—1,2)

= (2,0) = (/\1 — /\2, /\1 + 2)\2)

Al — A =2

A +2X =0

)\1:%1
~{nTh

f(Us) = p1Uy + poUs, ot py et po sont des constantes a déterminer

f(U2) = pUr + pelUs = f(—=1,2) = pun(1,1) + pa(—1,2)

= (1 —3) = ul(l, 1) + ,u2<—1,2)
= (1,-3) = (p1 — pr2, 1 + 2p12)
pr— p2 =1
=
{ p1 + 2 = —3
— _1
:>{ /'1/1 - Z
M2 = —3
Ainsi
4 _1
M(f,B') = ( 3 i)
3 3



2) 2¢m¢ methode

On a

M(f,B') =

P=IM(f,B)P,

ou P = PB%B’ = P(B/,B)

On a:

On calcule P!

On a

dét(A) — ‘1

On a

et

Ainsi

1

-1
1

{

U1 =e]+ €2
U2 = —€1+2€2

1 -1
PBHB/:<1 2)7

‘:2+1:3¢0

o8



Exercice 18 Soit f une application linéaire définie par :
f - IR? — IR

(u, o/, u”) = flu, v, u") = (u,u' +u”)

1) Déterminer la matrice assocée a l’application f relativement aux bases cannoniques
B = {e1,es,e3} et C = {f1, fo} respectivement de IR® et IR*.

2) En utilisant deux méthodes différentes, écrire la matrice associée a ’application rela-
tivement aux bases B' et C', ou B’ = {U; = (1,1,1),Uy = (1,1,0),Us = (1,0, —1)}
et C"={V1 =(1,1),Vo = (2,1)}

Solution

1) Ecrivons M(f, B,C)

On a:
f(el) = f(1>170) = (170) = fi
f(e2) = f(O,l,O) = (071) = fa
f(63) - f(07071) = (071) = fa
D’ou

2) Ecrivons M(f,B’,C")
i) 1¢r¢ méthode

On a:
T A2 Ho Vo
f(U) = (1,2) = MV + AV, ot A et Ag sont & déterminer

)= MVi4+ AVa = f(1,1,1) = M (1,1) + Aa(2,1)
12) = A(1,1) 4+ Aa(2,1)

Ulli

)
,2) = (A + 220, A1 + A2)

Uy

(1

(1

N M F+20 =1
/\1+/\2:2
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- /\1:3
Ay = —1

f(U2) = (172) = 11 Vi 4 poVa, ot g et uo sont a déterminer

f(U2) = mVi + paVa = f(1,1,0) = pa(1,1) + p2(2, 1)
= (17 1) = M1(17 1) + M2(27 1)

=1
=
{#2:0

f(U3) = (1,—-1) = 11 Vi + Vs, o 1y et vy sont & déterminer

f(Ug) =V + Vs = f(l, 0, —1) = Vl(l, 1) + ,u2(2, 1)
= (17 _1) = U1(17 1) + ;u2<2’ 1)

= (1,—-1) = (11 + 2va, 1 + 1)

V1+21/2:1

V1+1/2:—1

V1:—3
:>{ V2:2
Ainsi

2¢me methode
On a

M(f,B',C") =Q 'M(f,B,C)P,

ou P = Pp,p et Q= FPo o

On a :

U1:€1+€2+€3
Uy = e + e
U3:€1—63

60



D’ou

On calcule

et

Ainsi

Q' =

11 1
Pg,p=111 0
10
Vi=fi+/
Vao=2fi+ fo
U3:€1—€3

1 2
Q:PC%C':(l 1)7

1 t
dét(Q)

(Com

(Q))-



3.7 Exercices proposés

Exercice 19 On considére les matrices suivantes :

2 5 -7 189 1 2
A=(o0 -1 2 |, B=|l214]|, c=[0 -1],
5 0 0 58 9 3 1
1 -1 5
p-f2 o] e (N28) W e
0 2 1

Calculer A+ B, 2A, C + D, AB, BA, A%, EA, EC, DE, EF, et'A.

Montrer que A est inversible et déterminer A",

Exercice 20 On considere la matrice suivante :

-1 -2 0
A= 2 3 0
0 0 1

Calculer 2A — A%, En déduire que A est inversible et donner son inverse.

Exercice 21 Déterminer lapplication linéaire f de R® dans R? dont la matrice associée
relativement auz bases B et C' est donnée par :

2 3 1
A:(1 0 1)’

ol
B={U; =(-2,1,0),U;=(1,—-1,0),U3 = (0,0,1)}
C={Vi=(10),V2=(1,1)}
-7 2 1 2 3
Exercice 22 On cosidére les matrices suivantes : A= | 0 —-1],B=1[12 3 —1],
1 —4 3 2 1
21 —6 1 0 1 1 2
C=10 3|,D=35(010])etE=|-30
-3 12 1 11 -8 6

1) Calculer toutes les sommes possibles de deuz de ces matrices.
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2) Calculer 2A+ C' et 5B — 4D.

3) Déterminer A, tel que A — \C' soit la matrice nulle.

Exercice 23 Soit f une application linéaire de IR? dans IR® dont la matrice associée
relativement a la base canoniques B = {e1,es} et C = f1, fa, f5 respectivemet de IR* et
IR? est définie par :

1 -1
A=1(2 1
1 3

1) Déterminer f(z,y) pour tout (z,y) € IR?.

2) En utilisant deux méthodes différentes, écrire la matrice associée a 'application f
relativement auz bases B’ et C', ou B' = {U; = (1,1),Us = (—=1,1)} et C" = {V; =
(17 17 O)a ‘/2 - (07 07 1)7 ‘/3 = (17 17 1)}

Exercice 24 Soit f une application linéaire de IR? dans IR? dont la matrice associée
relativement & la base canonique B = {ey, ey} de IR? est donnée par :

(1)

1) Trouver f(x,y) pour tout (z,y) € IR”.

2) En utilisant deux méthodes différentes, déterminer la matrice associée a l'application
f relativement a B', ou B' = {U; = (1,2),Us = (1,—1)} est une autre base de IR>.

Exercice 25 1) Déterminer Uapplication linéaire f de IR® dans IR® dont la matrice
associce relativement a la base canonique B = {ey, e, e3} de IR* est donnée par :

A =

O =N
=N N
NN O

2) En utilisant deux méthodes différentes, écrire la matrice associée a 'application f
relativement a B', ou B' = {U; = (2,2,0),Uy = (2,—2,0),Us = (0,1,1)} est une
autre base de IR®.
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Chapitre 4

Systémes d’équations linéaires

4.1 Généralités

Définition 4.1 1) On appelle systéme de n équations linéaires a p inconnues (uq, us, ...

le systéme :
MUy + Mios + ... + mipUy = bl L1
Mo1U1 + Mooy + ... + Moply = b2 L2

(5)
Mp1U1 + Myl + ... + Mpptty, = by, Ly,

qui s’écrit matriciellement sous la forme :

miz Mz ... Mip U1l b1
Mo1 Mo ... My U2 B bg
Mp1 Mp2 ... Mpyp Up bn
Posons
mi; Mz ... Myp
A Ma1 Mo ... My ’
Mp1 Mp2 mnp
Uy
v—|"
u
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A est appelée matrice des coefficients et A € M, ,(K).
U est la matrice des inconnues.

B est la matrice des constantes et by, s € {1,2,...,n}.
Li(i =1,2,....,n) désigne la ™ ligne du systeme (S).

Le systeme (S) est dit homogéne si B = 0,,1(K).

2) L’ensemble des solutions du systéme (S) est l’ensemble des matrices U qui vérifient
I’équation matricielle AU = B, ou A est la matrice des inconnues et B est la ma-
trice des constantes.

3) Les opérations élémentaires de lignes d’un systéme d’équations linéaires sont des
opérations qu’on effectue sur les équations de ce systéme sans changer [’ensemble
des solutions.

Ces opérations sont :

i) L’interversion de deux lignes : (L; <— L;).

it) La multiplication d’une ligne par une constante non nulle X : (L; +— AL;).

iii) L’addition d’un multiple d’une ligne a une autre ligne X : (L; <— AL;), ot X est
une constante non nulle.

Proposition 4.2 L’ensemble des solutions d’un systeme d’équations linéaires est soit
vide, soit il contient un seul élément, soit il a une infinité de solutions.
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4.2 Méthodes de résolution d’un systéme d’équations
linéaires
4.2.1 Résolution par la méthode de Cramer

Soit AU = B un systéme d’équations linéaires comportant n équations & n inconnues

(ug, Uy, .y uy) - dét(A) # 0.

On note A le déterminant de A et A;(i = 1,...,n) le déterminant de la matrice qu’on
obtient en remplacant la i°™¢ colonne de A par la matrice B.

Un tel systéme d’équations linéaires admet une solution unique donnée par :

Cette méthode de résolution est appelée méthode de Cramer.
Exemple 4.3 Résoudre le systéme suivant :

u+u 4+ 3" = -2
(S)Q 2u+u' +5u" =-5
u+3u +2u" =6

Le systéme (S) s’écrit matriciellement sous la forme : AU = B, ou

1 1 3
A=12 1 5],

1 3 2
U

U= u’)
u//

et

—2
B=1-5
6

On a dét(A) =3 # 0.
Donc le systeme (S) admet une solution unique donnée par :
-2 1 3
-5 1 5

3 2

u=1—""1_2_

3 3
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2 -5 5
1 6 2 o9
!
Y 3 3
11 -2
2 1 -5
2 L B R
3 3 '

Ainsi lensemble des solutions du systéme (S) est {(1,3,—2)}.

4.2.2 Résolution par la méthode de la matrice inverse :
Soient n € IN* et AU = B un systéme d’équations linéaires comportant n équations a
n inconnues tels que dét(A) # 0. Alors A et inversible et on a :
AU=B=U=A"'B.
Exemple 4.4 Résoudre le systéme suivant :
—u+u —3u" =4

(S)¢ 2u+u —u" =38
3u —2u' + 4u” =12

Le systéme (S) s’écrit matriciellement sous la forme : AU = B, ou

-1 1 =3
A= 2 1 -1,
3 -2 4
U
U= [
u//
et
4
B=1|8
12
On a dét(A) = 8 # 0.
Donc A est inversible et on a :
i i 1
1 — —7
Rt
-7 1 =3
s 8 8



Ainsi
AU=B=U=A"'B

1 11
2 4 4
U 4
/ 11 5 -7
= |l u = 5 3 8
" 12
-r 1 =3
s 8 8
U 6
=|v | =1]-11
u” 7

4.2.3 Résolution par la méthode du pivot de Gauss
Systéme échelonné :

Un systéme d’équations linéaires est dit échelonné s’il se présente sous la forme sui-

vante :
( prur + CiaUg + ... Fcipup, = di Ly

PoUg + ... + CopUyp = d2 LQ

Drtly + ...+ Crptpy = d, L,

0= errl Lr+1

\Ozdn Ln

oup, € k(i=1,2,...,r),ds € k(s=1,2,...,n)etc;; €k(i=1,2,...,r),(j =1,2,...,p), r,n,p €
IN™.
Les coefficients p;(i = 1,2,...,r) sont tous non nuls et sont appelés les pivots du sys-

téme.
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Méthode du pivot de Gauss :

Cette méthode consiste a résoudre un systéme d’équations linéaires en effectuant des
opérations élémentaires de lignes sur le systéme de maniére a le transformer en un systéme
échelonné facile a résoudre.

Exemple 4.5 Résoudre le systéme suivant :

u+3u +4u" =50 L,
(S)S Bu+5u —4u" =2 Ly
du+Tu —2u" =31 Ls

En éliminant u dans Lo et Lz, on obtient :

u+ 3u + 4u” = 50
u +4u” = 37 Lo<+— Ly — 3L,
Su' + 18u" =169 Lg <— Ls — 41,

En éliminant v dans Ls on obtient :

u—+ 3u' + 4u” = 50
uw 4+ 4u" =37
2u” =16 Ly <— L3 — 5L,

Ona :
u=3u =5 et u =8.

Donc l’ensemble des solutions du systéme (S) est : {(3,5,8)}.

4.3 Exercices corrigés

Exercice 26 Résoudre le systéme d’équations linéaires sutvant en utilisant la méthode de

Cramer :
2u4+u +u" =3
u—u +3u" =2
w420 —u = -3

Solution

Soit le systéme suivant :
2u+u +u" =3
u—u +3u =2
u+2u —u" =-3

Ce systéme s’écrit matriciellement sous la forme : AU = B; ou
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et
3
B = 2
-3
On a
. 51 3 1 1 1 1__ .
de‘c(A)-Q’2 _1‘—‘2 _1'+‘_1 3‘— 100+3+4=-3+#0.

Donc ce systéme admet une solution unique donnée par :

301 1
2 -1 3
3 2 —1| _91
f— p— :7
“ _3 ~3
2 3 1
1 2 3
1 -3 -1 91
!
b -3 ~3
2 1 3
1 -1 2
L B T

—3 T _3
Ainsi 'ensemble des solutions de ce systéme est : {(7,—7, —4)}.
Exercice 27 Résoudre le systéeme d’équations linéaires suivant :
u+tu +u" =1

u+2u +3u" =0

u+u —u" =2

1) En utilisant la méthode de la matrice inverse.

2) En utilisant la méthode du pivot de Gauss.
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Solution

1) La méthode de la matrice inverse :
utu +u =1
u+2u +3u" =0
2utu —u" =2

Ce systéme s’écrit matriciellement sous la forme : AU = B, ou

et
1
B=1]0
2
On a
o2 3 3 12
det(A)—1’1 —1’_’2 —1‘ ‘2 1‘
=-5+4+47-3=-1#0.
Donc A est inversible.
On calcule A1 :
On a :
2os o3 2
1 -1 2 —1 2 1
-5
1 1 1 1
Com(Q) = 11 +2 | ?
+1 1 1 1 +1 1
2 3 1 3 1 2




et

-5 2 1
HCom(Q) =1 7 -3 -2
-3 1 1
D’ou
5 -2 -1
At=1-7 3 2],
3 -1 -1
Ainsi

AU=B=U=A"'B

U 5 =2 -1 1
= |d | =|-7 3 2 0
u” 3 -1 -1 2

U 3

= (u ]| =1-3

u”’ 1

Ainsi I'ensemble des solutions de ce systéme est : {(3,—3,1)}.
2) La méthode du pivot de Gauss :

uvt+u +u =1 I,
(S) u+2u'+3u" =0 Ly
ut+u —u" =2 Ls

En éliminant u dans L, et L3, on obtient :

utu +u =1
u +2u" = —1 LQ(—LQ—Ll
—u = 3u" =0 L3 — L3—2L1

En éliminant v’ dans L3 on obtient :

ut+u +u' =1
u +2u" = -1
—u = -1 Lg +— L3+ Lo
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On a:

u=3u =-3etu =1

Donc I’ensemble des solutions du systéme (S) est : {(3,—3,1)}.

4.4 Exercices proposés

Exercice 28 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

T+ 2y =2
2r4+y—2=3
r+y+z=-3

Exercice 29 Résoudre le systéme d’équations linéaires suivant en utilisant la méthode du
Pivot de Gauss :

u—2u+u —u" =1

v —3u" 4+ 2u" =2

u+u —u' +u" =3

Exercice 30 Résoudre le systéme d’équations linéaires suivantes en utilisant la méthode
du Pivot de Gauss :
1)
2u+u —3u" =0
u+22u —u" =0
—u+u +3u" =1

2)
u—u' +2u" +u" =0
2u—u"+3u" =0
udu +u —u" =2

3)
w420 + 30"+ 40" =3

2u' + 3u” + 6u" = =2
2ul + ,u/// + 4u/// —
—u+u' =3
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Exercice 31 Résoudre le systéme d’équations linéaires sutvant en utilisant la méthode de
Cramer :

2u—u +u' =0
u+2u —u' =1
—u+u +2u" =

(1) en utilisant la méthode de Cramer
(2) En utilisant la méthode de la matrice inverse.
(3) En utilisant la méthode du pivot de Gauss.

Exercice 32 En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre les systémes d’équations
linéaires suivantes :

2u+u —3u" =0 u—u +2u" +u" =1 u+2u + 30 +4u" =1
u+2u —u" =0 4 2u—u"+3u" =0 Q02U+ 4" 4 6u" = =2
—u+u +2u" =0 u+u +u —u" =2 —u+u" =3
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