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Résumé : Dans cette these, nous avons proposé deux méthodes afin de résoudre des
problemes d’optimisation dynamique, la premiere méthode, celle qui est basée sur la matice
opérationnelle de dérivation des ondelettes de Legendre, elle est utilisée pour résoudre des
problemes de calcul des variations avec intégrante quadratique, la deuxieme méthode est
fondée sur une nouvelle matrice opérationnelle, c’est la matrice opérationnelle de dérivation
des ondelettes de Bernoulli, cette matrice est utilisée pour résoudre des problemes qua-
dratiques de controle optimal. La principale caractéristique de ces méthodes est qu’elles
réduisent le probleme original au systeme d’équations algébriques. Des exemples illustratifs

sont donnés pour prouver l'efficacité de ces méthodes. .

Mots clés : matrice opérationnelle, ondelettes de Legendre, ondelettes de Bernoulli, controle
optimal.
Math Sujet Classifications : 65T60, 74H15, 11B68, 49N10, 33F05.



Abstract : In this thesis, we propose two methods to solve dynamic optimization pro-
blems, the first method, which is based on Legendre’s wavelet operational matrix of deri-
vatives, it is used to solve a problems of variational calculus with quadratic integrand , the
second method is based on a new operational matrix, it is the Bernoulli wavelets operational
matrix of derivatives, this matrix is used to solve quadratic problems of optimal control.
The main feature of these methods is that they reduce the original problem to the system
of algebraic equations. Illustrative examples are given to prove the effectiveness of these

methods.

Key words : operational matrix, Legendre wavelets, Bernoulli wavelets, optimal control.
Math Subject Classifications : 65T60, 74H15, 11B68, 49N10, 33F05.



el

Jj\ﬂ & Ll &ab.\ﬁ («.L.AH) el J JJLM J:LMJL CJLLJ onL\H RV J
wLLuJ‘ Uj.L@.U (BN A wLLr" Byaae &u Aol asi aou.\eJ‘ (dmu Jls 13

> he Aoy «LA.«.;J}»_ O Yoales d? e ) m_:.w\.w‘ﬂ «lLAJ‘ Jgj.ﬁ P MJLJ‘ ol
sy | o Wl g 2y

65760, 74H15,11B68,49N10,33F05. : uLmLJ" ‘}o uw



Table des matieres

Introduction générale

1 Introduction a 'optimisation statique

1.1
1.2
1.3

Optimisation sans contraintes . . . . . . . . .. . . ... ... ........
Optimisation avec contraintes . . . . . . . . . . . . . . . ... . ... ....
Optimisation quadratique . . . . . . . . . . .. ...
1.3.1 Contraintes égalités . . . . . . . . . ...
1.3.2  Contraintes inégalités . . . . . . . . .. . ... L

1.3.3  Contraintes mixtes égalités et inégalités . . . . . . . . .. ... ...

2 Calcul des Variations et contrdle optimal

2.1

2.2

Calcul des Variations . . . . .. .. .. .. . L o
2.1.1 Lescontraintes . . . . . . . . . . ...
2.1.2  Premiere variation et condition nécessaire du premier ordre . . . . . .
2.1.3 Conditions nécessaires du second ordre (Legendre). . . . .. ... ..
Probleme de controle optimal . . . . . . . ... ...
2.2.1 Approche variationnelle (Méthodes Indirectes) . . . . . . . .. . ...
2.2.2  Probleme de Contréle Linéaire Quadratique (LQ) : . . . ... .. ..
2.2.3  Méthodes directes . . . . . .. ..o

3 Théorie des ondelettes

3.1

3.0.1 Ondelettes et approximation . . . . . . . ... ... ... .......
Les ondelettes de Legendre . . . . . . . . . ... Lo
3.1.1 Les polynomes de Legendre . . . . .. .. ... .. ... .......
3.1.2  Les ondelettes de Legendre . . . . . . . ... ... oL

3.1.3 Matrice opérationnelle de dérivation . . . . . . . .. .. ... .. ...

10
11
13
18
18
20
21

23
23
24
24
28
31
32
35
37



TABLE DES MATIERES

3.1.4  Analyse de convegence et estimation de 'erreur . . . . . . . ... .. 46

3.2 Les ondelettes de Bernoulli . . . . . . ... ... ... .. L 47

3.2.1 Les nombres et les polynomes de Bernoulli . . . . . . ... ... ... 47

3.2.2  Les ondelettes de Bernoulli . . . . .. .. ... ... ... 49

3.2.3 Matrice opérationnelle de dérivation . . . . . . . .. ... ... ... o1

4 Applications 56
4.1 Matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de Legendre pour le calcul

des variations . . . . . . ... 56

4.1.1 Le cas unidimensionnel . . . . . . ... ... 0oL 58

4.1.2 Le cas multidimensionnel . . . . . . . .. ... oL 60

4.1.3 Exemples . . . . . 63

4.2 Matrice opérationnelle de dérivation de Bernoulli pour le controle optimal . . 68

4.2.1 Exemples . . . . .. 68

Conclusion et perspective 74



Introduction générale

L’optimisation est un outil mathématique au coeur de tout probleme lié a la prise de
décision, que ce soit en science, en ingénierie ou en économie [55]. La tache de prise de
décision implique le choix entre différentes alternatives. Ce choix est régi par notre volonté de
prendre la <meilleure> décision. Le domaine d’optimisation a requ une attention considérable
ces dernieres années, principalement en raison des progres rapides en matiere de technologie
informatique, y compris le développement et la disponibilité de logiciels conviviaux, de
processeurs a grande vitesse et paralleles. Les modeles d’optimisation statiques visent a
trouver les valeurs des variables indépendantes qui minimisent une fonction objectif. De tels
problemes d’optimisation, recherchent la valeur ou les valeurs d’un argument qui optimise
cette fonction donnée en un point particulier. Les modeles dynamiques, visent a trouver
non seulement la valeur minimale d’une certaine fonction, mais plutot la fonction réelle
qui fournit une courbe temporelle pour les valeurs des variables, de sorte qu’une fonction
de valeur soit maximisée ou minimisée sur un intervalle de temps donné. En optimisation
dynamique, nous essayons de trouver une courbe ”z* (¢)” qui maximise ou minimise une
intégrale donnée. Notons que la variable indépendante ”¢” indique le temps, c¢’est pourquoi
on parle d’optimisation dynamique [15]. Nous distinguons deux approches de résolution
numérique, pour I'optimisation dynamique;

— Les méthodes indirectes [11, 44] ; basées sur I’équation d’Euler-Lagrange. Le principal
avantage de ces méthodes, est le fait qu’elles produisent aussi I'existence et 'unicité
des résultats, des solutions exactes quand le TPBVP (Two-point boundary value
problem) associé peut étre résolu analytiquement et des estimations d’erreurs quand
il est résolu numériquement. Cependant, cette approche présente aussi certains in-
convénients [43, 8|, telles que la nécessité de dériver des expressions analytiques par
fois délicates, manque de robustesse et ’exigence d’une connaissance approfondie du

modele mathématique et physique du systeme.
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— Les méthodes directes ; basées sur la discrétisation ou la paramétrisation des variables
de controle et de I'état [27, 29, 32, 39, 48]. La solution optimale est obtenue alors,
directement par une minimisation de la fonction objectif soumise aux contraintes, en
appliquant les techniques de 'optimisation statique.

L’objectif de cette these est I'utilisation des méthodes directes en s’appuyant sur la théorie
d’approximation par ondelettes. La théorie des ondelettes est un domaine relativement nou-
veau et émergent dans la recherche mathématique. Il a été appliqué dans un large éventail
de disciplines d’ingénierie. En particulier, les ondelettes sont tres utilisées dans I'analyse des
signaux pour les représentations et segmentations de formes d’onde, ’analyse de la fréquence
du temps et les algorithmes rapides pour une mise en ceuvre facile [18]. Les ondelettes per-
mettent une représentation précise d'une variété de fonctions et d’opérateurs. Le concept
d’analyse par ondelettes a été mis en place sous une forme ou l'autre depuis le début de ce
siecle. Cependant, dans sa forme actuelle, la théorie des ondelettes a attiré ’attention dans
les années 1980 avec le travail de plusieurs chercheurs de diverses disciplines : Stromberg,
Morlet, Grossmann, Meyer, Battle, Lemarie, Coifman, Daubechies, Mallat et Chui, pour
n’en nommer que quelques-uns. De nombreux autres chercheurs ont également fait d’impor-
tantes contributions. L’application des ondelettes de Legendre et les ondelettes de Bernoulli
pour la résolution des équations différentielles, des problemes de calcul des variations et
controle optimal est largement étudié par de nombreux auteurs, la majorité de ces auteurs
ont utilisé les matrices opérationnelles dintégration [5, 25, 42, 43, 45, 46, 63], certains d’entre
eux ont utilisé les matrices opérationnelles de dérivation [50] et [7].

Nous résumons notre contribution par les points suivants :

— Nous avons développé un schéma numérique, afin de résoudre un probleme de calcul
de variations avec intégrante quadratique. La matrice opérationnelle de dérivation
des ondelettes de Legendre est utilisée pour réduire ce probleme a un probleme de
programmation quadratique statique, ce qui nous permet de résoudre des problemes
de grande taille. Des tests numériques illustratifs ont été réalisés pour démontrer
Iefficacité et I'applicabilité de la technique. La formulation présentée est simple et
peut étre naturellement étendue au problemes de calcul des variations non linéaires.

— Nous avons présenté un nouveau schéma analytique-numérique pour résoudre des
problemes de controle quadratique optimal. La méthode est basée sur une nouvelle
matrice de dérivation des ondelettes de Bernoulli. Apres avoir présenté les propriétés
pertinentes de I'ondelette de Bernoulli, nous calculons sa matrice opérationnelle de

dérivations. La solution est ensuite obtenue en réduisant le probleme de controle
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optimal a la résolution des équations algébriques, en utilisant les multiplicateurs de

Lagrange. Un équilibre de validité approfondi de ce nouveau schéma est démontré

par des exemples illustratifs.
La these s’articule autour de quatre chapitres. Au premier chapitre, une introduction abrégée
en programmation mathématique est présentée. Les conditions d’optimalité du premier et
second ordre sont établis, dans les deux cas, sans et avec contraintes. Pour des raisons tres
objectives, nous avons mis le doigt sur le cas des programmes quadratiques avec contraintes
linéaires. Au second chapitre, les deux grandes classe de problemes d’optimisation dyna-
mique ont été analysées; a savoir le probleme de calcul des variations et le probleme de
controle optimal. L’équation d’Euler-Lagrange et le principe du minimum de Pontriaguine
ont été exposés comme conséquence directe des théoremes classiques de 1'optimisation sta-
tique. La théorie d’approximation par ondelettes a été abordée au chapitre 3. Un intérét
particulier a été donné aux matrice de dérivation des ondelettes de Legendre et une nouvelle
matrice de dérivation des ondelettes de Bernoulli a été établie. Le chapitre 4 est dédié aux
applications. Une application de la matrice de dérivation de Legendre, dans le domaine du
calcul des variations avec intégrante quadratique, ainsi que des illustrations numériques,
ont été réalisées. Une autre applications de la nouvelle matrice de dérivation des ondelettes
de Bernoulli dans le domaine du controle optimal a été réalisée, une étude comparative
avec d’autre méthode ad hok, démontre 'efficacité et I’applicabilité de notre approche. Une

conclusion et des perspectives sont données a la fin.



CHAPITRE 1
Introduction a 'optimisation

statique

On considere le probleme d’optimisation suivant :
min f ()
r e QCRY

La fonction f: 2 C R® — R, appelée fonction objectif est supposée au moins différentiable
une fois. L’ensemble €2 est appelé ensemble des contraintes ou domaine d’admissibilité, en

pratique () est définie par
Q={zeR" h(z)=0, g(z) <0}, (1.1)

ou h : R" - RP et g : R — RY? sont supposées au moins différentiables. L’écriture
“h(x) = 0” représente p contraintes d’égalité : h;(x) = 0,7 =1, ..., p, et de méme “g(z) < 0"
représente ¢ contraintes d’inégalité : g;(xz) < 0,7 = 1, ..., ¢. Dans ce cas, on dit qu’il s’agit d'un
probleme d’optimisation a n variables de décisions, p contraintes d’égalités et ¢ contraintes
d’inégalités. Un vecteur x € () satisfaisant toutes les contraintes est appelé solution réalisable

ou admissible au probleme. Si 2 = R", on aura un probleme d’optimisation sans contraintes.
Définition 1.1 On dit que la fonction f posséde un minimum local en x* € € si

Je>0, VeeQet |[z—2"| <e; f(z%) < f(z). (1.2)
Si f(x*) < f(x), VY €Q, on dit que z* est un minimum global de f.

Définition 1.2 On dit que la fonction [ posséde un minimum local strict en x* € ) si
la relation (1.2) est vérifiée avec une inégalité stricte pour tout x # x*. Si f (z*) < f (),

pour tout x € Q — {x*}, on dit que x* réalise un minimum global strict de f sur Q.

Dans la figure 1.1 nous illustrons graphiquement les définitions ci-dessus pour n = 1.

10
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FIGURE 1.1 — x; : réalise un minimum global strict, xs : réalise un minimum local strict,
X3 : réalise un minimum local (pas strict)
1.1 Optimisation sans contraintes

Considérons le probleme d’optimisation sans contraintes :

(P): { min f (2) (1.3)

reR"

D’abord, il faut s’assurer de l'existence de la solution. Nous donnerons ensuite des résultats

d’unicité.
Définition 1.3 On dit que f : R" — R est coercive si
lim f(z) = o0,
|z =00
ou ||.| désigne une norme quelconque de R™.
Définition 1.4 Un ensemble U C R" est dit conveze si

V(z,y) e UxU, YA€ [0,1] (1=Nz+Ayel.

Autrement dit, U est convexe s’il contient tout “segment” reliant deux quelconques de ses

points.

Définition 1.5 (fonction convexe) Soit U C R™ un ensemble convexe et f : U — R une

fonction.

11
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(1) On dit que f est convexe sur U si
flr+ A —=t)y) <tf(x)+ (1 —-1t)f(y), Yo,y €U, Vt € [0,1].
(17) On dit que f est strictement convexe sur U si
flx+ (1 —=t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y), Yo,y € U avec x #y, Vt €]0,1].

(i4i) On dit que f est concave (respectivement strictement concave) si —f est conveze

(respectivement strictement convexe).

Théoreme 1.1 [2] (Ezistence) Soit f : R" — R continue et coercive. Alors (P) admet au

moins une solution.

Théoréme 1.2 [J] (Unicité) Soit f : R" — R strictement convexe. Alors le probléeme (P)

admet au plus une solution.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pratique assurant ’existence et 1'uni-

cité :

Théoréme 1.3 (9] Soit f une fonction C' de R™ dans R. On suppose qu’il existe o > 0 tel

que

V(z,y) ER" xR  (Vf(x)=Vf(y),z—y) >alz—yl. (1.4)

Alors f est strictement conveze et coercive, en particulier le probléme (P) admet une solution

unique .

Conditions d’optimalité

Les conditions nécessaires d’optimalité sont dérivées en supposant que z* réalise un
minimum local, puis en utilisant des estimations sur le gradient V f (x) et et la Hessienne

V2f (z) au point z*.

Théoréme 1.4 [J] (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre) Soit f : R" — R
une fonction différentiable en x* € R™. Si x* réalise un minimum (global ou local) de f sur

R™, alors

Vf(a*) = 0. (1.5)

On dit que x* est un point stationnaire ou critique. Pour le résultat suivant, on rappelle
qu’une matrice A est définie positive si 27 Ax > 0, pour tout = # 0, et semi-définie positive

si 7 Az > 0, pour tout z.

12
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Théoreme 1.5 [5/] (Conditions nécessaires du second ordre )
Soit f : R" — R une fonction deux fois différentiable en x* € R™. Si x* réalise un

minimum global ou local de f sur R™, alors V2f (x*) est semi-définie positive.

Les conditions nécessaires permettent de sélectionner des “candidats” a étre des minima
(globaux) ; toutefois, la réciproque des théorémes précédents est fausse; un point critique
n’est pas nécessairement un minimum ( ni un maximum). Le résultat du théoreme 1.4 est

une condition nécessaire qui n’est en général pas suffisante (par exemple le cas de la fonction

f de R dans R définie par f(z) = z?).

Théoreme 1.6 [9, 5] (Conditions suffisantes d’optimalité globale ) Soit f une fonction
continue f : R™ — R et soit x* € R™ un minimum local de f. Si f est une fonction convexe,
alors x* est un minimum global de f. Si de plus [ est strictement convexe, x* est ['unique

minimum global de f.

1.2 Optimisation avec contraintes

Etant donné un probleme d’optimisation avec un ensemble de contraintes €2, le minimum
peut se trouver a l'intérieur ou sur la frontiere de 2. Pour étudier le cas ou il se trouve sur

la frontiere, il faut donner la notion de direction réalisable.

Définition 1.6 Un vecteur d € R™, d # 0, est une direction réalisable en x € € s’il existe

apg > 0 tel que x + ad € Q pour tout o € [0, avp] .
Conditions d’optimalité
On a les résultats suivants.

Théoreme 1.7 [16, 22] (Condition nécessaire du premiére ordre) Soit Q un sous-ensemble
de R", et f € C' une fonction a valeur réelle sur Q. Si x* réalise un minimum local de f

sur €2, alors pour toute direction réalisable d en z*, on a
d'V f (z*) > 0. (1.6)

Un cas particulier d’intérét est lorsque x* est un point intérieur de €2. Dans ce cas, toute

direction est réalisable, et nous avons le résultat suivant.

13
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Corollaire 1.1 [22] Soit Q un sous-ensemble de R™ et f € C' une fonction d valeur réelle

sur . St x* réalise un minimum local de f sur Q) et si x* est un point intérieur de 2, alors
Vf(x*)=0. (1.7)

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire du second ordre pour un minimum

local.

Théoreme 1.8 [16, 22 (Condition nécessaire du second ordre) Soit Q un sous-ensemble
de R", et f € C? une fonction a valeurs réelles sur Q. Si x* réalise un minimum local de f

sur Q, d une direction réalisable en x* et d*'V f (z*) =0, alors
d'V2 f (z*)d > 0. (1.8)

Corollaire 1.2 [16] Soit x* est un point intérieur de Q. Si x* réalise un minimum local de
f:Q—R, telle que f € C?, alors

(¢) Vi) =0,
(i3) d'VZ f(x*)d > 0, Vd € R".

Théoréeme 1.9 [9] (Conditions nécessaires d’optimalité pour contraintes convezes) Soit x*
un minimum local du probleme d’optimisation

min f (x)

FISY)

ou f: R™ — R est continument différentiable sur €2, et ) est un ensemble convexe non vide.
Alors
Vi) (z—2)>0 VYze.

Les théoremes suivants établissent des conditions suffisantes pour qu'un point soit un mini-

mum local.

Théoréme 1.10 [16] (Conditions suffisantes du second ordre ) Soit f : Q@ C R® — R une
fonction deux fois différentiable en x* € R™. Soit x* un point intérieur de ) vérifiant

i) Vf(z*) =0;

i) V2, f (x*) > 0.

Alors, x* réalise un minimum local strict de f.

14
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Optimisation avec contraintes égalités

Ici, nous allons considérer des problemes de programmation non linéaires avec des

contraintes égalités de la forme :

{ min f (z) (1.9)

h(x)=0, z€R"
oux € R", R > R, h: R* - RP, h = [hl,hg,...,hp]T et p < n. On suppose que la
fonction h est contintiement différentiable.
Soit @ = {x €R": h;(z) =0:1=1,2,...,p}. Un point z* € Q est dit régulier si les

vecteurs Vh; (x*) 14 = 1,2, ...,p sont linéairement indépendants, c’est-a-dire
rang [Vhy (%) Vhy (2*) ... Vh, (27)] = p. (1.10)

Théoreme 1.11 [22] (Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre). Considérons
le probleme (1.9), si x* est un minimum local régulier de la fonction f , alors il existe un
vecteur \* € RP vérifiant

Vf(x*)+ VR (%) X" = 0. (1.11)

Remarque 1.1 Les conditions nécessaires du premier ordre (1.11) donnent un total de n+p
équations (typiquement non linéaires) dans les variables (x*, \*). Comme dans le cas sans
contraintes, une solution du systéme (1.11) peut étre un minimum (local) du probléme initial

(1.9), un mazimum (local) ou un point stationnaire.

En pratique, pour résoudre le probleme (1.9), on forme la fonction auxiliaire L appelée

Lagrangien :
Lz, A) = f(x)+ ) Abyi(2), (1.12)
i=1

ou \; sont des variables inconnues appelées multiplicateurs de Lagrange. Grace au Lagran-

gien on retrouve les conditions d’optimalité :

VoL (25, X)) =0 <= V,f (%) + D7 AiV,h; (%) =0
VL (x*,\) =0 <= h; (z*) = 0.

Le théoréme suivant fournit des conditions nécessaires du second ordre pour qu’'un point

soit un minimum local d'un probleme d’optimisation avec contraintes égalités.

15
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Théoréme 1.12 [16] Soient f : R" — R, h; : R* — R des fonctions deuzx fois
continiement différentiables sur R™ et considérons le probleme (1.9). Si x* est un mini-

mum local régqulier, alors il existe un vecteur \* € RP tel que

(i)  Vf(z*)+ VR (a) \* 0, (1.13)
) d'V2 L (z*,\*)d 0 tel que VAT (2%)d =0, (1.14)
Vi = 1,2,...,p etd € R" avec d # 0.

v

V3L (" N) = Vi f (o) + Vi, h (") )
est la matrice Hessienne du Lagrangien L.

Les conditions ci-dessus sont nécessaires, mais ne sont pas suffisantes, pour qu’un point
réalise un minimum local. Nous présentons maintenant des conditions suffisantes assurant

un minimum local strict.

Théoréme 1.13 [16] ( Conditions suffisantes du second ordre) Soient f : R" — R et
h : R" — R des fonctions deux fois continument différentiables sur R™. Considérons le

probléme (1.9). Si z* et \* € RP vérifient
V.L(z*,\) = 0, (1.15)
VaL (75, \) = 0, (1.16)
et

d"V2 L(z*, X)d >0 tel que VAT (z*)d =0, Yi=1,2,....p et d € R" avec d # 0,

(1.17)
alors x* est un minimum local strict.
Probléemes avec contraintes d’égalités et d’inégalités
Cette section est dédiée a I’étude du probleme d’optimisation
min f (x)
hi(z)=0, =1,2,...p , (1.18)

gj (I’) SO? j:1727"'aQ7
otz € R, {R® - R, h; : R" = R, et g; : R* = R, g = [91792’...,gq]T7 p et g
désignant deux entiers naturels non nuls. Pour le probleme général ci-dessus, nous adoptons

les définitions suivantes.
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Définition 1.7 Une contrainte inégalité g; () < 0 est dite active en x* si g; (z*) = 0. Elle

sera dite inactive en x* si g; (x*) < 0.

On introduit alors ’ensemble

des indices des contraintes actives.

Définition 1.8 Soit x* satisfaisant les contraintes h (z*) = 0 et g; (z*) = 0, Vj € I (z%).
On dit que x* est un point régulier si les vecteurs Vh; (x*) et Vg; (z*), (j € I (z*)) sont

linéairement indépendants.

Nous donnons ici, des conditions nécessaires du premier et second ordre pour qu’'un point
soit un minimum local. Ces conditions sont appelées les conditions de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT).

Théoreme 1.14 [J] (Conditions nécessaires du premier et second ordre ) Soit f, h,g € C*.
Soit x* un point régulier et un minimum local pour le probléme (1.18). Alors, il existe \* € RP

et p* € R? tels que

o> 0; (1.19)
Vf(x*)+Vh(z)" N +Vg@@) ' = 0 (1.20)
pigi (x7) = 0; (1.21)
h(z*) = 0 (1.22)
g(z*) < 0. (1.23)
et
dr <V2f (@) + Vg (a)" pi* + V2h ()" /\*> d>0, (1.24)

pour toute d tel que Vg; (x*)Td =0,j €I (x*) et Vh; (x*)Td =0,i=1,2,...,p.
Dans le théoreme ci-dessus, A\* le vecteur multiplicateur de Lagrange et p* le vecteur

multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Théoréme 1.15 [16] (Conditions suffisantes du second ordre ) Considérons le probléme
(1.18) . Soit f,h,g € C?. S’ils existent x*, \* et u* satisfaisant auz conditions KKT (1.19) —
(1.23) et

d"V2 L (z*, N, ") d > 0 (1.25)
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pour toute d # 0 tels que

Vg ()'d = 0 je I(z*) avec w; >0 (1.26)
Vg (9)'d < 0  je I(z*) avec p; =0 (1.27)
Vh(z'd = 0, (1.28)
ot
Lo M) = (@) + ATh () + 5Tg (1) (1.20)

alors z* est un minimumu local strict du probléme (1.18).

1.3 Optimisation quadratique

La programmation quadratique est le probleme d’optimisation non linéaire le plus sol-
licité. Il s’agit d’une classe spéciale de probleme d’optimisation (1.18) avec une fonction
objectif quadratique et des contraintes linéaires. Le probleme d’optimisation quadratique

générale (QP) a la forme suivante :

1o T
min oz Qr+c'x (1.30)
sous les contraintes
Ar = b, (1.31)
Bx < d, (1.32)

ou ) € R™™ est symétrique, ¢ € R", A € R™" b € R™" B € R**" et d € R*. Si la
matrice Hessienne ) est semi-définie positive , alors (1.30) — (1.32) est un probleme de
programmation quadratique convexe et la solution locale z* est une solution globale. Si )
est définie positive, alors (1.30) — (1.32) est un probleme QP convexe stricte et z* est une
solution globale unique. Si @ est indéfinie, alors (1.30) — (1.32) est un probleme quadratique

non convexe beaucoup plus difficile a résoudre.

1.3.1 Contraintes égalités

Nous considérons ici, le probleme d’optimisation quadratique avec seulement des

contraintes linéaires d’égalite, comme suit

1
gﬁg éxTQx +clx (1.33)
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sous les contraintes

Az =, (1.34)

dont la matrice Q € R™ "™ est définie positive, A € R™*™ et b € R™. Pour résoudre le
probleme (1.33) — (1.34), nous formons d’abord le Lagrangien
1
L(x,\) = éxTQx +clz 4+ M\ (b— Ax) (1.35)

Les conditions nécessaires de Lagrange donnent :

V.L(z*\) = Q" +c— AT\ =0, (1.36)
VAL (z*,\*) = b— Az =0, (1.37)

ceci est un systeme comprenant n + m équations linéaires. Une question naturelle est de
savoir si le systéeme n’est pas singulier. Le systeme (1.32) — (1.33) peut étre réécrit sous

forme matricielle comme suit

ENEG) e

Q AT
(2 -

appelée la matrice de KKT. Le théoreme suivant montre que cette matrice est non singuliere

avec

sous les conditions énoncées ci-dessus.

Théoréme 1.16 [67] Soient Q € R™", A € R™*". Supposons que rangA = m, et Q est
définie positive. Alors la matrice (1.39) n’est pas singuliere. De plus, il existe un couple KKT

unique (x*, \*) tel que ’équation (1.38) soit satisfaite.

Sous I’hypothese du théoreme précédent, il existe des méthodes pour résoudre le systeme
(1.38). En général, il est plus efficace d’utiliser des méthodes de factorisation (telles que la
décomposition LU) qui sont trés pratiques pour les problemes de petite taille . Pour les
problemes de grande taille, le systéme pose quelques difficultés.

Si, la matrice ) est définie positive, on peut facilement en déduire une formule explicite

pour la solution du systeme : Par I’équation (1.36), nous avons

o =Q AT — Qe (1.40)
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En substituant (1.40) dans I’équation (1.37), nous obtenons
b—AQ AT N + AQ ¢ =0, (1.41)

donc, on trouve
N = (AQTTAT) T [AQ e+ b] (1.42)
et
= QAT (AQTTAT) T [AQ e+ 0] — Qe
_ ! [In — AT (AQ AT AQ—l} ¢ (1.43)
+Q AT (AQTTAT) b,

1.3.2 Contraintes inégalités

Nous considérons ici, le probleme d’optimisation quadratique avec des contraintes

linéaires inégalitaires, comme suit

1
i%g% ixTQI +clz (1.44)
sous les contraintes
Ax < b, (1.45)

dont la matrice () € R™™" est semi-définie positive, A € R™*" et b € R™.
Soit X = {x : Ax < b} la région réalisable du probleme. Pour z* € X, soit I (z*) 'en-

semble des indices des contraintes actives
I(z")={i: Aix" =b;}. (1.46)

Quand il n’y a pas de contraintes actives en z*, 'ensemble [ (z*) est vide, et x* est un point

interieur de X. Alors, la condition d’optimalité du premier ordre est
Vi) =Qx"+c=0. (1.47)
Le théoreme de KKT adapté au cas quadratique est le suivant :

Théoréme 1.17 [21]Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point z* € X soit

une solution du probléeme (1.44) — (1.45), avec rg (A) = m est

Az <0, (1.48)
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et il existe un vecteur \* > 0 dans R" tel que

Qr*+c+ ATN = 0, (1.49)
M (Az* —b) = 0. (1.50)

Comme nous l'avons cité précédemment, ce théoreme implique que lorsque z* est une
solution de (1.44) — (1.45), il existe un vecteur A* tel que x* soit un point stationnaire de la

fonction de Lagrange
1
L(z,\) = §xTQm—|—ch+)\T (b— Azx). (1.51)

Il est important de noter qu'un multiplicateur de KKT ne sera positif que lorsque la
contrainte correspondante est active. Les conditions d’optimalité du premier ordre données
par le théoreme précédent fournissent une caractérisation pour les points stationnaires;
Par conséquent, ce ne sont que des conditions nécessaires d’optimalité. La satisfaction de
(1.48) —(1.50) par un vecteur z* réalisable ne garantit pas par elle-méme 'optimalité globale
ou méme locale de z*. Les conditions (1.48)— (1.50) sont suffisantes pour I'optimalité globale
de z* lorsque la fonction objectif f(x) = %xTQx + cT'x est convexe, c’est-a-dire lorsque Q

est semi définie positive.

1.3.3 Contraintes mixtes égalités et inégalités

On considere ici le probleme quadratique

1o T
min oz Qr+c'x (1.52)
sous les contraintes
Ax = b, (1.53)
Bx < d. (1.54)

La matrice ) € R™*" est semi-définie positive, A € R™*" b€ R™, B € R**" et d € R,

Le Lagrangien est donné par :
1
L(x,\ p)= ngQa: + x4+ N (Ax —b) + pt (Bx —d).

Dans ce cas le théoreme de KKT s’écrit :
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Théoréme 1.18 [21] La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point x* soit une
solution locale du probléeme (1.52) — (1.54) est qu’il existe une paire de vecteurs (N, u*) €
R™ x R?, tels que

Qr* +c+ AT+ BTy =
\*

Ax* —b

Bx* —d

M (Az —b) =

rg(4)=m, 19(B)

v

IAN I
o o o o o

I
»

Ceci constitut une introduction en optimisation statique (x € R™). Dans le chapitre suivant

nous abordorons les probleme d’optimisation dynamique.
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CHAPITRE 2
Calcul des Variations et controle

optimal

2.1 Calcul des Variations

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré un probleme d’optimisation en dimen-
sion fini; la fonction objetif et ses contraintes étaient définies sur R™. Dans ce qui suit la
fonction & minimiser est définie sur espace V. = C?([to,ts],R"™) & valeurs réelles. L'es-
pace V sera en généal équipé des deux normes suivantes :||z|| = SUD [y 1] |z (t)], et
z|l; oo = SUDs e[y 1] (|z ()] + |2’ (t)]) . Il s’agit donc de trouver le minimum d’une fonction-

nelle J : V' — R. Le probleme de calcul des variations typique est formulé comme suit :

min J (2(.)) = / TP ()i (0,8 dt, 2.1)

zeV to

z(to) =x0 et x(ty) =xy. (2.2)

L’intégrante F : R® x R" x R — R est supposée au moins C? par rapport a ses deux premiers

arguments et C'! par rapport au troisieme.

Définition 2.1 [/7 Une fonction x* € V' est un minimum local de J sur un sous-ensemble
ACV si
de > 0,tel que Ve € A, ||2* —z||<e= J(2") < J(x). (2.3)

Si la relation (2.3) est vérifiée pour tout x € A, x* sera dit minimum global.

Un minimum de J par rapport a la norme ||| est dit un minimum fort. Il est dit
minimum faible si la relation (2.3) est vérifiée avec la norme ||.||; ... Tout minimum fort
est faible, mais I'inverse n’est pas vrai. Le voisinage de z* ne contient que des courbes qui
different peu de z* et dont les dérivées different peu de ©*, contrainement a un voisinage de

x* dans la topologie associée a la norme ||.||_, qui contiendra beaucoup plus de courbes.
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2.1.1 Les contraintes

Généralement, un certain nombe de contraintes sont imposées aux courbes candidates a

réaliser le minimum de la fonctionnelle J.

Définition 2.2 (Courbe Admissible). Une courbe v € V est dite admissible si elle satisfait

toutes les contraintes physiques (lorsqu’elles existent ) le long de lintervalle [to,tf].

Dans le cas typique du probleme de calcul des variations (2.1) et (2.2), 'ensemble des

courbes admissibles peut étre défini comme suit :
9 ={x eV :x(ty) = et x(ty) =xs}. (2.4)

Dans ce cas, on cherche des courbes z(t) € V joignant les points fixes (to,zo) et (g, zy).
Le temps final ¢; peut étre libre, on déterminera par conséquent non seulement la courbe
optimale z*(t), mais aussi la valeur optimale de ¢;. Autrement dit, I’ensemble des solutions

admissibles est
D ={(x,ty) € V x [tg,00] : x(tg) = xo et x(tf) = g (t5)}. (2.5)

Outre les contraintes de bords, il est possible d’'imposer des contraintes différentielles comme
suit :
Q(x(t),z(t),t) =0, Vt € [to, ty]. (2.6)

Un autre type de contraintes est souvent imposé,

o () :/tf Gi (2 (8), & (8) £ dt = i, k= 1,2, m. (2.7)

to

Ces contraintes sont souvent appelées contraintes isopérémétriques [38]. De méme, on peut

imposer des contraintes de la forme

O (x) = /tt'f Gz (t),&(t),6)dt < cp, k=1,2,....m. (2.8)

0

Autres contraintes de différentes formes peuvent étre imposées. Nous considérons ici seuleu-

ment le premier cas (2.4).

2.1.2 Premiere variation et condition nécessaire du premier ordre

On aura besoin de la définition suivante trés utile pour la suite
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Définition 2.3 [27] (Variation d’une fonctionnelle). Lorsque J est une fonctionnelle définie
sur un ouvert € d’un espace vectoriel V, on appelle variation de la fonction J en x dans la

direction h € V', la quantité suivante lorsqu’elle existe :

5 (w:h) = lim ZEFEN =@ d g ] (2.9)
e—0 € de 0

Lorsqu’une telle limite existe pour toute direction h, on dit que J est différentiable au sens
de Gateaux. Soit x* un minimum local et soit h une perturbation de x* telle que x* + ch
appartient au voisinage ot x* est un minimum pour tout € < €y, alors si on pose g (&) =

J(x*+¢ch), onag(0)<g(e), dot g (0) =0, donc la relation (2.9) donne
6J (z;h) =4 (0) = 0. (2.10)

Théoréeme 2.1 [51, 6] Une condition nécessaire pour que x*(t) soit un extrémum de la

fonctionnelle J est
O0J (x*;h) =0

pour tout h admissible.

Equation d’Euler-Lagrange

Nous donnons a présent le résultat le plus fondamental du calcul des variations assurant
une condition nécessaire d’optimalité. Nous nous limitons au probleme élémentaire du calcul
des variations donné par (2.1) et (2.2) :

On note classiquement les dérivées partielles de la fagon suivante

oF oF oF O*F
Fx:_ach:_-a F:_anz_a te.
oz oi" T o T T aar O
Nous considérons -toujours- des courbes de la forme
x +¢eh, (2.11)

ou la perturbation h : [to,t;] — R est une autre courbe C' et € varie dans un intervalle
réel autour de 0. Pour € pres de 0, ces courbes perturbées sont proches de x au sens de la
norme ||.||, ., . Pour cette raison, la condition nécessaire du premier ordre donne des extrema

faibles. On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 [31]Soit f € C°[a,b] une fonction telle que

/abh(x)f(x)dazzo

pour toute fonction h de classe C' sur [a,b] avec h(a) = h(b) = 0. Alors la fonction f est

identiquement nulle sur [a,b).
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De la relation (2.9), on a

6J (z*;h) = d%J(:c—irah)}

ly dF i » .
_ /t SF (2 (0) + eh (8), 8 (1) + b (1) 1)
ot

5.7 (2" h) :/tf [%F(m* (t),d" (t),t)h(t)+§F(x* (1), " (t),t)h(t)] dt.

i
Ona:ftof SF (% (t),a* (), ) h(t)dt = [ZLh (¢ } ftfh (t) £9E4¢, donc, on obtient

5J(a::h):/t: {h(t)g—i—h()igi]dt BZ (t)I:.

Si la perturbation admissible h est choisie telle que
h(ty) = h(ty) =0, (2.12)

alors le dernier terme du second membre s’annule, il reste

t OF dOF
57 (w:h) = /1t h(#) la?‘%%] .
Comme §.J (z;h) = 0, le Lemme 2.1 donne :
OF doF
o dor = 0. (2.13)

L’équation (2.13) est connu sous le nom de I’ équation d’Euler-Lagrange.

Définition 2.4 On appelera extrémum d’un pobleme de calcul des variations toute solution

de léquation d’Euler-Lagrange (2.13) associée a ce probléme.

L’équation d’Euler-Lagrange est une équation différentielle du second ordre a coeffi-
cients non constants. L’équation d’Euler-Lagrange n’est qu'une condition nécessaire pour
I'extrémum. Parfois, elle ne peut pas donner un extrémum. Cependant, si I’équation d’Fuler-
Lagrange n’est pas satisfaite pour aucune fonction, cela indique que I'extrémum n’existe pas

pour cette fonctionnelle.

Exemple 2.1 [30] (Le probléme du brachistochrone) Le calcul des variations provient d’un
probléeme posé par le mathématicien suisse Johann Bernoulli (1667-1748). 1l a cherché a

trouver la forme de la courbe joignant deux points fires A et B dans un plan vertical, de
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A(0,0) x B

F1GURE 2.1 — Le probleme de Brachistochrone

telle sorte qu’un corps coulissant vers le bas de la courbe (par gravité et sans frottement)
se déplace du point A au point B en un temps minimal. Ce probléme n’a pas de solution
triviale. A premiere vue, on pourrait penser que la courbe doit étre la ligne droite entre A
et B, mais quand on résoudra ce probléme, on verra que ce n’est pas le cas. On doit donc
exprimer la durée du parcours entre A et B, puis chercher la courbe qui minimise cette
durée.

Soit s l'abscisse curviligne, un élément de courbe ds s’exprime en coordonnées carté

siennes par
ds = \/dx? + dy?.

Nous considérons le probléeme ot une bille commence a A(0,0) et glisse vers le bas jusqu’au
point B (xa,xg) et il n’y a pas de frottement comme illustré d la figure 2.1. Soit g l'acc
élération due a la gravité et m la masse de la bille. La vitesse de la bille est notée v(x). La
conservation de [’énergie donne .

2
- - - 0.
5V — mgy =

Le temps de descente est donc donné par

2
y 1+ (%
TR
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FIGURE 2.2 — La cycloide entre (0,0) et (x5, ygp)

Le probleme est de trouver la courbe {x(y),y € [0,yp]}, satisfaisant x(0) = 0 et x(yp) = g,

L 14 @ ()
J(:E)—\/2_g/0 ; dy.

L’équation d’Euler-Lagrange devient

et qui minimise

d ' (y) 1

- — | =0.
WAV @ ) VP

En intégrant par rapport a y, on obtient

' (y) 1

L (o () VY

=1, ¢ = constant.

La solution générale de cette équation différentielle est donnée par

1 1
x(t):2—01(t—sint)+02, y(t)zz—q(l—cost),

ou ¢y est une autre constante. L’équation obtenue est celle d’une cycloide (figure 2.2 ).

2.1.3 Conditions nécessaires du second ordre (Legendre).

Dans I’'étude des extréemums des fonctionnelles, nous n’avons considéré jusqu’ici que
la condition nécessaire (I’annulation de la premieére variation) pour qu'une fonctionnelle
ait un extremum faible. Pour établir la nature de 'optimum (maximum ou minimum), il
est nécessaire d’examiner la deuxieme variation. Au chapitre précédent, on a vu qu’en
optimisant une fonction deux fois continiment différentiable f : R® — R, 2* € R™ est un

minimum local de f si Vf(z*) = 0 et V2f (2*) est définie positive. C’est-a-dire, f est
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a la fois stationnaire et localement convexe en x*. Des conditions analogues peuvent étre
développées pour des problemes du calcul des variations. Leur développement s’appuie sur

le concept de la deuxieme variation d’une fonctionnelle.

Définition 2.5 Soit J une fonction définie sur un espace vectoriel normé V. Alors, la
seconde variation de J en x € V dans la direction admissible h € V est définie (si elle

existe) par
2

82 J(x:h) = %J(z+sh} : (2.14)
e=0

Nous sommes maintenant préts a formuler les conditions nécessaires au second ordre.
Puisque des dérivées partielles de troisieme ordre de F' apparaissent, nous supposons que

F € C3. La seconde variation est aussi définie par
J(x+eh)=J@)+0J(x:h)e+06*T(x:h)e*+0(e?). (2.15)

Le développement en série de Taylor du second ordre par rapport a € (en utilisant la regle

de la chaine) et en séparant les termes des ordres différents on aura

J(z+eh) = /fF(:v(t),j:(t),t)dtJr/f [Fo (o (6)., 0 (1) ) (0) + B (2 (1) (1) )b (1)] e

to to

+%/f[wa ( (1), 2 (t),t) (h () + 2Fu (x (), 4 (), 1) h (t) h (t)

to

FE (a (1), (0),1) ( (t))Q]dt.é Lo(2).

En combinant cette expression avec (2.15), terme a terme, nous déduisons que la deuxieme
variation s’écrit

1 [U . .

6*J (z: h) = 3 / [meﬂ + Fp:h® + 2thh} dt. (2.16)
to

Considérons le dernier terme de ’équation précédente et réécrivons-le en termes de h seule-

ment en utilisant l'intégration par parties

ty . ty d ' tr d
/ 2F,;hhdt = / Fpi— (h?) dt = Fyph?| — / — (F,q) h2dt. (2.17)

En utilisant les conditions (2.12), on trouve

520 (1 : ) = / tf [P (t) (i (t)>2 + Q) (h (t))Q} dt, (2.18)

to

oit P(t) = 3F (x(t),2(t) 1) et Q(t) = 3 [Fuw (w (1), 2 (), 8) — 5 (Foa (x (8) 2 (£) ,1))] -

Nous savons que si z est un minimum, alors pour toute perturbation h vérifiant
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on a 62J (z : h) > 0.Pour des valeurs arbitraires de h (t) et h (t), ceci signifie que

Fou(x(t),2 (1), 1) Fo(x(t),i(),8) > 0, (2.19)

Fus(x(t),2(1),1) > 0. (2.20)

d
_E(

Pour le maximum, les signes des conditions précédentes sont inversés.

Théoréeme 2.2 [/9] (Conditions nécessaires de Legendre) Si x réalise un minimum (lo-
cal) pour J sur P ={x € V : x(ty) = x¢ et x(ty) = xs}. Alors x satisfait I’équation d’Euler-
Lagrange (2.13) avec la condition dite de Legendre

Fii(x(t),2(t),t) est semi définie positive, (2.21)
pour chaque t € [to, tf].

Exemple 2.2 (Longueur minimale d’une courbe) Considérons le probléme de minimisation

de la fonctionnelle
b
J (x) :/ V14 22dt.
Soit F(x (t),2' (t),t) = V1+ 32 On a d’aprés l'équation d’Euler-Lagrange (2.13) :
oF x
A i
1+ ()
ot ¢ est une constante. On trouve donc x’ = cte, autrement dit,

x(t)zﬁb:j(t—a)—i-oz,

Iéquation d’une droite qui passe par les points A(a,«) et B(b,[3), c’est une fonction

extrémale(stationnaire) du probléme posé . D’autre part, on a

1

Fy; (x(t)vi'(t%t) = m7

qui satisfait a la condition (2.21). Par conséquent, la distance entre deux points donnée par

dﬂ—i::@—®+a

(ligne droite) est minimale.
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2.2 Probleme de controle optimal

La Théorie de controle traite des systemes qui peuvent étre controlés, c’est-a-dire dont
I’évolution peut étre influencée par un operateur externe. Nous considérons des systemes de
controle qui peuvent étre définis comme un systeme d’équations différentielles en fonction de
certains parametres. Le modele mathématique, qui représente le systeme physique, consiste
en un ensemble de relations qui décrivent la réponse ou la sortie du systeme pour différentes
entrées. Des contraintes fondées sur la situation physique sont incorporées dans cet ensemble
de relations.

Le probléme de controle optimal peut étre interprété comme une extension du calcul des
variations. Le controle optimal a trouvé ses applications dans de nombreux domaines scien-
tifiques, allant des mathématiques et de I'ingénierie aux sciences biomédicales et sciences de
gestion.

La formulation d’un probleme de controle optimal nécessite

— Une description (ou modele) mathématique du processus a controler (généralement

sous forme variable d’état),

— Une fonction objectif (Critere de qualité) ou fonction-cot.

— Un énoncé des conditions aux limites et des contraintes physiques sur les états et /

ou les controles.

Généralement, le probleme de controle optimal peut étre formulé comme suit :

Trouver un controle admissible u = u(t) qui minimise la fonction objectif

J(x(.),u(.)) =h(z(ty),tf) + / ' g(z(t),u(t),t)dt, (2.22)

to

par rapport aux fonctions d’état
X ={z(): [to.ts] = R", z; € C'[to,ty], i=1,2,...n}, (2.23)
et les fonctions vecteurs de controle
U ={u(): [to,t;] = U CR™, w; €C'[to,ty], i=1,2,...,m}, (2.24)

U est un convexe fermé non vide.
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sous contraintes suivantes :

i) = f(x@),u(t),t) f:RFT"H SR (2.25)

z(ty) = 7o connu (2.26)
o(x(ty),t) = 0 ¢:R"XR, R p<n (2.27)
C(z(t),u(t)) < 0€R? C:R™™ R (2.28)
S((t) < 0€R® §:R* R (2.29)

La fonction objectif doit étre spécifiée pour évaluer quantitativement la performance d’un
systéme. La forme donnée en (2.22) est la forme classique de Bolza [22]. Il s’agira de Lagrange
si h(z(ty),tr) =0 et de Mayer si ftzf g(z(t),u(t),t)dt =0.

L’équation (2.25), exprime la dynamique du systéme, c’est la premiére contrainte
d’égalité fondamentale.

Le probleme (2.22) — (2.29) est un probléme d’optimisation en dimension infinie, sa
solution est une fonction de controle u*(t) et une courbe associée x* (t).

Plusieurs méthodes ont été utilisées pour résoudre un probléeme de controle optimal.
Parmi ces méthodes , on compte :

— Meéthodes indirectes : le principe du minimum de Pontryagin.

— Meéthodes directes : discrétisation ou parameterisation.

2.2.1 Approche variationnelle (Méthodes Indirectes)

L’approche indirecte de résolution d’un probleme de controle optimal est basée sur une
généralisation du calcul des variations. Les conditions nécessaires pour un extremum sont
dérivées en considérant la premiere variation de la fonction Lagrangienne J, ici, les multi-
plicateurs de Lagrange sont des fonctions du temps, A = A(¢), ils sont appelés : les vecteurs
d’état adjoint, elle obéissent a des équations différentielles. Alors que dans le cas de dimen-
sion finie les multiplicateurs sont calculés a partir d’équations algébriques.

Les conditions nécessaires impliquent donc a la fois les équations différentielles originales
du systeme dynamique et les équations différentielles adjointes associées aux états adjoints.
Le résultat final est un probleme a deux bouts [6, 20] (en anglais : Two-point boundary
value problem(TPBVP)), qui est constitué par des équations d’état et état adjointe avec

des conditions initiales et terminales.
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L’approche est appelée indirecte, parce que le controle optimal est trouvé en résolvant
le probleme (TPBVP) auxiliaire, plutot que par une focalisation directe sur le probleme
d’origine.

Dans ce travail, nous considérons le probleme de controle optimal non linéaire donné par
les équations (2.22) — (2.27). Le vecteur de commande u(t) n’est pas contraint ni borné. La
fonction objectif est donné dans la forme Bolza. En introduisant les vecteurs des multipli-
cateurs de Lagrange A (t) et v et en joignant les équations dynamiques et les conditions aux

limites a la fonction objectif, on obtient 'indice de performance augmenté suivant :

Jo = h(x(tf)>tf)+VT¢<x(tf)7tf)

+/f (g (@ (t),u®),t)+ X" (f(z(t),u(t),t)—i(t)]dt (2.30)

to
L’extremum de la fonctionnelle J est obtenu lorsque la variation de J, du premier ordre est

nulle(d.J, = 0). Il est commode de définir 'Hamiltonien :
A (x (), u(t) A1), 8) = g (a(t),u(t), 1) + A" [f (1), u(t),1)], (2.31)
et la fonction auxiliaire :
®(x(t),t,v)=h(z(t),t) +vieo(xt),t). (2.32)
Suivant les mémes démarches que la section précédente, on obtient le théoeme suivant :

Théoréme 2.3 [12] On suppose U = R™. Si u*(t) est optimal local faible alors : IN* :
[to,tf] — R™:

-C.N.1: équations canoniques de Hamilton

T
it (t) = AL = a‘;i: (z* (), u* (1), \* (1), 1) Equation d’état (2.33)
_ T
N(t) = =" = 6?0 (" (t),u* (t), A" (), 1) FEquation d’état adjointe (2.34)
x
T a%T * * * .
0 = J = 9 (™ (t),u" (), A" (t),1), FEquation de commande  (2.35)

-C.N.2 : condition (forte) au deuxieme ordre de Legendre-Clebsch
S >0,

et les conditions de transversalité :

{/\* (tr) — [% (z” (ty) ’tf)] } oz +{g (" (tr),u" (ts), ty) +
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O ) ) )" L ) 1) )] oty = (230

Les équations de controle (2.35) sont un énoncé simplifié du principe du minimum de

Pontryagin [56] au cas ou les controles admissibles ne sont pas contraints.

Principe du minimum de Pontryagin

Le probleme de contréle optimale étudié est défini par :

min (00 = t)t0) + [ ato0.,ul0.0a (237
sous  (t) = f(x(t),u(t),t), z(ty) = o, (2.38)

l‘(tf) = Iy, tf libre.

Les fonctions f et g sont de classe C' sur R" x R™ x [tg, 7] par rapport a x et t.
Le Hamiltonien 2 (z (t) ,u (t), A (t) ,t) = g (x (t),u (), ) + X&) [f (x (), u(t),t)] est
de classe C! sur R™ x R™ X [to, tf] par rapport a x.

Premiere variation de la fonctionnelle :

5J = [% +h]t:t 5tf—|— —)\ (t) (SCL’f
! ot =t
tf : T T
+/ { [%’f + A" (t)} dx (t) + (J€)" ou (t)} dt, (2.39)
to
Les conditions nécessaires pour que u*(¢) minimise J sont :
-) 6J =0, si u*(t) est a l'intérieur de % .
-) 0J >0, si u*(t) est sur la frontiere de % .
-) Equations canoniques de Hamilton :
B () = B ) ()N (1)) (2.40)
N () = = (), (), N (1)), (2.41)
- Conditions de transversalité :
(A + h ]t:tf oty + ET A" () dxy = 0. (2.42)
t=ty

Done 8.J = [i7 ()" su(t)dt, avee ()" Su(t) = A (x* (t) ,u* (£) + Su (t) N (t) ) —
HC(x* (t),u* (t),\*(t),t), dou 6J > 0 implique

(2 (), u(t), N (1), 1) > 20 (" (1), u* (1), N (1) ,1) Yue.
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Théoréme 2.4 (principe du minimum de Pontryagin) [47] Siu*(t) € % est une commande
optimale admissible et x*(t) la trajectoire d’état optimale solution de l’équation d’état as-
sociée a u*(t) alors il existe un vecteur adjoint \* (t) tel que les équations canoniques de

Hamilton

() = AT =f(2" (), u"(t),t) (2.43)
N () = = (" (), u* (), N\ (t),1), (2.44)

aient des solutions (x*(t), \* (t)) sous les conditions de transversalité :

oh oh\"* r
) e [(2) o] o= 2

t=ty

et u*(t) est un minimum global du Hamiltonien sur %

min J (a° (£) ,u (£), A" (£) ,8) = 2 (2 (£) u” (£) X" (1) 1), (2.46)
(2 (1), u (), N (1) 1) > 20 (2" (£) ,u" (£) N (1) ,t) Yue. (2.47)

La relation (2.46) signifie que la condition nécessaire d’optimalité est que le controle
optimal devrait minimiser 1’Hamiltonien, c’est la principale contribution du principe du
minimum de Pontryagin. Nous notons que ce n’est qu'une condition nécessaire et n’est
généralement pas suffisante pour I'optimalité.

Le principe du minimum de Pontryagin remplace le calcul de la commande optimale par
la résolution d’un systeme d’équations différentielles ordinaires avec conditions aux deux

bouts auquel on adjoint un probleme d’optimisation élémentaire résolu a chaque instant.

2.2.2 Probleme de Controéle Linéaire Quadratique (LQ) :

Le probleme linéaire-quadratique (L) est probablement le probléme de contrdle optimal
le plus célebre. Il se réfere a un systeme linéaire et un indice de performance quadratique
selon 1’énoncé suivant.

Soit [tg,ts] un intervalle de temps fini et soient

A:fto, tg] > R™™ t - A(t) B:[to,ty] > R™™, t — B(t)
Q :[to,tf] = R t = Q(t) R:[to,t;] > R™™ t— R(t),
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des fonctions matricielles continues sur [t, ¢7]. Nous supposons que les matrices @ () et R (¢)
sont symétriques et que @ (t) est semi-définie positive et R (t) est définie positive pour tout
t € [to,ts]. De plus, soit S € R™ ™ une matrice semi-définie positive constante et symétrique.

(LQ) : Trouver une fonction de contrdle u* : [ty,t;] — R™, qui minimise le critere de

performance quadratique

J= 2T ) S ) (ty) + = / " HOMa ) +uT ORMB ) (2.48)

2 2 /.,
T(t) = At)x(t)+ B(t)u(t), (2.49)
x(ty) = o, (2.50)

ol 7o et to sont donnés, t; est fixé, et I'état final x (t7) n’est pas fixé, on n’'impose aucune
contrainte sur le controle.
En utilisant la définition de ’'Hamiltonien donnée par (2.31) avec I'indice de performance

(2.48) et I'équation d’état (2.49), on obtient I’Hamiltonien :

A () ult), A (1) = % («"Qx + u" Ru) + A (Az + Bu). (2.51)

Alors les équations données par le principe du minimum (faible) L@ s’écrivent

() = B =A{)r" (t)+ Bt u () (2.52)
ANt) = = =—-Q )" (t) — AT (1) X" (1), (2.53)

et
H, = R(t)u* (t) + BT () \* (t) = 0. (2.54)

La relation (2.54) conduit a
u* (t) = —R'(t) B (1) \* (1). (2.55)

Substituons la relation de controle (2.55) dans I’équation d’état (2.52) pour obtenir le
systeme canonique (état et état adjointe), également appelé systeme Hamiltonien des
équations
i (t) = A@)z*(t)—-B@) R (t) BT () \*(t). (2.56)
M) = —Q)x*(t)— AT () \* (). (2.57)
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Ici, pour notre systeme actuel t; est fixé ce qui fait oty = 0, par contre x(t;) n’est pas
spécifié ce qui rend dx(ty) arbitraire. Par conséquent, le coefficient de dx(t;) dans (2.45)

devient nul, c’est-a-dire; la relation (2.45) devient

vt = (Gr) =8 . (25%)

Ecrivons les relations (2.56), (2.57) et les conditions aux bords (2.50) et (2.58) sous forme

matricielle, on trouve
(L) = (M9, PO OTI ). e

(;;((ttof))) B (S (tf)x o (tf))' (2.60)

La solution du systeme (2.59) et (2.60) est obtenue a partir du Théoréme suivant :

Théoreéme 2.5 [3] La solution du probléme de contréole optimal linéaire-quadratique [LQ)]

est donnée par le controle linéaire
ut (t,2* (1)) = =R (t) B (t) P (t) z* (1), (2.61)
ou P (t) doit satisfaire a 'équation différentielle matricielle
PO+POAR+AT ) PO)—POBHORT OB OP#)+Q(t) = 0, (2.62)
Pty) = S(t;)[2.63)
Cette solution P (t) existe sur lintervalle complet [to,ts] et elle est semi-définie positive.

L’équation (2.62) est appelée 1’équation différentielle matricielle de Riccati. P(t) est ap-
pelée la matrice de coefficient de Riccati ou simplement la matrice de Riccati ou le coefficient

de Riccati.

2.2.3 Méthodes directes

Les méthodes basées sur le principe de minimum de Pontryagin (équations d’Euler-
Lagrange) sont habituellement classées comme des méthodes indirectes[6]. Le principal avan-
tage des méthodes indirectes est que les solutions obtenues produisent I’existence et I'unicité
des résultats, des solutions exactes quand le TPBVP peut étre résolu analytiquement et des
estimations d’erreur quand il est résolu numériquement[65]. D’autre part, elles présentent

certains inconvénients [43, 8] :
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- Il est nécessaire de dériver des expressions analytiquement pour les conditions
nécessaires, et pour une équation d’état non linéaire compliquée .

- Le manque de robustesse.

- Exige une connaissance approfondie du modele mathématique et physique du systeme.

Pour éviter ces inconvénients et d’autres, de nombreux chercheurs ont proposés des
méthodes directes pour résoudre les problemes de controle optimal. La méthode directe
[43] est basée sur des approches de programmation non linéaire (PNL) qui transcrivent des
problemes de controle optimal en problemes de PNL et en appliquant les techniques de PNL
existantes pour les résoudre. Dans la plupart des applications pratiques, les problemes de
commande optimale sont décrits par des équations différentielles non linéaires difficiles a
résoudre par des méthodes indirectes. Dans cette méthode, la solution optimale est obtenue
par une minimisation directe de la fonction objectif soumis aux contraintes. Les méthodes
directes sont classées en méthodes de discrétisation ou de paramétrisation de I’état et / ou
des variables de controle.

En discrétisation, de nombreux points discrets (échantillons) de I’état et / ou de la
variable de controle sont nécessaires pour produire des résultats précis, ce qui rend le systeme
de grande dimension.

La paramétrisation peut étre mise en ceuvre par I'une des trois voies [43] :

(a) Paramétrisation de controle : nous approximons les variables de controle par une
série finie de fonctions connues avec des parametres inconnus, puis les variables d’état
sont obtenues en fonction des parametres inconnus en intégrant I’équation d’état du
systeme, mais ce procédé cotite cher.

(b) Paramétrisation de I’état et du controle, de cette facon nous approximons les deux
variables d’état et de controle par une série finie de fonctions connues avec des pa-
rametres inconnus, le systeme résultant se terminera par de grands parametres in-
connus.

(c) La paramétrisation de I’état est la méthode la moins utilisée par rapport aux autres.
Dans cette voie seules quelques grandeurs d’état sont approximées directement par
une série finie de fonctions connues avec des parametres inconnus. Les autres va-
riables d’état et de commande sont obtenues en fonction des parametres inconnus
directement a partir de I’équation (s) d’état.

Dans ce travail, nous utilisons I'approche donnée en (b) en s’appuiant sur I’approximation

par ondelettes.
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CHAPITRE 3
Théorie des ondelettes

Le mot <ondelette> qui signifie <petite onde> a été introduit par Jean Morlet et Gross-
mann [36] au début des années 1980, influencé par des idées de mathématiques pures et
appliquées. Les ondelettes ont été développées indépendamment dans les domaines des
mathématiques, de la physique quantique, de 1’électrotechnique, de la géologie sismique,
de la technologie médicale, etc... L’analyse par ondelettes a été introduite a l'origine afin
d’améliorer le traitement des signaux sismiques en passant de I’analyse de Fourier a courte
durée a de nouveaux algorithmes pour détecter et analyser les changements brusques de
signaux. Du point de vue de la théorie de I'approximation et de ’analyse harmonique, la
théorie des ondelettes est importante a plusieurs égards. Elle donne des bases d’ondelettes
inconditionnelles simples et élégantes pour les espaces fonctionnels (Lebesgue, Sobolev, Be-
sov, etc...).

Un développement récent de la théorie de 'approximation est ’approximation d’une
fonction arbitraire par des polynomes d’ondelettes. Il existe différents types d’ondelettes
telles que I'ondelette de Haar, I'ondelette du Chapeau mexicain, 'ondelette de Shannon,
I’ondelette de Daubechies, 'ondelette de Meyer, ondelettes basés sur les polynémes ortho-

gonaux, etc...

Définition 3.1 Une fonction ¢ (t) € L' (R) N L*(R) est une ondelette si elle vérifie la

condition d’admissibilité : )

+o0 |9 (v)
Cy = / < o (3.1)
Ce qui implique
“+oo
Y (t)dt = 0. (3.2)

Ou ¥ (v) est la transformation de Fourier de la fonction 1.

Y

Par défaut lorsqu’on emploi le terme ondelette, il faut entendre ” ondelette mere 0”7 car elle

va servir de prototype de base pour g énérer toute une famille d’ondelette 1, (les ondelettes
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filles) :

¢a,b(t):%¢(t_7a>, aeRY, beR.

Ce sont des copies dilatés ou comprimées et translatées dans le temps de 'ondelette mere.
Nous appelons transformée en ondelettes continue de f € L? (R) au temps b et & 1’échelle

a

Wha= [ 1O (7)o (33)

Le facteur d’echelle a et le pas de translation b sont des réels et la transformation en
ondelettes est continue et donc redondante. Il est donc évident qu'une discrétisation de la
transformation doit étre envisagée si on souhaite obtenir une transformation non redondante.
On posera

a:agk etb:nboaak avec ag, by € 7Z,

d’ou l'expression de la transformée en ondelettes discretes

+o0

f @)Y (ag™t —n bo) dt.

_k
Waf (k,n) =ay*

La famille d’ondelettes discretes est donnée par
Urn (8) = lao] ® & (aft — nby) . (3.4)
Si on choisit ag = 2 et by = 1, on parle de transformée dyadique.
Ui () = 239 (2% — n) . (3.5)
Dans ce cas {¢;,,} forme une base orthonormée de L? (R) [10, 37].

Exemple 3.1 Les fonctions de Haar ont été employées a partir de 1910 par le
mathématicien hongrois Alferd Haar. Ce sont les plus simples parmi les différents types

d’ondelettes. L’ondelette mere de Haar est définie par :

1 si 0<t<j
U (t) = —1 st 3<t<l (3.6)
0 ailleurs
La formule générale pour la famille des ondelettes de Haar peut s’écrire
1 Si L <t< B
Ve (t) =9 -1 si T <<zl (3.7)

0 azlleurs
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Yo = W) V1o = P23 i =dR2x-1)

1 ~
T As

FIGURE 3.1 — Ondelettes de Haar n =0,k =0, n=1,k=0etn =1k =1

Y20 = U4 2) Yo =dx=1)  goa=d@x-2)  doy=ydx-3)
| | i
[T T J 1 1 T | ZF

-1 U -1 -1 -1 -

FIGURE 3.2 — Ondelettes de Haarn =2k =0, n=2k=1,n=2k=2etn =2,k =3

Exemple 3.2 Considérons l'ondelette de Morlet (partie réelle)

2

¥ (t) = cos (5t) e 7,

alors les ondelettes filles sont définies par

2
2kt—n)

Vi () = 925 cos (52" —n))e =

FIGURE 3.3 — Ondelette de Morlet k =0, n=0et k=0, n = 1.
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FIGURE 3.4 — Ondelette de Morlet k =1, n=0et k= -1, n = —1.

3.0.1 Ondelettes et approximation

Dans de nombreuses applications en mathématiques, nous faisons face a des fonctions
qui sont beaucoup plus compliquées que les fonctions standard de I'analyse classique. Cer-
taines de ces fonctions ne peuvent pas étre exprimées sous forme explicite, donc une ap-
proximation est nécessaire. Un théoreme important concernant I’approximation de fonctions
continues par polynomes est donné par Weierstrass qui dit que toute fonction continue sur
un intervalle fermé de R peut étre approchée par un polynéme [17]. En 1714 le théoréme
de Taylor représente le polynome qui se rapproche d'une fonction en utilisant ’ensemble
{(t —to)"},—, comme base. En 1808 Fourier utilise I'ensemble {cosnt,sinnt} - comme
base pour représenter des fonctions de période p = 2w, puis généralisé a des fonctions de
toute période p = 2L. Un développement récent de la théorie de I'approximation est I'ap-
proximation d'une fonction arbitraire par les ondelettes. Pour toute fonction f(t) € L? on

a sa représentation en série d’ondelettes donnée par
FO =2 ciatin®) =D > {fvin) fi (3:8)
keZ jET keZ jeT
ol les coefficients c¢;; sont définis de fagon unique par
+oo

cik = (fL¥jn) = f(t) b (t) dt, (3.9)

oll ¥; (t) est donnée par (3.5).
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3.1 Les ondelettes de Legendre

3.1.1 Les polynomes de Legendre
Définition 3.2 [1, 12| Les polynomes de Legendre L, (x), sont les solutions de l’équation
différentielle, dite de Legendre

;H(l—ﬁ) 7 ]+n(n+1)Ln(t):0, it] <1, n>0. (3.10)

Les premauers polynomes sont

1
Ly(t) = 5(31&2 1)
1
Ly (t) = 5(5t3 3t)
1
Ly(t) = é(35754 30t + 3)
1
Ls(t) = §(63t5 70t% + 15t)
1
Le(t) = 1—6(231t6—315t4+105t2—5).

Propriétés des polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre peuvent étre exprimés sous une forme plus compacte.

Théoréme 3.1 [41] ( Formule de Rodrigues) Le polynome de Legendre L,, de degré n > 0,

est donné par
1 d" n
L, ) = — (2 =1)". 3.11
*) 2nn! dtn ( ) ( )

Une conséquence de cette formule est la propriété suivante entre trois polyndomes de

Legendre consécutifs. Les polynomes de Legendre satisfont la relation de récurrence
(m+1) Ly (t) = 2n+ 1)tL, (t) —nLl,—1 (t), n>1 (3.12)

avec

LO (t) = 17 Ll (t) =

Ces polynomes possedent aussi les propriétés suivantes :
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a) Forme explicite [58] :

1 ["f (—1)* (20 — 2k)1tn—2k

L, (t) = — 1
n (1) 2n =kl (n — k)l (n — 2k)! ’ (3:13)
ou [n/2] est la partie entiere de n/2.
b) Majorations [13] :
Vi e [-1,+1], L, (t)] <1 (3.14)
1
vioe [-L+1],  |IL@)] < % (3.15)

¢) Les polynomes de Legendre sont des polynomes orthogonaux relativement a la fonc-

tion poids w (t) = 1 sur lintervalle |—1,+1]

/HLn(t)Lm(t)dt:{ (2) B n#m, (3.16)

1 I+l S1 n=1Mm

{, /5725 Ln (t)}nEN est une base orthonormée dans L2 (]—1, +1[) . [23]

3.1.2 Les ondelettes de Legendre

Les ondelettes de Legendre ), ,, (t) = ¢ (k,n,m,t) ont quatre arguments; n = 2n —
I,n = 1,2,3...,2" " et & peut prendre n’'importe quel entier positif, m est I'ordre du

polynéomes de Legendre et ¢ est le temps normalisé. Ils sont definie sur 'intervalle [0, 1) par

,/m+12§Lm 2kt —n our =1 <t < ndlL
wn,m (t) _ 2 ( ) P 2k —= 2k (317)

0 ailleurs

oum=0,1,..M -1, n=1,23,....2" 1. Le coefficient 4/m +% dans 1’équation (3.17)

assure I'orthonormalité, le parametre de dilatation est @ = 27% et le parametre de la trans-
lation est b = n27%. L,,(t) étant le polynome de Legendre d’ordre m.

Approximation d’une fonction

Une fonction f a carré intégrable sur [0, 1) peut étre développée en une série d’ondelettes

de Legendre par

FO=2" camtbm (1), (3.18)

n=1 m=0
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ou le coefficient ¢,,,,, est donné par

Cnm = (f()s Yum () -

Si la série infinie dans I’équation (3.18) est tronquée, alors elle peut s’écrire sous la forme

2k=1 pr—1

f <t> = Z Z Cnmd}nm (t) = CT\I} (t) (319)

n=1 m=0

ot C est W () sont des matrices de dimension 2¥~1M x 1 donnés par

¢ = [010,011, <05 C1M—15 €205 +-+y C2M —1, -+, Cok—10, ~~702k—1M—1]T (3-20)
U(t) = [o(t), i (t),...;rim—1 (t) ;20 (L), - Yanr—1 (t) 5 ...,
Yop—1g (t) 5 oy or—1p7_1 ()" (3.21)

L’intégration du vecteur W () definie dans I’équation (3.21) peut étre obtenus par

t
/ U (t") dt" = PV (t) (3.22)
0
olt P est la matrice opérationelle d’intégration de dimension (2¥7'M) x (2¥7'M) donnée
par i i
L F F F
0 L F F
1
F
0O 0 .. 0 L
L et F' dans I'équation (3.23) sont des matrices de dimension M x M, définies par
2 0 ... 0]
00 .. 0
F =
0 0 0
et
_ X -
1 7 0 0 0 0 0
V3 V3
- 0 3E 0 0 0 0
V5 V5
0 —35 0 Wi 0 0 0
- V7
L=10 0 —78 0 0 0 0
2M—3 2M—3
0 0 0 0 - T (2M—3)v2M—5 0 (2M—3)v/2M—1
2M—1
L 0 0 0 0 0 T (2M—-1)\2M—3 0 ]
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Notant que, l'intégration du produit de deux vecteurs d’ondelettes de Legendre est donné

par [63]

I = / v (t) ot (t)dt (3.24)

3.1.3 Matrice opérationnelle de dérivation

Théoréme 3.2 [50] La dérivée du vecteur W (t) définie dans (3.21) peut étre obtenue comme

suit ©
dv (t
—= =DV (¢t 3.25
h ), (3.25)
ou D est la matrice opérationnelle de dérivation d’ordre 28~'M x 2K-'M définie comme
suit :
L 0
0
D =
00 --- [

dans laquelle L est une matrice d’ordre M x M son (r,s)ieme élément est défini par

B 2k\/(2r — 1) (2s — 1) r=2..M, s=1...,r—1 et (r+s) impair,
" 0 autrement.
(3.26)

3.1.4 Analyse de convegence et estimation de ’erreur

La convergence de la série des ondelettes de Legendre est assurée par le théoreme suivant.

Théoreme 3.3 [52] Une fonction [ définie sur [0,1] avec une dérivée seconde bornée
| (t)] < B, peut étre développée comme une somme infinie des ondelettes de Legendre

et la série converge uniformément vers la fonction f, c’est-a-dire
[e.e] o0
n=1 m=0

en outre les coefficients ¢y, sont bornés;

BV12
(2n — 3)2.

|Crm]| <

[N

(2n)

L’erreur liée a I'approximation de fonction ci-dessus est élucidée dans le lemme suivant
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Lemme 3.1 [71] Supposons que la fonction f : [0,1) — R est m fois continiment

différentiable, f € C™([0,1]). Alos l’erreur de cette approxzimation est estimée a

|f—CTy| < sup | (¢)].

ml2mk e ]

3.2 Les ondelettes de Bernoulli

3.2.1 Les nombres et les polynémes de Bernoulli

Les polynomes de Bernoulli d’ordre m sont définis sur 'intervalle [0, 1] par

By, (1) = Xm: (’Z) apt™ ", (3.27)

k=0
ou «;, 1 = 0,1,...,m sont les nombres de Bernoulli. Ces nombres sont définis par

7

t =t
= ;)a; (3.28)

Les premiers nombres de Bernoulli sont

1 1 1
Oé():]., 041:—57 062:6, ()é3:0, 0142—%, OéﬁIE,... (329)
tels que igjr1 = 0, 1= ]_,2,
Les premiers polynomes de Bernoulli sont
1 9 1 3 3.5 1
Ces polynomes satisfont aux formules suivantes [4]
1 In!
. n—1 m:mn:
/Bn () By (1t = (1) T mon> L (3.31)
0
dB, (t
dt( ) =nB,_1 (t) (3.32)
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Si l'on introduit le vecteur de Bernoulli B(¢) sous la forme B (t) = [By (t), By (t) , ..., By (t)],
alors sa dérivée B’'(t) peut étre exprimée sous forme de matrice par [34] :

B} (t) 000 -- 0 0 0[] B(t)

B} (t) 100 - 0 0 0| Bt

B, (t 020 .- 0 0 0f| Bt

2.<) =1. . . S 2.() , (3.33)
Bly_, (1) 0 N—1 0 0||By_1(t)
 By() | [0 0 0 0] | By (t) |

e ¥ pe

ou S est la matrice opérationnelle de dérivation des polynoémes de Bernoulli d’ordre (N +
1) x (N +1).

Lemme 3.2 [35]Les nombres de Bernoulli sont définis par la relation de récurrence suivante
o 1 1, s m=0,
3 <m N )aj - (3.34)
=0 J 0, st m=>1.

Corollaire 3.3 Soit p un entier et soit oy, les nombres de Bernoulli. Alors on a la formule

suivante

p

1 L, p=0,
E ———p = 3.35
— k!(p—f—l—k)!ak { 0 > (3.35)

, p> 1.

Preuve En utilisant le lemme 3.2, nous obtenons

kj()k:!(p%—l—k:) p+1'k:0 0, p>1.

Lemme 3.4 [57)Soit oy, les nombres de Bernoulli. Alors, la matrice V = (v;;) définie par

. i
vi=1{ sy (3.36)
(

. .)ozi_j autrement,
i—j

est inversible. Son inverse est donné par

i ) i>
_ i\ ) =J
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Corollaire 3.5 Soit \; > 0 des nombres réels et oy, les nombres de Bernoulli. Alors, la

matrice W = (w;;) définie par

0 sii < j,

wy =9 (i—l) , (3.38)
i—1 ) Qi stnon,

1 i S
4 : ;12
wfl _ iAj—1 (] _ 1) J (339)

ol )\0:1

3.2.2 Les ondelettes de Bernoulli

Les ondelettes de Bernoulli ,,,(t) = v (k,n,m,t) ont quatre arguments;n =
0,1,2,3,...,28 =1, m = 0,1,..., M, et k un entier positif, m est 'ordre des polynémes
de Bernoulli.

Ils sont définis sur 'intervalle [0, 1] comme dans [45], par

25\ By (25 — 1) si & <t < nL

0 autrement,
tel que
1, m =0,
A = 3.41
L , m > 0. ( )

_1ym—1 N2

L assure la normalité. Ici les B,, sont les polynomes de Bernoulli

Le coefficient
(=)™~ (mn?
EENCDIE

d’ordre m.

Approximation des fonctions

Une fonction f a carré intégrable sur [0, 1) peut étre développée en série d’ondelettes de

Bernoulli :

FO =" comtum (t) (3.42)

n=1 m=0

oU Cpm = (f (), ¥pm (t)) , dans lequel (.,.) désigne le produit scalaire.
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Si la série infinie dans 1’équation (3.42) est tronquée, alors elle peut s’écrire sous la forme

2k—1 M

f (t) = Z Z CrmWnm (t) =C"v (t)

n=0 m=0

ot C' est W () sont des matrices de dimension 2¥~1M x 1 donnés par

T
C = [60,0761,17'~'7CO,M701,07maCl,Ma~'-762k—1,07~~702k—1,M}

v (t> = [w0,0 (t) 7¢0,1 (t> )ty wQM (t) f%,o (t> gy wl,M (t) )

X kafl,O (t) D) kafl,M (t)]T

Le vecteur C' peut étre calculé par (voir [45])

CT — FTHfl

ou
F= [fO,Oafl,l,'-->f07M7f1,07-'-afl,M;~-~7f2k—1,()7-'-af2k—1,M}T>
dans lequel 1
fo= [ F@yvs @
et 0
H = [hn]

est une matrice d’ordre 2% (M + 1) x 2¥ (M + 1) donnée par

H:/llll(t)\I/T(t)dt.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Par exemple avec k = 1 et M = 2, H est la matrice identité et pour £ =1 et M = 4 nous

avons

1 0 0 0 0o 0 0 0 0
0 1 0 —y/i 0 0 0 0 0
0 0 1 0 -2/5 0 o0 0 0
VA 1 0 0 0 0 0

. 0 0 =24/ 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0o 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 —y/15
0 0 0 0 0 0 0 1 0 -2
0 0 0 0 0 0 —/& 0 1
0 0 0 0 0 0 0 =24/ 0
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3.2.3 Matrice opérationnelle de dérivation

Dans la section suivante, nous introduisons une nouvelle matrice opérationnelle d’onde-
lettes de Bernoulli de dérivation. Notons que dans [7], Balaji a utilisé une telle matrice, mais
dans un cas particulier avec M = 3,k = 2, selon sa base, ce qui équivaut a M = 2,k =1,

dans notre base.

Théoréme 3.4 (Théoreme fondamental) Soit U(t) le vecteur d’ondelettes de Bernoulli
défini dans (3.45). La dérivée du vecteur V(t) peut étre exprimée par

A (1)

— = Du(), (3.48)

ot D est la matrice opérationnelle de dérivation d’ordre 2% (M + 1) x 28 (M + 1) définie

comme suit

L O-- 0
L_al0L 0

dans lequel L est la matrice d’ordre (M + 1) x (M + 1), son (i,j)ieme élément est défini

comme suit

i1 - . . .
2L p—g=11:1=2,.M+1 5=1,... M
Lij = Aj—1 J J (3.49)
0 autrement,
ou \; est défini par (3.41).
Preuve Le vecteur W(t) dans (3.45) peut étre écrit comme suit
U(t) = [To(t), Ui (t), ..., Uor_4 ()], (3.50)
ou
Wy(t) = [tho (8)  thua (8) s thiar (£)), 1=0,1,...,2° — 1. (3.51)
Soit T' = 2Ft — n, alors
ar
— =2 3.52
dt ) ( )
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on peut écrire 1y, (t) comme suit

Yum(t) = 22XnB, (2 — )
= 25}"”2 (7;)04 Tmk
k=0
= 2

et
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Maintenant, nous pouvons réécrire (3.51) de cette maniere

Uo(t) = 22 NoAE (£), MALE (£), ... \swAuE (0)]F

R
T
[67)) 0 0
M (o 0 O | s
=2 nl@a Ba G a1
Tm+1
Ml (i) em (o) on (5wl
TM
ou bien
U, (t) = 22 Wy E (). (3.53)
En utilisant le Corollaire 3.5, nous avons :
E(t) =22 W' W, (). (3.54)

En dérivant pa rapport a ¢t dans (3.53), nous obtenons
d d

k
S, () = 25 W =B (1),
p (t) Yo7 (1)
ol
d
ZE() = [0,2%,2 x 28T, 3 x 2¥T2, .. M x 2¢7M-1]"
000 - 0 0 o\ [ 1 |
100 - 0 0 0 T
Joz20 - 0 0 0 T2
— 9
00 0 M—1 0 of | v
00 0 0o Mo | ™ |
M E(t)
S

En utilisant I équation (3.52), on obtient
4
dt

et par I’équation (3.54), nous avons

a
dt

U, (t) = 22 Wy 28 SE (1),

U, (t) = 25 W 288 x 272 W, W, ().
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Calculons & présent L = Wy, SW;,;'. Nous aurons

0 0 0

)\1 ((1))0./0 0 0

o[ (2 2(2 0

WS = 2[(;) aq (3)0‘0 .
X[ () e 2() 3 (o)

An| (Ml\{l) -1 2 (MA{Q) -2 3 (MA{B) -3

la ligne i; ¢ =1,2,..., M + 1, de la matrice Wj,.S est

j—2
A

Ve

i—1 i—1 S i—1
i T PO /Rl O IR e 7l i1y e
' (@'—2>a 2o )<@—J)a ]J(Z—J—l)a a

La colonne j; j = 1,2, ..., M + 1, dans la matrice W, est

S o o

= =)

j—1

L oo L 1 [(j+1 1 [i—1\ 1
N |GG =) i\ i — I\ - 1)

Niog (i — 1) 1
= ; - Q.
A1 (G =D = rl(i = j =)t
Aiog (i — 1) & 1
= 2l o p=1—7-1
A (=DM rt(p+1—r)!

En utilisant le Corollaire 3.3, nous obtenons

L..:{j/\j1 1 1 —)=

ij
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Donc
av (¢
# = [2FLW, (), 25 LW, (1), .., 2° L0 (1)]
L O - O Uy (t)
_ o O L --- O Uy (t)
O O --- L Wy (t)
ou "
av (t
——= =DV (¢
A (),
L O O
L - O
avec D = 28| |, les matrice L et O sont d’ordre (M +1) x (M +1).
O 0O --- L

(O est la matrice nulle) m

En utilisant I’équation (3.48) , nous avons :

Corollaire 3.6 La matrice opérationnelle pour la dérivée n-ieme est

4" (t)
dtn

— D" (1),

ou D" est la puissance n — ieme de la matrice D.
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CHAPITRE 4
Applications

4.1 Matrice opérationnelle de dérivation des onde-

lettes de Legendre pour le calcul des variations

Considérons le probleme de trouver 'extremum de la fonctionnelle
1

J:/F(t,x(t),x'(t))dt,
0
avec les conditions aux limites

Supposons que
Ft,z(t),z(1)=VT()HV (),
V(t)= [tz (1), & (0)]"

tel que

{ () =21 (), 22 (1) coon (1)
T (t) = [j:l (t) , Lo (t) s EN (t)]T7
et H est une matrice réelle symétrique d’ordre (2N + 1) x (2N + 1).

hl,l h1,2 h1,2N+1
hoa hoont1
H =
hontia honii2 -+ -+ hangionsa

26

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)



Applications

En développant chaque composante du vecteur d’état en base d’ondelettes de Legendre,
on obtient

z ()= CI U (), (4.5)

et en utilisation I’équation (3.25), nous avons
i (t) =CIDW(t). (4.6)
Nous pouvons aussi exprimer ¢ en termes de 1) (¢) par

Sit=dj W (t).

Vo= [dTw),..dyv ), Cre),..,chet),crpw(t),...chpw ()] (4.7)
= (0T t)dy,..., 0T (t)dy, ¥ (1) Cy, ..., ¥T (t) On, W' (t) DTCy, ..., ¥ (t) DTCN]"

et

N
( (hijdi + hnsijCl 4 hanyi;CT D) W (¢) U (t) dj+ (4.8)
=1

7

M= 10

(hin+idi + hnin+CF + honyine;CF D) W (t) o7 (1) C; +  (4.9)

=1

M-

I
—

)

(hi,2N+jdiT + hN+i,2N+jCiT + h2N+i,2N+jC¢TD> v (t) vt (1) DTCj) :

Par I’équation (3.24) , on a

I
.MZ

N
(Z (hijd! + hysijCF 4 hanyiyCI D) dj+ (4.10)

1 i=1

J

M-

(hineidi + hyinsiCF + hanyin;CF D) C; + (4.11)

i=1

NE

(hi,2N+jd? + hN+i,2N+jCz‘T + h2N+i,2N+jCiTD) DTCj)
1

(2

Les conditions aux limites de 1’équation (4.2) peuvent étre exprimées en termes d’onde-

lettes de Legendre par
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CIw(0)=a;, Crw(1)=b, CI'DV(0)=a; CIDW(1)=p. (4.12)
Ainsi, le probleme des équations (4.1) et (4.2) a été réduit a un probleme d’optimisation

statique.

4.1.1 Le cas unidimensionnel

Dans le cas unidimensionnel (N = 1), la matrice Hessienne H = (h;;), ; donné dans (4.3)
est une matrice symétrique d’ordre 3 x 3. En développant chaque composante du vecteur

d’état en séries d’ondelettes de Legendre, on obtient

z(t)=CT(t) (4.13)
En utilisant la relation (3.25), on obtient
@ (t) =C" DV () (4.14)
Nous pouvons également exprimer ¢ en termes de U (¢) comme
t=d U (t). (4.15)
donc, le vecteur V' (t) donné par la relation (4.4) devient
V()= [d"W(t),CTU(t),CTDY (1) . (4.16)

En substituant (4.16) dans (4.3), on trouve

1

F(ta(t),@(t) =5V (5 HV (1) (4.17)
_ % (dTW (£),0,0) H (d7 (t),0,0)" (4.18)
+ (dTW (t),0,0) H (0,CTW (1), CTDY ()
+ % (0,CTW (), CTDW (1)) H (0,CTW (1), CTDU () .

~—~

En intégrant la relation (4.18) et en utilisant la relation (3.25) nous trouvons que :

J=Ji+ Jy+ Js,

tel que
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1
J, = %/(dﬂy (t),0,0) H (d"W (t),0,0) " dt = %hnd—rd,
0

J

o O —__

(d"W (t),0,0) H (0,CTW (1), CTDW (1)) dt

(hi2d" U () U (1) C + hysd "W () U () DTC) dt
= (h12d" 4+ hy3d" D7) C.
et

Js== [ (0,CTW(t),CTDW (1)) H(0,CTW (t),CT DY (1)) dt

N | —

1

1
0/
1
/ (hasCTU (£) U7 (£) C + hasCTW (1) U7 (#) DTC+
0
h3oC DU ()W (t) C + hy3CT DY () W' (t) DTC)dt
1
- 5(thTC + ho3CTDTC + h3oCTDC + h33CTDD'C)
1
= 5CT(hmI + ho3D" + h3sD + hy3DDT)C.
Pour simplifier, nous posons

K = hyod + hy3Dd and H = hgol + hosD" + hsoD 4 hssDD' . (4.19)

Ainsi
1 . 1
J(C) = 5(JTHC +K'C+ éhl,lcﬁd. (4.20)
De larelation (4.19) et de la symétrie de H, on en déduit que H est également symétrique.
Il s’ensuit que la réduction (4.20) est une fonction objectif quadratique . En utilisant la

méme approche, les relations (4.2) donnent des contraintes linéaires en C'. La continuité des

variables d’état entre les différentes sections fournit 2¥~! — 1 contraintes d’égalité linéaire

J J : _
CT <\Ij] (%) - \Ijj+1 (W)) = 0, ] = 1, ,2k - 1, (421)

Wy (1) = [thio (t) 0 (8) ooy Va1 (B)], 1=1,...,25 1 (4.22)

de la forme

ou
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Par conséquent, nous obtenons un programme de programmation quadratique avec

contraintes linéaires.

4.1.2 Le cas multidimensionnel

Supposons maintenant que la variable d’état x (¢) et son dérivé & (t) prennent leurs
valeurs dans RY. Nous reprenons le probléeme (4.1) avec les conditions aux limites générales
(4.2). La matrice Hessienne H = (h;;),; donnée dans (4.3), est une matrice symétrique

d’ordre 2N + 1 x 2N + 1 . Dans ce cas, 1es relations (4.13) et (4.14) deviennent
() =ClV(t), i=1,2,..,N (4.23)

et
i;(t)=C/ DV (t), i=1,2,..,N. (4.24)

Le vecteur V (t) de R*¥*! prend la forme suivante
V(t)=1[d"V(@),C{ ¥ (t),CyU(t),.Cy¥(t),C DU (t),Cy DV (t),...,CyDY (t)]T
et

F(tat),st) == [(t07,07) + (0,27 (1),i7 (1)) H [(t,oT,oT)T+ (0,27 (), &7 (t))T],

l\DIr—t

ot 0 est le vecteur nul de RV,

En utilisant le méme développement de la derniere sous-section, on a
J=J+ Jo+ Js3,

tel que
1 T
Jl - ihl’ld d (425)

T

1
:/(dT\If(t),OT,OT)H(O,\I/T (£) Cry oo UT (£) Oy, UT (1) DO, . 0T (1) DTCy) " dt
0

1
/ A7 (oW () U (£) Cr + hag® (1) U (1) Co + o + han e (£) U7 (£) Ot
0
Pan2U (U () DTOL + .. 4+ hian ¥ (1) U7 (£) DT Oy )dt.

De (4.18), nous avons

Jo=d" (K1 + KQDT) C, avec C = [C}, ...,C’N]T, (4.26)
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ol K et K sont des matrices d’'ordre (2¥7'M x N2*~1M) avec
Ky =[Hy2,.... Hint1] et Ko =[Hint2, ..., Hioni], (4.27)
et H;; sont des matrices d’ordre 2"~ M x 2¥=1M définies par
H; j = hijlge—1p1xov—110).- (4.28)

Calculons maintenant Js,

1
/ 0,0/ W (t),.,CR¥ (t),C{ DV (t),..,CyD¥ (t)) H(0,C{ ¥ (t),..,CyV (t),C DV (t),

0

N |

L, ONDY ()" dt

1

1
=3 / (CYU (&)U (t) {hooC1 + .. + hani1On + hon42 D Cr + oo+ hoon 1D Oy} +
0
(4.29)

Co,U (1)U’ (t) {h3201+ A han41On + han2DTCL+ oo+ hyan i D CN}+ ------ +

CyU () UT (#) {hns12C1 + oo + Aysinv41Cn + Ansin+2D O+ oo+ hvion 1D Oy} +

OTD‘I/ (1) ( {hN+2 201 + ... + hnypo N4 1CON + hivgo, N+2D Ci+ ...+ hyyoona D CN} +
LA OXDY ()Y (1) {hany1201 + oo + hon 1 v 11CN + RonyinseD T Ch+ .

+ hant1on+1 DT Cy})dt

= %[C’F {h22C1 + ... + hav41CN + honso D Cr + .. 4 hoonn DT Cn } +

Cy {3201 + ... + hani1On + hy N2 D Cr+ oo 4+ haon 1D Oy} + o, +

C]Tf {hN+1,2C1 + ..+ hvpi v COn + hN+1,N+2DT01 + ...+ hN+1,2N+1DTCN} +

CY D {hyi22C1 + .. + hnion11Cn + nsonioD Cr + oo+ hypoon D Cn ) + ot

CyD {h2N+1,201 + ..+ hanpi, N1 On + h2N+1,N+2DTC1 + ...+ h2N+1,2N+1DTON}]

— %[Cf {my+mp} o+ o] {m+ mDyC+ ..+ Ol {Hyy + H D} O+

CTD {H}M + H?MD} C+CyD {H}V+3 + H?mf)} C+..+CLD {H;N+1 + HgNHD} 0]

tel que Hil = [HZ‘Q,HZ‘?” -‘-7HiN+1] et HE = [HiN+27HiN+37 --‘7Hi2N+1]a ou Hij sont définies
dans (4.28) et D est une matrice diagonale d’ordre 28" 1M N x 25-1 M N
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o>
I

o

o

(4.30)

Il s’ensuit que

H} + H2D D(H} ,+ H2,D)

il Hz + H3D C+CT D(H, 3+ H} ;D)

N | —

Hpyy+ Hgﬂﬁ D(Hy, , + H22n+1D)
H} + H3}D + D(H} ., + H2,,D)
H; + HD + D(H, 5 + H}; 3D)

1
=_CT7
2

H),+H:, D+ D(H,,,, + H;,, D)

Par conséquent
1 A
Jz = §CTHC, (4.31)
avec R A
Hy + HiD + D(H,» + Hy ;D)
Hj+ H3D + D(H} 5+ H2 3D)

H= (4.32)

H7]7:+1 + HZJrlD + D(H21n+1 + H22n+1ﬁ)
Ainsi, nous avons réduit le probleme original défini par (4.1) et (4.2) au probleme de pro-

grammation quadratique suivant

{ minJ = Lhy,d"d+d KC + LCTHC (.33

Pour N =1, nous avons
K1 = HLQ = h172 X ]2k—1><M7 KQ = Hl,g = h173 X I2k—1><M7
et

K =hyig X Ipk-1ypr +hizD'.
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On
H=H}+H2D"+D(H 4+ H2D") = hyy X Ik-1 py 4+ has X DT+ D(hsy X Ipk-1 oy +hssD'),

nous retrouvons alors le cas unidimensionnel.

4.1.3 Exemples

Nous introduisons maintenant des exemples illustratifs pour démontrer la validité et
I’applicabilité de la techniques de la matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de

Legendre.

Exemple 4.1 Considérons le probleme de trouver [’extrémum de la fonctionnelle

[63, 14, 2]

J () = / (82 () + ti (8) + 22 (1)) dt, (4.34)

Avec les conditions aux limites

z(0) =
x(l) =

(4.35)

N

La fonction intégrande est quadratique puisque la matrice Hessienne est

0 01
H=10 2 0
1 0 2

Pour résoudre le probléme (4.34) — (4.35)selon la méthode proposée, nous développons x (t),
T (t) et t en série d’ondelettes de Legendre comme dans (4.13), (4.14)et (4.15). De (4.19) et

(4.20), on résout le probléeme de programmation quadratique réduit

minJ = CT (I + DD")C + (Dd)' C,
CTW (0) =0,
CTo(1) =1L

4

Nous résolvons ce programme par la méthode active-set pour obtenir la solution optimale

C*. Ensuite, nous calculons a chaque t la solution x (t) pour des valeurs données de k et M.
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Dans le tableau 1, Les solutions sont données pour k =1 avec M =4, M =6 et M = 8.

Nous avons

et

é]o é]o =

0 0

1
_ 1

0
0
0

o O o O

V35

3V7
VB 0
0 91
V75 0

w
oé,o&loﬁyoo
=) w ot
Ot

OOO()),

o O o O O

M =4

M=6

Exact

0

0

0

0.1

0.041943997233214

0.041950734296532

0.041950728717454

0,041950728717454

0.2

0.079327384025740

0.079317143318258

0.079317146372165

0.079317146372165

0.3

0.112483064653547

0.112473225757596

0.112473228631297

0.112473228631297

0.4

0.141743943392600

0.141750818146863

0.141750812710399

0.141750812710399

0.5

0.167442924518863

0.167442918511224

0.167442918511225

0.167442918511225

0.6

0.189912912308301

0.189807010021660

0.189806681794100

0.189806681794100

0.7

0.209486811036879

0.209068384647919

0.209065932596664

0.209065932596664

0.8

0.226497524980561

0.225423466811476

0.225413452110820

0.225413452110820

0.9

0.241277958415314

0.239043137038491

0.239012941229743

0.239012941229743

0.25

0.25

0.25

0.25

Tableau 1 :Comparaison entre la solution exacte et la solution approximative : z(t)

Exemple 4.2 Considérons le probleme de minimisation de Feldaum Minimiser

sous les contraintes

1

2

J:l/@%a+ﬁ@»ﬁ

0

P () = —a () +ult),
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et
z(0)=1. (4.38)

L’équation (4.37) est équivalente a
u(t)=a(t)+x(t) (4.39)

En substituant ’équation (4.39) dans [’équation (4.36), le probléme de contréle optimal

(4.36) — (4.38) est reformulé comme un probléme de calcul des variations : minimiser

J= % / (202 (1) + & (£) + 2¢ () 2 (1)) dt (4.40)

sous contraintes (4.38) .

En utilisant la méthode actuelle, nous avons

000

11

En résolvant le probleme de programmation quadratique correspondant (pour k = 2, M = 8),

la valeur optimale obtenue de la fonction objectif est J = 0.192909298093169
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Méthode J
Méthode classique de Chebyshev [09)]

m=>5N=8K =16 0.1929094
m="7,N=10; K =20 0.1929030
m=9,N =15; K = 30 0.1929092981
M¢éthode de Legendre décalée [60]

m =95 0.1929092980
m=9 0.1929092981
Meéthode Chebyshev [27]

m=>5N=5 0.192881804
m=T7N=7 0.192906918
m=9N =9 0.192909306
m=25N =11 0.192909298
Meéthode Moyenne cellulaire [29]

m=4 0.19290924
m=>5 0.192909288
m="17 0.1929092981
Méthode Gegenbauer [28]

M =N =40 =0.421 0.192909281
Méthode GTM [26]

L=M=Mp=5 0.1929092981277
L=M=5;Mp=20 0.1929092980933
Méthode actuelle

k=2,M=6 0.192909298094180
k=2,M=28 0.192909298093169

La valeur optimale de la fonction cout J* ~ 0.192909298093169

Tableau 2 :Les résultats numériques obtenus par différentes méthodes pour résoudre [’ezemple 2

Exemple 4.3 Considérons le probleme bidimensionnel du calcul des variations [47]

[i7 () + &5 (s) + 221 (s) 22 (s)] ds,

avec les conditions aux limites

21 (0) =0, 7, (g) =1, 22 (0) = 0 et 2 (g) ~1.
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La solution exacte du probleme est

4|

o - 289 ]

Pour ce probléeme, la transformation s = Zt est utilisée pour modifier ce probléeme variation-
) 2

nel sous la forme suivante

1

J (20, 25) = / [%ﬁ (t)+%:i:§ () + 721 (£) o (t)] it

avec les conditions aux limites
21(0) =0, 21 (1) =1, 22(0) =0 and z5 (1) = 1.

Pour résoudre ce probleme par la méthode proposée, nous firons d’abord k =1 et M = 8§,

nous obtenons

<1L000000)

&

et

o O o o O

La matrice Hessienne est

0000 0
007 00
H=10 7 0 0 0
00020
00002

Comme hy1 = 0, le terme constant J; = 0. De la relation (4.27), nous avons K; = (Hy 2H; 3)
et Ky = (H14H:5), de la relation (4.28) et (4.26) on déduit que le terme linéaire est nul
Jy = 0. Pour calculer le terme quadratique (4.31), on calcule la matrice H par rapport

(4.32)on obtient

i H} + HZD + D(H} + H3D)
H!+ H2D + D(H} + H2D))
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Nous résolvons également le programme réduit par la méthode active-set pour obtenir la

solution optimale C*, nous calculons a chaque fois la solution x (t). Dans le tableau 2, les

solutions sont données pour k = 1 avec M = 4, M = 6, M = 8 et k = 2 avec M = 4,

M=6,M=28.
t M=5 M=6 M =28 Exacte
0 0 0 0 0
0.1 | 0.068538900811 | 0.068537953377 | 0.068537986963 | 0.068537986966

0.2

0.138773307007

0.13877057735

0.138770561037

0.138770561037

0.3

0.212431500817

0.212434229952

0.212434207620

0.212434207624

0.4

0.291349259414

0.291350206310

0.291350244670

0.291350244670

0.5

0.377469854920

0.377469854356

0.377469854357

0.377469854357

0.6

0.472923761106

0.472922198315

0.472922325650

0.472922325659

0.7

0.580072267880

0.580067766100

0.580067700561

0.580067700565

0.8

0.701550699817

0.701555201073

0.701555125600

0.701555125610

0.9

0.840386653993

0.840388216246

0.840388351453

0.840388351459

1

1

1

1

1

Tableau 3 : Comparaison de la solution exacte et approximative de x1(t) = z2(t)

4.2 Matrice opérationnelle de dérivation de Bernoulli

pour le controle optimal

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques en utilisant la méthode

d’ondelettes de Bernoulli proposée et nous comparons les résultats avec d’autres méthodes.

4.2.1 Exemples

Exemple 4.4 Considérons le probleme de Feldbaum :

Minimaser

sous les contraintes

J:

DO | —

/ (22 () + 2 (1)),

() =—z(t) +u(l),
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et
z(0) = 1.
En utilisation "équations (3.43), nous obtenons

1

J— %/(cﬂp BT (T)C + UTW (1) U7 (T)U)dt.

En utilisation (3.47), nous avons
J = % (CTHC+UTHU).
Via U'équation (3.48), I"équation (4.42) peut étre écrite sous la forme
C'DV(t) = -C"U(t)+ U (1)

ou bien
v (t)(D'C+C-U)=0.

Pour k=1 et M =4, nous avons

v (t) = W0,0; w(),la ”%,27 1/}0,37 ¢0,47 w1,07 wl,h 2/}1,27 w1,37 ¢1,4]~

Posons

Wy () = [¥0,0, %0,1, Y02, %03, Y04, 0,0,0,0,0],
et

Uy () =1[0,0,0,0,0, %10, Y11, Y12, Y1 3, V1.4).

C’est a dire :

(o0 = V2,
%1—2\/_(215 2)
Yoo = 63/10 ((2¢ )2 (2t) + %),
Yoz = 2v/420 ((2t % +%(2t))
[ Yos = 10V42((2¢)" —2(2

1/}10:\/57

i1 =2V6 (2t — 3),

Yo = 6310 (2t — 1)* — (2t — 1) + 1),

Y13 = 2420 (2t = 1)° = § (2t = 1)° + 5 (2t = 1)) ,
' ¢14:10\/@((2t—1)—2(2t—1)3+(2t—1) )

N\
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et

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2v3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2V15 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 V42 0 0 0 0 0 0 0
D—9x 0 0 0 2/10 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 23 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2V15 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 V42 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2V10 0

L’équation

G=D'C+C-U=0, v=12,..,10 (4.47)

donne 10 équations linéaires. La continuité des variables d’état entre les différentes sections

fournit une contrainte d’égalité qui a la forme

1 1
c’ (npo (5) — 0, (5)) =0 (4.48)
En développant la condition initiale (4.43) en série d’ondelettes de Bernoulli, on obtient

CTU(0)=1. (4.49)

Soit

J=J+ i Aoy + 1 (CTU(0) — 1) + pCT (\1/1 (%) — 0, (%)) , (4.50)

Les conditions nécessaires pour l’extremum sont

6?; =0, n=01m=0,1,..4 (4.51)
83;];1 =0, n=01m=0,1,..4 (4.52)
gi = 0, v=1,..,10, (4.53)
g—i = 0, (4.54)
g_i — 0, (4.55)
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1l s’agit d’un systeme de 32 équations linéaires. En résolvant ce systeme, on obtient
J = 0.192909299234357.

L’erreur absolue est 1.14 x 1072,

Dans le tableau 4 nous listons les valeurs de la fonction objectif J pour k = 1, avec
M =7 et M = 8 obtenues par la méthode d’ondelettes de Bernoulli proposée et comparée a

la valeur exacte et autres méthodes.

Method J
M¢éthode classique de Chebyshev [69]

m=>5N=8K =16 0.1929094
m=7,N=10; K =20 0.1929030
m=9,N =15, K = 30 0.1929092981
Méthode de Legendre décalée [60]

m=>5 0.1929092980
m=9 0.1929092981
Méthode de Chebyshev [27]

m=95N =25 0.192881804
m=T7N=17 0.192906918
m=9;N=9 0.192909306
m=>5N=11 0.192909298
Méthode de Chebyshev en moyenne cellulaire [29]

m =4 0.19290924

m =25 0.192909288
m=7 0.1929092981
Méthode Gegenbauer [28]

M =N =4;a* =0.421 0.192909281
Méthode GTM [20]

L=M=Mp=5 0.1929092981277
L=M=5;Mp=20 0.1929092980933
Méthode actuelle

k=1,M=T7 0.192909298093385
E=1,M =8 0.192909298093166

La valeur optimale de la fonction objectif J* ~ 0.192909298093169

Tableau 4 :Les résultats numériques obtenus par différentes méthodes pour résoudre ’exemple 1
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Exemple 4.5 Minimiser l'indice de performance suivant

J = / (23 (t) + 23 (t) + 0.005u (t))dt, (4.56)
0
sous les contraintes
jﬁl = X9, (457)
To = —X9+u, (4.58)
et
T (O) = 0, (4.59)
352(0) = —1. (4.60)

En appliquant la méthode d’ondelettes de Bernoulli pour (4.56) — (4.60), On obtient les
approximations suivantes :

— L’index de performance (fonction objectif) :

J=ClHC,+ C{HCy+0.005U " HU. (4.61)

— Les équations d’état
G, = D'C,—Cy,=0, (4.62)
Gy = D'Cyo+Co+U=0. (4.63)

— Conditions aux limites :

C/w(0) = 0, (4.64)
CoU(0)+1 = 0 (4.65)

Les équations (4.61) — (4.65) sont des équations algébriques linéaires qui peuvent étre
résolues pour les inconnues ¢1nm, C2.nms Unm, © = 0,1,2,..,28 =1, m = 0,1,..., M et les
multiplicateurs de Lagrange.

Dans le tableau 5, les résultats obtenus par la méthode proposée et les résultats obtenus

par d’autres méthodes sont rapportés avec la valeur exacte de J.
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Méthode J Erreur absolue
Neuman et Sen [55]

m=4 0.07030000 9.4 x 1074
m =9 0.06989000 5.3 x 107*
Classique Chebyshev [69)]

m =10 0.06936186 9.2 x 1077
m =11 0.06936103 9.0 x 1078
m =12 0.06936095 1.0 x 1078
m =13 0.06936094 <1078
Moyenne cellulaire [29]

m =95 0.06935710 3.8 x 107
m="17 0.06936189 9.0 x 1077
m =9 0.06936094 <1078
Notre méthode

k=1,M=17 0.06936444 3.5 x 1076
k=2 M=17 0.06936095 1.07 x 1078

La valeur optimale de la fonction cout J* ~ 0.06936094
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, on a utilisé deux matrices opérationnelles de dérivation pour résoudre
des classes de problemes en calcul des variations et en controle optimal, ces matrices
opérationnelles sont utilisées pour réduire le probleme différentiel ou intégral en un ensemble
d’équations algébriques en développant d’abord la fonction candidate en série d’ondelettes
a coefficients inconnus. La premiere matrice étudiée était celle de Legendre, qui a été uti-
lisée pour la premiere fois par Mohammadi et Hosseini [50], nous avons utilisé cette matrice
pour la résolution des problemes de calcul des variations avec intégrante quadratique, nous

notons que la réduction (4.33) est directement donnée a partir des données du probleme

initial ((4.1) et (4.2)). Bien que la taille de la matrice H soit niL Zf:; ~ fois supérieure & H, les
tests numériques montrent que la méthode donne de bons résultats pour de petites valeures
de k et M. Cependant, sachant que nous pouvons résoudre un probléeme de programmation
quadratique statique a grande échelle, la taille de la matrice H nest pas un handicap; A
titre d’exemple, les méthodes de point intérieur peuvent résoudre des probléemes avec une
matrice Hessienne creuse lorsque n > 106.

La deuxieme, était I’élaboration de la nouvelle matrice opérationnelle de dérivation de
Bernoulli, nous avons utilisés les propriétés des polynomes de Bernoulli pour dériver cette
matrice, nous avons embauché la technique de multiplicateurs de Lagrange pour trouver les
solutions optimales, les résultat numériques obtenus montrent 1'efficacité de cette méthode.

Nous comptons, comme perspectives dans ’avenir, étudier les problemes suivants :

— En combinant notre approche, sur la résolution des problemes de calcul des varia-
tions et controle optimal avec intégrante quadratique et contraintes linéaire, avec les
méthodes séquentielles quadratiques (SQP), abordé le cas nonlinéaire.

— Résolution des équations différentielles et des probléemes de contrdle optimal dans le
cas fractionnaire en utilisant la matrice opérationnelle d’ondelettes de Bernoulli de

dérivation d’ordre fractionnaire.
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— L’élaboration d’autres matrices opérationnelles de dérivation, dans le but d’améliorer
les performances, sur les deux volés analytique et numérique, des problemes de

controle optimale.
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