
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche

Scientifique
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Résumé : Dans cette thèse, nous avons proposé deux méthodes afin de résoudre des

problèmes d’optimisation dynamique, la première méthode, celle qui est basée sur la matice

opérationnelle de dérivation des ondelettes de Legendre, elle est utilisée pour résoudre des

problèmes de calcul des variations avec intégrante quadratique, la deuxième méthode est

fondée sur une nouvelle matrice opérationnelle, c’est la matrice opérationnelle de dérivation

des ondelettes de Bernoulli, cette matrice est utilisée pour résoudre des problèmes qua-

dratiques de contrôle optimal. La principale caractéristique de ces méthodes est qu’elles

réduisent le problème original au système d’équations algébriques. Des exemples illustratifs

sont donnés pour prouver l’efficacité de ces méthodes. .

Mots clés : matrice opérationnelle, ondelettes de Legendre, ondelettes de Bernoulli, contrôle

optimal.

Math Sujet Classifications : 65T60, 74H15, 11B68, 49N10, 33F05.



Abstract : In this thesis, we propose two methods to solve dynamic optimization pro-

blems, the first method, which is based on Legendre’s wavelet operational matrix of deri-

vatives, it is used to solve a problems of variational calculus with quadratic integrand , the

second method is based on a new operational matrix, it is the Bernoulli wavelets operational

matrix of derivatives, this matrix is used to solve quadratic problems of optimal control.

The main feature of these methods is that they reduce the original problem to the system

of algebraic equations. Illustrative examples are given to prove the effectiveness of these

methods.

Key words : operational matrix, Legendre wavelets, Bernoulli wavelets, optimal control.

Math Subject Classifications : 65T60, 74H15, 11B68, 49N10, 33F05.



�
�	
jÊÓ

úÍð

B@

�
é
�
®K
Q¢Ë@ , ú



¾J
ÓA

	
JK
YË@ (

�
éÊ

�
JÓ


B@)

	á�
�j
�
JË @ ú




	
¯ É


KA�Ó ÉmÌ

	á�

�
J
�
®K
Q£ hQ�

�
�
®

	
K

�
ékðQ£


B@ è

	
Yë ú




	
¯

�
H@Q�


	
ª

�
JË @ H. A�k ú




	
¯ É


KA�Ó ÉmÌ PY

	
Jk. ñË

�
HAm.

�'

ñÖß.

�
é�A

	
mÌ'@

�
HA

�
®
�
J

�
�ÒÊË

�
éJ


�
KAJ
ÊÒªË@

�
é

	
¯ñ

	
®�ÖÏ @ úÎ« YÒ

�
Jª

�
K

�
éJ


�
KAJ
ÊÒªË@

�
é
	
¯ñ

	
®�ÖÏ @ ù



ë ,

�
èYK
Yg.

�
éJ


�
KAJ
ÊÔ

« �
é

	
¯ñ

	
®�Ó úÎ« YÒ

�
Jª

�
K

�
éJ

	
K A

�
JË @

�
é
�
®K
Q¢Ë@ ,

�
éJ
ªJ
K. Q

�
K

�
éË @X

�
H@

	
X

�
éJ
�A�


B@

�
è
	Q�
ÖÏ @ , ù



ªJ
K.

Q�
�Ë @ É

�
JÓ


B@ Õºj

�
JË @ ú




	
¯ É


KA�Ó ÉmÌ AêÊÒª

�
J�

	
� ú




�
æË @ , ú



Íñ

	
KQK.

�
HAm.

�'

ñÖÏ

�
HA

�
®
�
J

�
�ÒÊË

�
ék. PYÓ

�
éJ
j�


	
�ñ

�
K

�
éÊ

�
JÓ


@ .

�
éK


Q�.g.
�

HBXAªÓ
�
éÊÔg

.
Ég úÍ@



�
éJ
�A�


B@

�
éË


A�ÖÏ @ ÉK
ñm�

�
' ù



ë

	á�

�
J
�
®K
Q¢Ë@

	á�

�
KAêË

.
	á�


�
J
�
®K
Q¢Ë@

	á�

�
JJë

�
éJ
ËAª

	
¯ øYÓ l�

	
�ñ

�
K

. É
�
JÓ


B@ Õºj

�
JË @ , ú



Íñ

	
KQK.

�
HAm.

�'

ñÓ ,PY

	
Jk. ñË

�
HAm.

�'

ñÓ ,

�
éJ


�
KAJ
ÊÔ

« �
é
	
¯ñ

	
®�Ó :

�
éJ
kA

�
J
	
®ÖÏ @

�
HAÒÊ¾Ë@

65T60, 74H15, 11B68, 49N10, 33F05. : �
HAJ


	
�AK
QË @ ©J


	
�@ñÓ

�
HA

	
®J


	
��

�
�



Table des matières

Introduction générale 7
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3.1.1 Les polynômes de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.1.2 Les ondelettes de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introduction générale

L’optimisation est un outil mathématique au cœur de tout problème lié à la prise de

décision, que ce soit en science, en ingénierie ou en économie [55]. La tâche de prise de

décision implique le choix entre différentes alternatives. Ce choix est régi par notre volonté de

prendre la �meilleure� décision. Le domaine d’optimisation a reçu une attention considérable

ces dernières années, principalement en raison des progrès rapides en matière de technologie

informatique, y compris le développement et la disponibilité de logiciels conviviaux, de

processeurs à grande vitesse et parallèles. Les modèles d’optimisation statiques visent à

trouver les valeurs des variables indépendantes qui minimisent une fonction objectif. De tels

problèmes d’optimisation, recherchent la valeur ou les valeurs d’un argument qui optimise

cette fonction donnée en un point particulier. Les modèles dynamiques, visent à trouver

non seulement la valeur minimale d’une certaine fonction, mais plutôt la fonction réelle

qui fournit une courbe temporelle pour les valeurs des variables, de sorte qu’une fonction

de valeur soit maximisée ou minimisée sur un intervalle de temps donné. En optimisation

dynamique, nous essayons de trouver une courbe ”x∗ (t)” qui maximise ou minimise une

intégrale donnée. Notons que la variable indépendante ”t” indique le temps, c’est pourquoi

on parle d’optimisation dynamique [15]. Nous distinguons deux approches de résolution

numérique, pour l’optimisation dynamique ;

— Les méthodes indirectes [11, 44] ; basées sur l’équation d’Euler-Lagrange. Le principal

avantage de ces méthodes, est le fait qu’elles produisent aussi l’existence et l’unicité

des résultats, des solutions exactes quand le TPBVP (Two-point boundary value

problem) associé peut être résolu analytiquement et des estimations d’erreurs quand

il est résolu numériquement. Cependant, cette approche présente aussi certains in-

convénients [43, 8], telles que la nécessité de dériver des expressions analytiques par

fois délicates, manque de robustesse et l’exigence d’une connaissance approfondie du

modèle mathématique et physique du système.
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Introduction générale

— Les méthodes directes ; basées sur la discrétisation ou la paramétrisation des variables

de contrôle et de l’état [27, 29, 32, 39, 48]. La solution optimale est obtenue alors,

directement par une minimisation de la fonction objectif soumise aux contraintes, en

appliquant les techniques de l’optimisation statique.

L’objectif de cette thèse est l’utilisation des méthodes directes en s’appuyant sur la théorie

d’approximation par ondelettes. La théorie des ondelettes est un domaine relativement nou-

veau et émergent dans la recherche mathématique. Il a été appliqué dans un large éventail

de disciplines d’ingénierie. En particulier, les ondelettes sont très utilisées dans l’analyse des

signaux pour les représentations et segmentations de formes d’onde, l’analyse de la fréquence

du temps et les algorithmes rapides pour une mise en œuvre facile [18]. Les ondelettes per-

mettent une représentation précise d’une variété de fonctions et d’opérateurs. Le concept

d’analyse par ondelettes a été mis en place sous une forme ou l’autre depuis le début de ce

siècle. Cependant, dans sa forme actuelle, la théorie des ondelettes a attiré l’attention dans

les années 1980 avec le travail de plusieurs chercheurs de diverses disciplines : Stromberg,

Morlet, Grossmann, Meyer, Battle, Lemarie, Coifman, Daubechies, Mallat et Chui, pour

n’en nommer que quelques-uns. De nombreux autres chercheurs ont également fait d’impor-

tantes contributions. L’application des ondelettes de Legendre et les ondelettes de Bernoulli

pour la résolution des équations différentielles, des problèmes de calcul des variations et

contrôle optimal est largement étudié par de nombreux auteurs, la majorité de ces auteurs

ont utilisé les matrices opérationnelles dintégration [5, 25, 42, 43, 45, 46, 63], certains d’entre

eux ont utilisé les matrices opérationnelles de dérivation [50] et [7].

Nous résumons notre contribution par les points suivants :

— Nous avons développé un schéma numérique, afin de résoudre un problème de calcul

de variations avec intégrante quadratique. La matrice opérationnelle de dérivation

des ondelettes de Legendre est utilisée pour réduire ce problème à un problème de

programmation quadratique statique, ce qui nous permet de résoudre des problèmes

de grande taille. Des tests numériques illustratifs ont été réalisés pour démontrer

l’efficacité et l’applicabilité de la technique. La formulation présentée est simple et

peut être naturellement étendue au problèmes de calcul des variations non linéaires.

— Nous avons présenté un nouveau schéma analytique-numérique pour résoudre des

problèmes de contrôle quadratique optimal. La méthode est basée sur une nouvelle

matrice de dérivation des ondelettes de Bernoulli. Après avoir présenté les propriétés

pertinentes de l’ondelette de Bernoulli, nous calculons sa matrice opérationnelle de

dérivations. La solution est ensuite obtenue en réduisant le problème de contrôle

8



Introduction générale

optimal à la résolution des équations algébriques, en utilisant les multiplicateurs de

Lagrange. Un équilibre de validité approfondi de ce nouveau schéma est démontré

par des exemples illustratifs.

La thèse s’articule autour de quatre chapitres. Au premier chapitre, une introduction abrégée

en programmation mathématique est présentée. Les conditions d’optimalité du premier et

second ordre sont établis, dans les deux cas, sans et avec contraintes. Pour des raisons très

objectives, nous avons mis le doigt sur le cas des programmes quadratiques avec contraintes

linéaires. Au second chapitre, les deux grandes classe de problèmes d’optimisation dyna-

mique ont été analysées ; à savoir le problème de calcul des variations et le problème de

contrôle optimal. L’équation d’Euler-Lagrange et le principe du minimum de Pontriaguine

ont été exposés comme conséquence directe des théorèmes classiques de l’optimisation sta-

tique. La théorie d’approximation par ondelettes a été abordée au chapitre 3. Un intérêt

particulier a été donné aux matrice de dérivation des ondelettes de Legendre et une nouvelle

matrice de dérivation des ondelettes de Bernoulli a été établie. Le chapitre 4 est dédié aux

applications. Une application de la matrice de dérivation de Legendre, dans le domaine du

calcul des variations avec intégrante quadratique, ainsi que des illustrations numériques,

ont été réalisées. Une autre applications de la nouvelle matrice de dérivation des ondelettes

de Bernoulli dans le domaine du contrôle optimal a été réalisée, une étude comparative

avec d’autre méthode ad hok, démontre l’efficacité et l’applicabilité de notre approche. Une

conclusion et des perspectives sont données à la fin.

9



CHAPITRE

1 Introduction à l’optimisation

statique

On considère le problème d’optimisation suivant :{
min f (x)

x ∈ Ω ⊂ Rn,

La fonction f : Ω ⊂ Rn → R, appelée fonction objectif est supposée au moins différentiable

une fois. L’ensemble Ω est appelé ensemble des contraintes ou domaine d’admissibilité, en

pratique Ω est définie par

Ω = {x ∈ Rn, h (x) = 0, g (x) ≤ 0} , (1.1)

où h : Rn → Rp et g : Rn → Rq sont supposées au moins différentiables. L’écriture

“h(x) = 0” représente p contraintes d’égalité : hi(x) = 0, i = 1, ..., p, et de même “g(x) ≤ 0”

représente q contraintes d’inégalité : gi(x) ≤ 0, i = 1, ..., q.Dans ce cas, on dit qu’il s’agit d’un

problème d’optimisation à n variables de décisions, p contraintes d’égalités et q contraintes

d’inégalités. Un vecteur x ∈ Ω satisfaisant toutes les contraintes est appelé solution réalisable

ou admissible au problème. Si Ω = Rn, on aura un problème d’optimisation sans contraintes.

Définition 1.1 On dit que la fonction f possède un minimum local en x∗ ∈ Ω si

∃ε > 0, ∀x ∈ Ω et ‖x− x∗‖ < ε; f (x∗) ≤ f (x) . (1.2)

Si f (x∗) ≤ f (x) , ∀x ∈ Ω , on dit que x∗ est un minimum global de f.

Définition 1.2 On dit que la fonction f possède un minimum local strict en x∗ ∈ Ω si

la relation (1.2) est vérifiée avec une inégalité stricte pour tout x 6= x∗. Si f (x∗) < f (x) ,

pour tout x ∈ Ω− {x∗} , on dit que x∗ réalise un minimum global strict de f sur Ω.

Dans la figure 1.1 nous illustrons graphiquement les définitions ci-dessus pour n = 1.

10



Introduction à l’optimisation statique

Figure 1.1 – x1 : réalise un minimum global strict, x2 : réalise un minimum local strict,

x3 : réalise un minimum local (pas strict)

1.1 Optimisation sans contraintes

Considérons le problème d’optimisation sans contraintes :

(P ) :

{
min f (x)

x ∈ Rn
(1.3)

D’abord, il faut s’assurer de l’existence de la solution. Nous donnerons ensuite des résultats

d’unicité.

Définition 1.3 On dit que f : Rn → R est coercive si

lim
‖x‖→+∞

f (x) = +∞,

où ‖.‖ désigne une norme quelconque de Rn.

Définition 1.4 Un ensemble U ⊂ Rn est dit convexe si

∀ (x, y) ∈ U × U, ∀λ ∈ [0, 1] (1− λ)x+ λy ∈ U.

Autrement dit, U est convexe s’il contient tout “segment” reliant deux quelconques de ses

points.

Définition 1.5 (fonction convexe) Soit U ⊂ Rn un ensemble convexe et f : U → R une

fonction.

11



Introduction à l’optimisation statique

(i) On dit que f est convexe sur U si

f (tx+ (1− t) y) ≤ tf(x) + (1− t) f (y) , ∀x, y ∈ U, ∀t ∈ [0, 1] .

(ii) On dit que f est strictement convexe sur U si

f (tx+ (1− t) y) < tf(x) + (1− t) f (y) , ∀x, y ∈ U avec x 6= y, ∀t ∈ ]0, 1[ .

(iii) On dit que f est concave (respectivement strictement concave) si −f est convexe

(respectivement strictement convexe).

Théorème 1.1 [2] (Existence) Soit f : Rn → R continue et coercive. Alors (P ) admet au

moins une solution.

Théorème 1.2 [9] (Unicité) Soit f : Rn → R strictement convexe. Alors le problème (P )

admet au plus une solution.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pratique assurant l’existence et l’uni-

cité :

Théorème 1.3 [9] Soit f une fonction C1 de Rn dans R. On suppose qu’il existe α > 0 tel

que

∀ (x, y) ∈ Rn × Rn 〈∇f (x)−∇f (y) , x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2 . (1.4)

Alors f est strictement convexe et coercive, en particulier le problème (P ) admet une solution

unique .

Conditions d’optimalité

Les conditions nécessaires d’optimalité sont dérivées en supposant que x∗ réalise un

minimum local, puis en utilisant des estimations sur le gradient ∇f (x) et et la Hessienne

∇2f (x) au point x∗.

Théorème 1.4 [9] (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre) Soit f : Rn → R
une fonction différentiable en x∗ ∈ Rn. Si x∗ réalise un minimum (global ou local) de f sur

Rn, alors

∇f (x∗) = 0. (1.5)

On dit que x∗ est un point stationnaire ou critique. Pour le résultat suivant, on rappelle

qu’une matrice A est définie positive si xTAx > 0, pour tout x 6= 0, et semi-définie positive

si xTAx ≥ 0, pour tout x.

12



Introduction à l’optimisation statique

Théorème 1.5 [54] (Conditions nécessaires du second ordre )

Soit f : Rn → R une fonction deux fois différentiable en x∗ ∈ Rn. Si x∗ réalise un

minimum global ou local de f sur Rn, alors ∇2f (x∗) est semi-définie positive.

Les conditions nécessaires permettent de sélectionner des “candidats” à être des minima

(globaux) ; toutefois, la réciproque des théorèmes précédents est fausse ; un point critique

n’est pas nécessairement un minimum ( ni un maximum). Le résultat du théorème 1.4 est

une condition nécessaire qui n’est en général pas suffisante (par exemple le cas de la fonction

f de R dans R définie par f(x) = x3).

Théorème 1.6 [9, 54] (Conditions suffisantes d’optimalité globale ) Soit f une fonction

continue f : Rn → R et soit x∗ ∈ Rn un minimum local de f. Si f est une fonction convexe,

alors x∗ est un minimum global de f. Si de plus f est strictement convexe, x∗ est l’unique

minimum global de f.

1.2 Optimisation avec contraintes

Étant donné un problème d’optimisation avec un ensemble de contraintes Ω, le minimum

peut se trouver à l’intérieur ou sur la frontière de Ω. Pour étudier le cas où il se trouve sur

la frontière, il faut donner la notion de direction réalisable.

Définition 1.6 Un vecteur d ∈ Rn, d 6= 0, est une direction réalisable en x ∈ Ω s’il existe

α0 > 0 tel que x+ αd ∈ Ω pour tout α ∈ [0, α0] .

Conditions d’optimalité

On a les résultats suivants.

Théorème 1.7 [16, 22] (Condition nécessaire du première ordre) Soit Ω un sous-ensemble

de Rn, et f ∈ C1 une fonction à valeur réelle sur Ω. Si x∗ réalise un minimum local de f

sur Ω, alors pour toute direction réalisable d en x∗, on a

dT∇f (x∗) ≥ 0. (1.6)

Un cas particulier d’intérêt est lorsque x∗ est un point intérieur de Ω. Dans ce cas, toute

direction est réalisable, et nous avons le résultat suivant.
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Corollaire 1.1 [22] Soit Ω un sous-ensemble de Rn et f ∈ C1 une fonction à valeur réelle

sur Ω. Si x∗ réalise un minimum local de f sur Ω et si x∗ est un point intérieur de Ω, alors

∇f (x∗) = 0. (1.7)

Le théorème suivant donne une condition nécessaire du second ordre pour un minimum

local.

Théorème 1.8 [16, 22] (Condition nécessaire du second ordre) Soit Ω un sous-ensemble

de Rn, et f ∈ C2 une fonction à valeurs réelles sur Ω. Si x∗ réalise un minimum local de f

sur Ω, d une direction réalisable en x∗ et dT∇f (x∗) = 0, alors

dT∇2
xxf (x∗) d ≥ 0. (1.8)

Corollaire 1.2 [16] Soit x∗ est un point intérieur de Ω. Si x∗ réalise un minimum local de

f : Ω→ R, telle que f ∈ C2, alors

(i) ∇f (x∗) = 0,

(ii) dT∇2
xxf (x∗) d ≥ 0, ∀d ∈ Rn.

Théorème 1.9 [9] (Conditions nécessaires d’optimalité pour contraintes convexes) Soit x∗

un minimum local du problème d’optimisation

min
x∈Ω

f (x)

où f : Rn → R est continûment différentiable sur Ω, et Ω est un ensemble convexe non vide.

Alors

∇f (x∗)> (x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ Ω.

Les théorèmes suivants établissent des conditions suffisantes pour qu’un point soit un mini-

mum local.

Théorème 1.10 [16] (Conditions suffisantes du second ordre ) Soit f : Ω ⊂ Rn → R une

fonction deux fois différentiable en x∗ ∈ Rn. Soit x∗ un point intérieur de Ω vérifiant

i) ∇f (x∗) = 0;

ii) ∇2
xxf (x∗) > 0.

Alors, x∗ réalise un minimum local strict de f.
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Optimisation avec contraintes égalités

Ici, nous allons considérer des problèmes de programmation non linéaires avec des

contraintes égalités de la forme :

{
min f (x)

h (x) = 0, x ∈ Rn
(1.9)

où x ∈ Rn, f ;Rn → R, h : Rn → Rp, h = [h1, h2, ..., hp]
T et p ≤ n. On suppose que la

fonction h est continûement différentiable.

Soit Ω = {x ∈ Rn : hi (x) = 0 : i = 1, 2, ..., p} . Un point x∗ ∈ Ω est dit régulier si les

vecteurs ∇hi (x∗) : i = 1, 2, ..., p sont linéairement indépendants, c’est-à-dire

rang [∇h1 (x∗) ∇h2 (x∗) ... ∇hp (x∗)] = p. (1.10)

Théorème 1.11 [22] (Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre). Considérons

le problème (1.9) , si x∗ est un minimum local régulier de la fonction f , alors il existe un

vecteur λ∗ ∈ Rp vérifiant

∇f (x∗) +∇hT (x∗)λ∗ = 0. (1.11)

Remarque 1.1 Les conditions nécessaires du premier ordre (1.11) donnent un total de n+p

équations (typiquement non linéaires) dans les variables (x∗, λ∗). Comme dans le cas sans

contraintes, une solution du système (1.11) peut être un minimum (local) du problème initial

(1.9), un maximum (local) ou un point stationnaire.

En pratique, pour résoudre le problème (1.9), on forme la fonction auxiliaire L appelée

Lagrangien :

L (x, λ) = f (x) +

p∑
i=1

λihi (x) , (1.12)

où λi sont des variables inconnues appelées multiplicateurs de Lagrange. Grâce au Lagran-

gien on retrouve les conditions d’optimalité :{
∇xL (x∗, λ∗) = 0⇐⇒ ∇xf (x∗) +

∑p
i=1 λ

∗
i∇xhi (x

∗) = 0

∇λiL (x∗, λ∗) = 0⇐⇒ hi (x
∗) = 0.

Le théorème suivant fournit des conditions nécessaires du second ordre pour qu’un point

soit un minimum local d’un problème d’optimisation avec contraintes égalités.
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Théorème 1.12 [16] Soient f : Rn → R, hi : Rn → R des fonctions deux fois

continûement différentiables sur Rn et considérons le problème (1.9) . Si x∗ est un mini-

mum local régulier, alors il existe un vecteur λ∗ ∈ Rp tel que

(i) ∇f (x∗) +∇hT (x∗)λ∗ = 0, (1.13)

(ii) dT∇2
xxL (x∗, λ∗) d ≥ 0 tel que ∇hT (x∗) d = 0, (1.14)

∀i = 1, 2, ..., p et d ∈ Rn avec d 6= 0.

où

∇2
xxL (x∗, λ∗) = ∇2

xxf (x∗) +∇2
xxh (x∗)T λ∗

est la matrice Hessienne du Lagrangien L.

Les conditions ci-dessus sont nécessaires, mais ne sont pas suffisantes, pour qu’un point

réalise un minimum local. Nous présentons maintenant des conditions suffisantes assurant

un minimum local strict.

Théorème 1.13 [16] ( Conditions suffisantes du second ordre) Soient f : Rn → R et

h : Rn → R des fonctions deux fois continûment différentiables sur Rn. Considérons le

problème (1.9) . Si x∗ et λ∗ ∈ Rp vérifient

∇xL (x∗, λ∗) = 0, (1.15)

∇λL (x∗, λ∗) = 0, (1.16)

et

dT∇2
xxL (x∗, λ∗) d > 0 tel que ∇hT (x∗) d = 0, ∀i = 1, 2, ..., p et d ∈ Rn avec d 6= 0,

(1.17)

alors x∗ est un minimum local strict.

Problèmes avec contraintes d’égalités et d’inégalités

Cette section est dédiée à l’étude du problème d’optimisation
min f (x)

hi (x) = 0, i = 1, 2, ..., p

gj (x) ≤ 0, j = 1, 2, ..., q,

, (1.18)

où x ∈ Rn, f ;Rn → R, hi : Rn → R, et gj : Rn → R, g = [g1, g2, ..., gq]
T , p et q

désignant deux entiers naturels non nuls. Pour le problème général ci-dessus, nous adoptons

les définitions suivantes.
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Définition 1.7 Une contrainte inégalité gi (x) ≤ 0 est dite active en x∗ si gi (x
∗) = 0. Elle

sera dite inactive en x∗ si gi (x
∗) < 0.

On introduit alors l’ensemble

I (x∗) = {i : gi (x
∗) = 0} .

des indices des contraintes actives.

Définition 1.8 Soit x∗ satisfaisant les contraintes h (x∗) = 0 et gj (x∗) = 0, ∀j ∈ I (x∗) .

On dit que x∗ est un point régulier si les vecteurs ∇hi (x∗) et ∇gj (x∗) , (j ∈ I (x∗)) sont

linéairement indépendants.

Nous donnons ici, des conditions nécessaires du premier et second ordre pour qu’un point

soit un minimum local. Ces conditions sont appelées les conditions de Karush-Kuhn-Tucker

(KKT).

Théorème 1.14 [9] (Conditions nécessaires du premier et second ordre ) Soit f, h, g ∈ C2.

Soit x∗ un point régulier et un minimum local pour le problème (1.18). Alors, il existe λ∗ ∈ Rp

et µ∗ ∈ Rq tels que

µ∗i ≥ 0; (1.19)

∇f (x∗) +∇h (x∗)T λ∗ +∇g (x∗)T µ∗ = 0; (1.20)

µ∗i gi (x
∗) = 0; (1.21)

h (x∗) = 0; (1.22)

g (x∗) ≤ 0. (1.23)

et

dT
(
∇2f (x∗) +∇2g (x∗)T µ∗ +∇2h (x∗)T λ∗

)
d ≥ 0, (1.24)

pour toute d tel que ∇gj (x∗)T d = 0, j ∈ I (x∗) et ∇hi (x∗)T d = 0, i = 1, 2, ..., p.

Dans le théorème ci-dessus, λ∗ le vecteur multiplicateur de Lagrange et µ∗ le vecteur

multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Théorème 1.15 [16] (Conditions suffisantes du second ordre ) Considérons le problème

(1.18) . Soit f, h, g ∈ C2. S’ils existent x∗, λ∗ et µ∗ satisfaisant aux conditions KKT (1.19)−
(1.23) et

dT∇2
xxL (x∗, λ∗, µ∗) d > 0 (1.25)
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pour toute d 6= 0 tels que

∇gj (x∗)T d = 0 j ∈ I (x∗) avec µ∗j > 0 (1.26)

∇gj (x∗)T d ≤ 0 j ∈ I (x∗) avec µ∗j = 0 (1.27)

∇h (x∗)T d = 0, (1.28)

où

L (x, λ, µ) = f (x) + λTh (x) + µTg (x) , (1.29)

alors x∗ est un minimumu local strict du problème (1.18) .

1.3 Optimisation quadratique

La programmation quadratique est le problème d’optimisation non linéaire le plus sol-

licité. Il s’agit d’une classe spéciale de problème d’optimisation (1.18) avec une fonction

objectif quadratique et des contraintes linéaires. Le problème d’optimisation quadratique

générale (QP ) à la forme suivante :

min
x∈Rn

1

2
xTQx+ cTx (1.30)

sous les contraintes

Ax = b, (1.31)

Bx ≤ d, (1.32)

où Q ∈ Rn×n est symétrique, c ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, B ∈ Rs×n et d ∈ Rs. Si la

matrice Hessienne Q est semi-définie positive , alors (1.30) − (1.32) est un problème de

programmation quadratique convexe et la solution locale x∗ est une solution globale. Si Q

est définie positive, alors (1.30) − (1.32) est un problème QP convexe stricte et x∗ est une

solution globale unique. Si Q est indéfinie, alors (1.30)− (1.32) est un problème quadratique

non convexe beaucoup plus difficile à résoudre.

1.3.1 Contraintes égalités

Nous considérons ici, le problème d’optimisation quadratique avec seulement des

contraintes linéaires d’égalite, comme suit

min
x∈Rn

1

2
xTQx+ cTx (1.33)
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sous les contraintes

Ax = b, (1.34)

dont la matrice Q ∈ Rn×n est définie positive, A ∈ Rm×n et b ∈ Rm. Pour résoudre le

problème (1.33)− (1.34), nous formons d’abord le Lagrangien

L (x, λ) =
1

2
xTQx+ cTx+ λT (b− Ax) (1.35)

Les conditions nécessaires de Lagrange donnent :

∇xL (x∗, λ∗) = Qx∗ + c− ATλ∗ = 0, (1.36)

∇λL (x∗, λ∗) = b− Ax∗ = 0, (1.37)

ceci est un système comprenant n + m équations linéaires. Une question naturelle est de

savoir si le système n’est pas singulier. Le système (1.32) − (1.33) peut être réécrit sous

forme matricielle comme suit(
Q −AT

A 0

)(
x∗

λ∗

)
=

(
−c
b

)
, (1.38)

avec (
Q AT

A 0

)
(1.39)

appelée la matrice de KKT. Le théorème suivant montre que cette matrice est non singulière

sous les conditions énoncées ci-dessus.

Théorème 1.16 [67] Soient Q ∈ Rn×n, A ∈ Rm×n. Supposons que rangA = m, et Q est

définie positive. Alors la matrice (1.39) n’est pas singulière. De plus, il existe un couple KKT

unique (x∗, λ∗) tel que l’équation (1.38) soit satisfaite.

Sous l’hypothèse du théorème précédent, il existe des méthodes pour résoudre le système

(1.38). En général, il est plus efficace d’utiliser des méthodes de factorisation (telles que la

décomposition LU) qui sont très pratiques pour les problèmes de petite taille . Pour les

problèmes de grande taille, le système pose quelques difficultés.

Si, la matrice Q est définie positive, on peut facilement en déduire une formule explicite

pour la solution du système : Par l’équation (1.36) , nous avons

x∗ = Q−1ATλ∗ −Q−1c. (1.40)
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En substituant (1.40) dans l’équation (1.37) , nous obtenons

b− AQ−1ATλ∗ + AQ−1c = 0, (1.41)

donc, on trouve

λ∗ =
(
AQ−1AT

)−1 [
AQ−1c+ b

]
, (1.42)

et

x∗ = Q−1AT
(
AQ−1AT

)−1 [
AQ−1c+ b

]
−Q−1c

= −Q−1
[
In − AT

(
AQ−1AT

)−1
AQ−1

]
c (1.43)

+Q−1AT
(
AQ−1AT

)−1
b.

1.3.2 Contraintes inégalités

Nous considérons ici, le problème d’optimisation quadratique avec des contraintes

linéaires inégalitaires, comme suit

min
x∈Rn

1

2
xTQx+ cTx (1.44)

sous les contraintes

Ax ≤ b, (1.45)

dont la matrice Q ∈ Rn×n est semi-définie positive, A ∈ Rm×n et b ∈ Rm.

Soit X = {x : Ax ≤ b} la région réalisable du problème. Pour x∗ ∈ X, soit I (x∗) l’en-

semble des indices des contraintes actives ;

I (x∗) = {i : Aix
∗ = bi} . (1.46)

Quand il n’y a pas de contraintes actives en x∗, l’ensemble I (x∗) est vide, et x∗ est un point

interieur de X. Alors, la condition d’optimalité du premier ordre est

∇f (x∗) = Qx∗ + c = 0. (1.47)

Le théorème de KKT adapté au cas quadratique est le suivant :

Théorème 1.17 [21]Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point x∗ ∈ X soit

une solution du problème (1.44)− (1.45), avec rg (A) = m est

Ax∗ ≤ b, (1.48)

20
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et il existe un vecteur λ∗ ≥ 0 dans Rn tel que

Qx∗ + c+ ATλ∗ = 0, (1.49)

λ∗T (Ax∗ − b) = 0. (1.50)

Comme nous l’avons cité précédemment, ce théorème implique que lorsque x∗ est une

solution de (1.44)− (1.45), il existe un vecteur λ∗ tel que x∗ soit un point stationnaire de la

fonction de Lagrange

L (x, λ) =
1

2
xTQx+ cTx+ λT (b− Ax) . (1.51)

Il est important de noter qu’un multiplicateur de KKT ne sera positif que lorsque la

contrainte correspondante est active. Les conditions d’optimalité du premier ordre données

par le théorème précédent fournissent une caractérisation pour les points stationnaires ;

Par conséquent, ce ne sont que des conditions nécessaires d’optimalité. La satisfaction de

(1.48)−(1.50) par un vecteur x∗ réalisable ne garantit pas par elle-même l’optimalité globale

ou même locale de x∗. Les conditions (1.48)−(1.50) sont suffisantes pour l’optimalité globale

de x∗ lorsque la fonction objectif f(x) = 1
2
xTQx + cTx est convexe, c’est-à-dire lorsque Q

est semi définie positive.

1.3.3 Contraintes mixtes égalités et inégalités

On considère ici le problème quadratique

min
x∈Rn

1

2
xTQx+ cTx (1.52)

sous les contraintes

Ax = b, (1.53)

Bx ≤ d. (1.54)

La matrice Q ∈ Rn×n est semi-définie positive, A ∈ Rm×n , b ∈ Rm, B ∈ Rs×n et d ∈ Rs.

Le Lagrangien est donné par :

L (x, λ, µ) =
1

2
xTQx+ cTx+ λT (Ax− b) + µT (Bx− d) .

Dans ce cas le théorème de KKT s’écrit :
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Théorème 1.18 [21] La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point x∗ soit une

solution locale du problème (1.52) − (1.54) est qu’il existe une paire de vecteurs (λ∗, µ∗) ∈
Rm × Rs, tels que

Qx∗ + c+ ATλ∗ +BTµ∗ = 0,

λ∗ ≥ 0,

Ax∗ − b = 0,

Bx∗ − d ≤ 0,

λT (Ax− b) = 0.

rg (A) = m, rg(B) = s

Ceci constitut une introduction en optimisation statique (x ∈ Rn) . Dans le chapitre suivant

nous abordorons les problème d’optimisation dynamique.
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CHAPITRE

2 Calcul des Variations et contrôle

optimal

2.1 Calcul des Variations

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré un problème d’optimisation en dimen-

sion fini ; la fonction objetif et ses contraintes étaient définies sur Rn. Dans ce qui suit la

fonction à minimiser est définie sur l’espace V = C2 ([t0, tf ] ,Rn) à valeurs réelles. L’es-

pace V sera en généal équipé des deux normes suivantes :‖x‖∞ = supt∈[t0,tf ] |x (t)| , et

‖x‖1,∞ = supt∈[t0,tf ] (|x (t)|+ |x′ (t)|) . Il s’agit donc de trouver le minimum d’une fonction-

nelle J : V → R. Le problème de calcul des variations typique est formulé comme suit :

min
x∈V

J (x(.)) =

∫ tf

t0

F (x (t) , ẋ (t) , t) dt, (2.1)

x (t0) = x0 et x (tf ) = xf . (2.2)

L’intégrante F : Rn×Rn×R→ R est supposée au moins C2 par rapport à ses deux premiers

arguments et C1 par rapport au troisième.

Définition 2.1 [47]Une fonction x∗ ∈ V est un minimum local de J sur un sous-ensemble

A ⊂ V si

∃ε > 0, tel que ∀x ∈ A, ‖x∗ − x‖ < ε =⇒ J (x∗) ≤ J (x) . (2.3)

Si la relation (2.3) est vérifiée pour tout x ∈ A, x∗ sera dit minimum global.

Un minimum de J par rapport à la norme ‖.‖∞ est dit un minimum fort. Il est dit

minimum faible si la relation (2.3) est vérifiée avec la norme ‖.‖1,∞ . Tout minimum fort

est faible, mais l’inverse n’est pas vrai. Le voisinage de x∗ ne contient que des courbes qui

diffèrent peu de x∗ et dont les dérivées diffèrent peu de ẋ∗, contrainement à un voisinage de

x∗ dans la topologie associée à la norme ‖.‖∞ qui contiendra beaucoup plus de courbes.
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2.1.1 Les contraintes

Généralement, un certain nombe de contraintes sont imposées aux courbes candidates à

réaliser le minimum de la fonctionnelle J.

Définition 2.2 (Courbe Admissible). Une courbe x ∈ V est dite admissible si elle satisfait

toutes les contraintes physiques (lorsqu’elles existent ) le long de l’intervalle [t0, tf ].

Dans le cas typique du problème de calcul des variations (2.1) et (2.2), l’ensemble des

courbes admissibles peut être défini comme suit :

D = {x ∈ V : x(t0) = x0 et x(tf ) = xf} . (2.4)

Dans ce cas, on cherche des courbes x(t) ∈ V joignant les points fixes (t0, x0) et (tf , xf ).

Le temps final tf peut être libre, on déterminera par conséquent non seulement la courbe

optimale x∗(t), mais aussi la valeur optimale de tf . Autrement dit, l’ensemble des solutions

admissibles est

D = {(x, tf ) ∈ V × [t0,∞[ : x(t0) = x0 et x(tf ) = g (tf )} . (2.5)

Outre les contraintes de bords, il est possible d’imposer des contraintes différentielles comme

suit :

Φ (x (t) , ẋ (t) , t) = 0, ∀t ∈ [t0, tf ] . (2.6)

Un autre type de contraintes est souvent imposé,

Θ (x) =

∫ tf

t0

Gk (x (t) , ẋ (t) , t) dt = ck, k = 1, 2, ...,m. (2.7)

Ces contraintes sont souvent appelées contraintes isopérémétriques [38]. De même, on peut

imposer des contraintes de la forme

Θ (x) =

∫ tf

t0

Gk (x (t) , ẋ (t) , t) dt ≤ ck, k = 1, 2, ...,m. (2.8)

Autres contraintes de différentes formes peuvent être imposées. Nous considérons ici seuleu-

ment le premier cas (2.4).

2.1.2 Première variation et condition nécessaire du premier ordre

On aura besoin de la définition suivante trés utile pour la suite
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Définition 2.3 [22] (Variation d’une fonctionnelle). Lorsque J est une fonctionnelle définie

sur un ouvert Ω d’un espace vectoriel V, on appelle variation de la fonction J en x dans la

direction h ∈ V , la quantité suivante lorsqu’elle existe :

δJ (x;h) = lim
ε→0

J (x+ εh)− J (x)

ε
=

d

dε
J (x+ εh)

]
ε=0

. (2.9)

Lorsqu’une telle limite existe pour toute direction h, on dit que J est différentiable au sens

de Gâteaux. Soit x∗ un minimum local et soit h une perturbation de x∗ telle que x∗ + εh

appartient au voisinage où x∗ est un minimum pour tout ε < ε0, alors si on pose g (ε) =

J (x∗ + εh) , on a g (0) ≤ g (ε) , d’où g′ (0) = 0, donc la relation (2.9) donne

δJ (x;h) = g′ (0) = 0. (2.10)

Théorème 2.1 [51, 64] Une condition nécessaire pour que x∗(t) soit un extrémum de la

fonctionnelle J est

δJ (x∗;h) = 0

pour tout h admissible.

Èquation d’Euler-Lagrange

Nous donnons à présent le résultat le plus fondamental du calcul des variations assurant

une condition nécessaire d’optimalité. Nous nous limitons au problème élémentaire du calcul

des variations donné par (2.1) et (2.2) :

On note classiquement les dérivées partielles de la façon suivante

Fx =
∂F

∂x
, Fẋ =

∂F

∂ẋ
, Ft =

∂F

∂t
, Fx2 =

∂2F

∂x2
, etc.

Nous considérons -toujours- des courbes de la forme

x+ εh, (2.11)

où la perturbation h : [t0, tf ] → R est une autre courbe C1 et ε varie dans un intervalle

réel autour de 0. Pour ε près de 0, ces courbes perturbées sont proches de x au sens de la

norme ‖.‖1,∞ . Pour cette raison, la condition nécessaire du premier ordre donne des extrema

faibles. On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 [31]Soit f ∈ C0 [a, b] une fonction telle que∫ b

a

h (x) f (x) dx = 0

pour toute fonction h de classe C1 sur [a, b] avec h (a) = h (b) = 0. Alors la fonction f est

identiquement nulle sur [a, b].
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De la relation (2.9) , on a

δJ (x∗;h) =
d

dε
J (x+ εh)

]
ε=0

=

∫ tf

t0

d

dε
F
(
x∗ (t) + εh (t) , ẋ∗ (t) + εḣ (t) , t

)
dt,

d’où

δJ (x∗;h) =

∫ tf

t0

[
∂

∂x
F (x∗ (t) , ẋ∗ (t) , t)h (t) +

∂

∂ẋ
F (x∗ (t) , ẋ∗ (t) , t) ḣ (t)

]
dt.

On a :
∫ tf
t0

∂
∂ẋ
F (x∗ (t) , ẋ∗ (t) , t) ḣ (t) dt =

[
∂F
∂ẋ
h (t)

]tf
t0
−
∫ tf
t0
h (t) d

dt
∂F
∂ẋ
dt, donc, on obtient

δJ (x : h) =

∫ tf

t0

[
h (t)

∂F

∂x
− h (t)

d

dt

∂F

∂ẋ

]
dt+

[
∂F

∂ẋ
h (t)

]tf
t0

.

Si la perturbation admissible h est choisie telle que

h (t0) = h (tf ) = 0, (2.12)

alors le dernier terme du second membre s’annule, il reste

δJ (x;h) =

∫ tf

t0

h (t)

[
∂F

∂x
− d

dt

∂F

∂ẋ

]
dt.

Comme δJ (x;h) = 0, le Lemme 2.1 donne :

∂F

∂x
− d

dt

∂F

∂ẋ
= 0. (2.13)

L’équation (2.13) est connu sous le nom de l’ équation d’Euler-Lagrange.

Définition 2.4 On appelera extrémum d’un poblème de calcul des variations toute solution

de l’équation d’Euler-Lagrange (2.13) associée à ce problème.

L’équation d’Euler-Lagrange est une équation différentielle du second ordre à coeffi-

cients non constants. L’équation d’Euler-Lagrange n’est qu’une condition nécessaire pour

l’extrémum. Parfois, elle ne peut pas donner un extrémum. Cependant, si l’équation d’Euler-

Lagrange n’est pas satisfaite pour aucune fonction, cela indique que l’extrémum n’existe pas

pour cette fonctionnelle.

Exemple 2.1 [30] (Le problème du brachistochrone) Le calcul des variations provient d’un

problème posé par le mathématicien suisse Johann Bernoulli (1667-1748). Il a cherché à

trouver la forme de la courbe joignant deux points fixes A et B dans un plan vertical, de
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Figure 2.1 – Le problème de Brachistochrone

telle sorte qu’un corps coulissant vers le bas de la courbe (par gravité et sans frottement)

se déplace du point A au point B en un temps minimal. Ce problème n’a pas de solution

triviale. À première vue, on pourrait penser que la courbe doit être la ligne droite entre A

et B, mais quand on résoudra ce problème, on verra que ce n’est pas le cas. On doit donc

exprimer la durée du parcours entre A et B, puis chercher la courbe qui minimise cette

durée.

Soit s l’abscisse curviligne, un élément de courbe ds s’exprime en coordonnées carté

siennes par

ds =
√
dx2 + dy2.

Nous considérons le problème où une bille commence à A(0, 0) et glisse vers le bas jusqu’au

point B (xA, xB) et il n’y a pas de frottement comme illustré à la figure 2.1. Soit g l’acc

élération due à la gravité et m la masse de la bille. La vitesse de la bille est notée v(x). La

conservation de l’énergie donne
1

2
mv2 −mgy = 0.

Le temps de descente est donc donné par

J =
1√
2g

∫ yB

0

√√√√1 +
(
dx
dy

)2

y
dy.
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Figure 2.2 – La cyclöıde entre (0, 0) et (xB, yB)

Le problème est de trouver la courbe {x(y), y ∈ [0, yB]}, satisfaisant x(0) = 0 et x(yB) = xB,

et qui minimise

J (x) =
1√
2g

∫ yB

0

√
1 + (x′ (y))2

y
dy.

L’équation d’Euler-Lagrange devient

d

dy

 x′ (y)√
1 + (x′ (y))2

1
√
y

 = 0.

En intégrant par rapport à y, on obtient

x′ (y)√
1 + (x′ (y))2

1
√
y

= c1, c1 = constant.

La solution générale de cette équation différentielle est donnée par

x (t) =
1

2c1

(t− sin t) + c2, y (t) =
1

2c1

(1− cos t) ,

où c2 est une autre constante. L’équation obtenue est celle d’une cyclöıde (figure 2.2 ).

2.1.3 Conditions nécessaires du second ordre (Legendre).

Dans l’étude des extrêmums des fonctionnelles, nous n’avons considéré jusqu’ici que

la condition nécessaire (l’annulation de la première variation) pour qu’une fonctionnelle

ait un extremum faible. Pour établir la nature de l’optimum (maximum ou minimum), il

est nécessaire d’examiner la deuxième variation. Au chapitre précédent, on a vu qu’en

optimisant une fonction deux fois continûment différentiable f : Rn → R, x∗ ∈ Rn est un

minimum local de f si ∇f (x∗) = 0 et ∇2f (x∗) est définie positive. C’est-à-dire, f est
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à la fois stationnaire et localement convexe en x∗. Des conditions analogues peuvent être

développées pour des problèmes du calcul des variations. Leur développement s’appuie sur

le concept de la deuxième variation d’une fonctionnelle.

Définition 2.5 Soit J une fonction définie sur un espace vectoriel normé V . Alors, la

seconde variation de J en x ∈ V dans la direction admissible h ∈ V est définie (si elle

existe) par

δ2J (x : h) =
d2

dε2
J (x+ εh)

]
ε=0

. (2.14)

Nous sommes maintenant prêts à formuler les conditions nécessaires au second ordre.

Puisque des dérivées partielles de troisième ordre de F apparaissent, nous supposons que

F ∈ C3. La seconde variation est aussi définie par

J (x+ εh) = J (x) + δJ (x : h) ε+ δ2J (x : h) ε2 + o
(
ε2
)
. (2.15)

Le développement en série de Taylor du second ordre par rapport à ε (en utilisant la règle

de la châıne) et en séparant les termes des ordres différents on aura

J (x+ εh) =

∫ tf

t0

F (x (t) , ẋ (t) , t) dt+

∫ tf

t0

[
Fx (x (t) , ẋ (t) , t)h (t) + Fẋ (x (t) , ẋ (t) , t) ḣ (t)

]
dt.ε

+
1

2

∫ tf

t0

[Fxx (x (t) , ẋ (t) , t) (h (t))2 + 2Fxẋ (x (t) , ẋ (t) , t)h (t) ḣ (t)

+Fẋẋ (x (t) , ẋ (t) , t)
(
ḣ (t)

)2

]dt.ε2 + o
(
ε2
)
.

En combinant cette expression avec (2.15), terme à terme, nous déduisons que la deuxième

variation s’écrit

δ2J (x : h) =
1

2

∫ tf

t0

[
Fxxh

2 + Fẋẋḣ
2 + 2Fxẋhḣ

]
dt. (2.16)

Considérons le dernier terme de l’équation précédente et réécrivons-le en termes de h seule-

ment en utilisant l’intégration par parties∫ tf

t0

2Fxẋhḣdt =

∫ tf

t0

Fxẋ
d

dt

(
h2
)
dt = Fxẋh

2
∣∣tf
t0
−
∫ tf

t0

d

dt
(Fxẋ)h

2dt. (2.17)

En utilisant les conditions (2.12), on trouve

δ2J (x : h) =

∫ tf

t0

[
P (t)

(
ḣ (t)

)2

+Q (t) (h (t))2

]
dt, (2.18)

où P (t) = 1
2
Fẋẋ (x (t) , ẋ (t) , t) et Q (t) = 1

2

[
Fxx (x (t) , ẋ (t) , t)− d

dt
(Fxẋ (x (t) , ẋ (t) , t))

]
.

Nous savons que si x est un minimum, alors pour toute perturbation h vérifiant

h (t0) = h (tf ) = 0,
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on a δ2J (x : h) ≥ 0.Pour des valeurs arbitraires de h (t) et ḣ (t), ceci signifie que

Fxx (x (t) , ẋ (t) , t)− d

dt
(Fxẋ (x (t) , ẋ (t) , t)) ≥ 0, (2.19)

Fẋẋ (x (t) , ẋ (t) , t) ≥ 0. (2.20)

Pour le maximum, les signes des conditions précédentes sont inversés.

Théorème 2.2 [49] (Conditions nécessaires de Legendre) Si x réalise un minimum (lo-

cal) pour J sur D = {x ∈ V : x(t0) = x0 et x(tf ) = xf} . Alors x satisfait l’équation d’Euler-

Lagrange (2.13) avec la condition dite de Legendre

Fẋẋ (x (t) , ẋ (t) , t) est semi définie positive, (2.21)

pour chaque t ∈ [t0, tf ] .

Exemple 2.2 (Longueur minimale d’une courbe) Considérons le problème de minimisation

de la fonctionnelle

J (x) =

∫ b

a

√
1 + ẋ2dt.

Soit F (x (t) , x′ (t) , t) =
√

1 + ẋ2. On a d’aprés l’équation d’Euler-Lagrange (2.13) :

∂F

∂x′
=

x′√
1 + (x′)2

= c,

où c est une constante. On trouve donc x′ = cte, autrement dit,

x (t) =
β − α
b− a

(t− a) + α,

l’équation d’une droite qui passe par les points A (a, α) et B (b, β), c’est une fonction

extrémale(stationnaire) du problème posé . D’autre part, on a

Fẋẋ (x (t) , ẋ (t) , t) =
1

[1 + ẋ2]3/2
,

qui satisfait à la condition (2.21). Par conséquent, la distance entre deux points donnée par

x(t) =
β − α
b− a

(t− a) + α

(ligne droite) est minimale.
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2.2 Problème de contrôle optimal

La Théorie de contrôle traite des systèmes qui peuvent être contrôlés, c’est-à-dire dont

l’évolution peut être influencée par un operateur externe. Nous considérons des systèmes de

contrôle qui peuvent être définis comme un système d’équations différentielles en fonction de

certains paramètres. Le modèle mathématique, qui représente le système physique, consiste

en un ensemble de relations qui décrivent la réponse ou la sortie du système pour différentes

entrées. Des contraintes fondées sur la situation physique sont incorporées dans cet ensemble

de relations.

Le problème de contrôle optimal peut être interprété comme une extension du calcul des

variations. Le contrôle optimal a trouvé ses applications dans de nombreux domaines scien-

tifiques, allant des mathématiques et de l’ingénierie aux sciences biomédicales et sciences de

gestion.

La formulation d’un problème de contrôle optimal nécessite

— Une description (ou modèle) mathématique du processus à contrôler (généralement

sous forme variable d’état),

— Une fonction objectif (Critère de qualité) ou fonction-coût.

— Un énoncé des conditions aux limites et des contraintes physiques sur les états et /

ou les contrôles.

Généralement, le problème de contrôle optimal peut être formulé comme suit :

Trouver un contrôle admissible u = u(t) qui minimise la fonction objectif

J(x(.), u(.)) = h (x (tf ) , tf ) +

∫ tf

t0

g (x (t) , u (t) , t) dt, (2.22)

par rapport aux fonctions d’état

X =
{
x(.) : [t0, tf ]→ Rn, xi ∈ C1 [t0, tf ] , i = 1, 2, ..., n

}
, (2.23)

et les fonctions vecteurs de contrôle

U =
{
u(.) : [t0, tf ]→ U ⊂ Rm, ui ∈ C1 [t0, tf ] , i = 1, 2, ...,m

}
, (2.24)

U est un convexe fermé non vide.
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sous contraintes suivantes :

ẋ (t) = f (x (t) , u (t) , t) f : Rn+m+1 → Rn (2.25)

x (t0) = x0 x0 connu (2.26)

φ (x (tf ) , tf ) = 0 φ : Rn × R+ → Rp, p ≤ n (2.27)

C (x (t) , u (t)) ≤ 0 ∈ Rq C : Rn+m → Rq (2.28)

S (x (t)) ≤ 0 ∈ Rs S : Rn → Rs. (2.29)

La fonction objectif doit être spécifiée pour évaluer quantitativement la performance d’un

système. La forme donnée en (2.22) est la forme classique de Bolza [22]. Il s’agira de Lagrange

si h (x (tf ) , tf ) = 0 et de Mayer si
∫ tf
t0
g (x (t) , u (t) , t) dt = 0.

L’équation (2.25), exprime la dynamique du système, c’est la première contrainte

d’égalité fondamentale.

Le problème (2.22) − (2.29) est un problème d’optimisation en dimension infinie, sa

solution est une fonction de contrôle u∗(t) et une courbe associée x∗ (t).

Plusieurs méthodes ont été utilisées pour résoudre un problème de contrôle optimal.

Parmi ces méthodes , on compte :

— Méthodes indirectes : le principe du minimum de Pontryagin.

— Méthodes directes : discrétisation ou parameterisation.

2.2.1 Approche variationnelle (Méthodes Indirectes)

L’approche indirecte de résolution d’un problème de contrôle optimal est basée sur une

généralisation du calcul des variations. Les conditions nécessaires pour un extremum sont

dérivées en considérant la première variation de la fonction Lagrangienne J, ici, les multi-

plicateurs de Lagrange sont des fonctions du temps, λ = λ(t), ils sont appelés : les vecteurs

d’état adjoint, elle obéissent à des équations différentielles. Alors que dans le cas de dimen-

sion finie les multiplicateurs sont calculés à partir d’équations algébriques.

Les conditions nécessaires impliquent donc à la fois les équations différentielles originales

du système dynamique et les équations différentielles adjointes associées aux états adjoints.

Le résultat final est un problème à deux bouts [6, 20] (en anglais : Two-point boundary

value problem(TPBVP)), qui est constitué par des équations d’état et état adjointe avec

des conditions initiales et terminales.
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L’approche est appelée indirecte, parce que le contrôle optimal est trouvé en résolvant

le problème (TPBVP) auxiliaire, plutôt que par une focalisation directe sur le problème

d’origine.

Dans ce travail, nous considérons le problème de contrôle optimal non linéaire donné par

les équations (2.22)− (2.27). Le vecteur de commande u(t) n’est pas contraint ni borné. La

fonction objectif est donné dans la forme Bolza. En introduisant les vecteurs des multipli-

cateurs de Lagrange λ (t) et ν et en joignant les équations dynamiques et les conditions aux

limites à la fonction objectif, on obtient l’indice de performance augmenté suivant :

Ja = h (x (tf ) , tf ) + νTφ (x (tf ) , tf )

+

∫ tf

t0

[
g (x (t) , u (t) , t) + λT (f (x (t) , u (t) , t)− ẋ (t))

]
dt (2.30)

L’extremum de la fonctionnelle J est obtenu lorsque la variation de Ja du premier ordre est

nulle(δJa = 0). Il est commode de définir l’Hamiltonien :

H (x (t) , u (t) , λ (t) , t) = g (x (t) , u (t) , t) + λ (t)T [f (x (t) , u (t) , t)] , (2.31)

et la fonction auxiliaire :

Φ (x (t) , t, ν) = h (x (t) , t) + νTφ (x (t) , t) . (2.32)

Suivant les mêmes démarches que la section précédente, on obtient le théoème suivant :

Théorème 2.3 [12] On suppose U = Rm. Si u∗(t) est optimal local faible alors : ∃λ∗ :

[t0, tf ]→ Rn :

-C.N.1 : équations canoniques de Hamilton

ẋ∗ (t) = H T
λ =

∂H T

∂λ
(x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) Equation d’état (2.33)

λ̇∗ (t) = −H T
x =

∂H T

∂x
(x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) Equation d’état adjointe (2.34)

0 = H T
u =

∂H T

∂u
(x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) , Equation de commande (2.35)

-C.N.2 : condition (forte) au deuxième ordre de Legendre-Clebsch

H ∗
uu ≥ 0,

et les conditions de transversalité :{
λ∗ (tf )−

[
∂h

∂x
(x∗ (tf ) , tf )

]T}
δxf + {g (x∗ (tf ) , u

∗ (tf ) , tf ) +
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∂h

∂t
(x∗ (tf ) , tf ) + λ∗ (tf )

T [f (x∗ (tf ) , u
∗ (tf ) , tf )]

}
δtf = 0. (2.36)

Les équations de contrôle (2.35) sont un énoncé simplifié du principe du minimum de

Pontryagin [56] au cas où les contrôles admissibles ne sont pas contraints.

Principe du minimum de Pontryagin

Le problème de contrôle optimale étudié est défini par :

min
u∈U

J (x(.), u(.)) = h (x (tf ) , tf ) +

∫ tf

t0

g (x (t) , u (t) , t) dt, (2.37)

sous ẋ (t) = f (x (t) , u (t) , t) , x (t0) = x0, (2.38)

x (tf ) = xf , tf libre.

Les fonctions f et g sont de classe C1 sur Rn × Rm × [t0, tf ] par rapport à x et t.

Le Hamiltonien H (x (t) , u (t) , λ (t) , t) = g (x (t) , u (t) , t) + λ (t)T [f (x (t) , u (t) , t)] est

de classe C1 sur Rn × Rm × [t0, tf ] par rapport à x.

Première variation de la fonctionnelle :

δJ = [H ∗ + h∗]t=tf δtf +

[
∂h∗

∂t
− λ∗ (t)

]T
t=tf

δxf

+

∫ tf

t0

{[
H ∗

x + λ̇∗ (t)
]T
δx (t) + (H ∗

u )T δu (t)

}
dt, (2.39)

Les conditions nécessaires pour que u∗(t) minimise J sont :

-) δJ = 0, si u∗(t) est à l’intérieur de U .

-) δJ ≥ 0, si u∗(t) est sur la frontière de U .

-) Equations canoniques de Hamilton :

ẋ∗ (t) = Hλ (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) (2.40)

λ̇∗ (t) = −Hx (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) . (2.41)

- Conditions de transversalité :

[H ∗ + h∗]t=tf δtf +

[
∂h∗

∂t
− λ∗ (t)

]T
t=tf

δxf = 0. (2.42)

Donc δJ =
∫ tf
t0

(H ∗
u )T δu (t) dt, avec (H ∗

u )T δu (t) = H (x∗ (t) , u∗ (t) + δu (t) , λ∗ (t) , t) −
H (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) , d’où δJ ≥ 0 implique

H (x∗ (t) , u (t) , λ∗ (t) , t) ≥H (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) ∀u ∈ U .
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Théorème 2.4 (principe du minimum de Pontryagin) [47] Si u∗(t) ∈ U est une commande

optimale admissible et x∗(t) la trajectoire d’état optimale solution de l’équation d’état as-

sociée à u∗(t) alors il existe un vecteur adjoint λ∗ (t) tel que les équations canoniques de

Hamilton

ẋ∗ (t) = H ∗
λ = f (x∗ (t) , u∗ (t) , t) (2.43)

λ̇∗ (t) = −Hx (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) , (2.44)

aient des solutions (x∗(t), λ∗ (t)) sous les conditions de transversalité :[
H ∗ +

∂h

∂t

]
t=tf

δtf +

[(
∂h

∂x

)∗
− λ∗ (t)

]T
t=tf

δxf = 0. (2.45)

et u∗(t) est un minimum global du Hamiltonien sur U

min
u∈U

H (x∗ (t) , u (t) , λ∗ (t) , t) = H (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) , (2.46)

ou

H (x∗ (t) , u (t) , λ∗ (t) , t) ≥H (x∗ (t) , u∗ (t) , λ∗ (t) , t) ∀u ∈ U . (2.47)

La relation (2.46) signifie que la condition nécessaire d’optimalité est que le contrôle

optimal devrait minimiser l’Hamiltonien, c’est la principale contribution du principe du

minimum de Pontryagin. Nous notons que ce n’est qu’une condition nécessaire et n’est

généralement pas suffisante pour l’optimalité.

Le principe du minimum de Pontryagin remplace le calcul de la commande optimale par

la résolution d’un système d’équations différentielles ordinaires avec conditions aux deux

bouts auquel on adjoint un problème d’optimisation élémentaire résolu à chaque instant.

2.2.2 Problème de Contrôle Linéaire Quadratique (LQ) :

Le problème linéaire-quadratique (LQ) est probablement le problème de contrôle optimal

le plus célèbre. Il se réfère à un système linéaire et un indice de performance quadratique

selon l’énoncé suivant.

Soit [t0, tf ] un intervalle de temps fini et soient

A : [t0, tf ]→ Rn×n, t→ A (t) B : [t0, tf ]→ Rn×m, t→ B (t)

Q : [t0, tf ]→ Rn×n, t→ Q (t) R : [t0, tf ]→ Rm×m, t→ R (t) ,
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des fonctions matricielles continues sur [t0, tf ]. Nous supposons que les matrices Q (t) et R (t)

sont symétriques et que Q (t) est semi-définie positive et R (t) est définie positive pour tout

t ∈ [t0, tf ]. De plus, soit S ∈ Rn×n une matrice semi-définie positive constante et symétrique.

(LQ) : Trouver une fonction de contrôle u∗ : [t0, tf ] → Rm, qui minimise le critère de

performance quadratique

J =
1

2
xT (tf )S (tf )x (tf ) +

1

2

∫ tf

t0

xT (t)Q (t)x (t) + uT (t)R (t)u (t) (2.48)

sous

ẋ (t) = A (t)x (t) +B (t)u (t) , (2.49)

x (t0) = x0, (2.50)

où x0 et t0 sont donnés, tf est fixé, et l’état final x (tf ) n’est pas fixé, on n’impose aucune

contrainte sur le contrôle.

En utilisant la définition de l’Hamiltonien donnée par (2.31) avec l’indice de performance

(2.48) et l’équation d’état (2.49), on obtient l’Hamiltonien :

H (x (t) , u (t) , λ (t)) =
1

2

(
xTQx+ uTRu

)
+ λ (Ax+Bu) . (2.51)

Alors les équations données par le principe du minimum (faible) LQ s’écrivent

ẋ∗ (t) = Hλ = A (t)x∗ (t) +B (t)u∗ (t) (2.52)

λ̇ (t) = −Hx = −Q (t)x∗ (t)− AT (t)λ∗ (t) , (2.53)

et

Hu = R (t)u∗ (t) +BT (t)λ∗ (t) = 0. (2.54)

La relation (2.54) conduit à

u∗ (t) = −R−1 (t)BT (t)λ∗ (t) . (2.55)

Substituons la relation de contrôle (2.55) dans l’équation d’état (2.52) pour obtenir le

système canonique (état et état adjointe), également appelé système Hamiltonien des

équations

ẋ∗ (t) = A (t)x∗ (t)−B (t)R−1 (t)BT (t)λ∗ (t) . (2.56)

λ̇∗ (t) = −Q (t)x∗ (t)− AT (t)λ∗ (t) . (2.57)
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Ici, pour notre système actuel tf est fixé ce qui fait δtf = 0, par contre x(tf ) n’est pas

spécifié ce qui rend δx(tf ) arbitraire. Par conséquent, le coefficient de δx(tf ) dans (2.45)

devient nul, c’est-à-dire ; la relation (2.45) devient

λ∗ (tf ) =

(
∂h

∂x

)∗
= S (tf )x

∗ (tf ) . (2.58)

Écrivons les relations (2.56), (2.57) et les conditions aux bords (2.50) et (2.58) sous forme

matricielle, on trouve(
ẋ∗ (t)

λ̇∗ (t)

)
=

(
A (t) −B (t)R−1 (t)BT (t)

−Q (t) − AT (t)

)(
x∗ (t)

λ∗ (t)

)
, (2.59)(

x (t0)

λ∗ (tf )

)
=

(
x0

S (tf )x∗ (tf )

)
. (2.60)

La solution du système (2.59) et (2.60) est obtenue à partir du Théorème suivant :

Théorème 2.5 [3] La solution du problème de contrôle optimal linéaire-quadratique [LQ]

est donnée par le contrôle linéaire

u∗ (t, x∗ (t)) = −R−1 (t)BT (t)P (t)x∗ (t) , (2.61)

où P (t) doit satisfaire à l’équation différentielle matricielle

Ṗ (t) + P (t)A (t) + AT (t)P (t)− P (t)B (t)R−1 (t)BT (t)P (t) +Q (t) = 0, (2.62)

P (tf ) = S (tf ) .(2.63)

Cette solution P (t) existe sur l’intervalle complet [t0, tf ] et elle est semi-définie positive.

L’équation (2.62) est appelée l’équation différentielle matricielle de Riccati. P (t) est ap-

pelée la matrice de coefficient de Riccati ou simplement la matrice de Riccati ou le coefficient

de Riccati.

2.2.3 Méthodes directes

Les méthodes basées sur le principe de minimum de Pontryagin (équations d’Euler-

Lagrange) sont habituellement classées comme des méthodes indirectes[6]. Le principal avan-

tage des méthodes indirectes est que les solutions obtenues produisent l’existence et l’unicité

des résultats, des solutions exactes quand le TPBVP peut être résolu analytiquement et des

estimations d’erreur quand il est résolu numériquement[65]. D’autre part, elles présentent

certains inconvénients [43, 8] :
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- Il est nécessaire de dériver des expressions analytiquement pour les conditions

nécessaires, et pour une équation d’état non linéaire compliquée .

- Le manque de robustesse.

- Exige une connaissance approfondie du modèle mathématique et physique du système.

Pour éviter ces inconvénients et d’autres, de nombreux chercheurs ont proposés des

méthodes directes pour résoudre les problèmes de contrôle optimal. La méthode directe

[43] est basée sur des approches de programmation non linéaire (PNL) qui transcrivent des

problèmes de contrôle optimal en problèmes de PNL et en appliquant les techniques de PNL

existantes pour les résoudre. Dans la plupart des applications pratiques, les problèmes de

commande optimale sont décrits par des équations différentielles non linéaires difficiles à

résoudre par des méthodes indirectes. Dans cette méthode, la solution optimale est obtenue

par une minimisation directe de la fonction objectif soumis aux contraintes. Les méthodes

directes sont classées en méthodes de discrétisation ou de paramétrisation de l’état et / ou

des variables de contrôle.

En discrétisation, de nombreux points discrets (échantillons) de l’état et / ou de la

variable de contrôle sont nécessaires pour produire des résultats précis, ce qui rend le système

de grande dimension.

La paramétrisation peut être mise en œuvre par l’une des trois voies [43] :

(a) Paramétrisation de contrôle : nous approximons les variables de contrôle par une

série finie de fonctions connues avec des paramètres inconnus, puis les variables d’état

sont obtenues en fonction des paramètres inconnus en intégrant l’équation d’état du

système, mais ce procédé coûte cher.

(b) Paramétrisation de l’état et du contrôle, de cette façon nous approximons les deux

variables d’état et de contrôle par une série finie de fonctions connues avec des pa-

ramètres inconnus, le système résultant se terminera par de grands paramètres in-

connus.

(c) La paramétrisation de l’état est la méthode la moins utilisée par rapport aux autres.

Dans cette voie seules quelques grandeurs d’état sont approximées directement par

une série finie de fonctions connues avec des paramètres inconnus. Les autres va-

riables d’état et de commande sont obtenues en fonction des paramètres inconnus

directement à partir de l’équation (s) d’état.

Dans ce travail, nous utilisons l’approche donnée en (b) en s’appuiant sur l’approximation

par ondelettes.
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3 Théorie des ondelettes

Le mot �ondelette� qui signifie �petite onde� a été introduit par Jean Morlet et Gross-

mann [36] au début des années 1980, influencé par des idées de mathématiques pures et

appliquées. Les ondelettes ont été développées indépendamment dans les domaines des

mathématiques, de la physique quantique, de l’électrotechnique, de la géologie sismique,

de la technologie médicale, etc... L’analyse par ondelettes a été introduite à l’origine afin

d’améliorer le traitement des signaux sismiques en passant de l’analyse de Fourier à courte

durée à de nouveaux algorithmes pour détecter et analyser les changements brusques de

signaux. Du point de vue de la théorie de l’approximation et de l’analyse harmonique, la

théorie des ondelettes est importante à plusieurs égards. Elle donne des bases d’ondelettes

inconditionnelles simples et élégantes pour les espaces fonctionnels (Lebesgue, Sobolev, Be-

sov, etc...).

Un développement récent de la théorie de l’approximation est l’approximation d’une

fonction arbitraire par des polynômes d’ondelettes. Il existe différents types d’ondelettes

telles que l’ondelette de Haar, l’ondelette du Chapeau mexicain, l’ondelette de Shannon,

l’ondelette de Daubechies, l’ondelette de Meyer, ondelettes basés sur les polynômes ortho-

gonaux, etc...

Définition 3.1 Une fonction ψ (t) ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) est une ondelette si elle vérifie la

condition d’admissibilité :

Cψ =

∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ̂ (v)
∣∣∣2

|v|
dv <∞. (3.1)

Ce qui implique ∫ +∞

−∞
ψ (t) dt = 0. (3.2)

Où ψ̂ (v) est la transformation de Fourier de la fonction ψ.

Par défaut lorsqu’on emploi le terme ondelette, il faut entendre ” ondelette mère ψ” car elle

va servir de prototype de base pour g énérer toute une famille d’ondelette ψa,b (les ondelettes
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filles) :

ψa,b (t) =
1√
a
ψ

(
t− a
b

)
, a ∈ R+, b ∈ R.

Ce sont des copies dilatés ou comprimées et translatées dans le temps de l’ondelette mère.

Nous appelons transformée en ondelettes continue de f ∈ L2 (R) au temps b et à l’échelle

a :

Wfa,b =

∫ +∞

−∞
f (t)

1√
a
ψ

(
t− b
a

)
dt (3.3)

Le facteur d’echelle a et le pas de translation b sont des réels et la transformation en

ondelettes est continue et donc redondante. Il est donc évident qu’une discrétisation de la

transformation doit être envisagée si on souhaite obtenir une transformation non redondante.

On posera

a = a−k0 et b = nb0a
−k
0 avec a0, b0 ∈ Z,

d’où l’expression de la transformée en ondelettes discrètes

Wdf (k, n) = a
− k

2
0

∫ +∞

−∞
f (t)ψ

(
a−k0 t− n b0

)
dt.

La famille d’ondelettes discrètes est donnée par

ψk,n (t) = |a0|
k
2 ψ
(
ak0t− nb0

)
. (3.4)

Si on choisit a0 = 2 et b0 = 1, on parle de transformée dyadique.

ψk,n (t) = 2
k
2ψ
(
2kt− n

)
. (3.5)

Dans ce cas {ψk,n} forme une base orthonormée de L2 (R) [10, 37].

Exemple 3.1 Les fonctions de Haar ont été employées à partir de 1910 par le

mathématicien hongrois Alferd Haar. Ce sont les plus simples parmi les différents types

d’ondelettes. L’ondelette mère de Haar est définie par :

Ψ (t) =


1 si 0 ≤ t < 1

2

−1 si 1
2
≤ t < 1

0 ailleurs

(3.6)

La formule générale pour la famille des ondelettes de Haar peut s’écrire

ψk,n (t) =


1 si n

2k
≤ t < 2n+1

2k+1

−1 si 2n+1
2k+1 ≤ t < n+1

2k

0 ailleurs

(3.7)
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Figure 3.1 – Ondelettes de Haar n = 0,k = 0, n = 1,k = 0 etn = 1,k = 1

Figure 3.2 – Ondelettes de Haar n = 2,k = 0, n = 2,k = 1, n = 2,k = 2 etn = 2,k = 3

Exemple 3.2 Considérons l’ondelette de Morlet (partie réelle)

ψ (t) = cos (5t) e−
t2

2 ,

alors les ondelettes filles sont définies par

ψk,n (t) = 2
k
2 cos

(
5
(
2kt− n

))
e−

(2kt−n)
2

2 .

Figure 3.3 – Ondelette de Morlet k = 0, n = 0 et k = 0, n = 1.
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Figure 3.4 – Ondelette de Morlet k = 1, n = 0 et k = −1, n = −1.

3.0.1 Ondelettes et approximation

Dans de nombreuses applications en mathématiques, nous faisons face à des fonctions

qui sont beaucoup plus compliquées que les fonctions standard de l’analyse classique. Cer-

taines de ces fonctions ne peuvent pas être exprimées sous forme explicite, donc une ap-

proximation est nécessaire. Un théorème important concernant l’approximation de fonctions

continues par polynômes est donné par Weierstrass qui dit que toute fonction continue sur

un intervalle fermé de R peut être approchée par un polynôme [17]. En 1714 le théorème

de Taylor représente le polynôme qui se rapproche d’une fonction en utilisant l’ensemble

{(t− t0)n}∞n=0 comme base. En 1808 Fourier utilise l’ensemble {cosnt, sinnt}∞n=1 comme

base pour représenter des fonctions de période p = 2π, puis généralisé à des fonctions de

toute période p = 2L. Un développement récent de la théorie de l’approximation est l’ap-

proximation d’une fonction arbitraire par les ondelettes. Pour toute fonction f(t) ∈ L2, on

a sa représentation en série d’ondelettes donnée par

f (t) =
∑
k∈Z

∑
j∈Z

cj,kψj,k (t) =
∑
k∈Z

∑
j∈Z

〈f, ψj,k〉 fj,k, (3.8)

où les coefficients cj,k sont définis de façon unique par

cj,k = 〈f, ψj,k〉 =

∫ +∞

−∞
f (t)ψj,k (t) dt, (3.9)

où ψj,k (t) est donnée par (3.5) .
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3.1 Les ondelettes de Legendre

3.1.1 Les polynômes de Legendre

Définition 3.2 [1, 12] Les polynômes de Legendre Ln (x) , sont les solutions de l’équation

différentielle, dite de Legendre

d

dt

[(
1− t2

) dLn (t)

dt

]
+ n (n+ 1)Ln (t) = 0, |t| < 1, n ≥ 0. (3.10)

Les premiers polynômes sont

L0 (t) = 1

L1 (t) = t

L2 (t) =
1

2

(
3t2 − 1

)
L3 (t) =

1

2

(
5t3 − 3t

)
L4 (t) =

1

8

(
35t4 − 30t2 + 3

)
L5 (t) =

1

8

(
63t5 − 70t3 + 15t

)
L6 (t) =

1

16

(
231t6 − 315t4 + 105t2 − 5

)
.

Propriétés des polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre peuvent être exprimés sous une forme plus compacte.

Théorème 3.1 [41] ( Formule de Rodrigues) Le polynôme de Legendre Ln de degré n ≥ 0,

est donné par

Ln (t) =
1

2nn!

dn

dtn
(
t2 − 1

)n
. (3.11)

Une conséquence de cette formule est la propriété suivante entre trois polynômes de

Legendre consécutifs. Les polynômes de Legendre satisfont la relation de récurrence

(n+ 1)Ln+1 (t) = (2n+ 1) tLn (t)− nLn−1 (t) , n ≥ 1 (3.12)

avec

L0 (t) = 1, L1 (t) = t.

Ces polynômes possèdent aussi les propriétés suivantes :

43
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a) Forme explicite [58] :

Ln (t) =
1

2n

[n/2]∑
k=0

(−1)k (2n− 2k)!tn−2k

k! (n− k)! (n− 2k)!
, (3.13)

où [n/2] est la partie entière de n/2.

b) Majorations [13] :

∀t ∈ [−1,+1] , |Ln (t)| ≤ 1 (3.14)

∀t ∈ [−1,+1] , |L′n (t)| ≤ n (n+ 1)

2
(3.15)

c) Les polynômes de Legendre sont des polynômes orthogonaux relativement à la fonc-

tion poids ω (t) = 1 sur l’intervalle ]−1,+1[∫ +1

−1

Ln (t)Lm (t) dt =

{
0 si n 6= m
2

2n+1
si n = m

, (3.16)

{√
2

2n+1
Ln (t)

}
n∈N

est une base orthonormée dans L2 (]−1,+1[) . [23]

3.1.2 Les ondelettes de Legendre

Les ondelettes de Legendre ψn,m (t) = ψ (k, n̂,m, t) ont quatre arguments ; n̂ = 2n −
1, n = 1, 2, 3..., 2k−1 et k peut prendre n’importe quel entier positif, m est l’ordre du

polynômes de Legendre et t est le temps normalisé. Ils sont definie sur l’intervalle [0, 1) par

ψn,m (t) =


√
m+ 1

2
2
k
2Lm

(
2kt− n̂

)
pour n̂−1

2k
≤ t < n̂+1

2k

0 ailleurs
(3.17)

où m = 0, 1, ...,M − 1, n = 1, 2, 3, ..., 2k−1. Le coefficient
√
m+ 1

2
dans l’équation (3.17)

assure l’orthonormalité, le paramètre de dilatation est a = 2−k et le paramètre de la trans-

lation est b = n̂2−k. Lm(t) étant le polynôme de Legendre d’ordre m.

Approximation d’une fonction

Une fonction f à carré intégrable sur [0, 1) peut être développée en une série d’ondelettes

de Legendre par

f (t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=0

cnmψnm (t) , (3.18)
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où le coefficient cnm est donné par

cnm = 〈f(.), ψnm(.)〉 .

Si la série infinie dans l’équation (3.18) est tronquée, alors elle peut s’écrire sous la forme

f (t) '
2k−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cnmψnm (t) = CTΨ (t) (3.19)

où C est Ψ (t) sont des matrices de dimension 2k−1M × 1 donnés par

C = [c10, c11, ..., c1M−1, c20, ..., c2M−1, ..., c2k−10, ..., c2k−1M−1]T (3.20)

Ψ (t) = [ψ10 (t) , ψ11 (t) , ..., ψ1M−1 (t) , ψ20 (t) , ..., ψ2M−1 (t) , ...,

ψ2k−10 (t) , ..., ψ2k−1M−1 (t)]T (3.21)

L’intégration du vecteur Ψ (t) definie dans l’équation (3.21) peut être obtenus par∫ t

0

Ψ (t′) dt′ = PΨ (t) (3.22)

où P est la matrice opérationelle d’intégration de dimension
(
2k−1M

)
×
(
2k−1M

)
donnée

par

P =
1

2k



L F F ... F

0 L F ... F
... 0

. . . . . .
...

F

0 0 ... 0 L


(3.23)

L et F dans l’équation (3.23) sont des matrices de dimension M ×M, définies par

F =


2 0 ... 0

0 0 ... 0
...

...

0 0 ... 0


et

L =



1 1√
3

0 0 · · · 0 0 0

−
√

3
3

0
√

3
3
√

5
0 · · · 0 0 0

0 −
√

5
5
√

3
0

√
5

5
√

7

. . . 0 0 0

0 0 −
√

7
7
√

5
0

. . . 0 0 0
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...

0 0 0 0 · · · −
√

2M−3
(2M−3)

√
2M−5

0
√

2M−3
(2M−3)

√
2M−1

0 0 0 0 · · · 0 −
√

2M−1
(2M−1)

√
2M−3

0


.
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Notant que, l’intégration du produit de deux vecteurs d’ondelettes de Legendre est donné

par [63]

I =

1∫
0

Ψ (t) ΨT (t) dt (3.24)

3.1.3 Matrice opérationnelle de dérivation

Théorème 3.2 [50] La dérivée du vecteur Ψ (t) définie dans (3.21) peut être obtenue comme

suit
dΨ (t)

dt
= DΨ (t) , (3.25)

où D est la matrice opérationnelle de dérivation d’ordre 2k−1M × 2k−1M définie comme

suit :

D =


L 0 · · · 0

0 L · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · L


dans laquelle L est une matrice d’ordre M ×M son (r, s)ième élément est défini par

Lr,s =

{
2k
√

(2r − 1) (2s− 1) r = 2, ...,M, s = 1, ..., r − 1 et (r + s) impair,

0 autrement.

(3.26)

3.1.4 Analyse de convegence et estimation de l’erreur

La convergence de la série des ondelettes de Legendre est assurée par le théorème suivant.

Théorème 3.3 [52] Une fonction f définie sur [0, 1] avec une dérivée seconde bornée

|f ′′ (t)| < B, peut être développée comme une somme infinie des ondelettes de Legendre

et la série converge uniformément vers la fonction f, c’est-à-dire

f (t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=0

cnmψnm (t) ,

en outre les coefficients cnm sont bornés ;

|cnm| <
B
√

12

(2n)
5
2 (2n− 3)2

.

L’erreur liée à l’approximation de fonction ci-dessus est élucidée dans le lemme suivant
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Lemme 3.1 [71] Supposons que la fonction f : [0, 1) → R est m fois continûment

différentiable, f ∈ Cm ([0, 1]) . Alos l’erreur de cette approximation est estimée à∥∥f − CTΨ
∥∥ ≤ 1

m!2mk
sup
t∈[0,1]

∣∣f (m) (t)
∣∣ .

3.2 Les ondelettes de Bernoulli

3.2.1 Les nombres et les polynômes de Bernoulli

Les polynômes de Bernoulli d’ordre m sont définis sur l’intervalle [0, 1] par

Bm (t) =
m∑
k=0

(
m

k

)
αkt

m−k, (3.27)

où αi, i = 0, 1, ...,m sont les nombres de Bernoulli. Ces nombres sont définis par

t

et − 1
=
∞∑
i=0

αi
ti

i!
. (3.28)

Les premiers nombres de Bernoulli sont

α0 = 1, α1 = −1

2
, α2 =

1

6
, α3 = 0, α4 = − 1

30
, α6 =

1

42
, ... (3.29)

tels que α2i+1 = 0, i = 1, 2, ...

Les premiers polynômes de Bernoulli sont

B0 (t) = 1, B1 (t) = t− 1

2
, B2 (t) = t2 − t+

1

6
, B3 (t) = t3 − 3

2
t2 +

1

2
t, ... (3.30)

Ces polynômes satisfont aux formules suivantes [4]

1∫
0

Bn (t)Bm (t) dt = (−1)n−1 m!n!

(m+ n)!
αn+m, m, n ≥ 1. (3.31)

dBn (t)

dt
= nBn−1 (t) (3.32)
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Si l’on introduit le vecteur de Bernoulli B(t) sous la forme B (t) = [B0 (t) , B1 (t) , ..., BN (t)],

alors sa dérivée B′(t) peut être exprimée sous forme de matrice par [34] :

B′0 (t)

B′1 (t)

B′2 (t)
...

B′N−1 (t)

B′N (t)


︸ ︷︷ ︸

B′(t)T

=



0 0 0 · · · 0 0 0

1 0 0 · · · 0 0 0

0 2 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · N − 1 0 0

0 0 0 0 0 N 0


︸ ︷︷ ︸

S



B0 (t)

B1 (t)

B2 (t)
...

BN−1 (t)

BN (t)


︸ ︷︷ ︸

B(t)T

, (3.33)

où S est la matrice opérationnelle de dérivation des polynômes de Bernoulli d’ordre (N +

1)× (N + 1).

Lemme 3.2 [35]Les nombres de Bernoulli sont définis par la relation de récurrence suivante

m∑
j=0

(
m+ 1

j

)
αj =

{
1, si m = 0,

0, si m ≥ 1.
(3.34)

Corollaire 3.3 Soit p un entier et soit αk les nombres de Bernoulli. Alors on a la formule

suivante
p∑

k=0

1

k! (p+ 1− k)!
αk =

{
1, p = 0,

0, p ≥ 1.
(3.35)

Preuve En utilisant le lemme 3.2, nous obtenons

p∑
k=0

1

k! (p+ 1− k)!
αk =

1

(p+ 1)!

p∑
k=0

(
p+ 1

k

)
αk =

{
1, p = 0,

0, p ≥ 1.

Lemme 3.4 [57]Soit αk les nombres de Bernoulli. Alors, la matrice V = (vij) définie par

vij =

{
0 si i < j,(

i−1
i−j

)
αi−j autrement,

(3.36)

est inversible. Son inverse est donné par

v−1
ij =


1
i

(
i

j − 1

)
, i ≥ j

0, i < j

(3.37)
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Corollaire 3.5 Soit λi > 0 des nombres réels et αk les nombres de Bernoulli. Alors, la

matrice W = (wij) définie par

wij =


0 si i < j,

λi−1

(
i− 1

i− j

)
αi−j sinon,

(3.38)

est inversible. son inverse est donné par

w−1
ij =


1

iλj−1

(
i

j − 1

)
, i ≥ j

0, i < j,

(3.39)

où λ0 = 1.

3.2.2 Les ondelettes de Bernoulli

Les ondelettes de Bernoulli ψn,m (t) = ψ (k, n,m, t) ont quatre arguments ;n =

0, 1, 2, 3, ..., 2k − 1, m = 0, 1, ...,M, et k un entier positif, m est l’ordre des polynômes

de Bernoulli.

Ils sont définis sur l’intervalle [0, 1] comme dans [45], par

ψn,m (t) =

2
k
2λmBm

(
2kt− n

)
si n

2k
≤ t < n+1

2k

0 autrement,
(3.40)

tel que

λm =


1, m = 0,

1√
(−1)m−1(m!)2

(2m)!
α2m

, m > 0.
(3.41)

Le coefficient 1√
(−1)m−1(m!)2

(2m)!
α2m

assure la normalité. Ici les Bm sont les polynômes de Bernoulli

d’ordre m.

Approximation des fonctions

Une fonction f à carré intégrable sur [0, 1) peut être développée en série d’ondelettes de

Bernoulli :

f (t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=0

cnmψnm (t) (3.42)

où cnm = 〈f (t) , ψnm (t)〉 , dans lequel 〈., .〉 désigne le produit scalaire.
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La théorie des ondelettes

Si la série infinie dans l’équation (3.42) est tronquée, alors elle peut s’écrire sous la forme

f (t) '
2k−1∑
n=0

M∑
m=0

cnmψnm (t) = CTΨ (t) (3.43)

où C est Ψ (t) sont des matrices de dimension 2k−1M × 1 donnés par

C =
[
c0,0, c1,1, ..., c0,M , c1,0, ..., c1,M , ..., c2k−1,0, ..., c2k−1,M

]T
(3.44)

Ψ (t) = [ψ0,0 (t) , ψ0,1 (t) , ..., ψ0,M (t) , ψ1,0 (t) , ..., ψ1,M (t) ,

..., ψ2k−1,0 (t) , ..., ψ2k−1,M (t)]T . (3.45)

Le vecteur C peut être calculé par (voir [45])

CT = F TH−1, (3.46)

où

F =
[
f0,0, f1,1, ..., f0,M , f1,0, ..., f1,M , ..., f2k−1,0, ..., f2k−1,M

]T
,

dans lequel

fij =

∫ 1

0

f (t)ψij (t) dt,

et

H =
[
hijmn

]
,

est une matrice d’ordre 2k (M + 1)× 2k (M + 1) donnée par

H =

∫ 1

0

Ψ (t) ΨT (t) dt. (3.47)

Par exemple avec k = 1 et M = 2, H est la matrice identité et pour k = 1 et M = 4 nous

avons

H =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 −
√

7
10

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −2
√

5
21

0 0 0 0 0

0 −
√

7
10

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −2
√

5
21

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 −
√

7
10

0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2
√

5
21

0 0 0 0 0 0 −
√

7
10

0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 −2
√

5
21

0 1



,
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3.2.3 Matrice opérationnelle de dérivation

Dans la section suivante, nous introduisons une nouvelle matrice opérationnelle d’onde-

lettes de Bernoulli de dérivation. Notons que dans [7], Balaji a utilisé une telle matrice, mais

dans un cas particulier avec M = 3, k = 2, selon sa base, ce qui équivaut à M = 2, k = 1,

dans notre base.

Théorème 3.4 (Théorème fondamental) Soit Ψ(t) le vecteur d’ondelettes de Bernoulli

défini dans (3.45). La dérivée du vecteur Ψ(t) peut être exprimée par

dΨ(t)

dt
= DΨ(t), (3.48)

où D est la matrice opérationnelle de dérivation d’ordre 2k (M + 1) × 2k (M + 1) définie

comme suit

D = 2k


L O · · · O

O L · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · L

 ,

dans lequel L est la matrice d’ordre (M + 1) × (M + 1) , son (i, j)ième élément est défini

comme suit

Li,j =

{
j λi−1

λj−1
i− j = 1 i = 2, ...,M + 1 j = 1, ...,M

0 autrement,
(3.49)

où λj est défini par (3.41) .

Preuve Le vecteur Ψ(t) dans (3.45) peut être écrit comme suit

Ψ(t) = [Ψ0(t),Ψ1(t), ...,Ψ2k−1(t)]T , (3.50)

où

Ψl(t) = [ψl,0 (t) , ψl,1 (t) , ..., ψl,M (t)] , l = 0, 1, ..., 2k − 1. (3.51)

Soit T = 2kt− n, alors
dT

dt
= 2k, (3.52)
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on peut écrire ψnm(t) comme suit

ψnm(t) = 2
k
2λmBm

(
2kt− n

)
= 2

k
2λm

m∑
k=0

(
m

k

)
αkT

m−k

= 2
k
2λm

((
m

0

)
α0T

m +

(
m

1

)
α1T

m−1 + ...+

(
m

m

)
αm

)

= 2
k
2λm

[(
m

m

)
αm,

(
m

m− 1

)
αm−1, ...,

(
m

1

)
α1,

(
m

0

)
α0

]


1

T
...

Tm−1

Tm



=2
k
2λm

(m
m

)
αm,

(
m
m−1

)
αm−1, ...,

(
m
1

)
α1,
(
m
0

)
α0,

M−m︷ ︸︸ ︷
0, 0, ..., 0





1

T
...

Tm−1

Tm

Tm+1

...

TM


=2

k
2λmAmE (t) ,où

Am =

(m
m

)
αm,

(
m

m− 1

)
αm−1, ...,

(
m

1

)
α1,

(
m

0

)
α0,

M−m︷ ︸︸ ︷
0, 0, ..., 0

 ,
et

E (t) =
[
1, T, T 2, ..., TM

]T
.
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Maintenant, nous pouvons réécrire (3.51) de cette manière

Ψn(t) = 2
k
2 [λ0A0E (t) , λ1A1E (t) , ..., λMAME (t)]T

= 2
k
2



α0 0 0 · · · 0

λ1[
(

1
1

)
α1

(
1
0

)
α0 0 · · · 0]

λ2[
(

2
2

)
α2

(
2
1

)
α1

(
2
0

)
α0 · · · 0]

...
...

...
. . .

...

λM [
(
M
M

)
αM

(
M
M−1

)
αM−1

(
M
M−2

)
αM−2 · · ·

(
M
0

)
α0]





1

T
...

Tm−1

Tm

Tm+1

...

TM


,

ou bien

Ψn(t) = 2
k
2WME (t) . (3.53)

En utilisant le Corollaire 3.5, nous avons :

E (t) = 2−
k
2W−1

M Ψn(t). (3.54)

En dérivant pa rapport à t dans (3.53), nous obtenons

d

dt
Ψn(t) = 2

k
2WM

d

dt
E (t) ,

où

d

dt
E (t) =

[
0, 2k, 2× 2kT, 3× 2kT 2, ...,M × 2kTM−1

]T

= 2k



0 0 0 · · · 0 0 0

1 0 0 · · · 0 0 0

0 2 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · M − 1 0 0

0 0 0 · · · 0 M 0


︸ ︷︷ ︸



1

T

T 2

...

TM−1

TM


︸ ︷︷ ︸

E(t)

S

.

En utilisant l’ équation (3.52), on obtient

d

dt
Ψn(t) = 2

k
2WM2kSE (t) ,

et par l’équation (3.54), nous avons

d

dt
Ψn(t) = 2

k
2WM2kS × 2−

k
2W−1

M Ψn(t).
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Calculons à présent L = WMSW
−1
M . Nous aurons

WMS =



0 0 0 · · · 0 0

λ1

(
1
0

)
α0 0 0 · · · 0

λ2[
(

2
1

)
α1 2

(
2
0

)
α0 0 · · · 0]

λ3[
(

3
2

)
α2 2

(
3
1

)
α1 3

(
3
0

)
α0 · · · 0]

...
...

...
. . .

...
...

λM [
(
M
M−1

)
αM−1 2

(
M
M−2

)
αM−2 3

(
M
M−3

)
αM−3 · · · M

(
M
0

)
α0 0]


,

la ligne i ; i = 1, 2, ...,M + 1, de la matrice WMS est

λi−1


j−2︷ ︸︸ ︷(

i− 1

i− 2

)
αi−2, ..., (j − 1)

(
i− 1

i− j

)
αi−j,j

(
i− 1

i− j − 1

)
αi−j−1, ..., (i− 1)

(
i− 1

0

)
α0,

M−i+2︷ ︸︸ ︷
0, ..., 0


La colonne j ; j = 1, 2, ...,M + 1, dans la matrice W−1

M est

1

λj−2


j−1︷ ︸︸ ︷

0, 0, ..., 0,
1

j

(
j

j − 1

)
,

1

j + 1

(
j + 1

j − 1

)
, ...,

1

i− 1

(
i− 1

j − 1

)
,

M−i+2︷ ︸︸ ︷
1

i

(
i

j − 1

)
, ...,

1

M + 1

(
M + 1

j − 1

)
T

,

ainsi

Lij =
λi−1

λj−1

[j

(
i− 1

i− j − 1

)
1

j

(
j

j − 1

)
αi−j−1 + j

(
i− 1

i− j + 1

)
1

j

(
j

j − 1

)
αi−j−2

+...+ (i− 1)

(
i− 1

0

)
1

i− 1

(
i− 1

j − 1

)
α0]

=
λi−1

λj−1

i−j−1∑
r=0

(
i− 1

r

)(
i− r − 1

j − 1

)
αr

=
λi−1

λj−1

(i− 1)!

(j − 1)!

i−j−1∑
r=0

1

r! (i− j − r)!
αr

=
λi−1

λj−1

(i− 1)!

(j − 1)!

p∑
r=0

1

r! (p+ 1− r)!
αr, p = i− j − 1.

En utilisant le Corollaire 3.3, nous obtenons

Lij =

{
j λi−1

λj−1
si i− j = 1

0 si i− j 6= 1.
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Donc

dΨ (t)

dt
=

[
2kLΨ0 (t) , 2kLΨ1 (t) , ..., 2kLΨM (t)

]T

= 2k


L O · · · O

O L · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · L




Ψ0 (t)

Ψ1 (t)
...

ΨM (t)

 ,

ou
dΨ (t)

dt
= DΨ (t) ,

avec D = 2k


L O · · · O

O L · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · L

 , les matrice L et O sont d’ordre (M + 1) × (M + 1) .

(O est la matrice nulle)

En utilisant l’équation (3.48) , nous avons :

Corollaire 3.6 La matrice opérationnelle pour la dérivée n-ième est

dnΨ (t)

dtn
= DnΨ (t) ,

où Dn est la puissance n− ième de la matrice D.
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CHAPITRE

4 Applications

4.1 Matrice opérationnelle de dérivation des onde-

lettes de Legendre pour le calcul des variations

Considérons le problème de trouver l’extremum de la fonctionnelle

J =

1∫
0

F (t, x (t) , ẋ (t)) dt, (4.1)

avec les conditions aux limites

xi (0) = ai, xi (1) = bi, ẋi (0) = αi, ẋi (1) = βi, i = 1, 2, ..., N. (4.2)

Supposons que

F (t, x (t) , ẋ (t)) = V T (t)HV (t) , (4.3)

où

V (t) = [t, x (t) , ẋ (t)]T (4.4)

tel que

{
x (t) = [x1 (t) , x2 (t) , ..., xN (t)]T

ẋ (t) = [ẋ1 (t) , ẋ2 (t) , ..., ẋN (t)]T ,

et H est une matrice réelle symétrique d’ordre (2N + 1)× (2N + 1).

H =



h1,1 h1,2 ... ... h1,2N+1

h2,1 · · · · · · · · · h2,2N+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

h2N+1,1 h2N+1,2 · · · · · · h2N+1,2N+1
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En développant chaque composante du vecteur d’état en base d’ondelettes de Legendre,

on obtient

xi (t) = CT
i Ψ (t) , (4.5)

et en utilisation l’équation (3.25), nous avons

ẋi (t) = CT
i DΨ (t) . (4.6)

Nous pouvons aussi exprimer t en termes de ψ (t) par

δit = dTi Ψ (t) .

Alors,

V =
[
dT1 Ψ (t) , ..., dTNΨ (t) , CT

1 Ψ (t) , ..., CT
NΨ (t) , CT

1 DΨ (t) , ..., CT
NDΨ (t)

]T
(4.7)

= [ΨT (t) d1, ...,Ψ
T (t) dN ,Ψ

T (t)C1, ...,Ψ
T (t)CN ,Ψ

T (t)DTC1, ...,Ψ
T (t)DTCN ]T

et

F (t, x (t) , ẋ (t)) =
N∑
j=1

(
N∑
i=1

(
hi,jd

T
i + hN+i,jC

T
i + h2N+i,jC

T
i D
)

Ψ (t) ΨT (t) dj+ (4.8)

N∑
i=1

(
hi,N+jd

T
i + hN+i,N+jC

T
i + h2N+i,N+jC

T
i D
)

Ψ (t) ΨT (t)Cj + (4.9)

N∑
i=1

(
hi,2N+jd

T
i + hN+i,2N+jC

T
i + h2N+i,2N+jC

T
i D
)

Ψ (t) ΨT (t)DTCj

)
.

Par l’équation (3.24) , on a

J =
N∑
j=1

(
N∑
i=1

(
hi,jd

T
i + hN+i,jC

T
i + h2N+i,jC

T
i D
)
dj+ (4.10)

N∑
i=1

(
hi,N+jd

T
i + hN+i,N+jC

T
i + h2N+i,N+jC

T
i D
)
Cj + (4.11)

N∑
i=1

(
hi,2N+jd

T
i + hN+i,2N+jC

T
i + h2N+i,2N+jC

T
i D
)
DTCj

)
Les conditions aux limites de l’équation (4.2) peuvent être exprimées en termes d’onde-

lettes de Legendre par
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CT
i Ψ (0) = ai, CT

i Ψ (1) = bi, CT
i DΨ (0) = αi, CT

i DΨ (1) = βi. (4.12)

Ainsi, le problème des équations (4.1) et (4.2) a été réduit à un problème d’optimisation

statique.

4.1.1 Le cas unidimensionnel

Dans le cas unidimensionnel (N = 1), la matrice Hessienne H = (hij)i,j donné dans (4.3)

est une matrice symétrique d’ordre 3 × 3. En développant chaque composante du vecteur

d’état en séries d’ondelettes de Legendre, on obtient

x (t) = C>Ψ (t) (4.13)

En utilisant la relation (3.25), on obtient

ẋ (t) = C>DΨ (t) (4.14)

Nous pouvons également exprimer t en termes de Ψ (t) comme

t = d>Ψ (t) . (4.15)

donc, le vecteur V (t) donné par la relation (4.4) devient

V (t) =
[
d>Ψ (t) , C>Ψ (t) , C>DΨ (t)

]>
. (4.16)

En substituant (4.16) dans (4.3), on trouve

F (t, x (t) , ẋ (t)) =
1

2
V (t)>HV (t) (4.17)

=
1

2

(
d>Ψ (t) , 0, 0

)
H
(
d>Ψ (t) , 0, 0

)>
(4.18)

+
(
d>Ψ (t) , 0, 0

)
H
(
0, C>Ψ (t) , C>DΨ (t)

)>
+

1

2

(
0, C>Ψ (t) , C>DΨ (t)

)
H
(
0, C>Ψ (t) , C>DΨ (t)

)>
.

En intégrant la relation (4.18) et en utilisant la relation (3.25) nous trouvons que :

J = J1 + J2 + J3,

tel que
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J1 =
1

2

1∫
0

(
d>Ψ (t) , 0, 0

)
H
(
d>Ψ (t) , 0, 0

)>
dt =

1

2
h11d

>d,

J2 =

1∫
0

(
dTΨ (t) , 0, 0

)
H
(
0, CTΨ (t) , CTDΨ (t)

)>
dt

=

1∫
0

(
h12d

>Ψ (t) Ψ> (t)C + h13d
>Ψ (t) Ψ> (t)D>C

)
dt

=
(
h12d

> + h13d
>D>

)
C.

et

J3 =
1

2

1∫
0

(
0, C>Ψ (t) , C>DΨ (t)

)
H
(
0, C>Ψ (t) , C>DΨ (t)

)>
dt

=
1

2

1∫
0

(h2,2C
>Ψ (t) Ψ> (t)C + h2,3C

>Ψ (t) Ψ> (t)D>C+

h3,2C
>DΨ (t) Ψ> (t)C + h3,3C

>DΨ (t) Ψ> (t)D>C)dt

=
1

2
(h2,2C

>C + h2,3C
>D>C + h3,2C

>DC + h3,3C
>DD>C)

=
1

2
C>(h2,2I + h2,3D

> + h3,2D + h3,3DD
>)C.

Pour simplifier, nous posons

K = h1,2d+ h1,3Dd and Ĥ = h2,2I + h2,3D
> + h3,2D + h3,3DD

>. (4.19)

Ainsi

J(C) =
1

2
C>ĤC +K>C +

1

2
h1,1d

>d. (4.20)

De la relation (4.19) et de la symétrie deH, on en déduit que Ĥ est également symétrique.

Il s’ensuit que la réduction (4.20) est une fonction objectif quadratique . En utilisant la

même approche, les relations (4.2) donnent des contraintes linéaires en C. La continuité des

variables d’état entre les différentes sections fournit 2k−1 − 1 contraintes d’égalité linéaire

de la forme

C>
(

Ψj

(
j

2k−1

)
−Ψj+1

(
j

2k−1

))
= 0, j = 1, ..., 2k−1 − 1, (4.21)

où

Ψl (t) = [ψl0 (t) , ψl1 (t) , ..., ψlM−1 (t)] , l = 1, ..., 2k−1. (4.22)
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Par conséquent, nous obtenons un programme de programmation quadratique avec

contraintes linéaires.

4.1.2 Le cas multidimensionnel

Supposons maintenant que la variable d’état x (t) et son dérivé ẋ (t) prennent leurs

valeurs dans RN . Nous reprenons le problème (4.1) avec les conditions aux limites générales

(4.2). La matrice Hessienne H = (hij)i,j donnée dans (4.3), est une matrice symétrique

d’ordre 2N + 1× 2N + 1 . Dans ce cas, les relations (4.13) et (4.14) deviennent

xi (t) = C>i Ψ (t) , i = 1, 2, ..., N (4.23)

et

ẋi (t) = C>i DΨ (t) , i = 1, 2, ..., N . (4.24)

Le vecteur V (t) de R2N+1, prend la forme suivante

V (t) =
[
d>Ψ (t) , C>1 Ψ (t) , C>2 Ψ (t) , ..., C>NΨ (t) , C>1 DΨ (t) , C>2 DΨ (t) , ..., C>NDΨ (t)

]>
,

et

F (t, x (t) , ẋ (t)) =
1

2

[(
t,0>,0>

)
+
(
0, x> (t) , ẋ> (t)

)]
H
[(
t,0>,0>

)>
+
(
0, x> (t) , ẋ> (t)

)>]
,

où 0 est le vecteur nul de RN .

En utilisant le même développement de la dernière sous-section, on a

J = J1 + J2 + J3,

tel que

J1 =
1

2
h1,1d

Td. (4.25)

J2 =

1∫
0

(
d>Ψ (t) ,0>,0>

)
H
(
0,Ψ> (t)C1, ...,Ψ

> (t)CN ,Ψ
> (t)D>C1, ...,Ψ

> (t)D>CN
)>
dt

=

1∫
0

dT (h1,2Ψ (t) Ψ> (t)C1 + h1,3Ψ (t) Ψ> (t)C2 + ...+ h1,N+1Ψ (t) Ψ> (t)CN+

h1,N+2Ψ (t) Ψ> (t)D>C1 + ...+ h1,2N+1Ψ (t) Ψ> (t)D>CN)dt.

De (4.18), nous avons

J2 = d>
(
K1 +K2D

>)C, avec C = [C1, ..., CN ]>, (4.26)
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où K1 et K2 sont des matrices d’ordre
(
2k−1M ×N2k−1M

)
avec

K1 = [H1,2, ..., H1,N+1] et K2 = [H1,N+2, ..., H1,2N+1] , (4.27)

et Hi,j sont des matrices d’ordre 2k−1M × 2k−1M définies par

Hi,j = hi,jI(2k−1M×2k−1M). (4.28)

Calculons maintenant J3,

J3 =
1

2

1∫
0

(
0, C>1 Ψ (t) , .., C>NΨ (t) , C>1 DΨ (t) , .., C>NDΨ (t)

)
H(0, C>1 Ψ (t) , .., C>NΨ (t) , C>1 DΨ (t) ,

.., C>NDΨ (t))>dt

=
1

2

1∫
0

(C>1 Ψ (t) Ψ> (t)
{
h2,2C1 + ...+ h2,N+1CN + h2,N+2D

>C1 + ...+ h2,2N+1D
>CN

}
+

(4.29)

C>2 Ψ (t) Ψ> (t)
{
h3,2C1 + ...+ h3,N+1CN + h3,N+2D

>C1 + ...+ h3,2N+1D
>CN

}
+ ......+

C>NΨ (t) Ψ> (t)
{
hN+1,2C1 + ...+ hN+1,N+1CN + hN+1,N+2D

>C1 + ...+ hN+1,2N+1D
>CN

}
+

C>1 DΨ (t) Ψ> (t)
{
hN+2,2C1 + ...+ hN+2,N+1CN + hN+2,N+2D

>C1 + ...+ hN+2,2N+1D
>CN

}
+

....+ C>NDΨ (t) Ψ> (t) {h2N+1,2C1 + ...+ h2N+1,N+1CN + h2N+1,N+2D
>C1 + ...

+ h2N+1,2N+1D
>CN})dt

=
1

2
[C>1

{
h2,2C1 + ...+ h2,N+1CN + h2,N+2D

>C1 + ...+ h2,2N+1D
>CN

}
+

C>2
{
h3,2C1 + ...+ h3,N+1CN + h3,N+2D

>C1 + ...+ h3,2N+1D
>CN

}
+ ..........+

C>N
{
hN+1,2C1 + ...+ hN+1,N+1CN + hN+1,N+2D

>C1 + ...+ hN+1,2N+1D
>CN

}
+

C>1 D
{
hN+2,2C1 + ...+ hN+2,N+1CN + hN+2,N+2D

>C1 + ...+ hN+2,2N+1D
>CN

}
+ ...+

C>ND
{
h2N+1,2C1 + ...+ h2N+1,N+1CN + h2N+1,N+2D

>C1 + ...+ h2N+1,2N+1D
>CN

}
]

=
1

2
[C>1

{
H1

2 +H2
2D̂
}
C + C>2

{
H1

3 +H2
3D̂
}
C + ...+ C>N

{
H1
N+1 +H2

N+1D̂
}
C+

C>1 D
{
H1
N+2 +H2

N+2D̂
}
C + C>2 D

{
H1
N+3 +H2

N+3D̂
}
C + ...+ C>ND

{
H1

2N+1 +H2
2N+1D̂

}
C]

tel que H1
i = [Hi2, Hi3, ..., HiN+1] et H2

i = [HiN+2, HiN+3, ..., Hi2N+1], où Hij sont définies

dans (4.28) et D̂ est une matrice diagonale d’ordre 2k−1MN × 2k−1MN .
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D̂ =



D> 0 0 · · · 0

0 D> 0 · · · 0

0 0
. . . · · · ...

...
...

...
. . . 0

0 0 · · · 0 D>


(4.30)

Il s’ensuit que

J3 =
1

2

C>


H1
2 +H2

2D̂

H1
3 +H2

3D̂
...

H1
n+1 +H2

n+1D̂

C + C>


D(H1

n+2 +H2
n+2D̂)

D(H1
n+3 +H2

n+3D̂)
...

D(H1
2n+1 +H2

2n+1D̂)

C



=
1

2
C>


H1

2 +H2
2D̂ +D(H1

n+2 +H2
n+2D̂)

H1
3 +H2

3D̂ +D(H1
n+3 +H2

n+3D̂)
...

H1
n+1 +H2

n+1D̂ +D(H1
2n+1 +H2

2n+1D̂)

C,

Par conséquent

J3 =
1

2
C>ĤC, (4.31)

avec

Ĥ =


H1

2 +H2
2D̂ +D(H1

n+2 +H2
n+2D̂)

H1
3 +H2

3D̂ +D(H1
n+3 +H2

n+3D̂)
...

H1
n+1 +H2

n+1D̂ +D(H1
2n+1 +H2

2n+1D̂)

 . (4.32)

Ainsi, nous avons réduit le problème original défini par (4.1) et (4.2) au problème de pro-

grammation quadratique suivant{
min J = 1

2
h1,1d

>d+ d>KC + 1
2
C>ĤC

C>i Ψ (0) = ai, ou C>i DΨ (0) = αi et C>i DΨ (1) = βi, ou C>i Ψ (1) = bi,
(4.33)

Pour N = 1, nous avons

K1 = H1,2 = h1,2 × I2k−1×M , K2 = H1,3 = h1,3 × I2k−1×M ,

et

K = h1,2 × I2k−1×M + h1,3D
>.
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Où

Ĥ = H1
2 +H2

2D
>+D(H1

3 +H2
3D
>) = h2,2×I2k−1×M +h2,3×D>+D(h32×I2k−1×M +h3,3D

>),

nous retrouvons alors le cas unidimensionnel.

4.1.3 Exemples

Nous introduisons maintenant des exemples illustratifs pour démontrer la validité et

l’applicabilité de la techniques de la matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de

Legendre.

Exemple 4.1 Considérons le problème de trouver l’extrêmum de la fonctionnelle

[63, 14, 24]

J (x) =

1∫
0

[
ẋ2 (t) + tẋ (t) + x2 (t)

]
dt, (4.34)

Avec les conditions aux limites

x (0) = 0 (4.35)

x (1) =
1

4

La fonction intégrande est quadratique puisque la matrice Hessienne est

H =


0 0 1

0 2 0

1 0 2

 .

Pour résoudre le problème (4.34)− (4.35)selon la méthode proposée, nous développons x (t),

ẋ (t) et t en série d’ondelettes de Legendre comme dans (4.13), (4.14)et (4.15). De (4.19) et

(4.20), on résout le problème de programmation quadratique réduit
min J = C>

(
I +DDT

)
C + (Dd)>C,

C>Ψ (0) = 0,

C>Ψ (1) = 1
4
.

Nous résolvons ce programme par la méthode active-set pour obtenir la solution optimale

C∗. Ensuite, nous calculons à chaque t la solution x (t) pour des valeurs données de k et M .
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Dans le tableau 1, Les solutions sont données pour k = 1 avec M = 4, M = 6 et M = 8.

Nous avons

d =
1

2

(
1 1√

3
0 0 0 0 0 0

)
,

et

D = 2×



0 0 0 0 0 0 0 0
√

3 0 0 0 0 0 0 0

0
√

15 0 0 0 0 0 0
√

7 0
√

35 0 0 0 0 0

0 3
√

3 3
√

7 0 0 0 0
√

11 0
√

55 0 3
√

11 0 0 0

0
√

39 0
√

91 0
√

143 0 0
√

15 0
√

75 0
√

135 0
√

195 0


.

t M = 4 M = 6 M = 8 Exact

0 0 0 0 0

0.1 0.041943997233214 0.041950734296532 0.041950728717454 0, 041950728717454

0.2 0.079327384025740 0.079317143318258 0.079317146372165 0.079317146372165

0.3 0.112483064653547 0.112473225757596 0.112473228631297 0.112473228631297

0.4 0.141743943392600 0.141750818146863 0.141750812710399 0.141750812710399

0.5 0.167442924518863 0.167442918511224 0.167442918511225 0.167442918511225

0.6 0.189912912308301 0.189807010021660 0.189806681794100 0.189806681794100

0.7 0.209486811036879 0.209068384647919 0.209065932596664 0.209065932596664

0.8 0.226497524980561 0.225423466811476 0.225413452110820 0.225413452110820

0.9 0.241277958415314 0.239043137038491 0.239012941229743 0.239012941229743

1 0.25 0.25 0.25 0.25

Tableau 1 :Comparaison entre la solution exacte et la solution approximative : x(t)

Exemple 4.2 Considérons le problème de minimisation de Feldaum Minimiser

J =
1

2

1∫
0

(x2 (t) + u2 (t))dt (4.36)

sous les contraintes

ẋ (t) = −x (t) + u (t) , (4.37)
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et

x (0) = 1. (4.38)

L’équation (4.37) est équivalente à

u (t) = ẋ (t) + x (t) (4.39)

En substituant l’équation (4.39) dans l’équation (4.36) , le problème de contrôle optimal

(4.36)− (4.38) est reformulé comme un problème de calcul des variations : minimiser

J =
1

2

1∫
0

(2x2 (t) + ẋ2 (t) + 2ẋ (t)x (t))dt (4.40)

sous contraintes (4.38) .

En utilisant la méthode actuelle, nous avons

H =


0 0 0

0 2 1

0 1 1

 .

En résolvant le problème de programmation quadratique correspondant (pour k = 2,M = 8),

la valeur optimale obtenue de la fonction objectif est J = 0.192909298093169
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Méthode J

Méthode classique de Chebyshev [69]

m = 5, N = 8;K = 16 0.1929094

m = 7, N = 10;K = 20 0.1929030

m = 9, N = 15;K = 30 0.1929092981

Méthode de Legendre décalée [60]

m = 5 0.1929092980

m = 9 0.1929092981

Méthode Chebyshev [27]

m = 5;N = 5 0.192881804

m = 7;N = 7 0.192906918

m = 9;N = 9 0.192909306

m = 5;N = 11 0.192909298

Méthode Moyenne cellulaire [29]

m = 4 0.19290924

m = 5 0.192909288

m = 7 0.1929092981

Méthode Gegenbauer [28]

M = N = 4;α∗ = 0.421 0.192909281

Méthode GTM [26]

L = M = MP = 5 0.1929092981277

L = M = 5;MP = 20 0.1929092980933

Méthode actuelle

k = 2,M = 6 0.192909298094180

k = 2,M = 8 0.192909298093169

La valeur optimale de la fonction coût J∗ ≈ 0.192909298093169

Tableau 2 :Les résultats numériques obtenus par différentes méthodes pour résoudre l’exemple 2

Exemple 4.3 Considérons le problème bidimensionnel du calcul des variations [47]

J (x) =

π
2∫

0

[
ẋ2

1 (s) + ẋ2
2 (s) + 2x1 (s)x2 (s)

]
ds,

avec les conditions aux limites

x1 (0) = 0, x1

(π
2

)
= 1, x2 (0) = 0 et x2

(π
2

)
= 1.
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La solution exacte du problème est

x(s) = [x1 (s) , x2 (s)]> =

[
sinh (s)

sinh
(
π
2

) , sinh (s)

sinh
(
π
2

)]> .

Pour ce problème, la transformation s = π
2
t est utilisée pour modifier ce problème variation-

nel sous la forme suivante

J (x1, x2) =

1∫
0

[
2

π
ẋ2

1 (t) +
2

π
ẋ2

2 (t) + πx1 (t)x2 (t)

]
dt

avec les conditions aux limites

x1 (0) = 0, x1 (1) = 1, x2 (0) = 0 and x2 (1) = 1.

Pour résoudre ce problème par la méthode proposée, nous fixons d’abord k = 1 et M = 8,

nous obtenons

d =
1

2

(
1 1√

3
0 0 0 0 0 0

)
et

D = 2×



0 0 0 0 0 0 0 0
√

3 0 0 0 0 0 0 0

0
√

15 0 0 0 0 0 0
√

7 0
√

35 0 0 0 0 0

0 3
√

3 3
√

7 0 0 0 0
√

11 0
√

55 0 3
√

11 0 0 0

0
√

39 0
√

91 0
√

143 0 0
√

15 0
√

75 0
√

135 0
√

195 0


La matrice Hessienne est

H =



0 0 0 0 0

0 0 π 0 0

0 π 0 0 0

0 0 0 4
π

0

0 0 0 0 4
π


.

Comme h1,1 = 0, le terme constant J1 = 0. De la relation (4.27), nous avons K1 = (H1,2H1,3)

et K2 = (H1,4H1,5), de la relation (4.28) et (4.26) on déduit que le terme linéaire est nul

J2 = 0. Pour calculer le terme quadratique (4.31), on calcule la matrice Ĥ par rapport

(4.32)on obtient

Ĥ =

(
H1

2 +H2
2D̂ +D(H1

3 +H2
4D̂)

H1
3 +H2

3D̂ +D(H1
5 +H2

5D̂)

)
.
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Nous résolvons également le programme réduit par la méthode active-set pour obtenir la

solution optimale C∗, nous calculons à chaque fois la solution x (t). Dans le tableau 2, les

solutions sont données pour k = 1 avec M = 4, M = 6, M = 8 et k = 2 avec M = 4,

M = 6 , M = 8.

t M = 5 M = 6 M = 8 Exacte

0 0 0 0 0

0.1 0.068538900811 0.068537953377 0.068537986963 0.068537986966

0.2 0.138773307007 0.13877057735 0.138770561037 0.138770561037

0.3 0.212431500817 0.212434229952 0.212434207620 0.212434207624

0.4 0.291349259414 0.291350206310 0.291350244670 0.291350244670

0.5 0.377469854920 0.377469854356 0.377469854357 0.377469854357

0.6 0.472923761106 0.472922198315 0.472922325650 0.472922325659

0.7 0.580072267880 0.580067766100 0.580067700561 0.580067700565

0.8 0.701550699817 0.701555201073 0.701555125600 0.701555125610

0.9 0.840386653993 0.840388216246 0.840388351453 0.840388351459

1 1 1 1 1

Tableau 3 : Comparaison de la solution exacte et approximative de x1(t) = x2(t)

4.2 Matrice opérationnelle de dérivation de Bernoulli

pour le contrôle optimal

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques en utilisant la méthode

d’ondelettes de Bernoulli proposée et nous comparons les résultats avec d’autres méthodes.

4.2.1 Exemples

Exemple 4.4 Considérons le problème de Feldbaum :

Minimiser

J =
1

2

1∫
0

(x2 (t) + u2 (t))dt, (4.41)

sous les contraintes

ẋ (t) = −x (t) + u (t) , (4.42)
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et

x (0) = 1. (4.43)

En utilisation l’équations (3.43), nous obtenons

J =
1

2

1∫
0

(C>Ψ (t) Ψ> (T )C + U>Ψ (t) Ψ> (T )U)dt. (4.44)

En utilisation (3.47), nous avons

J =
1

2

(
C>HC + U>HU

)
. (4.45)

Via l’équation (3.48), l’équation (4.42) peut être écrite sous la forme

C>DΨ (t) = −C>Ψ (t) + U>Ψ (t)

ou bien

Ψ> (t)
(
D>C + C − U

)
= 0. (4.46)

Pour k = 1 et M = 4, nous avons

Ψ (t) = [ψ0,0, ψ0,1, ψ0,2, ψ0,3, ψ0,4, ψ1,0, ψ1,1, ψ1,2, ψ1,3, ψ1,4].

Posons

Ψ0 (t) = [ψ0,0, ψ0,1, ψ0,2, ψ0,3, ψ0,4, 0, 0, 0, 0, 0],

et

Ψ1 (t) = [0, 0, 0, 0, 0, ψ1,0, ψ1,1, ψ1,2, ψ1,3, ψ1,4].

C’est à dire :



ψ00 =
√

2,

ψ01 = 2
√

6
(
2t− 1

2

)
,

ψ02 = 6
√

10
(
(2t)2 − (2t) + 1

6

)
,

ψ03 = 2
√

420
(
(2t)3 − 3

2
(2t)2 + 1

2
(2t)

)
,

ψ04 = 10
√

42
(
(2t)4 − 2 (2t)3 + (2t)2 − 1

30

)
0 ≤ t ≤ 1

2



ψ10 =
√

2,

ψ11 = 2
√

6
(
2t− 3

2

)
,

ψ12 = 6
√

10
(
(2t− 1)2 − (2t− 1) + 1

6

)
,

ψ13 = 2
√

420
(
(2t− 1)3 − 3

2
(2t− 1)2 + 1

2
(2t− 1)

)
,

ψ14 = 10
√

42
(
(2t− 1)4 − 2 (2t− 1)3 + (2t− 1)2 − 1

30

)
1
2
≤ t ≤ 1
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et

D = 2×



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
√

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2
√

15 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
√

42 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2
√

10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2
√

3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2
√

15 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
√

42 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2
√

10 0



.

L’équation

G = D>C + C − U = 0, v = 1, 2, ..., 10 (4.47)

donne 10 équations linéaires. La continuité des variables d’état entre les différentes sections

fournit une contrainte d’égalité qui a la forme

C>
(

Ψ0

(
1

2

)
−Ψ1

(
1

2

))
= 0 (4.48)

En développant la condition initiale (4.43) en série d’ondelettes de Bernoulli, on obtient

C>Ψ (0) = 1. (4.49)

Soit

J̃ = J +
10∑
v=1

λvgv + µ
(
C>Ψ (0)− 1

)
+ ρC>

(
Ψ1

(
1

2

)
−Ψ2

(
1

2

))
, (4.50)

Les conditions nécessaires pour l’extremum sont

∂J̃

∂cn,m
= 0, n = 0, 1, m = 0, 1, ..., 4 (4.51)

∂J̃

∂un,m
= 0, n = 0, 1, m = 0, 1, ..., 4 (4.52)

∂J̃

∂λv
= 0, v = 1, ..., 10, (4.53)

∂J̃

∂µ
= 0, (4.54)

∂J̃

∂ρ
= 0, (4.55)
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Il s’agit d’un système de 32 équations linéaires. En résolvant ce système, on obtient

J = 0.192909299234357.

L’erreur absolue est 1.14× 10−9.

Dans le tableau 4 nous listons les valeurs de la fonction objectif J pour k = 1, avec

M = 7 et M = 8 obtenues par la méthode d’ondelettes de Bernoulli proposée et comparée à

la valeur exacte et autres méthodes.

Method J

Méthode classique de Chebyshev [69]

m = 5, N = 8;K = 16 0.1929094

m = 7, N = 10;K = 20 0.1929030

m = 9, N = 15;K = 30 0.1929092981

Méthode de Legendre décalée [60]

m = 5 0.1929092980

m = 9 0.1929092981

Méthode de Chebyshev [27]

m = 5;N = 5 0.192881804

m = 7;N = 7 0.192906918

m = 9;N = 9 0.192909306

m = 5;N = 11 0.192909298

Méthode de Chebyshev en moyenne cellulaire [29]

m = 4 0.19290924

m = 5 0.192909288

m = 7 0.1929092981

Méthode Gegenbauer [28]

M = N = 4;α∗ = 0.421 0.192909281

Méthode GTM [26]

L = M = MP = 5 0.1929092981277

L = M = 5;MP = 20 0.1929092980933

Méthode actuelle

k = 1,M = 7 0.192909298093385

k = 1,M = 8 0.192909298093166

La valeur optimale de la fonction objectif J∗ ≈ 0.192909298093169

Tableau 4 :Les résultats numériques obtenus par différentes méthodes pour résoudre l’exemple 1
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Exemple 4.5 Minimiser l’indice de performance suivant

J =

1∫
0

(x2
1 (t) + x2

2 (t) + 0.005u2 (t))dt, (4.56)

sous les contraintes

ẋ1 = x2, (4.57)

ẋ2 = −x2 + u, (4.58)

et

x1 (0) = 0, (4.59)

x2 (0) = −1. (4.60)

En appliquant la méthode d’ondelettes de Bernoulli pour (4.56)− (4.60), On obtient les

approximations suivantes :

— L’index de performance (fonction objectif) :

J = C>1 HC1 + CT
2 HC2 + 0.005U>HU. (4.61)

— Les équations d’état

G1 = D>C1 − C2 = 0, (4.62)

G2 = D>C2 + C2 + U = 0. (4.63)

— Conditions aux limites :

C>1 Ψ (0) = 0, (4.64)

C>2 Ψ (0) + 1 = 0 (4.65)

Les équations (4.61) − (4.65) sont des équations algébriques linéaires qui peuvent être

résolues pour les inconnues c1,n,m, c2,n,m, un,m, n = 0, 1, 2, ..., 2k − 1, m = 0, 1, ...,M et les

multiplicateurs de Lagrange.

Dans le tableau 5, les résultats obtenus par la méthode proposée et les résultats obtenus

par d’autres méthodes sont rapportés avec la valeur exacte de J .
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Méthode J Erreur absolue

Neuman et Sen [53]

m = 4 0.07030000 9.4× 10−4

m = 9 0.06989000 5.3× 10−4

Classique Chebyshev [69]

m = 10 0.06936186 9.2× 10−7

m = 11 0.06936103 9.0× 10−8

m = 12 0.06936095 1.0× 10−8

m = 13 0.06936094 < 10−8

Moyenne cellulaire [29]

m = 5 0.06935710 3.8× 10−6

m = 7 0.06936189 9.0× 10−7

m = 9 0.06936094 < 10−8

Notre méthode

k = 1,M = 7 0.06936444 3.5× 10−6

k = 2,M = 7 0.06936095 1.07× 10−8

La valeur optimale de la fonction coût J∗ ≈ 0.06936094

Tableau 5 :Les résultats numériques obtenus par différentes méthodes pour résoudre l’exemple 2
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a utilisé deux matrices opérationnelles de dérivation pour résoudre

des classes de problèmes en calcul des variations et en contrôle optimal, ces matrices

opérationnelles sont utilisées pour réduire le problème différentiel ou intégral en un ensemble

d’équations algébriques en développant d’abord la fonction candidate en série d’ondelettes

à coefficients inconnus. La première matrice étudiée était celle de Legendre, qui a été uti-

lisée pour la première fois par Mohammadi et Hosseini [50], nous avons utilisé cette matrice

pour la résolution des problèmes de calcul des variations avec intégrante quadratique, nous

notons que la réduction (4.33) est directement donnée à partir des données du problème

initial ((4.1) et (4.2)). Bien que la taille de la matrice Ĥ soit nM2k−1

2n+1
fois supérieure à H, les

tests numériques montrent que la méthode donne de bons résultats pour de petites valeures

de k et M . Cependant, sachant que nous pouvons résoudre un problème de programmation

quadratique statique à grande échelle, la taille de la matrice Ĥ n’est pas un handicap ; A

titre d’exemple, les méthodes de point intérieur peuvent résoudre des problèmes avec une

matrice Hessienne creuse lorsque n ≥ 106.

La deuxième, était l’élaboration de la nouvelle matrice opérationnelle de dérivation de

Bernoulli, nous avons utilisés les propriétés des polynômes de Bernoulli pour dériver cette

matrice, nous avons embauché la technique de multiplicateurs de Lagrange pour trouver les

solutions optimales, les résultat numériques obtenus montrent l’efficacité de cette méthode.

Nous comptons, comme perspectives dans l’avenir, étudier les problèmes suivants :

— En combinant notre approche, sur la résolution des problèmes de calcul des varia-

tions et contrôle optimal avec intégrante quadratique et contraintes linéaire, avec les

méthodes séquentielles quadratiques (SQP), abordé le cas nonlinéaire.

— Résolution des équations différentielles et des problèmes de contrôle optimal dans le

cas fractionnaire en utilisant la matrice opérationnelle d’ondelettes de Bernoulli de

dérivation d’ordre fractionnaire.
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— L’élaboration d’autres matrices opérationnelles de dérivation, dans le but d’améliorer

les performances, sur les deux volés analytique et numérique, des problèmes de

contrôle optimale.
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