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Abstract

This thesis deals with the use of Jacobi wavelets to solve ordinary differential
equations, SVM and for multiscale analysis. The general Jacobi wavelets opera-
tional matrix of derivative (JOMD) and their applications for solving ordinary
differential equations (ODEs) are presented in this work. The Jacobi wave-
lets and their properties are employed for deriving a general procedure for
constructing this matrix. We use this method combined with decoupling and
quasi-linearization iterative technique to solve a small scale reverse osmosis
desalination problem which is modeling by a system of nonlinear differential
equations. This model is verified using the law of mass conservation.

A new family of regularized Jacobi wavelets is constructed. Based on this
Jacobi wavelets, a new kernel for support vector machines is presented. Using
kernel and frame theory, the Reproducing Kernel Hilbert Space of this kernel
is identified. We show that without being a universal kernel, the proposed
one possesses a good separation property and a big ability to extract more
discriminative features. These theoretical results are confirmed and supported
by numerical experiments.

We have built a new family of Jacobi multi-wavelets using Jacobi polynomials
as scale functions. From this family and multi-resolution analysis, we have
introduced approximation spaces and detail spaces. These latter spaces are
generated by multi-wavelets.

Keywords : Jacobi polynomials, Jacobi wavelets, Operational matrix of deri-
vative, Ordinary differential equations, SVM, Kernel, Reproducing Kernel Hil-
bert Space, multi-scale analysis, Frame.
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Résumé

Cette these porte sur 'utilisation des ondelettes de Jacobi pour résoudre les
équations différentielles ordinaires, les SVMs et pour I’analyse multi-échelles.
La matrice opérationnelle générale de dérivation des ondelettes de Jacobi et
leurs applications pour résoudre les équations différentielles ordinaires (EDOs)
sont présentées dans ce travail. Les ondelettes de Jacobi et leurs propriétés sont
utilisées pour dériver une procédure générale pour construire cette matrice.
Nous avons utilisé cette méthode combinée a une technique itérative de décou-
plage et de la quasi-linéarisation pour résoudre un probleme de dessalement
par osmose inverse a petite échelle qui est modélisé par un systeme d’équa-
tions différentielles non linéaires. On a pu vérifier l'efficacité de cette méthode
en utilisant la loi de conservation de la masse.

Une nouvelle famille d’ondelettes de Jacobi régularisées est construite. Basant
sur ces ondelettes de Jacobi régularisées, un nouveau noyau pour les machines
a vecteurs de support (SVMs) est présenté. En utilisant la théorie du noyau et
celle du frame, 1'espace de Hilbert a noyau reproduisant de ce noyau est iden-
tifié. Ces résultats théoriques sont confirmés et soutenus par des expériences
numériques.

On a construit une nouvelle famille de multi-ondelettes de Jacobi en utilisant
les polyndmes de Jacobi comme des fonctions échelles. A partir de cette famille
et de I’analyse multi-résolution, on a introduit les espaces d’approximations et
les espaces de détails. Ces derniers espaces sont engendrés par les multi- onde-
lettes.

Mots-clés : Polynomes de Jacobi, ondelettes de Jacobi, matrice opérationnelle
de dérivation, équations différentielles ordinaires, SVMs, fonction noyau, es-
pace de Hilbert a noyau reproduisant, analyse multi-échelles, frame.
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NOTATIONS

IN I’ensemble des entiers naturels
R I’ensemble des réels
C I’ensemble des nombres complexes
Ly I'ensemble des fonctions de carré intégrable
I I’ensemble des suites de carré sommable
C(X) ’ensemble des fonctions continues sur I’ensemble X
® le produit tensoriel
Vf le gradient de la fonction f
T

X le transposé du vecteur x
IIf —gllo lanorme infinie

Les espaces de Hilbert mentionnés dans ce manuscrit sont séparables



INTRODUCTION

Les ondelettes ont été proposées la premiere fois par des physiciens et des
ingénieurs pour le traitement du signal ot la transformée de Fourier n’était
pas l'outil le plus performant. Les ondelettes est une nouvelle famille de base
qui peut étre utilisée dans I'approximation des fonctions. elle combine des pro-
priétés fortes comme 'orthogonalité, des supports compacts et une localisation
en temps-fréquence.

Dans l'analyse par ondelettes, les séries d’ondelettes et la transformée en on-
delettes sont reliées 1'une a l'autre ce qui differe de I’analyse de Fourier. La
transformée en ondelettes des fonctions a énergie finie ( ou a carré intégrable)
donne les coefficients de sa représentation en série d’ondelettes, ou la trans-
formée en ondelettes est calculée dans des domaines de temps finis. L'analyse
par ondelettes offre la possibilité d’analyser un signal dans les deux domaines
temporel et fréquentiel simultanément.

Parmi les avantages de 1’analyse par ondelettes par rapport a l’analyse de
Fourier est que la série de Fourier ne fonctionne pas bien quand elle doit
décrire localement une fonction qui présente des discontinuités, contrairement
a I’analyse par ondelettes qui offre une large gamme de fonctions de base dont
on peut choisir la plus appropriée pour une application donnée. La technique
simplifiée des ondelettes utilisée pour 1'étude des fonctions a conduit a leur
utilisation dans différents domaines comme le traitement de signal, 1’analyse
de signal, en médecine, géophysique, les problemes variationnels, les équations
différentielles, dans la reconnaissance des formes et dans le contrdle optimale

([10], [17], [31D).

La facon préférée pour résoudre les équations différentielles ordinaires
(EDOs) est d’exprimer la solution sous la forme d’une combinaison linéaire des
fonctions dites de base. La discrétisation de 1’'équation différentielle a 1’aide des
fonctions de base permet d’avoir une solution numérique. Cette procédure est
généralement plus stable que d’autres méthodes qui n'impliquent pas des fonc-
tions de base, comme la méthode des différences finies. En tant qu’ensemble de
base, les ondelettes offrent des avantages considérables par rapport aux autres
ensembles de base parce qu’elles permettent de résoudre des problemes que
les méthodes numériques les plus classiques ne peuvent pas résoudre. Les on-
delettes ont recu une attention considrable dans la résolution des équations dif-
térentielles ordinaires EDOs ([14],[58]). La base d’ondelettes peut étre utilisée
pour réduire I'EDO a un systéme d’équations algébriques. Ce processus simpli-
tie considérablement la résolution de 1'équation en estimant la dérivée a l'aide
des matrices opérationnelles ([51], [58]). Plusieurs études sur la matrice opéra-
tionnelle d’intégration des ondelettes (MOI) ont été faites. Parmi ces études, on
cite : les ondelettes de Haar [37], les ondelettes de Legendre ([5], [49], [54]), les
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ondelettes de Tchebychev ([41], [32]) et d’autres ([35], [38]), ils ont été utilisés
non seulement pour la résolution des équations différentielles, mais aussi pour
des problemes de contrdle optimal et pour le calcul variationnel ([8], [16], [17] ).
En raison de calculs difficiles, la matrice opérationnelle de dérivation des onde-
lettes (MOD) a été rarement étudiée. Par exemple, les ondelettes de Legendre
([8], [43]), les ondelettes de Tchebychev [33] et les ondelettes de Bernoulli ([11],
[17]), qui ont été calculées pour résoudre les équations différentielles. L'utilisa-
tion de la matrice opérationnelle de dérivation rend 1’approche plus adaptable
méme avec des modeles complexes et rend la programmation plus facile par
rapport a l'utilisation d’une matrice opérationnelle d’intégration ([8], [32]). Ré-
cemment, Rong et Chang [52] ont dérivé une nouvelle matrice opérationnelle
d’intégration fractionnaire basée sur les ondelettes de Jacobi. Dans ce travail,
nous avons utilisé le méme concept d’ondelettes de Jacobi mais en considérant
la matrice opérationnelle de dérivation ([2], [3]). L'utilisation des ondelettes de
Jacobi d’indices généraux (a, f > —1) est plus appropriée que de développer
des résultats pour chaque paire d’indices particuliere. Notre approche est basée
a la fois sur 'approximation de la fonction impliquée dans les EDOs par les on-
delettes de Jacobi et sur 1'utilisation de la matrice opérationnelle de dérivation
des ondelettes de Jacobi (JMOD). Bien que la JMOD a ’avantage d’obtenir les
solutions en termes d’indices Jacobi généraux a et 3, cette approche ne semble
jamais avoir été utilisée pour les EDOs.
On propose dans ce manuscrit une formule simple de la JMOD pour tous les
indices (a, B). Cette formule comprend les matrices opérationnelles de dériva-
tion des ondelettes de Legendre et de Chebyshev lorsque (¢« = 0,8 = 0) et
(o =B = —%) respectivement. La méthode utilisée pour calculer la JMOD est
l"utilisation de la dérivée des polyndmes de Jacobi avec les indices généraux a
et B, qui est construite a partir de certaines propriétés des polyndmes de Jacobi.
Pour résoudre un systeme d’équations différentielles non linéaires en utili-
sant les ondelettes de Jacobi et la JMOD, une méthode numérique et itérative
dite la technique de découplage et de la quasi-linéarisation (TDQL) est utilisée,
qui linéarise un ensemble d’équations différentielles non linéaires [12]. Ensuite,
nous appliquons la méthode des ondelettes de Jacobi et la JIMOD pour résoudre
les équations différentielles a chaque itération. Comme application concrete,
nous présentons le modéle mathématique du probleme de dessalement par
osmose inverse, qui représente un processus de dessalement de 1’eau de mer.
Récemment, 1'osmose inverse (RO) utilisant une membrane perméable est la
technique de dessalement la plus répandue ([41], [30]), en raison de sa faible
consommation d’énergie.

Les machines a vecteurs de support (SVMs) sont devenues un outil tres
dominant dans l'apprentissage automatique utilisé a la fois pour la classifi-
cation et la régression des données [62]. Elles ont été largement appliquées
dans nombreux domaines tels que la reconnaissance des formes, la biologie,
le diagnostic médical, la chimie et la bioinformatique ([27], [55], [64]). Le pro-
bleme de classification peut se limiter au probléme de deux classes a savoir
la classification binaire. les SVMs sépare les données d’une classe de ceux de
l'autre classe a l'aide d’une fonction de décision. Le principe des SVMs est
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de ramener ce probleme de classification binaire a la recherche d'un hyper-
plan séparateur. La théorie des SVMs est basée sur 1'utilisation d'un probléme
d’optimisation quadratique strictement convexe pour résoudre le probleme de
la marge maximale dans le cas ol les données sont linéairement séparables,
des solveurs efficaces sont disponibles maintenant qui peuvent résoudre ce
probléeme méme avec des données de grande taille et denses [57]. Lorsque les
données ne sont pas linéairement séparables, les SVMs utilisent des fonctions
noyaux qui transforment les données dans un autre espace de grande dimen-
sion dans lequel le probleme devient linéairement séparable.

Les premiers noyaux étudiés pour les SVMs étaient le noyau linéaire, le

noyau polynomial, le sigmoid et le noyau a base radiale (RBF) [62]. Comme il
est bien connu, que la tache principale des SVMs réside dans la sélection de son
noyau, plusieurs noyaux sont introduits et étudiés dans la littérature. Récem-
ment, une attention particuliere a été accordée aux polyndmes orthogonaux
([42], [45], [46], [65], [68]), qui sont largement utilisés dans plusieurs domaines
de la science et de l'ingénierie. La raison fondamentale du succes de ce type
de noyaux est ses propriétés d’orthogonalité, qui réduisent la redondance des
données dans 1'espace original et lui permettent d’extraire les caractéristiques
les plus discriminantes, afin que les SVMs puissent classer les données plus fa-
cilement [23]. En gardant le méme concept de 1’orthogonalité, les noyaux a base
d’ondelettes ont donné une grande satisfaction en pratique ([47], [67]). L'idée
de combiner les deux théories des polynomes orthogonaux et des ondelettes
a donné naissance a nouvelles ondelettes, telles que les ondelettes de Jacobi.
Les noyaux basés sur ce type d’ondelettes ne sont jamais introduits auparavant
a cause de probleme de continuité, plus particulierement dans le contexte
des SVMs. Afin de régler le probleme de continuité, nous avons construit un
nouveau noyau basé sur les ondelettes Jacobi pour différents indices (&, B), qui
ont été modifiées pour avoir la continuité [1], ce qui montre le cadre général de
notre noyau. En utilisant la théorie des frames [48], nous identifions l'espace
de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS) de ce noyau et nous confirmons que
ce nouveau noyau a les propriétés de séparation.
Les bases des multi-ondelettes sont rarement utilisées [9]. Une nouvelle famille
des multi-ondelettes de Jacobi est construite en basant sur 1’analyse multi-
résolution. On considere une famille de polynomes de Jacobi comme fonctions
échelles meres pour générer les multi-ondelettes de Jacobi. Les propriétés de
I’analyse multi-résolution introduite par Stéphane .G. Mallat en 1989 [39], sont
utilisées pour construire cette nouvelle famille de multi-ondelettes de Jacobi.
Le manuscrit est structuré comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires. Dans ce chapitre, on va
rappeler quelques résultats théoriques qui sont nécessaires pour le reste. On
commence par les polyndmes orthogonaux ott on va donner leurs définitions
et les différentes propriétés essentielles pour ce travail. On va également ci-
ter quelques familles classiques des polyndmes les plus connus. Ensuite, on
introduit la notion des ondelettes, I'historique de son apparition et quelques
exemples. L'analyse multi-résolution qui a un lien avec les ondelettes sera



Introduction

présentée dans ce chapitre. Enfin, on définit la notion des frames, qui est une
généralisation de la notion de la base.

Le deuxieme chapitre présente les principaux résultats de 'application des
ondelettes de Jacobi pour les EDOs. On va décrire les différentes étapes ef-
fectuées pour calculer la dérivée des polyndmes de Jacobi, ainsi, la matrice
opérationnelle de dérivation des ondelettes de Jacobi. Puis, la méthode utilisée
pour la résolution des équations différentielles ordinaires linéaires sera expo-
sée. Pour les systémes d’équations différentielles non-linéaires, la technique
de découplage et de la quasi-linéarisation sera combinée avec la méthode des
ondelettes de Jacobi pour ce systéme. Des testes numériques seront réalisés
pour déterminer l'efficacité de la méthode proposée. Enfin, on applique la
méthode des ondelettes de Jacobi avec la technique de découplage et de la
quasi-linéarisation pour résoudre le probléme de dessalement par osmose
inverse.

Le troisieme chapitre expose les noyaux des ondelettes de Jacobi pour les
SVMs. On commence par la formulation mathématique des SVMs qui est un
probléme quadratique sous contraintes linéaires, oli on va présenter le cas
linéairement séparable des données puis le cas non-linéairement séparable. En-
suite, on introduit la théorie des fonctions noyaux utile pour le cas non-linéaire
des SVMs. On donne une caractérisation des fonctions noyaux et 1'utilisation
des frames pour construire des fonctions noyaux et leurs espaces caractéris-
tiques. Le reste de ce chapitre est consacré a notre contribution. Nous décrivons
la méthode de construction du noyau d’ondelettes de Jacobi régularisées et
son RKHS en utilisant la théorie des frames. On termine ce chapitre par des
tests numériques, o1 on va réaliser une étude comparative entre le noyau des
ondelettes de Jacobi et d’autres noyaux connus dans la littérature.

Le quatrieme chapitre est réservé pour 1’analyse multi-échelles des ondelettes
de Jacobi. On présente la méthode de construction des multi-ondelettes de Ja-
cobi en prenant comme fonctions multi-échelles méres les polynémes de Jacobi.

On termine ce manuscrit par une conclusion générale et quelques perspec-
tives.
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Ce chapitre est concu pour rappeler certaines notions mathématiques nécés-
saires pour le reste du manuscrit.

1.1 LES POLYNOMES ORTHOGONAUX

1.1.1  L'orthogonalité

([34], [59]) Soient a et b deux réels tels que —co < a < b < +o00. On introduit
la fonction w dite fonction poids qui est positive, continue sauf peut étre aux
extrémités, integrable sur |a, b], et vérifiant

b
/w(x)dx > 0.

On définie 1’espace de Hilbert L2, (]a, b]) [59] par

b
sz (Ja, b)) = {f / /f2(x)w(x)dx < oo} )

Le produit scalaire de cet espace est donné par

b

(.8)0 = [ F)g(x)w(x)dx. (1.1

a

L’équation (1.1) a un sens que si

fg € L, (Ja, b)) (1.2)

Il est clair que si f et ¢ sont deux fonctions continues, alors (1.2) est satisfaite.
Par conséquent, équation (1.1) est valide.

Définition 1.1 On dit que deux fonctions f et ¢ de L2, (]a, b]) sont orthogonales si

(f,8)e =0.
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Définition 1.2 Une famille de fonctions fo, f1,..., fi (I fini ou infini) est dite orthogonale si

v [0, Qg
Gefe={ i) iz
Si { =1, cette famille est dite orthonormale

Soit {f;};»o une famille de fonctions de L, (]a,b[) qui soit orthonormale.

Cette famille forme une base orthonormale (B.O.N) de L2, (]a, b[) si et seulement
si chaque fonction f € L2 (]a,b[) admet une décomposition unique dans cette

famille
f=Y cifi

i>0

ot les coefficients c; sont définies par

= (f ) /fﬁ (x)dx

Dans la suite, nous allons considérer comme famille de fonctions orthogo-
nale les polynomes. Soit P, un polyndme d’ordre n € IN donné par

Py(x) = po+ p1x + ... + pux",

ou p; € Rpouri=0,..,n avec p, # 0.
Dans ce travail, nous considerons essentiellement les polyndmes orthogo-
naux de L2, (Ja, b[) de moments finis

b

/x”w(x)dx < 0o, (1.3)

a

et qui sont solution du probleme de Sturm- Liouville

dd_x (r(x)fl_Z) + (q(x) + Aw(x))p=0,x € [a,b], (1.4)

ol 7,4 et w sont des fonctions définies sur l'intervalle [a, b] et & valeurs réelles,
r est continuellement différentiable, strictement positive et continue aux points
x = =£1, g est continue, non négative et bornée dans (a,b), A est une constante
a déterminer, p est la solution du probléme et la fonction poids w est continue,
non négative sur (a,b).

Les solutions du probleme (1.4) sont des vecteurs propres associés aux valeurs
propres A. Beaucoup d’équations différentielles ordinaires sont équivalentes a
une équation de Sturm- Liouville. Cette classe de polyndmes sera introduite
d’une maniere explicite a partir de la sous-section 1.1.3.
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1.1.2 Développement d'une fonction en série de polynomes orthogo-
naux

Les polyndmes orthogonaux peuvent étre utiliser pour le développement
d’une fonction arbitraire en série de la méme maniere que les fonctions ortho-
gonales. Soit f une fonction donnée par

f(x) =coPo(x) +c1Pr(x) + -+ -+ cnPpu(x) + - - (1.5)

Si on multiplie les deux cotées de cette équation par P;(x) et w(x) suivie par
une intégration de a a b, on trouve

b
G = / F(OP(B)w(t)dt. (1.6)

Ces coefficients c¢; sont déterminés pour chaque fonction f ou cette intégrale
existe. Cette formule (1.6) définie une suite de coefficients {c;};~.

Concernant la convergence de la série (1.5) [34], pour toute fonction f déve-
loppable en série de polynomes P; telle que f(x)w(x) est intégrable sur (a,b)
(toute fonction f € L2 (a,b) est dans Ll (a,b)). Soit S, la somme partielle de

cette série : ;
x) =Y ¢iPi(x)
i=0

En utilisant 1'orthonormalité des P; et le fait que f € L. (a,b), on trouve

b n b
JFB)Sa(t)ew( Ecsz w(t)dt
a =0 a (1.7)
=) ¢
i=0
et
b n
/S%(t)w(t)dt =Y ¢
p i=0
Alors,

b b
{[f(t)—Sn(t)ZWtdt:f[ft 2

ff(t)Sn() dt+f[s w(t)dt

]b"[f bdt — ¥ c2.

i=0

Comme le premier membre est positive, alors le deuxiéme est aussi positive,
donc

f)dt < oo0,Vn € IN.

r\w

n
Lci<
i=0
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Par conséquent, Y ¢? converge et i, —oocy; = 0. Comme la famille {P,},- est
i>0 -
fermée dans L2, (a,b) [59], I'égalité de Parseval est vérifiée :

b

Y= [FOP wltt

i>0 .

1.1.3 Les polyndémes de Jacobi

Soit I'espace de Hilbert Li(mﬁ) ([~1,1]) avec la fonction poids w(*#)

w @B (x) = (1—2)" (1+x)P. (1.8)

Pour que la fonction poids w(®#) soit intégrable sur l'intervalle [—1,1], on im-
pose la condition suivante aux parametres « et 8 [59]

o, B> -1

Définition 1.3  Les polynomes de Jacobi notés ],(n“’ﬁ ) sont solutions de I'équation différentielle homo-
gene du second ordre

(I=x)y" +(B—a—(a+p+2)x)y +m(mta+pt+1)y=0.
Cette équation est équivalente a I"équation de de Sturm- Liouville (1.4) :

d
dx
avec m est le degré du polynome.
Les polynomes de Jacobi sont définis explicitement par ces trois formules :

(=0 O+ 0Py ) bm(mta+B+1) (1-x) (1+x)y =0,

1. La formule récursive :

(a+B+2m—1) [a®> — B2+ x(a+ B+ 2m)(a+ B +2m —2)]

i) = (a,6)
Jm ™ (x) = 2m (a + B +2m —2) (a4 B+ m) 1 (x)
C(atm—1)(B+m—1) (& +p+2m) (ap)
M@t ptam—2) (atprm) Im2 &) (1.9)
= (a,B)
]()lx, (X) =1
{ h(oc,ﬁ)(x) _ zx+g+2x+ #. (1.10)
2. La formule de Rodrigues :
. ANy ” —a —p d" a+m
]r(n "B)(x) = (277117,)1! (1 — x) (1 + x) B dx_m [(1 . x) + (1 + x)ﬁj‘—(’%}ll)

3. La formule analytique :

],Sffﬁ)(x)zzimf ( e ) < ’::g ) (x—1)"* 1+ 0.
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Théoreme 1.1 Les polyndmes de Jacobi forment une base orthogonale pour Li) wp ([=1,1]).

Démonstration. On utilise la formule de Rodrigues 1.11 pour démontrer I’ortho-
gonalité de ces polyndmes. Soient m et n avec n < m et soit

[= / 11 7%8) () 1%B) (200 @P) (x)dx, (1.12)

On pose Q,(ﬂm)(x) = ],Sf"ﬁ )(x)w(”"ﬁ) (x), avec ],(,;’"ﬁ ) est définie par la formule de
Rodrigues (1.11), et Q,(ﬂm) désigne la dérivée m® de la fonction Q,,. Alors,

Y B A )
= / P QY (x)d

En faisant une intégration par partie de I, on trouve
1 !
= — /1 <],S“’ﬁ)> (x)Q,(nmfl)(x)dx,

car Q,(,f ) est nulle en —1 et 1 pour k < m ([34]). En appliquant cette procédure
n + 1 fois, on obtient

_ oyt [ (e S mene)
F= [ @l
= 0,

+1
cette intégrale est nulle parce que ( ],S“’ﬁ )> o) est nulle. La famille { ],3;’"5) } N
me

forme une base orthogonale pour sz(mﬁ) ([-1,1)).
D’apres [59], on peut écrire le produit scalaire dans Li} wp ([—1,1]) par la
relation suivante

1

(P ey = [P P e (dx, ¥am e N
w("‘rﬁ) -1
= 1P, (1.13)

ou

HZ_ 22T (a+m+1) T (B+m+1)

(@p) _ || y(@p)
i _H]m (x) - Cm+1+a+B)mT (a+B+m-+1)

(1.14)

le coefficient 6, ,, représente la fonction de Kronecker, I est la fonction Gamma

et (., >Li; "y dénote le produit scalaire de L(zu wp ([=1,1]). Le coefficient h,(qf #)

est utilisé pour la normalisation

=PI
_ < (w6) qua,ﬁ>> _
L wp
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L’ensemble {

} forme une base orthonormale pour Li} wp ([FL1]).
m>0

O]

Propriétés 1.1 Dans la suite, nous aurons besoin des propriétées suivantes reliant les polyndmes de

Jacobi ([19],[59])

1.

2.

3.

IF'(m+1+a)

Frl4+a)T'(m+1)

(x) = (=1)" ] (—x).

2

@m+a+B) I = (m+a+ B JuP) — (m+ p) ).

@mtat B) 1P = (ot act B+ () 1.

m—1

7. Finallement, on donne la dérivée des polynomes de Jacobi

d (ap)) _1 (a+1,8+1)
g i) =5 mat p1) P,

m+ﬁ+@+1) (=2 P =+ o+ 1) 0P — (1) ).

(1.17)

Les polynomes orthogonaux standard sont des cas particuliers des polynomes de Jacobi.
Les cas les plus connues sont les polyndmes de Gegenbauer (ou ultrasphérique), obtenus
en posant & = P. Les polyndmes de Legendre L, en posant & = B = 0 et tous les types
de polynomes de Tchebychev T, avec i = 1,2,3 et 4.

(T =gy Y
() = Iy
T = gy Y

[ Th(0) =15,

Les figures suivantes illustrent la représentation géométriques de quelques types de
polyndmes de Jacobi :

10
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m=0
m=1
m=2
m=3
m=4

=51 [/

0%

0.8

0.6}

3

m=1
2 m=2 i
m=3
e //
1 m=5

o

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

11
FIGURE 1.2 — Les polyndémes de Jacobi ],S,“) (Tchebychev T?)

1.1.4 Les polynémes de Laguerre

Les polynomes de Laguerre sont une famille de polyndmes orthogonaux possédant
des propriétés semblables aux polyndmes de Jacobi. 1ls peuvent étre déduit des poly-
nomes de Jacobi par un passage a la limite approprié.

Soit I'espace de Hilbert Li}w (]0, +o0[) a poids
w”*(x) = exp(—x)x". (1.18)

Cette fonction poids est intégrable sur [0, 4-o00[ si w > —1.
On définit les polynomes de Laguerre que I'on note L}, pour & > —1 par la condition
d’orthonormalisation suivante

“+o0
/ Ly, (x)L3 (x) exp(—x)x*dx =T(a + 1) (m+am) Sy n.mn=0,1,2,..
0

11
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m=0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5

=

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE
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FIGURE

Ces polynomes sont solution de I'équation différentielle

X

1.3 — Les polynomes de Jacobi J(02)

m=0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5

—

X

1.4 — Les polynomes de Jacobi J(~0-5-08)

my” (x) + (a« + 1 —x)y'(x) + my(x) = 0,x € (0, +00).

Le coefficient de normalisation est donné par

Ona

—+o00

/ (L%)? (x) exp(—x)x%dx = m!T(a + 1+ m). (1.19)

0

L,(0) = (m + am).

Les polynomes de Laguerre vérifient la relation de réccurence suivante

mLy (x) = (—x+2m+a —1)L% (x) — (m+a—1)L% ,(x),

Li(x) =1,
Li(x) = —x+a+1.

(1.20)

12
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Les polynomes de Laguerre forment umne base orthogonale pour Li w ([0, +00[)

([341,[59]).

Les figures suivantes illustrent la représentation géométriques de quelques types de
polyndmes de Laguerre :

60

20

20}

40l

-601

-80 1
0

FIGURE 1.5 — Les polynomes de Laguerre L=%7°

m=0

m=1
m=2
m=3
m=4

-201

-30}

40|

50 I
0

X

FIGURE 1.6 — Les polynomes de Laguerre L°

Les polynomes d’Hermite

Les polynomes d’Hermite peuvent étre déduit des polynomes de ultrasphériques par
un passage a la limite.
Soit I'espace de Hilbert L% ,; (]—o0, 4-0c0[) a poids

wl = exp(—x?). (1.21)

13
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25

m=0
20} m=1
m=2
151 m=3
m=4
101 m=5
5P\
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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FIGURE 1.7 — Les polynomes de Laguerre L*

On définit les polynomes d’Hermite notés Hy, par la condition d’orthonormalisation
+oo
1
/ Hy (x)Hy (x) exp(—x?)dx = 722" m!Sy, , Ym, n € N.

c’est a dire que le coefficient de normalisation est égale a /712" m!.
Ces polynomes sont solution de I'équation différentielle

y”(x) — 2xy'(x) + 2my(x) = 0;y(x) = Hp.
Les polynomes d’Hermite vérifient la relation de réccurence suivante

Hpy(x) =2xHy, 1(x) —2(m —1)Hpy—2(x),x € R
Hy =1, (1.22)
H1 = 2x,

ot m € N est le degré du H,.
Les polynomes d’Hermite forment une base orthogonale pour L2 ; (R) ([341,[591). On
a:

. Hyp(0) = (—1)™ @m)

m! -

. La relation entre les polynomes de Laguerre avec ceux d’Hermite
mozm iy —(2) (2
Hypm(x) = (=1)"2"m!L,, <x >,
1
Hypi1(x) = (—1)m22m+1m!xL,(,f) <x2> .

Les figures suivantes illustrent la représentation géométriques de quelques polyndmes
d’Hermitte :

14
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FIGURE 1.8 — Les polynomes d’Hermite
LES ONDELETTES

La théorie des ondelettes demeure un outil mathématique trés puissant dans le trai-
tement du signal et dans divers applications scientifiques. Elle est apparue au début
des années 8o. L'analyse par ondelettes est un travail pluridisciplinaire qui représente
différentes approches mathématiques et physiques : I'approximation des fonctions sur
un intervalle fixe du temps, localisation des signaux, analyse temps-fréquence ...etc. Le
terme ondelette signifie une petite oscillation de durée fixe (fenétre), c’est a dire elle est
nulle en dehors d'un intervalle donné.

Historique des ondelettes

Il est connue que l'analyse de Fourier (série de Fourier et transformée de Fou-
rier) a été la seule technique utlisée pour I'analyse du signal jusqu’au 20™° siécle
([21],[31],[44][60]). Cette analyse a été inventé par Jean Baptiste Joseph Fourier en
1768 pour la résolution de I'équation de la chaleur. La transformée de Fourier permet
le passage de la représentation temporelle du signal a la représentation fréquentielle.
Dans le traitement du signal, on cherche une localisation en temps-fréquence du signal,
ce que l'analyse de Fourier ne l'offrait pas. Aussi parmi les inconvénients de I'ana-
lyse de Fourier, ses fonctions analysantes sin et cos sont définies et continues sur R,
donc elles ne peuvent pas analyser les signaux de haute fréquence localisée. Ainsi, la
transformée de Fourier ne fournit aucune information dans le domaine temporel sur le
signal ([15],[31],[60]). En 1946, le physicien Denis Gabor a introduit la transformée
de Fourier a court terme our il a utilisé des fonctions dites "fenétre” pour localiser la

transformée de Fourier. Soit la fonction fenétre de Gabor [31]
1 x?
8a(x) = 5— exp (—4a ) ,a>0,

- 27ma

Sa transformée de Fourier est :

Sa(w) = exp <—aw2> ,a > 0.

15
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La transformée de Gabor d'une fonction (signal) f continue et de carré sommable a
I'emplacement (xo, wo) dans le plan tempo-fréquentiel est

—+o0
Go.f (x0,wp) = / f(x)ga (x — x0) exp(—iwpx)dx

= <f' 4)xo,wo> ’

avec
(Pxo,wo(x) = 8a (x - xO) exp(—iwox),

et {.,.) le produit scalaire dans L? (R). Les fonctions analysantes de Gabor sappellent
les gaborettes. La forme discrete de la transformée de Gabor est

—+o0
G(n, k) = / f(x)ga (x — xp) exp (—iwyx) dx,

avec n,k € Z. La fonction f peut étre reconstruite par
f(x) =YY G(n,k)ga (x — x4) exp (iwyx).
nok

Les fonctions fenétres les plus connues sont de Gauss ( de Gabor), de Hanning et
de Hamming [60]. Le terme ondelettes a été inventé pour la premiere fois par I'ingé-
nieur géophysique Jean Morlet au début des année 1980’s en collaboration avec Alex
Grossmann. 1l a modifié la transformée de Fourier en créant I'analyse d’ondelettes pour
résoudre des problemes de traitement du signal utiles dans la géophysique de la pros-
pection pétroliere quand il voulait traité le probleme de I'analyse des données issues de
sondage seismique. Bien que, les premieres ondelettes sont définies par Alfred Haar en
1909. Yves Meyer et Stéphane Mallat sont reconnus comme des fondateurs de la théo-
rie des ondelettes, et I'analyse multirésolution [39]. Enfin, Ingrid Daubechies a crée des
ondelettes orthonormales dites ondelettes de Daubechies [21]. Apres ses résultats, les
ondelettes sont devenues un outil trés connus dans le traitement du signal et d’autres
domaines. Les ondelettes peuvent étre utiliser pour "Zoom in” dans des courtes ra-
fales, et pour "Zoom out” pour détecter les oscilations (informations) de changements
abrupts (longue) [21].

Définition des ondelettes

Les ondelettes constituent une famille de fonctions construites a partir de la dila-
tation et de la translation d’une seule fonction . Cette fonction est ? énergie finie, et
vérifie la condition d’admissibilité :

T w) 2
Cy = / ¢+dw < oo. (1.23)

Pour générer un systeme d’ondelettes, on a besoin de deux fonctions élémentaires : la
fonction échelle ¢ appelée "ondelette pere” et la fonction ondelette P appelée “ondelette

16



1.2.3

Chapitre 1. Préliminaires

mere”. Lorsque le parametre de dilatation / contraction a et le parametre de translation
b varient continuellement, nous avons la famille suivante d’ondelettes continues

x—>

%,b(x):lﬂl_%#’( ) a,beR, a>0,

oit Y, € L (R). La variable a joue le réle de l'inverse de la fréquence : plus a est petit,
moins étendue temporellement, donc plus la fréquence centrale de son spectre est élevée.
La transformée en ondelettes est définie par

+00
Wo(f (@) = [ f)pop(xax

= <f/ Qba,b> :

Pour récupérer la fonction f, la fonction ondelette doit étre de moments finis (voir
(1.3)).

On utilise la transformée en ondelettes inverse pour reconstruire la fonction f a partir
de sa la transformée en ondelettes :

+o00 +00
1

£ = [ [ Wl @ 0)as(e)dad,

0 —oo

oit Cy est donné par (1.23).
Si nous limitons les parametres a et b a des valeurs discretes comme a = a; Kb =
fiboay, K ayg>1,bp>0 pour 71 et k des entiers, on obtient la famille discréte suivante

Pra (x) = a§1p (aléx — ﬁbo> .

En analyse par ondelettes, on peut prendre comme famille d’ondelettes des bases ortho-
normales, des bases non-orthonormales (base de Riesz) ou des frames [10].
Généralement, on prend la discrétisation dyadique : ag = 2 et by = 1 ([10],[36]).

La transformée en ondelettes discrete est donnée par

+oo oo
Wy (ki) =25 [ f)p (2 —n)dx = [ f(x)pes (x)dx
—00 —infty

Exemples d’ondelettes
Les ondelettes de Haar

La fonction échelle de Haar est donnée par

1, sixe[0,1]
Proar(x) = { 0, sinon ’

17
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et sa fonction ondelette associée s’écrit

Yroa((x) = @[ 31(¥) =@y ()
1, szxe[ 1[
= -1, six e [%2 1[
0, sinon

La fonction échelle et la fonction ondelette de Haar sont orthogonales, i.e,

—+00
P) = / Plo1[(¥)Pp,((x)dx = 0.

Les figures suivantes illustrent les ondelettes de Haar

15 ! ! ! ! ! o 1.5~ . . . . . P
1t R R

1+ 4 0.5}

= of
%

phi(x)
psi(x)

0.5} 4 -0.5F

-1t Fok ok kR FE o ¥

0 \ . . . . . 15 , . . . . .
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

(a) (b)

FIGURE 1.9 — (a) : la fonction échelle de Haar, (b) : I'ondelette de Haar

L'ondelette Chapeau Mexicain

P(x) = <1 - x2> exp (—%) :

C’est le négatif normalisé de la dérivée seconde d'une gaussienne.

d? exp <—x72>

lp(X) = dxz
C’est une ondelette continue.
L’'ondelette de Morlet
1 x? .
P(x) = \/Eexp —5 | exp (—iwx),

avec w € C.
L’ondelette de Morlet est une ondelette complexe.
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psi

FIGURE 1.10 — Le chapeau mexicain

0.6

omega=-2
04l omega=5 al
omega=2+i
0.2}
0 — |
‘@
o
-0.2}
-0.41
-0.6}
-0.8 Il Il Il Il Il L L
-4 3 -2 1 1 2 3 4

X

FIGURE 1.11 — Les ondelettes de Morlet : parties réelles

1.3 L'ANALYSE MULTI-RESOLUTION

Dans cette section, nous allons présenter les propriétés de I'analyse multi-résolution
de L*(R) et comment elle se rapporte aux ondelettes. L'analyse multi-résolution pro-
duit une décomposition en somme orthogonale directe de L?>(R) (ou de L?(a,b))
([10]). Stéphane Mallat [39] et Meyer sont les premiers qui ont démontré qu’on peut
construire une base orthonormale pour L?>(IR) en utilisant les fonctions échelles et les
ondelettes. Dans cette analyse, une fonction ou un signal est décomposé en plusieurs
échelles avec une résolution tres précise pour améliorer la décomposition du signal ([10],
[151,[21][28] et [39]).

Définition 1.4 [39] L'analyse multirésolution consiste a construire des sous-espaces fermés Vi de
L% (R) (ou de L?(a, b)) emboités les uns dans les autres. L'ensemble de ces sous-espaces
{Victkeg définit I'analyse multi-résolution sur L (R) si :
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1. V. C Vk—HI Vk € Z

—+o0
2. U Vg est dense dans L*(RR)

—+o0
3. N Vi ={0}
4. feEVi & f(2) € Vi, Vhk e Z
5. feVie (-2 ) eV, Vnez
6. Il existe une fonction échelle ¢ € Vj telle que {¢(. —n),n € Z} soit une base

orthonormale de V)

Les fonctions de base des espaces Vi, k € Z sont construites selon la relation
Prn(x) = 2§q0(2kx —n), n €.
[39] La famille { ¢y, },, o forme une base orthonormale de I'espace Vi, Vk € Z.

La décomposition d'une fonction f € L*>(IR) a I'échelle k dans la base des fonctions
échelles est la projection de f sur Vi

Ac(f) = Y {fs @rn) P (1.24)

nez

On pose ay, = (f, Pxn). Les coefficients ay ,, de cette décomposition constituent I'ap-
proximation a la résolution k de la fonction f. Ces coefficients sont appelés les coeffi-
cients d’approximation et les espaces Vi sont appelés espaces d’approximations.

Quand la résolution augmente de I'échelle k a I'échelle k + 1, L’espace Vi1 a une pré-
cision supplémentaire par rapport ? V.. Comme l'espace Vi C Vi1, on peut compléter
chaque espace d’approximation Vi par son orthogonal Wy dans Vi, :

Vig1 = Vi ® Wy, (1.25)

Wy est dit espace de détails.
On déduit par induction que

Vil = Vic1 ©@Wia @ Wi
Vo Wy &b ... oW

k
= P w.

i——o0

Les espaces Vi, Wy,..., Wy sont mutuellement orthogonaux par leur construction
([10],[31], alors, leur somme orthogonale nous donne

—+o00
L2(R) = Vo @ <kea Wk>
=0 .
= @D Wi
keZ

(1.26)
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Cette derniere égalité nous montre que les fonctions de base des espaces Wy, Vk € Z
forment une base orthonormale pour I'espace L*(R). Les espaces Vi, et Wy vérifient les
propriétés suivantes

VinV, =V, k<i,

Wi, L W;, Vi k,i#k, (1.27)

Vi LW, Vk <i.
Dans ces conditions, on peut montrer qu’il existe une fonction appellée "ondelette”
notée ¢ qui par dilatations et translations forme une base orthonormale pour les espaces
Wi. La famille de fonctions 1y ,, est construite selon la relation

Pen(x) = 2592 —n), neZ

Les fonctions 1y ,, sont des fonctions de base pour Wy, k € Z.
Pour une fonction f € L2(R), on note sa projection dans 'espace Wy par " Dy.”. Alors,
en utilisant (1.24) et la propriété 1. de la définition 1.4, on a

Ar1(f) = Ax(f) + Di(f)

Dr(f) = Y, (f  ¥kn) k-

nezZ
Le coefficient
dﬁ =(f, wk,n>
est appelé le coefficient de "détail”. Alors, pour toute fonction f de L*(R) on a

f =) Df)

keZ

= Y Y o) Yin

keZ neZ

Pour les fonctions a carré intégrable définies sur [0, 1), la famille
{lpkﬂ (41),kneZ k>0, n= 1,...,2"} U {01}

forme une base orthonormale pour L2 ([0,1]) et on a

L2 ([0,1]) = Vo P Wi
keN

Remarque 1.1 Il existe des bases d’ondelettes pour I'espace L*(R) ou L?([0,1]) qui ne sont pas

1.4

associées ? une analyse multi-résolution [29].

LES FRAMES

La notion des frames (trames) est la généralisation de la notion des bases orthonor-
mées dans des espaces vectoriels. Le concept le plus important dans I'étude des espaces
vectoriels est celui de la B.O.N, qui permet de représenter chaque élément de cet es-
pace comme une combinaison linéaire des éléments de la base et d’une facon unique.
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Bien que les conditions pour avoir une base orthonormale sont trés restrictives (I'indé-
pendance linéaire ou I’orthogonalité). Par contre, les frames permettent I’expression de
chaque élément de 'espace vectoriel comme une combinaison linéaire de ses éléments,
sans étre linéairement indépendants. Les frames ont été introduits pour la premiere fois
par Duffin et Schaeffer dans leur papier en 1952 [24]. En 1980, Young [66] a présenté
dans son livre des notions de base sur les frames. Ensuite, les mathématiciens comme
Daubechies, Mayer et Grossmann ont remarqué qu’on peut utiliser les frames au lieu
de bases pour les ondelettes [18].

On peut définir les frames dans un Hilbert (ou un espace vectoriel de dimension finie)

1.4.1 Définition

[18] Soit I'ensemble {n },,~1 (ou {¢n},_1 avec N € IN) de famille de fonctions
non nulles d'un espace de Hilbert (H, (., .)y;). La famille {4y}~ est une frame pour
I'espace H s’ils existent deux constantes A, B > 0 tels que B

AllflE < X 1wl < BIIfll- (1.28)

n>1

Dans le cas fini
N
AllFIF < X 1K wa) P < BIIFI,
n=1

ot (.,.) est le produit scalaire usuel de l'espace vectoriel. Les nombres A et B sont
appellés les bornes de frame.

Remarque 1.2 — Les frames sont dites étroites si A = B.
— Une frame est une base si A = B = 1.

Proposition 1.1 Soit {y,}, -, une famille de I'espace de Hilbert H. La famille {1}, -, est une
frame pour span {{n},~, (span : enveloppe linéaire). -

Pour le cas fini, on a cette proposition

Proposition 1.2  Toute suite finie {iy}
pour span{n}, 1  N-

w1 N d'éléments d'un espace vectoriel forme une frame

En plus, chaque frame d’un espace vectoriel V est dense dans cet espace, c’est a dire
V= span{pn},1 -

1.4.2 Exemples de Frames

Exemple 1.1 Soit {e, }2_, la base canonique de R?, alors la famille de vecteurs {in},_1 -5

1 =¢
Pr=e —e,
Y3 =e+e

22



Chapitre 1. Préliminaires

forme une frame de R?.

Exemple 1.2 Soit la base orthonormale {e, },>1 de l'espace de Hilbert H. En répétant chaque élément
deux fois, on obtient la frame

{‘/’n}n21 = {e1,e1,e2,00,...}.

Cette frame est étroite avec la borne A = 2.

1.4.3 Représentation dans une frame

Pour la représentation de f dans une frame, on a besoin de définir la frame duale et
'opérateur frame.

Définition 1.5  [48] Soit {4, },~, une frame de H avec les bornes A et B. La frame duale {{, }, 4
est définie par -

1 _ 1
B IfI17 < r; [, Bn) y|* < 1 [Fili¥
et f = ngl (fr¥n) g Pn-

Soit U l'opérateur d’anlyse défini par [18]

U:H— I2(N)
f=o{fvnnts

L'opérateur adjoint U* appellé I'opérateur de synthese défini par

u*:1’>(N) - H
{entps1 = X ontpn -
n>1

L’opérateur frame est défini par

S:H—H
S(F) = U'U() = T (9t -

la frame duale est définie par

S (Wn) =, n > 1.

Dans le cas de dimension fini,

N
S(f) = ;<fr‘/7n>l/]n-

L’opérateur frame est linéaire, inversible et auto-adjoint.
Il est a noter qu’en termes d’opérateur de frame ([18]), on a

N
(S(f). f) = Zl | {fom) 2 (1.29)
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Si l'on reprend 'exemple 1.1, la frame duale de la frame {n},_, , 5 est égale

73 — le 16 _16 13 _’_le

lpn:l_ 31/31 22/31 22 ’
et

=3 (fe1)er + <f, 3€1 — %ez> (e1 —e2)
< %14— ez> (e1+ep).
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2.1

LES ONDELETTES DE JACOBI

Les ondelettes ont re¢u une attention considérable dans la résolution des équations
différentielles ordinaires EDOs ([58]). La base d’ondelettes peut étre utilisée pour ré-
duire 'EDO a un systeme d’équations algébriques. Ce processus simplifie considéra-
blement la résolution de I'équation en estimant la dérivée a l'aide de matrices opé-
rationnelles ([51], [58]). L'utilisation de la matrice opérationnelle de dérivation rend
I'approche plus adaptable méme avec des modeles complexes et rend la programmation
plus facile par rapport a 'utilisation d’une matrice opérationnelle d’intégration ([8],
[32]).

Dans ce chapitre, nous proposons une formule simple de la matrice opérationnelle de dé-
rivation des ondelettes de Jacobi pour tous les indices («, B). L'utilisation des ondelettes
Jacobi générales avec des indices («, B > —1) est plus appropriée que de développer des
résultats pour chaque paire d'indices particuliére.

Ensuite, nous allons appliquer cette technique pour résoudre des EDOs linéaires et non
linéaires.

DEFINITION

Les ondelettes de Jacobi sont définies par
i) (x) = 9P) (k, 2,m,x),

avec quatre arquments i = 2n—1,n = 1,2,3..... 2k, k peut assumer n’importe quel
entier positif, 2X représente le nombre de niveaux de décomposition, m = 0,1, ..., M est
le degré des polyndmes de Jacobi (M € IN*).

Les polynomes de Jacobi étant définis sur [—1,1|, pour qu’ils soient définis sur l'inter-

valle [0, 1], nous avons considéré 'ondelette mere 1p§“,;f )

ses translatées et ses dilatées sont données par

au lieu de gbé‘/",f ) . Dans ce cas,

1 okl (@p) (k41 n—1 n
—27] 2T x —2n+1), o <x<
lPiﬁf)(x) =q VP " ( ) 2 2 , (2.1)

0 ailleurs,

\/ﬁ est pour la normalisation, et h,(ﬁ‘ £)
Les six premieres ondelettes de Jacobi meres et ses filles d’indices différents sont mon-
trées dans les figures suivantes :

D’apres ces figures, on remarque que la forme et le positionnement de chaque graphe
change d'un type de polyndme a un autre, et de méme, le positionnement des racines de
ces polynodmes change.

dans le coefficient est donnée par (1.14).
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4 T T T T T T T L
psi10
L psill
psi12
psi13
2r psild ]
psilh 7/
1
=
3 0r -
(=5
At 4
2t 4
3 4
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 2.1 — Les ondelettes de Jacobi J0) (Legendre) : I'ondelette a I'échelle O (mére)

5 . 5
psii psi20
4 psit 4t psi21
psit psi22
3 psit 3t psi23 \
i si24
2|l psit 2| ps
a) p il IV
I 1t \
2 Z o
‘@ ‘@
Q Q
Al
2f
3l
4 4
5 ! ! ! ! ! ! ! ! ! 5 | | ! ! ! ! ! ! !
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) (b)
FIGURE 2.2 — Les ondelettes de Jacobi J(O0) (Legendre) : (a) et (b) sont les ondelettes a I'échelle
1
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psi(x]

psi10
psill
psi12
psi13
psil4
psi1h

0.1

0.2

0.3

04

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

FIGURE 2.3 — Les ondelettes de Jacobi | (2:2) (T?) : 'ondelette a I'échelle O

psi(x)

FIGURE 2.4 — Les ondelettes de Jacobi | (2:3) (T?)

psii
psit
psit
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psit

0.1 0.2
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10 . .
psi20
8l
psi21
6l psi22
psi23
4L psi24
psi25
21
0
21
4]
6]
8l
-10 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 .
X

: (a) et (b) sont les ondelettes a 1’échelle 1
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30 T T T T T T T T T

psi10
psill
psi12
psi13
10 F psild 4
psi1h

psilx)

_40 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 07 08 0.9 1
X

FIGURE 2.5 — Les ondelettes de Jacobi J(©2) : I'ondelette a I'échelle 0
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FIGURE 2.6 — Les ondelettes de Jacobi J(©2) : les ondelettes a I'échelle 1

psi10
psit1

psi(x)

FIGURE 2.7 — Les ondelettes de Jacobi J(=05-08) : I'ondelette a I'échelle 0
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psi psi20

1.5} psit 1.5} psi21
psi psi22

il /\ psit " psi23
psi psi24

psi psi25

psi(x)
psi(x)
o

’ 0 Oj1 0.‘2 0!3 0!4 O.I5 OTG 0:7 0!8 019 ’ 0 Oj1 0.‘2 0!3 0!4 O.I5 OTG 0:7 0!8 019 1
X X
FIGURE 2.8 — Les ondelettes de Jacobi [(=0%=08) : les ondelettes a I'échelle 1

2.2 DECOMPOSITION DANS LA BASE DES ONDELETTES DE JA-
COBI

Tout d’abord, on démontre que la famille des ondelettes de Jacobi
{ ,S“,f)} g1, .ok forme une base orthonormale dans Li} wp ([0,1]).

m>0

Théoreme 2.1 La famille d’ondelettes de Jacobi {47,(1“,1? ) } n—1 ok forme une B.O.N pour I'es-
m>0
pace (Liw) ([0,1]), (., .>mv>, muni du produit scalaire

2k 2k
(. 8hano = 1 | fild)gi (0 w*P ()dx, (22)
~
T
oit f; est la restriction de f sur l'intervalle [lz_—kl, Zl—k [ et
wf“’ﬁ)(x) = @B (2K 1y —2i 4 7). (2.3)

Démonstration. Premierement, nous devons prouver que (., .),,.., est un produit
scalaire de Li(mﬁ) ([0,1]). Soit f une fonction de Li wp) ([0,1[). La symétrie et la
bilinéarité de (.,.)
définie positive.

sont évidentes, nous montrons seulement que (.,.) est

wao wao

i Comme
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alors, |
o
FrFlomw =Y [ (fi(x)? 0P (x)dx > 0.

117
2k

ii Ensuite,

Deuxiément, nous montrons l'orthonormalisation de la famille
{ ;(1“;15)} n=1.02k dans Li,(wﬁ) ([0,1])
m>0

(it P = ,Zk 7(%?,;?))1.(@ (#17?) (D)™ (x)dx
1

En utilisant le changement de variable suivant t = 2K*1x — 211 + 1 et le fait que

(e, B)
la famille { J

]:Z},ﬁ) H } est une B.O.N de Li,(a,,s) ([_1/ 1[), on obtient
m>0

< ’%)"PJ(,?'%W = Onj ‘] 2k+H1]laﬁ H /f O] (1wl ﬁ)(t)%

- (5n,j5m,l

]

Alors, toute fonction f de Li wp) ([0,1]) peut s’exprimer comme une combinaison

P } .
[ im0

Z Z Cn mlp (2.4)

n=1m=

linéaire des éléments de la base des ondelettes de Jacobi {
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. _ (a,B)
0il Cypyy = <f/ Yum >L2 2 o (01D

Pour simplifier et avoir une seule sommation, nous utilisons la notation suivante
" o
= Lo

= lim ZC]l[J (x), (2.5)

N—)oo

0@t & = Cn,m, 1/3](“’/3 ) = Lp,(fnf ) avec

j=jn,m=mn—-1)(M+1)+m+1
N=25(M+1). (2:6)

La limite "im” est prise dans le sens de L , . ([0,1[). Donc, I'équation (2.5) est
w\
équivalente a

L (wp)
fu(x) =Y et (x), (27)
j=1

ot fN représente la projection orthogonale de f sur le sous-espace linéaire de
L(ZU wp) (10,1[) générée par

(9P, 0P, 40P

Du point de vue de I'analyse numérique, fn est I'estimation de f avec une précision
en termes de N. On cherche fx (x) de telle sorte que f(x) = fn(x) dans le sens de
L% s ([0,1]), donc

N (@) 2 M (a,6)
fo) =Y &8P () = Y- Y comtpint (), (28)
j=1 n=1m=0

oit j et N sont donnés par (2.6).
Notation Matricielle
Pour simplifier I'écriture et le calcul, nous posons

T
C= [Cl,o,...,CLM,CQ,(),...,CZ,M,...,Czklo,...,CZk’M} P

et
T
D= [l ] o)
Avec ces notations, on a l'écriture matricielle suivante
f(x) = CT¥@A) (x). (2.10)

Dans ce cas, on appelle ¥ “P) vecteur d’ondelette de Jacobi de longueur 2X(M +1).

31



Chapitre 2. Les ondelettes de Jacobi

2.3 ANALYSE DE LA CONVERGENCE

Maintenant, nous allons monter la convergence de la suite des sommes partielles

2 M () 2
’El mEO CnmWPnm (X) dans Lw(mﬁ) ([0,1])-

Théoreme 2.2 Toute fonction f € Li] wp) ([0, 1[) peut étre représentée sous la forme
)= Y el
j
j=1
oit la convergence des séries a lieu dans wa> ([0,1]).

Démonstration. On doit vérifier que

im = Al goap =0

ou fn donnée dans (2.7).

T3P
plep)

Comme la famille des polyndmes de Jacobi { } forme une base or-
melN

thonormale dans Li} wp ([=1,1]) (voir le théoréme 1.1), alors pour toute fonc-
tion f dans L? (@p) ([—1,1]), on a
w 7|

A

f) = ¥ ——=(f?) P W), yel-11].

m>0 h("‘.B e ,5)([_111])

Ainsi, il est facile de voir que pour tout entier M, on a
y 2
P B

e 5 ([=11])
Puisque la série 3 (#,B)
) mgo '<f I >Li](lx,/8)([_1'1])

arseval (voir la sous-section 1.1.2), il s’en suit que
P | 1 t 1s t

- ¥

2 (-14]) m>M+1
w(®p) !

<f ]’("a’ﬁ >L2 2 oy (F11])

2
est convergente selon 1'égalité de

(04 )

f- Z_;\/ﬁ< Jm >Li(a/ﬁ>([—1,1])

A travers le changement de variable

y =2y _2n41,

li (,B)
m Jm

on pose
fa(x) = f(y), x€ [”2—_,(1 %] .

pour toutn =1, .., 2k,
Alors, pour toute fonction f dans sz wp ([0,1[), on a
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1.
Zk
f= an, sur [0,1], (2.12)
n=1
M
avec f, = Y, cn,mlp,(flx,f ) (voir (2.8).
m=0
2 ~1
2. fl’l E waf’ﬂ) <|:1’17, 27’l_k |:>I

en effet,

._.\'%\s

1
() Peort® () = 5 [(F) P )y < o
-1

n—
2

P

Puisque la famille {lp,(l“rf )} . est une B.O.N pour Li} wp) ([0,1[) (voir le théo-
m

réme 2.1), alors, f; admet dans L2 ~ wh) ([”2—7(1, % D la décomposition suivante
Z Cnmq)n m /
m>0
donc d’apres (2.11), on trouve
M
lim — 2 cnmtp,(ﬁf) =0.
M—+o0 — ! 4
el e )
A partir de (2.8) et (2.12), on obtient
o i (p)
f= L9 = ||f- Zchmw
j=1 L2 (01)) n=lm= p(01])
zk
= Z Z Cnmlljr(zlfrf) Z Z Cnmll)
n=1m>0 n=1m= i(“/ﬁ) ([0,1])
2k M
< Z Z Cnmlljr(llfr’rlzg) - Z Cnmlpr(;ﬁf)
n=1 ||m>0 m=0 Ligw([o’”)
M
< — Y cumyplP) .
=0 L wp) (53]
Le dernier terme tend vers 0 quand M tends vers +oo. Donc
N M
lim ||f — Y ¢g\"P < dim |fu— Y compld)
N j=1 ! 2 M=o m=0 12 n-1 n
12 (0] 2 (5 ))
= 0.
O
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2.4 LA MATRICE OPERATIONELLE DE DERIVATION DES ONDE-
LETTES DE JACOBI

Dans cette section, nous donnons la formule de la dérivée du polynome de Jacobi.

Ensuite, nous définissons la matrice opérationnelle de la dérivation des ondelettes de
Jacobi.

2.4.1 Dérivée du polynéme de Jacobi

Théoréme 2.3 Soient x € [—1,1[, o, p € R tels que « > —1, > —1 et m € IN. La dérivée du

polyndme de Jacobi est donnée par

m—1

I'(m+p+1) Y (2i4a+p+1)T (1—|—zx—|—ﬁ+1)
( (@ /3)( ))/ 2T (m+a+p+1) P T(i+a+1)
Jm (%)) = m— i (2(j+1 1 , .
[yt (1 R D] ) ), > 1
0, m=20

(2.13)

Démonstration. La preuve du théoréme est basée sur les lemmes suivants

Lemme 2.1 Pour m € IN, nous avons I'égalité suivante

](oc+1,[5+1) _ T(m+p+2)
m

(2(i+1)+a+,B)F(a+ﬁ+i+2)](tx,ﬁ—H)
= T(m+a+p+3)

T(B+i+2) i : (2.14)

Lt:

1

Lemme 2.2 Pour m € IN, nous avons I'égalité suivante

](DC,,B+1) _ T(m+a+1) ( )m—i (2i+a+,3+1)1"(tx+ﬁ+i+1)]i(tx,ﬁ) .

m' D Tt pra) Tatitl) (2.15)

Tout d’abord, nous dérivons notre théoréeme des lemmes 2.1 et 2.2. Des
équations (2.14) et (2.15), on trouve

@+1p+1) _  T(m+p+2) & QRE+D+a+p)T(a+itl) & iy
Jo - T (m+a+p+3) ; L(B+i+2) Jg( 2
><(2]+oc+,3+1) (oc+ﬁ+]+1)]§a,ﬁ)
I(a+j7+1) ;o

dong,

](zx+1,ﬁ+1) _ T(m+B+2) g (2i+a+B+1)T (a+p+i+1)
b =

I'(m+a+p+3) P I'(a+i+1)

& =i 2D +a+B)I(atj+1) | 1(ap)
L;( 2 T(B+/+2) ]L- :

De l'équation (1.17), on a

(I(txﬁ)> ;(mﬂﬂgﬂ) (a141),
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puis, par (2.16), on obtient

(qua,m)’ _ (mtat+p+1)T(m+p+1) ’”i Qi+a+p+1T (a+p+i+1)

2T (m+a+pB+2) i=0 Fa+i+l) ;
m_1(_1)j7i 23G+1)+a+p)T(a+j+1) [
L C(p+j+2) L

donc, pourm > 1,a,f > —1,0na

(0, T(mtp+1) "1 Qitatpr1)T(atptitl)

N _ (
( p ) = 2 (mratpHi) EO T(atit1) X

(2.16)

™

1

m—1 . . .
—i Q(+D+a+p)T(atj+1) | y(ap)
[]—1 (_1)] - L(p+/+2) : ] Ji

Preuve des Lemmes
Nous allons maintenant prouver les lemmes 2.1 et 2.2.

Preuve du lemme 2.1

Démonstration. De I'équation (1.15), on trouve

BE1 1,8+1 1,6+1
@m+a+p+2) JuP ™ = (mta+p+2) Y — (m4 g+ 1) 5P,

m
ensuite

1) _ 2m 4 a + B+ 2](94,,34-1) m+p+1 ja+14+1) (2.17)
" mratpr2 " mra+prom B

En se basant sur I'équation (2.17), on déduit

jecttprn) _ 20mt 1) FadBowpn)
m+a+p+2
@uratP)mtp+1) jwprn) |
(m+a+p+2)(m+atp+1) ™!
(m+p+1)(m+p) JCSAY
(m+a+p+2)(m+atp+1)™?

puis,

]’51«+1,ﬁ+1) _ 2m+“+'8+2];g1a'ﬁ+1)+
m+a+pf+2
Cm+a+pB)(m+p+1)
(m+a+p+2)(m+a+p+1)
(m+p+1)(m+p)
(m+oc+[3+2)(m+oc+[3+1)
z(m—1)+06+[3](a,/3+1) m+ﬁ—1](a+1,5+1)
m+oc+[3 m—2 m+a+’3m—3 4

](a,,B-H) 4

m—1
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Par conséquent,

2(m+1)+a+p)(m+pL+2) (wpt1) |
m+a+p+2 "
@m+w+ﬁﬂm+ﬁ+2ﬂm+ﬁ+lhmmn+
(m+a+p+2)(m+a+p+1) 71
2x24+a+p)(m+B+2)---(B+3)
(m+a+p+2)---(a+p+3)
(m+p+2)---(B+2) jaLp+)
(m+a+p+2)---(a+p+3)° '

(m+p+2) Y

(a,p+1)

h

_|_

Comme
](()a+1,/3+1) _ ](()rx,,B—l—l) _q,
on obtient
(m + B +2) Jer 1A+ (2(m+13110;1[;)$+5+2) (@p+1) |
Qm+“+ﬁﬂm+ﬁ+zﬂm+ﬁ+1”mmn+
(m+a+p+2)(m+atp+1l) 71
2x2+atp)(mt+p+2)--(B+3) (wps+)
(m+a+p+2)---(a+p+3) !
@x1tatp)(mtp+2) - (B+2) japs)
(m+a+p+2)--(a+p+3)(a+p+2)"°
B (2(m+1)+1x+,B)1"(m+,B+3)1"(1x+,3+m+2)](a,/;+1)+
Fm+a+B+3)T(B+m+2) "
(2><1+tx+ﬁ)T(m+ﬁ+3)F(oc+ﬁ+2)](a,ﬁ+1)
F(m+a+p+3)T(B+2) 0 '
Ainsi
](a+1,ﬁ+1): I'(m+p+2) i (i+1)+a+p)T (a+,3+i+2)]§a,/3+1)
" I(m+a+p+3) = T(B+i+2) i ’
(2.18)
[

Preuve du lemme 2.2

Démonstration. De I'équation (1.16), on trouve

Cmta+B+1) P = (m+a+B+1) JwF 4 (m+a) JPH,

donc
](,X,/prl) 2m+a+ B+ 1] wp) m-+ ](a,ﬁﬂ)

m+a+p+1 S omtat+p+1ml
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En se basant sur 'équation (2.4.1), on déduit que

japr) _ 2mAatprliey  omra
" - om+a+p+17" m+ua+p+1
2mtatp—1 (wp mta—1 (apt1)
m-+ o+ B I _m+rx+,8]’”_2

B 2m+o¢—|—,3+1](,x,/3)_ Cm+a+B—1)(m+a) JlP)

o omta+p+17" (m+a+p+1)(m+a+p)m!
(mta)(mta—1) wpe)
(m+a+p+1)(m+at+p)m? ’

d’ou
Qm+a+ﬁ+1ﬂm+a+lhmm_
m+ua+p+1 "

Cm+a+p—1)(m+a+1)(m+a)
(m+a+p+1)(m+a+tp)

Cm+a+p—-3)(m+a+1)(m+a)(m+a—1)
(m+a+p+1)(m+atp)(m+atp—1)

(_Dw4@x1+a+ﬁ+1ﬂm+w+ﬂOn+w'~@+Wme_

(m+a+p+1)---(2+a+p) !

meo (mtatD)(mta) - (1+a) wpr1)

(m+a+B+1)---2+a+pB)"° '

(m+a+1) P =

](“/,B) +

m—1

](0‘/.3) + . .‘_|_

m—2

(=1)

Sachant que
](gtx,ﬁ—l—l) _ ](gzx,ﬁ) — 1

Sia+B#—1,0ona

2m+a+p+1) (m+oc+1)](“,/3)+
(m+a+p+1) )
ny (2 & B 1) (m &t 1) (m + )
(m+a+p+1)(m+a+p)
mq(zx1+a+ﬁ+1ﬂm+a+1ﬂm+ay-(2+m]m@_
(m+a+B+1)---(2+a+p) !
(_1)711*0 (2XO—|—(X—|—ﬁ+1) (m+(x+1) (m+“)(1+“)](4x,ﬁ)
(m+a+p+1)---2+a+p)(1+a+p) O 7

(mta+ 1P = (1

JeR 1

m

(=1)
(=1)

alors,

2m+a+ﬁ+1ﬂ%m+a+2ﬂ%m+w+ﬁ+1”@@
Tm+a+B+2)T(m+a+1) "
Cm+a+p-—1DT(m+a+2)T (m+a+B) (ap)

a F(m+a+p+2)T (m+«) J=y

(mta+ 1P = (1

%%_Dm4(2x1+a+ﬁ+1ﬂXm+a+2ﬂ12+a+ﬁ)
F(m+a+B+2)T(2+«)
(—1)"~0 (1X+,3+1)1"(m+zx+2)1"(1+tx+,8)](,x,;3)
Fm+a+p+2)T(1+a) o

]{0‘1,3) +
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Ainsi, on déduit

](uc,,3+1) r(m+0¢+1 i m i 21+“+ﬁ+1) (“+13+i+1)](0‘r5)
m I'(m+a+p+2) = I'(a+i+1) P

Sia+p=-1,0ona

(@p+1) _  ymL(m+a+1) @p) (m+0é+1 L i! (a,8)
i = (=1 m!T (a+1) Jo ;2 r(zx+z‘+1)]i '

1

2.4.2 La matrice opérationelle de dérivation

Dans ce qui suit, nous présentons la matrice opérationnelle de dérivation des onde-
lettes de Jacobi.

Théoréme 2.4 Soit x € [0,1[, la dérivée du vecteur des ondelettes de Jacobi ¥“P) de I'équation
(2.9) peut étre exprimée par

M — D(zx,/%)xy(zx,/%)(x),

e (2.19)

oit D\%B) désigne la matrice opérationnelle de dimension 28 (M 4 1) x 2K (M +1)
donnée par

F@h) o0 ... 0
Dp) _ 0 F@p)
: . . 0 ’
0 ... 0 F@p

avec F%P) une matrice de dimension (M + 1) x (M + 1), oil son (i,j)éme élément est

donné par
WAL
j—1 , .. .
F(oc,ﬁ) _ 2k+1 P 7&{3}71 St1>]

Z g
0 ailleurs,

pouri=2,... M+1letj=1,,i—1, tels que h(“’ﬁ) et h(.“’ﬁ) sont définis a partir de

I'équation (1.14), et les coefficients 'yl( ) _, sont donnés par
ef_ _TUHp) @G-V ratprDT@tpi))
Slmt o 2T (i+ e+ ) T (a+ )
i=2 i1 QA+ +a+p)T (a+d+1)
L (=1 [(B+d+2)
d=j—1
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Démonstration. Soit tp,(qa,f ) définie comme dans I'équation (2.1), pour m =
0,...,M,n=1,...,25 et x € [”—_1 ﬂ[. La dérivée de gb,(f,f) par rapport a x

2k 7 ok
est
dlpi(;if) (x) _ 1 2“712](-"-1 (]&“/ﬁ))l <2k+1x —2n+ 1)
dx /h,(qf’ﬁ)
_ 1 e L(m+p+1) ”il(2r+a+,3+l)l“(oc+ﬁ+r+1)
(@B) A (m+a+p+1) = I'(a+r+1)
m
i Qe+D+at+p)T(@+s+1) | @h) (et
[Z NETy ]! (2 x—2n+1).
On pose
wp) . T(m+p+1) X(2r+a+ﬁ+1)1"(uc+ﬁ+r+1)
T T rmtat Bl T(atr+1)
e QD) fa+ BT (a+s+1)
X (—=1)*" (2.20)
L_Z:r I'(B+s+2)
Alors, la dérivée des ondelettes de Jacobi lp,(q“,f ) pour un n et m fixés prend la
forme

dtp,ﬁ’fﬁ(x) _ h(aﬁ2k+1§7 B peh) 2% “P) (21x 20 4 1)

_ 2k+1 mi 1(71 /oc,B (x (2.21)

On peut écrire (2.21) avec la notation matricielle suivante

7

dpiy (x) _ 2k (7(0@!3) B,y BB ) o, 0)
)

Puisque

alors, pour toutn =1, ..., 2k on a

aysi (x)
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D’ou, la dérivée du vecteur d’ondelettes de Jacobi pour n fixeet m = 0,...,. M

est
0

o O

0

n,1 _ 2k+1

= /hgx,ﬁ) 72,0 héa,ﬁ) ’)/2,1

ott F(@P) est une matrice (M + 1) x (M + 1), son (i, 7)™ élément est donné par

VY (wpy
(wp) _ ) 2K %P sii >
F = \/@71—1,]—1 J

0, sinon

~T~

Ensuite, pour n variant de 1 a 2% on obtient

F@h) 0 ... 0
SACATCI I R VA
dx . . 0
0 ... 0 F&h
= DAY (x).
O
Exemple 2.1 On va calculer la matrice opérationnelle des ondelettes de Jacobi pour k =1 et M = 1.
Ona
L
¥ g ﬁ
o n—
i | | ey
,’D(ﬂt/ﬁ) - L ’
%&Oﬁ) 1 (at+p+2 Vo a—p
21 ﬁ( > (4x—3)+T>
Donc la dérivée est donnée par
/
e 0
, 4
P | A a+p+2)
gxorﬁ) 0
, 4
p) T (e +p+2)
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On utilise la matrice opérationelle de dérivation des ondelettes de Jacobi (2.19), on

trouve
o, ! &,
D) (st 0 OV
o B \/hflo(zx—i—ﬁ—l—Z) 0 0 0 o
éaéﬁ) o 0 0 0 0 %ﬁ)
7 4\/% 7%
0
A g B+2)
T (a+p+2)

2.4.3 La matrice opérationelle de la dérivée n°"® des ondelettes de
Jacobi

Le théoreme 2.4 peut facilement étre généralisé au cas de la dérivée d’ordre n. En
fait, il suffit de dériver n fois le vecteur d’ondelettes de Jacobi et d’appliquer la méme
procédure que celle du théoréme 2.4. Ensuite, la matrice opérationnelle de dérivation
d’ordre n est donnée par

Y h) (x)
dxn

— (D(w,ﬁ)>n\y(%ﬁ) (x), (2.22)

ol (D(""ﬁ)> " dénote la puissance n°™¢ de la matriceD%P).,

2.5 APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDI-
NAIRES

Dans cette section, nous décrivons comment appliquer la méthode des ondelettes

de Jacobi pour résoudre les EDOs. Nous commengons par les équations différentielles

linéaires du premier et du second ordre. Ensuite, nous utilisons la technique de dé-

couplage et de la quasi-linéarisation (TDQL) avec la méthode des ondelettes de Jacobi

pour résoudre un ensemble d’équations différentielles non linéaires. La TDQL sépare et
linéarise un ensemble d’équations différentielles non linéaires ([12]).

2.5.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

On considere I'équation différentielle linéaire du premier ordre avec des conditions

initiales
f(0) +a(x)f(x) = g(x), x€]01] (223)
f(0) = , -

ou I'équation différentielle linéaire du premier ordre avec des conditions aux limites

f/(x) +a(x)f(x) = g(x), x €01 (2.24)
1) =cs ' h
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tels que cq et cp sont données. On suppose que f et g sont deux fonctions de I'espace de
Hilbert Liw) ([0,1]) et a une fonction de C ([0,1]). Pour résoudre le probleme (2.23)
ou (2.24), on commence par la décomposition de la fonction f dans la base des ondelettes

de Jacobi {1[1,(1“,15 ) } 1,0k On trouve
m=0,...,M

flx) =CTeh) (x), (2.25)

ot C dénote le vecteur solution du probléme. Ensuite, en appliquant le théoreme 2.4,
on obtient
f'(x) = CTD@AIw@h) (x) . (2.26)

Maintenant, en substituant les équations (2.25) - (2.26) dans I'équation différentielle,
on obtient le systeme algébrique suivant

CT(DWA) +a(x) DY @P) (x,) = g(x;), i=1,..,nc (2.27)

avec I la matrice identité et nc le nombre de points de discrétisation (ou points de
collocation).
On pose

A(i) = (DW) n a(xl-)l> ¥h) (x;),i=1,--nc.
alors, I'équation (2.27) sera équivalente a
CTIA(1),A(2),..., A(nc)] = [g(x1), §(x2), s §(Xnc)] - (2.28)

Pour avoir une solution unique du systeme (2.28), il faudra insérer la condition initiale
ou la condition aux limites. Pour cela, nous allons appliquer I'équation (2.10)

¢ = CTY@P) (0) oucy=CTYP) (1). (2.29)

Maintenant, pour assurer la continuité entre les fonctions d’ondelettes successives de
différents niveaux, nous utiliserons certaines conditions de liaison suivantes [17]

o, j &, j i
T (‘1’]( P (§> — iy (?)) —0, j=1,.,2"~1, (2.30)

aovec

Y () =1 0.0 Lele? et e, 0.0 | (2.31)
(j—1)(M+1) (2k—j) (M+1)

En prenant nc = 2KM, les équations (2.28), (2.29) et (2.30) générent un systéeme de
2K(M + 1) d’équations algébriques linéaires qui peuvent étre facilement résolues pour
l'inconnu C. Par conséquent, l'inconnue f de I'équation (2.25) sera facilement calculée.
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Equations différentielles linéaires du second ordre

Considérons I'équation différentielle linéaire du deuxieme ordre avec les conditions

initiales
f(x) +a(x)f'(x) + b(x)f(x) = g(x), x€]0,1]
f(0) =c , (2:32)
f(0) =c2

ou l'équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre avec les conditions aux limites

f1(x) +a(x) f(x) + b(x)f(x) = g(x), x€]0,1]

f(0) =1 : (2.33)

f(1) =
oit c1 et cy sont données. On suppose que f et g sont deux fonctions de I'espace de
Hilbert Li wp) ([0,1]) et a et b sont deux fonctions de C([0,1]). Pour résoudre le
probléme (2.32) ou (2.33), on commence par la décomposition de la fonction f dans la

base des ondelettes de Jacobi {1/},(1“,,? ) } 11 ok On applique donc (2.10), a savoir
m=0,...,M

flx) =CTeP) (x), (2.34)

avec C est le vecteur solution de ce probleme. En utilisant le théoreme 2.4 et Iéquation
(2.22), on obtient

f/(x) — CTp@p)g(xp) (x), (2.35)
f(x) = cT (D(lxﬁ)>2‘f(’xr.3) (x). (2.36)

Par substitution des équations (2.34)-(2.35) et (2.36) dans I'équation différentielle li-
néaire du deuxieme ordre, nous obtenons le systeme algébrique suivant

2
CT((D(""/S)> +a(x;))DB) + b(x )Y P (x;) = g(x;), i=1,..,nc, (2.37)

oli nc représente le nombre de points de collocation. On pose
2
u(i) = ((D(“'ﬁ)) +a(x;) D) +b(xi)1> Y@ (x;),i=1,--- ,nc

donc, I'équation (2.37) est équivalente a

CH [u(1), 1(2), s u(n0)] = [g(x1), 8(x2), s 8 (nc)] (2:38)

Pour avoir une solution unique du systeme (2.38), nous devrons insérer les conditions
initiales ou les conditions aux limites, on obtient via (2.10)

CT(@h) (0) = ¢ (2.30)
CTD(Dé,,B)IY(a,,B) (O) =0y, ’ -39
o T ()
c'yw (O) =0
{ CTY@h) (1) = ¢p. (2-40)
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Maintenant, pour assurer la continuité entre les fonctions d’ondelettes successives entre
les différents niveaux, nous utiliserons certaines conditions de liaison suivantes :

T (g ¢(@p) _0
cquﬁ) ( <]<2§2> (%)H_ x%f‘i?f))(@) Lo T -1

ol ‘Y](.“’ﬁ)(x) est donnée par (2.31). En prenant nc = 25(M — 1) + 2, les équations

(2.41)

(2.38) - (2.39) - (2.41) ou (2.38) - (2.40) et (2.41) générent un systeme de 2K(M +1)
d’équations algébriques linéaires qui peuvent étre facilement résolues pour l'inconnu C.
Par conséquent, l'inconnue f donnée en équation (2.34) sera facilement calculée.

Systeme d’équation différentielles non linéaires

Pour résoudre un systeme d’équations différentielles non linéaires, nous utiliserons
la technique de découplage et de la quasi-linéairisation pour transformer ce probleme
par étapes itératives en un systeme d’équations différentielles découplées et linéarisées
ot chaque équation peut étre écrite comme I’équation (2.23) ou (2.24). Nous utilisons
ensuite la méthode des ondelettes de Jacobi décrite dans les sous-sections précédente
([41], [38]). Considérons un systeme d’équations différentielles non linéaires a p équa-
tions avec des conditions initiaux ou aux limites, cette technique itérative peut étre
illustrée comme suit

( Soient les profils initiaux fl(o), fz(o), v fr(,o)
A +a@f™ =g (0 7L fy)
<ﬁmﬂ“ +a)fy V=g (A A ) (2.42)

' (141)
\ (f;,(x)) +a,()f =gy (v ATV AT, LAY,

] fl.(lﬂ) et fl.(l) sont les approximations de la solution f; a l'itération courante et pré-

cédente respectivement. A chaque itération, nous appliquons la méthode des ondelettes
de Jacobi pour résoudre p équations différentielles linéaires. Ensuite, a la (I + 1)“™¢
itération, nous pouvons calculer I'erreur de découplage en utilisant la formule suivante

) I 1 I 1 1
Erpar = max(|Iff = £ 2 1/ = A7 - 1 = £

La procédure sera terminée lorsque I'erreur de découplage est suffisamment petite.

Estimation d’erreur

Etant donné que les solutions des EDOs ne sont connues qu’aux points de collo-
cation, la norme la plus appropriée est la norme euclidienne si la solution exacte est
connue. La précision de la méthode proposée est estimée par

error = [|f(x) = fex(x)l; (2.43)
= Z|f xl fex x1)| ’
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Chapitre 2. Les ondelettes de Jacobi

ol fex est la solution exacte, f est la solution approchée et nc est le nombre de points
de collocation donnés.

EXEMPLES ILLUSTRATIFS

Dans cette section, nous considérons quatre exemples, le premier est pour I'équation
différentielle linéaire du premier ordre, le deuxieme et le troisieme sont pour les équa-
tions différentielles linéaires du deuxieme ordre. Le dernier exemple est pour le cas non
linéaire.

Exemple 1

Soit dans [0, 1], I'équation différentielle linéaire du premier ordre [50] suivante

1 /
{ O+ =ul), xelo] (24
f(0) =0.

oit u(x) est la fonction d’échelon unité sur [0,1]. La solution analytique de (2.44) est
fex(x) =1 —exp(—4x). Il est facile de transformer le probleme (2.44) en (2.23). Nous
résolvons ce probleme en utilisant la méthode des ondelettes de Jacobi décrite dans la
section précédente avec des indices («, B) différents . Le vecteur solution C est calculé
en résolvant le systeme d’équations linéaires (2.27) - (2.29) - (2.30). Pour M = 2,
k=1et (a,p)=(0,0), on a trouvé le vecteur solution C

CT = (0.3965,0.1772, —0.04,0.6638, 0.0234, —0.0042).

Alors, la solution approchée est

fapp(x) = CTT(X)

V2
2
B(4x 1)
Vo (34 —1)2_1
S(4x —1)°—5
— (0.3965,0.1772, —0.04, 0.6638,0.0234, —0.0042) | V2 7
2
V2 (4x — 3)
2 (3axr—312 -}

Les résultats numériques sont présentés dans le tableau suivant, nous pouvons mon-
trer l'effet du nombre de niveaux et les degrés de polyndmes de Jacobi. L'erreur eucli-
dienne pour les différents choix d’indices («, B) par rapport a la solution analytique
calculée par la formule (2.43) est présentée pour différents M = 3,6,9, k = 1,2

L'analyse du tableau 2.1 montre que les erreurs euclidiennes diminuent a 10~1! lorsque
k et M augmentent, pour les différentes valeurs de w et de B. Les erreurs ponctuelles
a I'échelle logarithmique du probleme (2.44) sont illustrées dans les figures ci-dessous
pour différentes valeurs de k et m
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(a,B) (0,0) 11
z2)

K 1 2 1 2

M 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

error 0.0064 | 1.0949 | 7.1071 | 8.4902 | 2.6724 | 1.7747 | 0.0064 1.0949 | 7.1071 | 8.4902 | 2.6724 | 1.7748
x107% | X107 | x107™¢ | x1077 | x10° x1075 | x107° | x10™* | x1077 | x107*

(a,B) (0,2) (-0.5,-0.8)

K 1 | 2 1 2

M 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

error 0.0064 | 1.0949 | 7.1071 | 8.4902 | 2.6724 | 1.7747 | 0.0064 1.0949 | 7.1071 | 8.4902 | 2.6724 | 1.7746
x107° | X107 | x107¢ | x1077 | x10° x1075 | x107° | x10™* | x1077 | x107**

TABLEAU 2.1 — Les erreurs euclidienne de I'exemple 1

Les autres cas ((oc,,B) = <%,%) ;(a, ) =(0,2);(a,B) = (—0.5, —0.8)> ont

presque les mémes figures.

2.6.2 Exemple 2

Soit dans |0, 1], I'équation différentielle de deuxieéme ordre de Lane-Emden suivante
avec des conditions initiales ([61])

F1(x) + 2 /() = 20262 +3)f (x), x€10,1]

£(0)=1 - (2.45)
f1(0) =0
On peut montrer que la solution exacte du probléme (2.45) est
fex(x) = exp(x?). (2.46)

Nous résolvons ce probleme en utilisant la méthode des ondelettes de Jacobi décrite dans
la section précédente. Le vecteur de solution C est calculé quand le systeme d’équations
linéaires (2.37) - (2.39) - (2.41) est résolu. Les résultats numériques sont présentés
dans le tableau 2.2, nous pouvons montrer l'effet du nombre de niveaux et de degrés
des polyndmes de Jacobi. L'erreur euclidienne pour les différents choix d’indices («, B)
par rapport a la solution analytique calculée par la formule (2.43) est présentée pour
différents M = 3,6,9, et k =1, 2.

L'analyse du tableau 2.2 montre que les erreurs euclidiennes sont d’ordre 10710,
lorsque k et M augmentent, pour des valeurs de « et B différentes. Les erreurs ponc-
tuelles a 'échelle logarithmique du probleme (2.45) sont illustrées dans les figures

ci-dessous. Les autres cas (([X,,B) = (%, %) ;(a,B) =(0,2);(a, 8) = (0.5, —O.8)>
ont presque les mémes figures.

2.6.3 Exemple 3

Considérons le probleme aux limites suivant ([12])

f'(x)+ f(x) =1, x €]0,1]
f(0)=1
£(1) = 0.

(2.47)

46



Chapitre 2. Les ondelettes de Jacobi

Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors

4

&

o

=)

o

Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors
N =

o

L L L L s L L s L
0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

o

k=2,M=6
o [’}
s s
5 5
8- 8
H z
£ £
S - g -135
5 s
g & s
s g
-15
-15 -15.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
k=1,M=9 k=2,M=9

FIGURE 2.9 — Exemple 1 : les erreurs ponctuelles a I'échelle logarithmique pour («, B) = (0,0)

La solution exacte de ce probleme est (2.47)

o) — 1—2exp(—x) +exp(—1)
fex(x) = exp(—1) — 1

=+ x.

Nous résolvons ce probleme en utilisant la méthode des ondelettes de Jacobi décrite
dans la section précédente. Le vecteur solution C est calculé en résolvant le systeme
d’équations linéaires (2.37) - (2.39) et (2.41). Les résultats numériques sont présentés
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(0,B) (0,0) 11
(z3)

K 1 2 1 2

M 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

error 0.0647 | 1.0105 | 7.4828 | 0.0062 | 9.8346 | 5.6983 0.0647 1.0105 | 7.4828 | 0.0062 | 9.8346 | 5.6983
X107+ x1078 x1077 x10-10 x1074 x1078 x1077 x10-10

(o, B) (0,2) (-0.5,-0.8)

K 1 | 2 1 2

M 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

error 0.0647 | 1.0105 | 7.4828 | 0.0062 | 9.8346 | 5.6983 0.0647 1.0105 | 7.4828 | 0.0062 | 9.8346 | 5.6983
X107+ x1078 x1077 x10-10 X107+ %1078 %1077 x10-10

TABLEAU 2.2 — Les erreurs euclidienne de I'exemple 2

dans le tableau suivant, nous pouvons montrer l'effet du nombre de niveaux et de degrés
des polynémes de Jacobi. L'erreur euclidienne pour les différents choix d’indices («, B)
par rapport a la solution analytique calculée par la formule (2.43) est présenté pour
différents M = 3,6,9, et k =1, 2.

Ce tableau montre que les erreurs euclidiennes sont d’ordre 10~'° avec un nombre

(a,B) (0,0) (} 1)
2’2
K 1 2 1 2
Mo |3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

error | 9.0315 | 1.3568 | 7.4904 | 4.0122 | 1.1519 | 8.0450 | 9.0315 1.3568 | 7.4923 | 4.0122 | 1.1519 | 7.7369
X104 X108 X1013 | x104 X109 X10-15 | x10+4 X108 X1013 | x104 X109 x10-15

(o, B) (0,2) (-0.5,-0.8)
K 1 | 2 1 2
M 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

error | 9.0315 | 1.3568 | 7.4897 | 4.0122 | 1.1519 | 8.1216 | 9.0315 1.3568 | 7.4845 | 4.0122 | 1.1519 | 8.2658
X104 x10-8 X1013 | x104 X109 x10-15 | x10+ X108 X10-13 | x10-4 X109 x10-15

TABLEAU 2.3 — Les erreurs euclidienne de I'exemple 3

différent de points de collocation. Les erreurs ponctuelles a I’échelle logarithmique du
probléme (2.47) sont présentées dans les figures ci-dessous pour des différentes valeurs
de k et m.

Les autres cas ((oc B) = <2,2> (a, B) = (0, );(oc,,B):(—O.5,—O.8)> ont

presque les mémes figures.

2.6.4 Exemple 4

Soit dans 10, 1] le systeme non linéaire suivant

f{(x)—Zfl(x):fz(x)_< x+f2x>f1( ) , (2.48)
A - ) = —fi(x) (14 29)

avec les conditions initiales f0) =1
1(0) =
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Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors

Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors

Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors

4 L L L L L L L L L . s s s s s s s s s
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 2.10 — Exemplez : les erreurs ponctuelles a I'échelle logarithmique pour («, B) = (0,0)

La solution exacte du probléme (2.48), (2.49) est

[ =lane, (250

Pour résoudre ce probleme, nous utilisons la méthode des ondelettes Jacobi avec la mé-
thode TDQL décrite dans la sous-section 2.5.3. Les résultats numériques sont présentés
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Logarithm of pointwise errors
=
Logarithm of pointwise errors

Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors

1 L L L L L L L L L R L L L L s L L s L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

8 x x

Logarithm of pointwise errors
Logarithm of pointwise errors

L L L L L L L L L L L L L s L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 2.11 — Exemple 3 : les erreurs ponctuelles a I'échelle logarithmique pour («, B) = (0,0)

dans les tableaux suivants. Nous pouvons montrer 'effet du nombre de niveaux et de
degrés des polyndmes de Jacobi. L'erreur euclidienne pour les différents choix d’indices
(«, B) par rapport a la solution analytique calculée par la formule (2.43) est présentée
pour différents M = 3,5,8, k = 1,2.

L'analyse des tableaux suivants montre que les erreurs euclidiennes diminuent a
1078 lorsque k et M augmentent, pour des différentes valeurs de « et de B.
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(0,B) (0,0) (} _ 1)
2’72
K 1 2 1 2
M 3 5 8 3 5 8 3 5 8 3 5 8
error 0.0021 | 5.6592 | 5.3508 | 2.7759 | 9.3400 | 2.9615 | 0.0021 5.6592 | 5.3508 | 2.7759 | 9.3400 | 2.9615
x1076 x1078 x1074 x1078 x1078 %1076 x1078 x1074 x1078 %1078
(a,B) (0,2) (-0.5,-0.8)
K 1 | 2 1 2
M 3 5 8 3 5 8 3 5 8 3 5 8
error 0.0021 | 5.6592 | 5.3508 | 2.7759 | 9.3400 | 2.9615 | 0.0021 5.6592 | 5.3508 | 2.7759 | 9.3400 | 2.9615
x1076 x1078 x1074 x1078 x1078 %1076 x1078 x1074 x1078 %1078

TABLEAU 2.4 — Les erreurs euclidiennes E(f1) = || fi — fil|2

(a,B) (0,0) 11
-2
K 1 2 1 2
M 3 5 8 3 5 8 3 5 8 3 5 8
error 0.0034 | 5.7012 | 7.3508 | 54277 | 2.2892 | 4.3242 | 0.0034 5.7012 | 7.3508 | 54277 | 2.2892 | 4.3242
x1076 x1078 X1074 x1077 x1078 x1076 x1078 xX1074 x1077 x1078
(a,B) 0,2) (-0.5,-0.8)
K 1 \ 2 1 2
M 3 5 8 3 5 8 3 5 8 3 5 8
error 0.0034 | 5.7012 | 7.3508 | 54277 | 2.2892 | 4.3242 | 0.0034 5.7012 | 7.3508 | 54277 | 2.2892 | 4.3242
x1076 x1078 X1074 x1077 x1078 x1076 x1078 xX1074 x1077 x1078

TABLEAU 2.5 — Les erreurs euclidiennes E(f2) = || f2 — f2|l2

SIMULATION NUMERIQUE DU SYSTEME DE DESSALEMENT
PAR OSMOSE INVERSE

Dans cette section, nous proposons une solution numérique pour le modele mathé-
matique du probleme de dessalement par osmose inverse. L'osmose inverse (Ol) est la
technologie la plus appliquée pour le dessalement de I’eau en raison de sa faible consom-
mation d’énergie. OI est une technologie de purification de I'eau de mer qui utilise une
membrane semi-perméable pour éliminer les molécules indésirables et les particules les
plus grosses de I'eau potable. Ces membranes sont congues pour retenir les sels et les
solutés de faible poids moléculaire en appliquant une pression osmotique. Le résultat est
que le soluté est retenu sur le coté sous pression de la membrane et que I’eau pure peut
passer de I'autre coté. Un modéle mathématique est utilisé pour contrdler les meilleures
performances de la membrane a fibres creuses ([6], [7], [41], [30]).

On considere le modele mathématique du systéme de dessalement par osmose inverse

sutvant [7]
(

st wa
dew — Aw st Qfs

dst _ st Qfs
“ix = ~7BsDm (Q_ - m)

deS — Qss Qfs
dx ﬂBst (st o wa)

(2.51)
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ol

Qsw est le débit volumique de I'eau du coté de la calandre,
Qss représente le flux massique de soluté du coté de la calandre,
Qfw est le débit volumique de I'eau du coté des fibres,

Q s est le flux massique de soluté du coté des fibres,

Ay est la constante de perméabilité de I'eau,

AP est la pression appliquée,

K est un coefficient de proportionnalité,

oy est la densité de 'eau,

B représente le coefficient de perméabilité du soluté,

D,y est le diametre moyen de la membrane,

7t est la pression osmotique.

Nous considérons un modele de dessalement a osmose inverse a petite échelle avec
les conditions aux limites suivantes [41]

Qsw(0) = 2268
Qss (O) = Zst(O)
wa(o) =0

Qfs (0) =o0.

Le tableau suivant résume les parametres physiques de la membrane ( voir [41]).

Parameétres valeur
Le diamétre de la membrane (Dm) 0.0576 m
La densité de I'eau (ow) 103 kg/m3
La perméabilité du soluté (Bs) 1.12x10%*m/h
La perméabilité de I'eau (Aw) 4.2x10h/m
La pression (AP) 4,02x10"3 kg/m h?
K 1.02x10*2 m?/h?
T 2.65 kg/m h?

TABLEAU 2.6 — Les paramétres physique de la membrane

Les résultats sont présentés dans les figures ci-dessous
Pour valider notre méthode, on utilise la loi de la conservation de la masse donnée par

Ew - |st(0) - (st(l) +wa(1)) |/
Es = |Qss(0) — (st(l) + Qfs(l)) B

En utilisant la loi de la conservation de la masse, nous obtenons les résultats suivants
en prenant M = 6, k = 1 et des différents choix d’indices («, ) :

Ce tableau montre que les résultats obtenus avec un petit nombre de points de col-
location sont d’ordre 10712, donc cette méthode peut fournir des résultats compétitifs
par rapport a d’autres méthodes ([41], [6]). On a comparé les meilleurs résultats obte-

nues par [41] quand (a, ) = (%, —%) (Tchebychev 4°™¢ espece ) avec ceux qu’on a

trouvé, on déduit que la matrice opérationnelle de dérivation peut fournir des résultats
meilleurs que ceux de la matrice opérationnelle d’'intégration.
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226.8 T

226.7995

226.799

Qsw

226.7985F

226.798
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X

FIGURE 2.13 — Le débit de I'eau dans le coté des fibres

(o, B) Ew Es

(0,0) 0.2842x10%3 0.0568x10*?
(0.5, -0.5) 0 0.0568x10*2
(0, 2) 0 0.1705x10*2
(-0.5,-0.8) 0.2842x1013 0.0568x1012

TABLEAU 2.7 — La vérification de la loi de conservation de la masse
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FIGURE 2.14 — Le débit de la soluté dans la calandre
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FIGURE 2.15 — Le débit de la soluté dans le coté des fibres

54



2.8

Chapitre 2. Les ondelettes de Jacobi

DIsSCUSSION DES RESULTATS

Le but de ce chapitre est de généraliser la matrice opérationnelle de dérivation des
ondelettes de Jacobi pour tous les indices («, B). Les ondelettes de Jacobi avec la méthode
de collocation et cette matrice opérationnelle sont utilisées pour approximer une solution
numeérique des équations différentielles. La méthode des ondelettes de Jacobi fournit
une estimation tres précise pour les équations différentielles linéaires du premier et du
deuxieme ordre, et du systeme d’équations différentielles non linéaires lorsqu’elle est
associée a la technique de découplage et de la quasi-linéarisation, en quelques termes
seulement, ce qui montre la validité de cette méthode.
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3.1

3.2

LES MACHINES A VECTEURS DE
SUPPORT ET LES NOYAUX

INTRODUCTION

Les machines a vecteurs de support (SVMs) sont devenues un outil trés dominant
dans 'apprentissage automatique depuis leur apparition par les traveaux de Vapnik
([62], [63]), les SVMs sont utilisées a la fois pour la classification et la régression [62].
Le probleme de classification peut se limiter au probléme de deux classes a savoir la clas-
sification binaire. Dans la classification supervisée, étant donné un ensemble de donnés
(des vecteurs de R?, d € IN*) qui sont étiquetées, on cherche a identifier la classe de
chaque donné ou individu. L'idée est de trouver une fonction linéaire ( la fonction clas-
sificatrice) qui peut distinguer entre les deux classes en utilisant les'd’ caractéristiques
de chaque individu x € RY. Le principe des SVMs est de ramener ce probleme de
classification binaire a la recherche d’un hyperplan séparateur qui maximise la distance
entre les deux classes a partir d'un ensemble de donnés dont on connait leur classe. Cet
ensemble de donnés est appelé 'ensemble d’apprentissage. Un modele doit étre déter-
miner avec cet ensemble d’apprentissage. Avec ce modele on peut prédire la classe des
nouvelles données (dites de test) qui n’étaient pas dans l'ensemble d’apprentissage ([13]
[22], [23], [20]).

Dans ce chapitre, on va présenter la formulation mathématique des SVMs, dans les deux
cas : le cas des données linéairement séparables et le cas des données non-linéairement
séparables. Lorsque les données ne sont pas linéairement séparables, les SVMs utilisent
des fonctions noyaux qui transferent les données dans un espace de grande dimension
dans lequel le probleme devient linéairement séparable.

Ainsi, aprés une introduction dans les espaces de Hilbert a noyau reproduisant, nous
construisans un nouveau noyau a base d’ondelettes de Jacobi, les propriétes de ce noyau
sont justifiées a la fois théoriquement et par les tests numériques.

LA FORMULATION MATI—I]:ZMATIQUE

Le probleme de classification binaire tente de séparer deux ensembles de points (don-
nées) dans I'espace R® par une fonction induite a partir des exemples disponibles. Etant
donné un ensemble de données fini {(x',y;) }5:1 oil {xi}iz1 sont | vecteurs de R*
(échantillons d’apprentissage) et leurs étiquettes correspondantes y; qui prennent les

valeurs {—1,1}. On supposera que I'enveloppe convexe des deux classes est disjoints.
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Le but est de trouver un hyperplan de RY qui est inséré entre les deux classes : la classe
1 et la classe —1. Cet hyperplan sera utilisé pour classer les données invisibles (les
données test). On s’intéresse tout d’abord par le cas ot les données sont linéairement
séparables [26].

3.2.1 Cas des données linéairement séparables

En classification linéaire, le but est de construire une fonction classificatrice f (fonc-
tion de décision) qui distingue entre les deux ensembles telle que,

f(x) = (u,x)ga +0b, (3.1)

oit u € RY est le vecteur normal a I'hyperplan, b est une constante de R appelée le
biais, de telle sorte que

f(x') > 0 pour y; =1, (32)
f(x') <0 pour y; = —1. (3-3)

On commence par la construction de la fonction classificatrice (3.1), I'hyperplan
f(x)=0, (3-4)

va séparer entre les deux classes. Cependant, il peut avoir une infinitée d’hyperplans
qui sert a la séparation (voir la figure ci-dessous). Rappelons que la distance entre un

FIGURE 3.1 — Plusieurs hyperplans séparateurs

point x et un hyperplan Hy est donnée par la formule suivante

Tx +b
d(x/ HO) = W”;IlT|’ (35)

oit Hy est I'hyperplan séparateur (3.4). Donc, on cherche le meilleur hyperplan en
maximisant la distance entre les points x' et I'hyperplan Hy. Cette distance (3.5) est
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appelée la marge.
Pour controler la séparabilité, on va considérer les inégalités suivantes au lieu de (3.3)

f(x') > 1 pour y; =1,

F(x) < —1 pour y; = —1 Vi=1,..,1 (3.6)

Les deux hyperplans

Hy = {px+b=1} (3-7)
H_ = {yTx+b = —1}, (3.8)

sont appelés les hyperplans de bondissement ou canoniques (voir la figure). L’hyperplan

t e
La marge \
Classe1 M maximale \

FIGURE 3.2 — Les hyperplans de bondissements

uTx + b = 0 se trouve au milieu des deux hyperplans de bondissements et pour lequel
la marge est maximale. C’est I'hyperplan de séparation optimale (HSO) [4].

Les traveaux de Vapnik [62] ont montré que I’hyperplan donnant une meilleur généra-
lisation ( i.e qui se comporte bien sur les données tests) est I'hyperplan qui maximise la
marge entre les deux hyperplans de bondissements. Cette marge est donnée par [40]

2

d (Hl, H_l) - m

Maximiser la distance ”yﬁ est équivalent a minimiser 3||u||3 = JuTu. Alors, le pro-
bleme de maximisation de la marge devient le probléme de minimisation suivant

. l 2
{ V}l}lZHP"Hz | 39
yi ((,x) e +0) =1, i=1,...,1

C’est un programme d’optimisation quadratique strictement convexe avec des
contraintes inégalités linéaires, donc, la solution de ce probleme existe et elle est
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unique.

Comme les données sont séparables, ce probléme (3.9) est appelé le probleme de la marge
dur (hard margin).

Généralement, les données ne sont pas séparables dil a la présence d'un certain bruit
(voir la figure), et un tel hyperplan n’existe pas. Donc, le probleme de la marge dur

1; N
La marge
maximale

FIGURE 3.3 — Les données violées

n’admet de solutions réalisables. Afin de surmonter cet handicap, on va introduire
le modele de lan marge souple (soft margin) en rajoutant des variables d’écarts (slack
variables) dans le modele précédent.

Dans le modele de ln marge souple, on va maximiser la marge tout en minimisant
le nombre des données mal classées ou bruitées en associant a chaque donné x' une
variable d’écart &;, (i = 1,...,1). Ces variables d’écart &; mesurent la violation des
données mal classées, elles sont introduites dans les contraintes et dans la fonction
objectif.

Le modele de la marge souple est

[
min 3 [[u]3+C ¥ &
s ‘ = (3.10)
yi ((xy e +b) >1-8, i=1,...,1"

&>0, i=1,...,1

Le parameétre C est introduit afin d’équilibrer le compromis entre la complexité du
modele et les points mal classées.
Ce modele admet toujours de solutions réalisables, avec ¢; = 0 pour les données qui
sont bien classées et §; > 0 pour les autres. Le modele de la marge souple est appelé le
probleme de machines a vecteurs de support linéaire. Les vecteurs de support sont les
points qui se trouvent sur les hyperplans de bondissement ou dans le mauvais coté de
la marge.
La figure suivante montre un hyperplan de séparation pour deux ensembles de points
qui sont bruitées (inséparables), ainsi que les hyperplans de bondissement.

Dans la suite, on va donner la représentation duale de ce modele (3.10). Tout
d’abord, on rappelle le théoréme de Karuch-Kuhn-Tucker (KKT).
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y .
1 La marge Classe -1
Classe 1 maximal
@ A
A A
@
¢ A
@ A A
o A
Les vecteurs
H1
de support H, Ho R

FIGURE 3.4 — La marge souple

Théoréme 3.1 (Karuch-Kuhn-Tucker) [26] Soit le programme quadratique suivant

1T T
min ;x Qx+c' x
alx>b;, i=1,...m, ,

a].x:b]-, i=1,...m

NES

oit Q € R" " est la matrice hessienne, x,c € R".
On définit le Lagrangien par

1 7 T, , Vv T o T
L(x,}\,y)zix Qx+c¢ x+2/\i<aix—bi)+Zyj(a]-x—b]-).
=1 =1

Les conditions de Karuch-Kuhn-Tucker sont données par

L

IL _ o

¥,

ou
A,-(aiTx—bi):Qi:l,...,m

pi(alx—b) =0, j=1,..,m"

On note A et v les multiplicateurs de Karuch-Kuhn-Tucker, la fonction Lagran-
gienne est donnée par

L b & A v) = o+ C ééi - éAi (i ((uox) ,+b) +8+1) = évi@-.

60



Chapitre 3. Les machines a vecteurs de support et les noyaux

En appliquant le théoreme de KKT, on trouve les conditions d’optimalité suivantes

) .
g_ﬁ =0= U= igl Aiyixl

l
% =0= L Ayi=0
%:0$C:M+WJ:LWJ
les conditions de complémentarité :
{AN%K%X%m+bT+@—1)=0
Vigi =0,1i= 1,...,1,
Ai > 0,v; > 0.

Donc, le dual de Wolfe du probleme (3.10) est

I 1
max —% XX Al/\]yly]x Xj+ Z A

lo<a<C o i=1,..,1

Les variables y et b sont obtenues quand on résout le probleme (3.12). On remarque que
dans le dual les contraintes sont simple par rapport au primal : on a une seul contrainte

éqalité, et | contraintes boites.

Les vecteurs de support sont les points pour lesquelles les multiplicateurs de Lagrange

A sont non nuls. On distingue trois cas pour les A;

1. Si A; = 0, alors v; = C ce qui implique que & = 0. Donc, le point x' est bien

classé.

2. Si Aj = C, alors v; = 0 donc ¢; peut étre non nul, il s’ensuit que le point xf est
un vecteur de support appelé vecteur de support borné [4]. Si 0 < §; < 1, x* est

dans le bon coté. Sinon, le point x* est mal classé.

3. Si0 < A; < C, donc v; # 0, on a forcément ¢; = 0. En plus, d’apres les

conditions de complémentarité, on a

Yi (<y,xi>Rd+b> +¢i—1=0,

car Aj # 0. Comme ¢; = 0, il s’ensuit que

(g ) =

Dans ce cas, les données sont directement sur I’hyperplan. Ces points sont appelés

les vecteurs de support non-bornés et ils sont bien classés.
Le probleme (3.11) est équivalent a

(

m)in 2 EAA]yly]x x/ + ZA
i=1j=1

ZM/:—O
0<)L <C, i=1,...,1

l/\ i=1j=1 ( )
. 3.11

‘21 Aiyi =0,

1=

(3.12)
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La fonction de décision devient
SU T
flx) =) Awi <x1> x+b,
i=1

le nombre sv correspond au nombre des vecteurs de support ot (A; > 0). Ainsi, la
fonction de décision sera représentée que par quelques nombres de points qui sont les
vecteurs du support puisque les A; # 0. Les fonctions classificatrices des SVM seront
utilisées pour prédire les étiquettes des données test. Alors, le petit nombre de vecteurs
de support pour un ensemble d’apprentissage donné est souhaitable.

3.2.2 Cas des données non-linéairement séparables

En pratique, les données ne sont pas linéairement séparables. En plus, dans certains
cas, il est impossible de séparer les données par un hyperplan (voir la figure). Ainsi,

Classe -1

@
Classe 1 @ @

FIGURE 3.5 — Les données non-linéairement séparables

pour améliorer la séparation dans cette situation, on va transformer les données par
une transformation notée ¢ dans un autre espace H qui est généralement de grande
dimension, de telle sorte que les données transformées deviennent linéairement sépa-
rables. Ce nouveau espace est appelé espace caractéristique ou de redescription (Feature
space). L'idée est de trouver un hyperplan dans I'espace caractéristique, ensuite, de

retour dans I'espace d’origine, cet hyperplan décrit une courbe (non linéaire) (voir la
figure ci-dessous).

Soit la transformation ¢ définit par

¢:RY - H
x — ¢(x),

ot H est I'espace de redescription.
Pour trouver cet hyperplan dans I'espace de redescription, on va remplager dans la
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T L’espace caractéristique

FIGURE 3.6 — La transformation des données dans le cas non-linéaire

suite x par ¢(x) dans le probleme (3.12) on obtient

( 11 , , !
min : El El Aidjyiyi (P(x'), (X)) + X A

: i
Z)\lylzo, 1:1111 (3 3)
i=1

|l 0<M<C o i=1,...,1

avec (.,.)y est le produit scalaire dans H. La fonction classificatrice devient
sv )
_ 7. 1
£ = L (o () 0)) , + 0,

On remarque qu’il n’est pas nécessaire de connaitre la forme explicite de la transforma-
tion ¢ puisque la fonction objective et la fonction classificatrice dépendent uniquement
de produit scalaire. Donc, on peut remplacer le produit scalaire (¢(x*), p(x/)); par la
fonction noyau K telle que

K(., )R?*x R* - R
(x', o) = k (xf,x)) = (Pp(x), p(x)))
Alors, on peut reécrire le probleme dual (3.13) sous la forme matricielle suivante

(

11 !
minj ¥ ¥ AdjyiyiKi+ ¥ A
A Ti=1j=1 i=1

l

Z/\iinO, i:1,...,l
i=1
|l 0< A <C, i=1,...,1

oi Kjj = K (x',x]) pouri,j =1,...,1. La matrice K est appelée la matrice de Gram.

Grace a la fonction noyau, il n’est pas nécéssaire de transformer les données dans autre
espace, donc il n’est pas nécéssaire de connaitre la fonction ¢. Pour cette raison, on est
intéressé par la résolution du probleme dual au lieu du primale. On doit donc chercher
une fonction noyau qui posséde des bonnes propriétés de séparation. Le caractere essen-
tiel d’une fonction noyau est qu’elle mesure la proximité entre deux vecteurs [26]. On
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obtient la fonction de décision suivante

f(x) = ‘Sfl AiyiK(xi,x) +b.

i=1
3.3 LES FONCTIONS NOYAUX POUR LES SVMs

La théorie des noyaux été connue bien avant les SVMs. Cette théorie joue un role
fondamentale dans le cas non-linéaire des SVMs. Dans la suite, nous présentons la

définition de base et quelques propriétés importantes des fonctions noyaux pour les
SVMs dont on aura besoin pour le reste du chapitre.

3.3.1 Les fonctions noyaux

Définition 3.1 [56] Soit X un ensemble non vide. Une fonction K : X x X — R est dite une

fonction noyau sur X s’il existe un R-espace® de Hilbert H et une transformation
¢ : X — H telle que

K(x,x") = (¢p(x),9(x));, Vx,x" € X.

L’espace H est appelé I'espace caractéristique de K.

Une fonction noyau peut étre associer a différents espace caractéristiques. En effet,
soient X = IR et les deux transformations ¢, et ¢, telles que

¢1(x)
¢a2(x)

X

(V2 v3)
V2'v2)’

il est clair que la fonction noyau associée a ¢1 est K(x,x") = xx’.
La fonction noyau associée a ¢ est

WMmm&z%xi+ixi_/_

On peut construire de nouveaux noyaux a partir des autres noyaux existant en utilisant

les propriétés des fonctions noyaux. Etablissons quelques propriétés algébriques des
fonctions noyaux qui seront utilisées dans la suite.

Lemme 3.1 [56] Soient X un ensemble non vide et f, : X — IR, n € IN des fonctions telles que
(fu(x) € Iy) pour tout x € X. Alors,

K(x,x') = Y i) filx'), 1,0’ € X

i>0

définit un noyau dans X.

1. Les fonctions noyaux sont définie sur des K-espaces vectoriel, avec KK un corps. Dans le
cadre des SVMs, on se restreint aux R-espace vectoriel
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Lemme 3.2 [56] Soit K une fonction noyau dans X. X est un sous-ensemble de X (X C X), alors,
K|z % est un noyau dans X. définit un noyau dans X.

Lemme 3.3 (Somme des noyaux)
Soient Ky et Ky deux fonctions noyaux dans X et a > 0. Alors, la somme K; + K et
aKy définissent aussi un noyau dans X.

Lemme 3.4 (Produit des noyaux)
Soient Ki et Ky deux fonctions noyaux dans Xy et X, respectivement. Alors, leur
produit tensoriel Ky - Ky définit aussi un noyau dans X1 @ Xj.

En utilisant les deux derniers lemmes, on déduit les propriétés suivantes qui sont
utiles pour la construction des fonction noyaux dans ce qui suit.
La somme des fonctions noyaux :

K(x,x') =) ki(x,x'), x,x' € X
i

avec k; est une fonction noyau dans X. Pour le cas multidimensionnel, les noyaux
peuvent étre obtenus en formant le produit tensoriel des autres noyaux

d
K) = TTK G () (514)
]:

Les noyaux les plus utilisés sont les fonctions a base radiale (RBF) ou gaussienne
définie pour un paramétre positif vy par

K(x,x") = exp (—%) ,x,x' €RY, (3.15)
et le noyau polynomial défini pour un entier positif p par
K(x,x") = ({x,x")ga +1)", x,x" € R (3.16)

Une caractérisation des fonctions noyaux est introduite par le théoreme de Mercer
sans passer par l'espace caratéristique. On commence par la définition suivante ([56]) :

Définition 3.2 [56] Une fonction K : X x X — R est dite semi-définie positive, si pour tout n € IN,
ar, -+ ,ay € Ret pour tout x!,--- ,x" € X, ona

n n

Y Y aaK (xi, xj> > (.
i=1j=1
En outre, K est définie positive si

n n

Y ) a;a;K (xi, xj> >0,

i=1j=1
pour a différent de zéro. o
En plus, pour x',--- ,x" € X, la matrice K := (K (x’,x]))z.]. est appelée la matrice

de Gram. Dire que la fonction k est semi-définie positive est équivalent a dire que la
matrice de Gram est semi-définie positive au sens matriciel.
K est dite symétrique si K(x,x") = K(x/, x).
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Théoreme 3.2  (Mercer) Soit X un ensemble non vide et soit la fonction K : X x X — R. K
est une fonction noyau si et seulement si K est symétrique et sa matrice de Gram est
semi-définie positive.

Le théoreme ( 3.2) montre un critére qui caractérise les fonctions noyaux, il reste a
déterminer I'espace caractéristique associé.

3.3.2 L’espace de Hilbert a noyau reproduisant

Il est connu que chaque noyau admet plusieurs espaces caractéristiques. On va
définir I'espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS), qui est en un certain sens, le
plus petit espace caractéristique de ce noyau et par conséquent, il est I'espace canonique
du noyau.

Définition 3.3 [56] Soient X # @ et l'espace de Hilbert H des fonctions définies sur X et a valeurs
réelles. Une fonction K : X x X — R est un noyau reproduisant de H si

1. K(.,x) € H, Vx € X.
2. La propriété suivante est vraie

f(x)=(f,K(,x))y, Vf € H Vx € X.
3. L’espace H est un RKHS sur X si la fonction de Dirac définie par
o0y : H—R
fo= f¥)
est continue pour tout x € X.
Nous aurons besoin dans la suite le lemme et les théoremes suivants :

Lemme 3.5 (Les noyaux reproduisant sont des noyaux) [56]
Soient H un espace de Hilbert sur X et K son noyau reproduisant. Alors H est un
RKHS et la fonction caractéristique ¢ : X — H donnée par

p(x) =K(,x),xeX
est la fonction caractéristique canonique.

Théoréme 3.3 (Chaque RKHS admet un unique noyau reproduisant) [56]
Soit H un RKHS sur X. Si (e;);cy est une base orthonormale de H, la fonction K :

X x X — R définie par
K(x,x') =} ei(x)ei(x'),
i€l
est le seul noyau reproduisant de H.

3.3.3 Les noyaux universels

Dans les sous-sections précédentes, on a introduit les fonctions noyaux et on a donné
les criteres pour caractériser ces fonctions et leurs espaces caractéristiques associés.
Dans cette partie, on va caractériser les noyaux possédant la propriété de séparation
nécessaire pour les SVMs.
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Définition 3.4 Une fonction noyau K continue sur un ensemble métrique et compact X est dite
universelle si le RKHS H de K est dense dans C(X), c’est a dire, pour toute fonction
g € C(X) et € > 0, il existe une fonction f € H telle que

If = gllo <'e.

Définition 3.5  Soient une fonction noyau K et un ensemble métrique X avec son RKHS H. On dit
que le noyau K sépare les deux ensembles disjoins Sy et Sy, S1, Sy C X, s'il existe une
fonction f € H telle que f(x) > 0 pour x € Sy et f(x) < 0 pour x € Sy.

Théoréme 3.4 [56]
Soient X un espace métrique et compact et K un noyau universel, alors, K sépare tous
les ensembles compactes et disjoints.

Ce théoreme assure qu’on peut toujours trouver une fonction classificatrice dans
I'espace H qui peut séparer entre les données, si le noyau associé au RKHS H est
universel. Donc, les données transformées dans I'espace H sont séparables. Ainsi, dans
I'espace originale, on peut faire la classification des données.

3.3.4 Les frame pour les SVMs

Rappelons que nous avons déja introduit la notion des frames dans le premier cha-
pitre.
On peut construire des fonctions noyaux et leur RKHS associé a partir de la théorie des
frames ([48]). On va donner un résultat de caractérisation nécessaire pour le reste.

Théoreme 3.5  ([48]) Soit N € IN et soit I'ensemble {yn },,_, _ des fonctions non nulles qui forme
une frame pour l'espace de Hilbert (B, (., .) g), tels qu'il existe un A > 0, pour tout x €
X, etvVn 1<n<N:
[ (x)] < A

On définit I'espace des fonctions H par

N
H = {f: Zﬂnl/)n, an ElR,pournzl,...,N},

n=1
L’espace (H, (.,.)) est un RKHS est son noyau reproduisant est donné par

N

K(x,x") = ) u(x)pn(x"),

n=1
oit {Pn},_1 N estla frame duale de {n},_,  dans H.

Nous combinerons les théories des SVMs et d’ondelettes pour construire un nou-
veau noyau basé sur les ondelettes Jacobi et nous caractériserons les propriétés théo-
riques de ce nouveau noyau dans la section suivante.
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LES NOYAUX D'ONDELETTES POUR LES SVMs

Dans cette section, on a utilisé les ondelettes de Jacobi pour définir la fonction noyau
en utilisant les différentes méthodes de construction des noyaux et leurs RKHS (voir la
section précédente). Nous utiliserons la méme approche de construction de RKHS par
la théorie des frames donnée dans le théoreme 3.5.

On peut affirmer 'existence d'une certaine constante positive A pour M,k € IN fixées
telle que

lp,(qanf)(x)‘ <A, pourx € [0,1[, n = 1,..,25etm=0,.., M. (3.17)

Soient k, M € IN et { ,S'f‘,f)}nzl ok définis par (2.1). L'espace de fonctions

ey

(Hwavs (- -) ggp) donné par

mv—{f ZZanmtpnm,anmelRforn—l L2k :0,...,M}.

n=1m=

De la relation (3.17) et le fait que une base orthonormale est une frame ([18]), on déduit
que 'espace Hyay est un RKHS d’apres le théoreme 3.5. Son noyau reproduisant est

défini par

kwaw @ [0,1] x[0,1] = R:
2 M wp) . (f)

(6, ) = koa(x,x) = Y Y ol (x) e (). (3.18)
n=1m=0

Généralement, les fonctions qui appartiennent a 'espace Hyqp ne sont pas toutes
continue.

Eneffet,sik=1et M =1,0na

) = mopis” () +aapi i (1) + arophs” (1) + aaphi? ()
ey 2 geh) (4x 1), xe 04

I R
24, 2ﬂ21 ]1""3( -3), x¢€ [%,1[ .

e
1

1l est clair que la fonction f est continue sur [O, % [ et sur [z, 1 [ 1l reste a étudier la

continuité de f au point 3.

. lim 2(110 2(111 ,x[;

lim f(x) = ] (4x —1
x%f( ) Tﬁ e )
_ 26110 2a1, ]zxﬁ

= 1

i e
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flg) = Ly BB (4] )
VD h)
_ 2 203 (zxﬁ)(_l)

e e

On suppose que ay ; = Ay, = Ay pour n,n’ =1, ...,2", on trouve
’ n,m

lim f(x) = (),

xs% \/ho‘ﬁ \/h“,B
201 (a,
\/h’xﬁ \/h“,B

mais ]1(“’[3) (1) # ]1(“’/3) (—1). D'oil la discontinuité de f
La fonction noyau de type (3.18) n’a jamais été utilisé pour les SVMs car la conti-

nuité est nécessaire pour avoir un RKHS performant [23]. Ce probleme de continuité
est abordé dans la sous-section suivante.

1P (-1),

3.4.1 Les ondelettes de Jacobi régularisées

On a modifié les ondelettes de Jacobi afin de régler le probleme de la continuité et
pour avoir un RKHS performant. Considérons les ondelettes de Jacobi régularisées

( k+1

= (P @4 1x —2n+1)) +
ApB) oy "1 . .
W= - (P - (1), <<k
[ 0 ailleurs
(3.19)

Soit H I'espace fonctionnel définie par

n=1m=

{f 22 ,f,amelRpourm:O,...,M}.
On peut affirmer que :
Théoreme 3.6  Toute fonction de H est continue.
Démonstration. On sait que chaque fonction f est continue sur chaque sous

nnun

intervalle [”2—;1, = [, alors il ne reste qu’a étudier la continuité aux points o 1

N
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pour 7 = 1,...,2F — 1. On a juste besoin de comparer lim f(x)et f(5):
x—>2L

M
fGp) = L ond(50)
M kil

= ) an - <(’5)<2k+1%—2(n+1)+1)+n(]( P )= (-1))

M kzil o, o,
= Lo Zh;:@ (i ) = i =1) (1 (-1))).

F
2 2 N 2k2i1
= lim Z A (lisl“fﬁ) <2k+1x —on+ 1> +(n—1) <]’g106/,3) (1) — ]T(nlx,ﬁ) (—
x§2£k m=0 hﬁ,‘,’"ﬁ)
2T ) ()
= am nly, (1) —m—=1) (] (-1
mZO h}(f;‘rﬁ) ( )= ) ( ( )>>
n
= (%)
par conséquent, f est continue. O

Remarque 3.1 La famille {@,Sanf ) } n—1 . ok n’est pas orthogonale, mais elle constitue une
m=20,.. M
frame d’ondelette pour H = span {g@,(q“m)} n—1 ok s puisque il s’agit d'un en-

m=20,.. M

semble fini d’éléments de (L2, ([0,1]), (., .) pap) ( v0ir la proposition 1.2).

wao

On doit calculer le dual de (3.19) pour appliquer le théoréeme ( 3.5). L'opérateur
frame U peut étre défini comme dans la sous-section( 1.4.3)

U [ - RO

fe {<f'li}1(1‘?f)>wav} n= 1,...,2k

m=20,.. M
L'opérateur adjoint est donné par
u* : R (M+1) —~ A
* M ~(,8)
lewnd g o6 7 L L Cmbum

m=20,.. M
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Soit la frame duale {1/7,(4“,145 )} n—1 ok définie par
m=20,.. M

ou
S =uur,
est 'opérateur frame. Notez qu’en termes d’opérateur de frame [18] nous avons
SN @B ) 7
sH=Y ¥ (feud) §ul, feh. (5.20)
n=1m=0

Maintenant, il reste a déterminer la frame duale @fzanf ),

Théoreme 3.7 La frame duale l[_z,(f,f ) est définie par

o~

M «,pB)
= (a, a, (n=1)\/h
lP;(q,oﬁ) = l/J;S,OB) ,Z ) (
]:1 h] /)

5B — ) pourm =1,..,M

Démonstration. On sait que

@p) 1y _ r@h) (@p)
]j M) ]j ( 1)> P pour n =1,..., 2.

k+1
BB () = 22 (JB) (kg _op 1) 4 (1) (1) (1) — JB) (1
Pit (x) hw( ( )+ -1 (1P () (-1)))
o (Tl—l) h(a,ﬁ) o o 21&571 o
= it )+ ——— (P O - e (D) =1 )
hlx"B) h("‘rﬁ)
m 0
= il () + Al )yl (x),

R AR .
avec A(n,m) = Uiy 7 <],(n 2 (1) — ],(,,, 2 (—1)). En utilisant (3.20), on ob-
0
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Sim # 0, on trouve

donc,
P = ST = i - (3.21)

Par ailleurs,

alors,
4”m—ﬂ¢ﬁ5—iAmw%?%
ensuite, ]
s (9h) = iA n s~ (9. (3.22)
=

En combinant (3.21) avec (3.22), on obtient
H(p) @h)y _ @b _ y- (ap)
Pug =S (g ) =i — 1AM,
j=1

Alors, pour toute fonction f de H peut s’écrire comme suit

2k M
f) = X 3 (it )., 0 (). (3:23)
n=1lm

]

L'espace H est un RKHS selon [48] et pour les méme arquments donnés précédem-
ment, le noyau reproduisant associé a H est

M
R(x,x') = Y Y §sd ()il (x')

De méme, la transformation associée est donnée par

&:0,1—H
x o (x) = L DL otpff‘ V() gl
=y 12%090 )( mﬁ)

= F
=
=
ER
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3.4.2 Cas multidimensionnel

Pour le cas multidimensionnel, on va prendre pour chaque élément x, x' € [0, 1]d,

avec d € IN* I'ensemble
H — ®?:1H,

avec @ est le produit tensoriel [53]. On définit le produit scalaire de H par

o =11(F8) (3:24)

d
=1

~

ol f = ®}i:1fjr g = ®}i:1gj et ff,gf €H, pourj=1,..,4d.

On définit aussi pour x, x' € [0, 1]d les fonctions suivantes (3.14)

d
K(x,x") =T T Kuwao(xj, x7), (3.25)
=1
tels que xj, x; € [0,1], et
0,19 — H

T s o) = e ().

Théoreme 3.8 L'espace H est le RKHS associé aux ondelettes de Jacobi régularisées pour le cas

multidimensionnel, et IC(.,.) est son noyau reproduisant.

Démonstration.

i Soient x, X' € [0,1]%, d’apres la relation (3.25), on a

d
IC(X, X/) — HKwav(xj, x;)
=1

= @ Kumo(xj,.) (x])
= K(x.)(),
alors
IC(X/ ) = ®d:1Kwav(xj/ ) (3.26)

A,

Comme kyyp est un noyau reproduisant pour H, on a Kuwao(xj,.) € H.
Dong, £(x,.) € H.

ii Soient f € H etx € [0, 1]d, on sait que
fo) = (2af) x)
d .
= [1F(x).
=1
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puisque fj € H et H est un RKHS, alors
d

flx) = H<Kwav(xj/-j)/fj>

=1
= (K(x.),

cette derniere égalité est induite des relations (3.24) et (3.26). Ensuite, la
propriété est vérifiée.

waov

iii La fonction de Dirac est continue sur . En effet, pour x € [0,1]7 et f € H,
on a

x(f) = f(x)
d
= Hff(x]-)
(1)

On connait que la fonction (5x]. est continue sur H. Dong, &y est continue.
O

I
:kh

I
—_

j

Le théoreme suivant généralise la remarque ( 3.1) pour le cas multidimensionnel.

d ~
Théoréme 3.9 La famille { IT 1/),(1“,,, (J )} 1ok forme une frame pour H.
j=1 n=1=4,..,
m=0,.. M
Démonstration. On sait que

H - ®4:1H

Soit f € H,on a

= T17(x).

j=1

En appliquant la relation (3.23) pour chaque fonction f/ dans H, on obtient

f(x) = ﬁ 3 % <<’7’_Jn[ici;1)>jlfj> lﬁn%)(xj)
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ou

et

j=1

Alors, la famille {‘i’,g"‘f)} b1 ok est une frame pour H, et la famille
m=20,... M
p(.p)
{‘I’n,m } n=1.. 02k est son duale. O
m=20,... M

Remarque 3.2 L'espace H = span {lﬁ,ﬁ“,f )} n—1 ok ost I'espace vectoriel des polynomes de

m=20,.. M

degré inférieur ou égal @ M. Donc, en appliquant le théoréme 6 de [23], on peut affirmer
que le noyau (3.25) possede les propriétés de séparation sans qu'il soit universel.

3.5 TESTS NUMERIQUES

Dans cette section, nous validons les performances des ondelettes Jacobi régulari-
sées sur deux exemples dans un espace bidimensionnel et on donne une comparaison
géométrique entre le noyau des polyndmes de Jacobi, le noyau des ondelettes Jacobi et
d’autres noyaux : le noyau des ondelette de Haar [25], le noyau des ondelette proposé
par Zhang et al. [67], noyau des polyndmes d’Hermite et de Laguerre, RBF et le noyau
polyndmial. Dans le tableau ci-dessous, nous donnons les noyaux qui sont utilisés pour
nos tests numeériques

d M
Jacobi k(x,x') = 1y 7P (x)) ]i(“'ﬁ)(x;)

J=11=

/ d k2 H H

Haar k(x,x) =TI Z 1Pm(x]')lpin(x])

j=1i=0n=1

d M
Hermite k(x,xXY =TI © Hl(xj)Hl(x;)

j=1i=0

d M
Laguerre | k(x,x") = TT ¥ L§(x;)L] (x;)

j=1i=0

2
N P Xj—¥; fo*x;

Ondelettes | k(x,x") = T] cos | 1.75 X exp | —' 5z

=1

]d ‘ -

x;i—x"

RBF k(x,x") = T[] exp (— L7 )

=1 !

d
Polynomial | k(x,x') = [] (x]- X X+ 1)

j=1
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avec les fonctions suivantes . : ondelettes de Haar , H; : les polynomes d’Hermite
, LY : les polynomes de Laguerre d’ordre «. Toutes ces fonctions noyaux ont les para-
metres de réglage suivants, k : le parametre de dilatation, n : le parametre de translation,
M : est le degré du polynome , 7y : le parametre de RBF et a : est le parametre des onde-
lettes de Zhang.

Puisque les ondelettes Jacobi sont définies uniquement sur [0,1], les données origi-
nales doivent étre transformées en [0, 1] en utilisant cette formule

j j
max; (x;> — min; <x;>

Pour obtenir les meilleurs parametres des fonctions noyaux, on utilise la validation
croisée en suivant ces étapes suivantes : tout d’abord, les données sont normalisées
par la formule (3.27). Ensuite, on va diviser les données en dix échantillons, puis,
on sélectionne un des dix échantillons comme ensemble de validation (ou test) et les
neufs sous-ensembles qui restent, constituent 'ensemble d’apprentissage. On répéte
cette opération 10 fois pour que chaque sous ensemble d’échantillons sera utilisé une
fois comme ensemble test. Les meilleurs parameétres du noyau sont ceux qui donnent
la meilleure précision sur les dix échantillons. La précision est donnée par la formule
sutivante

xt — min; (xl->

nouveaux; = , pouri=1,.,1,j=1,..,d. (3.27)

nombre de données correctement prédits

x 100.
nombre total des données test

prcision =

On choisit la variation des paramétres comme suit : le parametre C égal a 2 avec
i = —5,...,15. Le parametre gamma de RBF est égal a 2! gvec i = —15,...,3. Le
degré du polynome M varie de 1 4 6 . Le parametre de dilatation des ondelettes k varie
de 1 a 3 et le parametre a = 0,5 : 0,5 : 4. Enfin, les parametres « et B varient de
—0,75:0,25: 2.

Les programmes utilisés sont implémentés sur un PC de 2,2 GHz avec 4 Go de
RAM pour le premier exemple, et sur un PC de 3,2 GHz avec 4 Go de RAM pour
le second exemple. La boite a outils SVM utilisée est le solveur fitcsvm de la version
Matlab R2014a.

Exemple 1 : les données two spiral

Nous considérons les deux ensembles de données two spiral qui consistent a des
points de R? sur deux spirales entrelacées non séparables linéairement. L'ensemble de
données two spiral a 100 points, 50 pour chaque classe (figure suivante)

Dans le tableau suivant, nous n’avons rapporté que les meilleurs résultats pour
chagque noyau et ils sont présentés dans les figures ci-dessous

Exemple 2 : les données checker

Le deuxieme ensemble de données utilisé était les données checker composé de 486
points bleus et 514 points rouges. Pour des raisons de calculs, nous considérons uni-
quement 200 points du checker choisis au hasard (voir la figure).

Les meilleurs résultats sont apportés dans le tableau et les figures suivantes
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FIGURE 3.7 — Les données two spiral

Les fonctions temps
noyaux

précision

8.3919

2048 3 / / / 52 0.9221 90%
Laguerre 128 6 / -0.5 / 58 7.2587 80%
2048 / y=05 / / 27 0.0807 100%
polynomial 8 2 / / / 63 0.6528 60%
Ondelette de 0.125 5 K=1 0 -0.75 47 13.1361 100%
Jacobi
0.125 =2 / / 39 0.2355 90%
Haar
Le noyau 512 / a=0.5 / / 32 6.8874 100%

d’ondelette

FIGURE 3.8 — Les résultats des données two spiral
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‘J ® +36
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a. Le noyau de Jacobi b. Le noyau des ondelettes de Jacobi
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d. Le noyau d’'Hermite

Leevese
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g. Le noyau des ondelettes de Haar h. Le noyau ondelettes

FIGURE 3.9 — Les résultats pour les données two spiral



Chapitre 3. Les machines a vecteurs de support et les noyaux
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FIGURE 3.10 — Les données checker

Les fonctions nombre
noyaux des
SVMs

temps précision

m 2048 / 1.75 0.5 21 4.6894 95%
m 32768 6 / / / 125 7.4001 70%
1024 5 / -0.25 / 56 5.1282 70%
“ 8192 /  y=0.1250 / / 56 0.039 85%
polynomial 512 15 / / / 32 2.7863 70%
o 00313 1 K=2 075  -0.75 175 6.817 100%
Jacobi
elette de 1 / K=0.0313 / / 160 0.3193 50%
Haar
Le noyau 32768 / a=0.5 / / 26 1.5139 95%

d’ondelettes

FIGURE 3.11 — Les résultats des données checker
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) 1

.

1
O Support Vectors
datad 08

o [} @
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 705 06 0708 09 1

a. Le noyau de Jacobi b. Le noyau des ondelettes de Jacobi

g. Le noyau des ondelettes de Haar h. Le noyau des ondelettes

FIGURE 3.12 — Les résultats pour les données checker (damier)
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DISCUSSION DES RESUTATS

Dans ce chapitre, un nouveau noyau basé sur les ondelettes Jacobi régularisées est
proposé. Nous montrons que les fonctions appartenant au RKHS définies par les onde-
lettes de Jacobi ne sont pas toutes continues. Sachant que la continuité étant essentielle
pour la propriété de séparation, nous construisons un autre RKHS en introduisant
des ondelettes Jacobi régularisées qui forment une frame pour le nouveau RKHS. En
utilisant la théorie des frames, nous montrons que ce RKHS vérifie les propriétés de sé-
paration. Les résultats expérimentaux montrent que ce noyau peut fournir des résultats
compétitifs par rapport aux autres noyaux. Les noyaux a base d’ondelettes et de poly-
nomes orthogonaux ont la réputation d’avoir une matrice de Gram cofiteuse en termes
de temps de calcul, on sait que c’est un gros défi pour ce type de noyau. Cependant,
nous avons remarqué qu’en réduisant le nombre de données dans I’ensemble d’appren-
tissage, comme le montrent les tests numériques, notre noyau se comporte toujours bien
avec un temps d’exécution trées compétitif.

81



4.1

MULTI-ONDELETTES DE JACOBI

Dans ce chapitre, nous construisons les mult-ondelettes de Jacobi, oui les espaces
d’approximations et les espaces de détails sont construits en utilisant les différentes
propriétés de I'analyse multi-résolution (voir 1.3). Ensuite, on va définir les multi-
ondelettes de Jacobi.

INTRODUCTION

Nous allons considérer comme fonction échelle pour construire les espaces d’ap-

proximations de l'analyse multi-résolution les polynomes de Jacobi ],(,f"!3 ), pour m =
0,---, M (c’est a dire plusieurs fonctions échelles), ce qui conduit a la construction des
multi-ondelettes. C’est une généralisation des multi-ondelettes de Legendre [9].

On commence tout d’abord par la relation entre les différentes bases des espaces d’ap-
proximations et de détails, la condition

Vi C Vi1, Vk €N,

signifie que la projection d'une fonction f dans l'espace Vi1 constitue une bonne
approximation par rapport a sa projection dans l'espace Vi. Alors, on peut décomposer
la fonction échelle ¢ € Vjy dans la base de Vi comme suit

¢(x) = c19(2x) + 29 (2x — 1),

avec x € (0,1). Les coefficients cy et cp sont calculés par ([10],[15])

1 ¢(x)(2x)dx

MmO

2 o(x)p(2x — 1)dx |

Plus généralement, on a

2k
2 =) = Y cpgra(x) 1=1,--- 2,
n=1

avec @y, inVy et
Cnl = <§0(2k71 : _l)/ qu,n>V .

k
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Comme I'ondelette p € V1, on a aussi

P(x) = g190(2x) + g2¢0(2x — 1).

Les coefficients c1,cp et g1, sont considérés comme la réponse impulsionnelle d’un
filtre numérique passe haut et passe bas respectivement.

LES MULTI-ONDELETTES

Considérant maintenant une famille des fonctions échelles ¢pr = {@o, ¢1,..., Pm}-

Alors, chaque espace d’approximation Vi est constitué de 2X(M + 1) fonctions de base
@8 opourm =0,..., M, et n =1,...,25 et I'espace de détail Wy, est constitué par
Zk(M + 1) fonctions de base 1p,’§,m, pourm =0,...,M,etn =1,.. ., 2k . Ces fonc-
tions de base goﬁ/m et z/J’,‘l,m sont obtenues par la dilatation et la translations des M + 1
fonctions multi-échelles ¢, de 'espace Vjy et des M + 1 fonctions multi-ondelettes
mere Py, de l'espace Wy quand m varied de 0 a M satisfaisant les relations suivantes
[9]

(p’,ﬁm(x):2§q)m(2kx—n—|—1) [n—l n [

’ k XxXec |—,—|.
Ph (X)) =229 (2x —n+1), 2k "2k

En utilisant I'analyse multi-résolution et le fait que Vi € Vi1, on trouve

M
Pm(x) = Z C%,j,m(P%,j(x) + C%,j,m(P%,j(x)/ m=0,---,M, (4.1)
j=0
et
o 1 1 1
Pm(x) = Zgl,j,m(Pl,j(x) +g2,j,m(P2,j(x)/ m=0,---,M, (4-2)
j=0

ot les qo%’]-, (p%’j e V.

Maintenant, on va utiliser les différentes propriétés qui relie entre les espaces d’ap-
proximations et de détails et leurs fonctions de bases (voir 1.2 et 1.25). On sait que les
fonctions @, forme une base orthonormale pour Vy, alors de la relation (4.1) on trouve

M 2 2

j=0
= L (4.3)
Les espaces Vjy et Wy sont orthogonaux dans V1, alors de la relation (4.2) on obtient
A 1 1 1 1
(P i) = Y C1jm&jm + 2 jm82jm
j=0

= 0. (4.4)

Cette derniere équation (4.4) sera utilisée pour la construction des multi-ondelettes de
Jacobi.
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CONSTRUCTION DES MULTI-ONDELETTES DE ]ACOBI

On prend comme fonctions multi-échelles les polyndmes de Jacobi définies par cette
relation

2 Bl oy 1) x e 0,1
o) = 4 g @D L s
0, ailleurs

Ces fonctions sont les fonctions de base de Vy. Ses translatées et dilatées sont données
par

k+1
22 (“/.B) 2k+1x —2n+1), x ¢ n-1 n
q)]:n,n(x): hS:/ﬁ)]m ( )/ [zk ,2k[ ,mZOI"',M’n:]_,---
0, ailleurs

(4.6)
avec k € N représente le nombre de niveaux. On a goﬁm € Vkpourtoutm=0,--- , M

etn=1,---,25 On note que ., = ¢9, .
Sachant que

VO - {(PO/ q)l/ e /(Pm}
SR (4T TE R TRRRRT YR ) PO ORRERY PRy

alors, les fonctions ¢y, admettent cette décomposition dans Vj :

M
1. 1 1 1
P =) C1jm®Pi1 T €2,jm®Pj2:
j=0
Plus généralement, les fonctions de base de I'espace Vi admettent la décomposition

suivante dans 'espace Vi1

2k+1

k
Prmpn = Z Z:Cn1nk+lq)]—~_1 keN,
j=0 i=

ot les coefficients cm ks 1 Sont calculés par

2k+1

mnk+1_ / (Pmn q’;(jl x)w;(x)dx, (4.7)

avec wj est donnée par (2.3).
Maintenant, on définit les multi-ondelettes de Jacobi. Les multi-ondelettes méres de
Jacobi sont donnée par cette relation

l/J ( ) lpml Zgljm(le—i_gZ]mq)]Z
=
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Pour calculer les coefficients g1 im et g im qui déterminent les ondelettes meres, on

utilise le fait que Vo et Wy sont orthogonaux dans Vi et I'orthonormalitée des .
Ona
<1/Jm, q)m’>v1 =0, Vm,m’ =0,---,M,

tel que (., .)y, est défini comme (2.2) :

ffvy = | (F)yjoa () (f2))po 3] ()w(dx — 1)dx

£ [ |31 @ 01 |31 | o= 3 4, e vy

M — s O — e

On sait que
<7~sz ¢m’>v1 = 5mm’

On développe cette derniére equation, on trouve

1
2 M M
]: ]/:
1

M
+ f Zt gZ]mq)]Z(x) X ) g%,]-/,m/q)}/lz(X)w(ﬁlx — B)dx

17=0 j'=0

MM 3

ZOIEOgl,mgljm/g“qvl )@ 1 (x)w(4x — 1)dx . (48)
J=Y7

’

+g2,j,mgz,j/,m/1f(l’},2 x)(sz( x)w(4x — 3)dx
2

M
_ 1 o1 1 o1
N 7;0 81,jm81,j,m 8 2,j,m82,j,m'

= 5mm’

De la relation (4.4) et en suivant les mémes étapes de calculs, on obtient

<(szlpm/ chjmgljm’ +C2]mg2]m’ =0. (4.9)
J=

Puisque le nombre des inconnus g%,j,m et g%’].’m pour j=0,--- , Metm=20,--- , M
est 2(M + 1)2, alors, il ne faut 2(M + 1)? équations pour déterminer ces coefficients.
L’équation (4.8) géneére un systeme de (M + 1) (% + 1) équations, et I'équation (4.9)
génere un systeme de (M + 1)? équations. 11 ne reste w
ner tous coefficients gy ;1 et g5 .

On pose

équations pour détermi-

g%,j,m = (_1)m+j+M+1g%,j,m' (4-10)

pourj=0,--- , M, m=0,--- ,Metm <.
Les équations (4.8), (4.9) et (4.10) génére un systeme de 2(M + 1)> d’équations a
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2(M + 1) inconnus.

Dans la suite, on présente les premiéres fonctions multi-échelles et fonctions multi-
ondelettes de Jacobi.

On prend M =2,0na

2
-1 11
90= L 101 T 210052
]:
2
_ 1 1 o1 1
P1= 'Zo €1,j1Pj1 T 2,192
]:
2
I B T B
P2 = 'Zo 12911 2,292
]:

oil les coefficients (c1,jm) m — 0.1 Sontcalculés par la relation (4.7). On obtient

j=0,1,2
1 1 1 1
P0 C%,o,o C%,l,o C%,z,o (Pg,l
1 = C%,O,l C%,m C%,Z,l (P%,l
P2 €102 €112 €122 ?21
1 1 1 1
C%,o,o C%,Lo C%,z,o G"?,z
+ C%,o,1 C%,1,1 C%,Z,l (P%,z
€02 €212 ©222 %)
52 0 0
1
[ (@, 0,1
_ _ﬁ—h(()aﬁ)(ﬁ +1) V2 0 1
o (@p) i P11
4/ 1
<(h) Lwh) 2 $21
1,0 1,1 8
N
5 0 0 ol
(w,B) 0,2
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avec h,(ﬁ B) pour m = 0,1,2 est donnée par (1.14), et les constantes T,Sfx’ﬁ ) sont donnés

par
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Pour des raisons du calculs, on va considérer uniquement les ondelettes 1y et ;.
Donc, on doit résoudre un systeme de huit équations pour trouver les huit coefficients
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qui déterminent les ondelettes. En utilisant les équations (4.8), (4.9) et (4.10), pour
M =1, on obtient

( Yo ) _ ( gi,o,o 8%,1,0 ) ( (P(i),l )
4} 8101 81,11 P11

1 1 1
X ( 8%,0,0 8%,1,0 ) ( (P(l),z )
8201 82,11 P12

0 V2
? 0,1
= 2h{F) (a+B+2) /285 (4)1' )
11
VAP 4 (r r2)n ) 20 /anP) 4 (w2 P
V2
0 —5 (Pl
+ 21{*F) (atB+2)y/ 21 ( 92 )
P12

VAP 4 (g2 nS P 2 /40Py (kg2 P

Les figures suivantes illustrent les premieres multi-échelles et multi-ondelettes de Ja-
cobi :
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FIGURE 4.1 — Les fonctions multi-échelles de Jacobi J\®0) a I'échelle 1 pour M = 1

Notation matricielle
Pour M € IN, on a cette écriture matricielle pour les fonctions multi-échelles et les
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L’orthonormalité des fonctions multi-échelles et les relations (4.8) et (4.9) deviennent

T T
Ph (Phy) + P () = Taaa,
Fi (Yh) +95 (Yar) = Inar,
@ (Yha) + % (F3) = Onrsa,
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ot la matrice Iy est Uidentité et la matrice Opyyq est la matrice nulle.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail nous avons abordé trois types de problémes :

— Premierement, on a développé une nouvelle méthode pour la résolution des équa-
tions différentielles ordinaires qui est basée sur les ondelettes de Jacobi, ot on
a généralisé la matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes Jacobi pour
tous les indices (w,B). L'expansion d'une fonction a la base des ondelettes de
Jacobi avec la méthode de collocation et cette matrice opérationnelle ont été uti-
lisées pour approximer une solution numérique des équations différentielles. La
méthode des ondelettes de Jacobi associée a la technique de découplage et de la
quasi-linéarisation fournit une estimation tres précise du systeme d’équations
différentielles non linéaires juste en quelques termes, ce qui montre la validité de
cette méthode. Nous avons appliqué également cette méthode pour obtenir une so-
lution numeérique du probleme de dessalement par osmose inverse a petite échelle,
oti nous avons obtenu des résultats treés satisfaisants selon la loi de conservation
de la masse.

— Deuxiement, un nouveau noyau basé sur les ondelettes de Jacobi régularisées est
proposé. Nous montrons que les fonctions appartenant au RKHS définis par les
ondelettes de Jacobi ne sont pas toutes continues, oit la continuité étant essen-
tielle pour la propriété de séparation. Nous construisons donc un autre RKHS
en introduisant des ondelettes Jacobi régularisées qui forment des frames pour le
nouveau RKHS. En utilisant la théorie des frames, ce nouveau RKHS a vérifié les
propriétés de séparation. Les résultats expérimentaux ont montré que ce noyau
peut fournir des résultats compétitifs par rapport aux autres fonctions noyaux.
Le seul inconvénient qui se pose est le temps de calcul nécessaire pour calculer la
matrice de Gram.

— Troisiement, dans I'analyse multi-échelles, on a construit une nouvelle famille
de multi-ondelettes de Jacobi en utilisant les polyndmes de Jacobi comme des
fonctions échelles meres. A partir de cette famille et de I'analyse multi-résolution,
on a introduit les espaces de d’approximation et les espaces de détails. Ces derniers
espaces sont engendrés par les multi-ondelettes de Jacobi.

PERSPECTIVES

Dans la continuité directe de notre travail de thése, nous pouvons proposé comme
perspectives

— Une application de 'analyse multi-échelles de Jacobi.

— L’utilisation des ondelettes régularisées de Jacobi pour les équations différentielles
ordinaires (étude comparative)



Conclusion générale

— La construction des ondelettes a noyaux (centrées) de Jacobi. Cette nouvelle fa-
mille est dérivée de la fonction noyau de Jacobi.
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