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Introduction :

Depuis trente six ans, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes fondée par le céléebre mathématicien Rolph Nevanlinna est dev-
enue un outil indispensable dans I’étude des propriétés des solutions des équa-
tions différentielles complexes, en particulier la croissance et 'oscillation des
solutions. La théorie de 'oscillation est une branche importante de la théorie
appliquée des équations différentielles liées & I’étude des phénomeénes oscillants
en technologie, aussi bien que les sciences normales et sociales. Il y’a beaucoup
de résultats des recherches jusqu’a maintenant concernant 1’oscillation et les
applications de la théorie de Rolph Nevanlinna sur les équations différentielles
linéaires a coefficients fonctions entiéres ou méromorphes.

En 1966, H. Wittich a trouvé le résultat suivant:

Les coefficients entiéres de
FO 4 A ) P D 4+ A (R + A (z) f=0

sont des polynomes si et seulement si toutes les solutions sont des fonctions
entiéres d’ordre fini de croissance.

I. Laine et B. Bank (voir [22]) parmi les premiers mathématiciens qui se sont
intéressés aux solutions des équations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients fonctions entieéres. En 1982, ils ont étudié la distribution des zéros
des solutions de I’équation différentielle linéaire

"+ AR)f=0
ol A(z) est un polynéme ou une fonction entiére transcendante.
Ce mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et définitions sur la théorie de R.
Nevanlinna et quelques préliminaires de la théorie de Wiman-Valiron, qu’on
aura besoin par la suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de la croissance et 1’oscillation
complexe de quelques équations différentielles linéaires non-homogenes d’ordre
supérieur avec des coefficients transcendantes d’ordre fini. Sous certaines con-
ditions, nous montrons que toutes les solutions de ces équations sont des fonc-
tions entiéres. Parmi ces solutions; certaines sont d’ordres infini de croissance
tandis que les autres sont d’ordre fini de croissance.

Le troisiéme chapitre est consacré a du probléme de la croissance, de I’étude
la distribution des zéros et des points fixes des solutions des équations dif-
férentielles linéaires d’ordre supérieur. Le but de ce chapitre, est d’étudier



I’équation
IO ap  fEY 4 faf e +Q(2)f = F(2)

ouk >2 Q(z) =h(z)e* et c € Ret ag_1, ..., az sont des constantes complexes
et h(z) est une fonction entiére transcendante d’ordre < %



Chapitre 1

Rappels et définitions:

1.1 Théorie de R. Nevanlinna:

Théoréme 1.1.1: (voir [21]) (Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle

que f (0) # 0, 00, et soient aq, as, ... (resp. by, bs, ...) ses zéros (resp. ses poles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log | f (0 —/log’f re’ )‘d(p+ > log‘b| Zlg| T

[bjl<r la;|<r
Définition 1.1.1: (voir [21]) Pour tout nombre réel o > 0, on définit
log"™ o = max (0,log ) .

Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans lemme
suivant:

Lemme 1.1.1: (voir [21])

loga < logt a (a)
log™ a < log™ 8 pour a < 3 (b)
1
loga = log™ a — log™ — (c)
a
1
llog o] = log" o + logt — (d)
o

log™ <H ozi) < Z log™ a; (e)
=1 i=1

log™ (Z oz,-) <logn+ Y log™ o (f)
i=1

i=1
Définition 1.1.2: (voir [21]) Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas
identiquement égal a a € C. Soit i (z, a, f) désignant la multiplicité de a-point
de f & z. Ainsi, on définit

n(r,a,f)zn(r,fl_CL> =Y iz f),

|2|<r

f(z)=a
c’'est a-dire, n(r,a, f) est le nombre de racines de f(z) = a dans |z] < r,
chaque racine étant compté avec son ordre de multiplicité. Pour les poles de
f, nous définissons pareillement

n(r,00, f)=n(rf)= Z i(z,00,f).

|2|<r
f(z)=00



Définition 1.1.3: (voir [21]) (fonction a-points). Pour la fonction méromor-
phe f, on définit

N (r,a,f)=N <r, fl_&> zo/n(t’a’f);n<o’a’f)dt+n(0,a,f)logr, a # oo

et

N (r,00, f) =N (r, f) :/n(t’m’f);n(o’oo’f)dt%—n(o,oo,f)logr
0

N (7, a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < 7.

Définition 1.1.4: (voir [14], [15])(fonction de proximité). Pour la fonction
méromorphe f, on définit

NV Ry S

—|dy, a# 00

rew

et
2
m (r,00, f) =m(r, f) = 217r/log;Jr ‘f (rew)‘dgo
0

m (r,a, f) est appelée la fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.1.5: (voir [18]) (Fonction caractéristique). La fonction carac-
téristique de la fonction méromorphe f est définie comme suit

T(r,f)=m(r, f)+N(r,[).

Exemple 1.1.1: Pour la fonction f (z) = e* (a #0), on a

m(r,f)—|a7|rr, N (r,f)=0.
D’ou
T )= 17

Lemme 1.1.2: (voir [21]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points
aq, ..., dans |z| < 7 tels que 0 < |ay| < |as| < ... < |a, | <7, chacun étant
compté avec son ordre de multiplicité. Alors

rn(ta, rn(ta, f)—n(0,a,
/n( af)dt:/m af)tn( ©D g = 3 og

/ t J octori<r il




Lemme 1.1.3: (voir [21]) Soit f une fonction méromorphe avec le développe-
ment de Laurent

f(z)zzcizi’ Cm%oa m € Z

a lorigine. Alors

2
log|cn| = ;ﬂ/log‘f (rei‘p)‘dgonLN(r,f) - N <r, }) :
0

Théoréme 1.1.2: (Premier théoréme fondamental). Soient f une fonction
méromorphe, a € C et

[e.9]

f(z)—a=> ¢, cn#0, meZ

i=m

le développement de Laurent de la fonction f — a & 'origine. Alors

1
T T, :T(T7f> —10g’0m’ +(10<7n7a)
f—a
ou
o (r,a)| <log2+log" |al.

Preuve. Supposons d’abord a = 0. Du Lemme 1.1.1 (¢) et Lemme 1.1.3, on
obtient

1
f (rew)

dp+N (r, f)—N (r, })

2 2
log|cn| = 217T/logJr ’f (rei‘p)‘ dgp—;ﬂ/logJr
0 0

1 1
—m(r,f)—m(r,f) +N(T,f)—N<T,f>
D’ou

m <’r, },) LN (7’, }) — o (r, f)+ N (r, ) — logcn] (LL1)

1
7(rg) =T = ol
Ce qui est I'affirmation avec ¢ (r,0) = 0.

Montrons le cas général a # 0. Posons h = f — a. 1l est clair que

N(r,fll) :N<r,fia> , N (r,h) =N (r,f)



et

De plus,
log* |h] = log* |f — a| < log" |f] +log* |a] + log 2

log" |f| =log™ |f —a+ a| =log" |h+ a| <log™ |h| + log" |a| + log 2

En intégrant ces inégalités, on obtient
m (r,h) <m(r, f) +log" |a| + log 2

m (r, f) < m(r,h) +log" |a| +log 2
Par conséquent

90<T7a) :m(r,h) _m(rvf)
satisfait
| (r,a)] <log?2+log" |al.

Par une application de (1.1.1) pour h, on obtient

1 1 1
T(r,h) :m(r,h> +N<7“,h> =m(r,h) + N (r,h) —log |cp|

=m(r, f) + N (r, f) = log|cn| + ¢ (r,a)
=T (r,f) —log|cm| + ¢ (r,a).

Remarque 1.1.1: Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme

suit

T(r,fl_a> —T(rf)+0(1)

pour tout a € C. On note que O (1) dépend de a € C.

Lemme 1.1.4: (voir [21]) Soient f, fi,..., f, des fonctions méromorphes et

a,B,7,0 € C tels que ad — By #£ 0. Alors

<T,Xn:fl> < zn: (r, fi) +logn



i=1 i=1
T(r ") =nT () nen )

af + B
(nEES) =T v o) 0

Définition 1.1.6: (voir [23],[27],[28]) Soit f une fonction méromorphe. On
définit ’exposant de convergence des zéros de la fonction f par

)\(f):hmlog]\/(r,})’

r—+oo  logr

ou

w(r ) - O (0 s

f

et n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque
|z| <t et Pexposent de convergence des zéros distincts de la fonction f par

_ log N (r, %
A(f) = Tim M
r—+oo  logr

ou

/1 rm(t, L) —m (0,1 1

N|r — :/ ( f> ( f)dt—l—n 0,- | logr,

f 0 t f

et m (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans

le disque |z| < t.

Exemple 1.1.2: L’exposent de convergence des zéros distincts de la fonction
f(z) =e*—1est égal a 1.

Définition 1.1.7: (voir [14],[26]) Soit f une fonction entiére. Alors 'ordre
et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

o (f) = Tim loglog M (r, f)

r—+00 log r



et

logloglog M (r, f)

— T
ou M (r, f) = | ‘z_mx |f (2)|. Si f est une fonction méromorphe, alors 'ordre et

I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

log T'(r, f)

et
_ ——loglog T (; f)
72 (f) o rggloo 10g7"

ou T (r, f) est la fonction caractéristique de f.

Exemple 1.1.3: La fonction f(z) = exp{expz} est d’ordre o (f) = oo et
d’hyper ordre o9 (f) = 1.

Lemme 1.1.5: Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors
o (f®)=a(f).

Définition 1.1.8: La fonction a(z) est appelée petite fonction par rapport a
f si a(z) est une fonction méromorphe satisfaisant 7'(r,a) = S(r, f), c’est-a-
dire T'(r,a) = o(T'(r, f)) quand r — oo a l'extérieur d’un ensemble de mesure
linéaire finie.

Lemme 1.1.6: Soient f une fonction méromorphe transcendante et £ > 1 un
entier positif. Alors

f)
m <7~, f) =0 (log (' T (. f)))

a l'extérieur d’'un ensemble exceptionnel £ de mesure linéaire finie. Si f est
d’ordre fini, alors

m <T, f?) = O (logr).

1.2 La densité des ensembles:

Définition 1.2.1: (voir [15]) La mesure linéaire d’un ensemble £ C [0, 00)
est définie par

10



ol x g () est la fonction caractéristique de 'ensemble F et la mesure logarith-
mique d'un ensemble F' C [1,00) est définie par

Im (F) = /1 o th(t) dt.

Définition 1.2.2: (Voir [15]) La densité inférieur d’un sous-ensemble H C
[0, 4+00) est définie par

densH = lim inf (/ X (t) dt) /T
0
et la densité supérieur de H est définie par
densH = lim sup (/ X (1) dt) /T
0

Définition 1.2.3: (Voir [15]) La densité logarithmique inférieur logdensH
d’un sous-ensemble H C [1,+00) est définie par

log densH = Tllrglo inf (/ XHt(t)dt) /logr
1

et la densité logarithmique supérieur logdensH d’un sous-ensemble H C
(1,400) est définie par

" x (t
log densH = lim sup (/ XHt< )dt) /logr
1

ol xp (t) est la fonction caractéristique de ’ensemble H.
Exemple 1.2.1:
1) £ =[1,2], alors:
m(E)=1;Im(E)=In2; densE = densE = logdensE = logdensE = (

2) Soient 1, = e, n > 1, et E = | [r,,er,]. Alors
n>1

densEl =0 ; densE > 0 ; logdensE = logdensE =0

Preuve: Posons s,, = er,,. Alors

s/nXE(t)dtZS/"dt: (e—1Dr,=(1-1/e)s,

11



et donc densE > (1 —1/e). Cependant

S

/XE (1) dt < / X () dt < sn_1 = o0(rs).
0 0

Ce qui donne densFE = 0.

Supposons maintenant que 7 est suffisamment large, avec r,, < r < s,. Donc

83

¢ n b dt

Tj =t

‘{XEt(t)dt < JZ

1

Ainsi logdensE = 0

1.3 Le terme maximal et I’indice central:

Définition 1.3.1: (voir [15]) Soit f(z) = %anz" une fonction entiére, le
n=0
terme maximal de f est défini par u(r) = max{|a,|r",n=0,1,2,...} et

l'indice central de f est défini par vy (r) = max{m, p () = |a,,|r"}.
Si ap = 0 alors v (0) n’a pas de sens.

Exemple 1.3.1: Pour le polynome P (z) = a,z" + .... + ag, a, # 0, on a
w(r) = |a,| ™ et vp (r) = n pour r assez grand.

Lemme 1.3.1: Pour r > 0, on a
i (r) < M(r, f) < 20 (2r). (1.3.1)

Preuve. La premicre inégalité de (1.3.1) vient de la formule intégrale de
Cauchy. On a pour k£ >0

7 <o>‘ MR RNICH
||

1
< — —k—1 — _k
k! omi S, e @ S g @) M(r, f)r M (r, f)r

o =|
La deuxiéme inégalité se démontre comme suit. Pour £ > 0, on a
jax] (2r)" < p (2r) = lag| r* < 270 (2r)

et donc

M () €3 sl < 5027 (2r) = 20 (20).

k=0 k=0

Lemme 1.3.2: v/ (1) est non décroissante et v (r) — oo quand r — oo.

12



Preuve. Supposons d’abord que 0 < 7 < s et vy (r) = N > M. Alors, on
obtient

lan| ™ > Jan| P, Jan|s™ > Jan| 5™
et donc v (s) > N.

Soit maintenant k& > 0 tel que a; # 0. Alors si m < k, nous avons |a,,|r™ <
lax| r* pour tout r assez grand, et ainsi vy (r) > k. Puisqu'il existe un tel k
arbitrairement grand, ainsi v () est non bornée, étant non décroissante, alors
v (r) — oo quand r — oo.

Lemme 1.3.3: (voir [26],[27]) Soient f une fonction entiére d’ordre o, et
vy (r) indice central de f. Alors

Lemme 1.3.4: (voir [7]) Soient g (z) = § a,z" une fonction entiere, p (r) le
n=0

terme maximal, v, (r) est 'indice central de g. Alors

[ v, (t
log it (r) = log |ag| + / Vgt( )dt. (1.3.2)
0

Supposons que ag # 0. Pour 7 < R

M (r,g) < pu(r) {yg (R) + RZE T}. (1.3.3)

Lemme 1.3.5: (voir [7]) Soit g (z) une fonction entiere d’ordre infini avec
I'hyper-ordre o4 (g) = 0, et soit v, () I'indice central de g. Alors

Hlog log v, (1) .
T—00 log r

o0
Preuve. Posons g (z) = Y a,z". Sans perte de généralité, supposons que
=0

lag| # 0. Par (1.3.2) et du Lemme 1.3.4, le terme maximal (r) de g satisfait
2r (t)
v
log 11 (2r) = log |ag| + / gTdt > log |ag| + v4 (1) log 2. (1.3.4)
0

Par I'inégalité de Cauchy, on obtient

w(2r) < M (2r,g) . (1.3.5)

13



Ceci et (1.3.4) donnent
vy (r)log2 <log M (2r,9) + C
ou C'(C > 0) est une constante. D’oul

Hlog logv, (r) < Hlog log log M (r, g)

T—00 log r r—00 log r

=o05(9) =0.
D’autre part, par (1.3.3) et du Lemme 1.3.4, on obtient

rve() {vy (2r) +2}.

M (r, g) < p(r) {vy (2r) + 2} =

Qug(r)
Par conséquent, on obtient de (1.3.8)
log M (r,g) < vy (r)logr +logr, (2r) + C4

loglog M (r,g) <logv, (r) +loglogv, (2r) + loglogr + Cs

loglog v, (2r)
log v, (2r)

ou C; (> 0)(j =1,2,3) sont des constantes. Par (1.3.9), on obtient

<logv, (2r) |1+ 1 + loglogr 4+ C3

—logloglog M
o2 (g) = T 8108108 (r.9)

r—00 log r
< Hlog logv, (2r) _ —loglogw, (7’)
r—oo  log (2r) r—oo  logr

Des relations (1.3.7) et (1.3.10) on obtient le Lemme 1.3.5.

14
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Chapitre 2

Croissance des solutions des équations différentielles a
coefficients entiéres d’ordre fini.

2.1 Introduction et résultats
Dans I’étude de ’équation différentielle linéaire non-homogeéne d’ordre supérieur
FO 4 Ay fE D 4+ A + Agf=F (2.1.1)

ou Ag, Ay, ..., Ax_1, F £ 0,(k > 1) sont des fonctions entiéres transcendantes
d’ordres finis. Tu Jin, Zheng Xiumin et Huang Wenping ont étudié I'oscillation
complexe de (2.1.1) et ils ont obtenu les résultats suivants:(voir [29])

Théoréme 2.1.1: Supposons que k > 2 est un nombre naturel et que Ag, Ay, ...,
Ay_1, F£0 sont des fonctions entiéres d’ordre fini, ou il existe Ay et A; (0 <
d <1 <k —1) tels que pour les constantes réelles a; > as > 0, a3 > gy > 0,
0 < B < oo, nous avons o (4;) < B (j #d,1) et o (F) > /5. Supposons que
pour tout z satisfaisant arg z = 6 et pour r suffisamment grand, nous avons

|Ag (2)| > exp {alrﬁ} , A (2)] <exp {agrﬁ} , 0 e Hy
et
|A; (2)| > exp {agrﬁ} , A (2)] <exp {curﬁ} , 0 € H,

ou Hy,Hy C [0,27), H N Hy = @, H1 U Hy = [0,21) — Ey, Ey ayant une
mesure linéaire nulle.

Alors toutes les solutions de (2.1.1) sont des fonctions entiéres satisfaisant
Af)=A(f)=0(f)=c0 (2.1.2)

avec certaines solutions d’ordre fini possibles. Toutes les solutions possibles

d’ordre fini ont le méme ordre de croissance o (0 < o < c0) et (2.1.1) doit

avoir des solutions satisfaisant (2.1.2).

S’il existe deux solutions d’ordre fini fy, fi de (2.1.1), alors fy — f1 est un
polynome avec deg (fo — f1) < d — 1 et fy satisfait

0 =0 (fo) <max{o(4d), 0 (A),0 (F),X(fo)}.
Sio(Ag) #0(A) #o(F), X(fy) <o, alors

o (fo) = max{o (Ag) o (A)) .0 (F)}.

15



De plus, si parmi A, 1, ..., Ap, il existe une seule combinaison A,,,, ..., 4,
(d—1>mq >my > ... >m, > 0) étant transcendentes, o (Amj) (J=1,...,9)
sont inégaux ou bien s = 1, et si my = 0 ou ms; > 0 et les polyndomes
Ap1, A2, ..., Ap vérifient que deg A; — j (j =ms —1,ms —2,...,0) sont
inégaux, ou bien m; = 1 et A0, alors toutes les solutions de (2.1.1) vérifient
(2.1.2) avec au plus une possibilité d’une solution d’ordre fini.

Théoréme 2.1.2: Supposons que Ag, Ay, ..., Ag, ..., Ay, ooy Ap_1, 1, g, g, (g, 3,
Hy, Hy et k vérifient les hypotheéses du Théoréme 2.1.1, et que F#£0 est une
fonction entiére avec o (F') < . Alors (2.1.1) doit avoir des solutions satis-
faisant (2.1.2), avec quelques solutions polynémiales possibles de degré < d—1.

Maintenant, on va étendre ces résultats pour ’équation différentielle (2.1.1)
par un changement sur les hypothéses.

Théoréme 2.1.3: Supposons que k& > 2 est un nombre naturel et que Ag, Ay, ...,
Ag_1, F#£0 sont des fonctions entiéres d’ordre fini, ou il existe Ay et A; (0 <
d <1 < k—1) tels que pour les constantes réelles « > 0,07 > 0,5, > 0,0 <
B < oo,max {d1,d2} < 1, nous avons o (A;) < 3 (j #d,l) et o (F) > j3. Sup-
posons que pour tout € > 0 donné, il existe deux collections finies de nombres
réels {p,,} et {0,,} satisfaisant

P <01 <y <bly<..<@,<b,<¢,1=¢ +2m (2.1.3)
et
> (i1 = Om) <, (2.1.4)
m=1
tels que

|Ag (2)| > exp {(1 + 61) arﬁ} , A (2)] <exp {(51047“5} (2.1.5)
quand z — oo dans ¢, < argz < 6,,,m € I, et {¢,,,0n} C H; et
|A; (2)| > exp {(1 + 02) ar’B} , |Aa(2)] <exp {520&"5} (2.1.6)

quand z — oo dans ¢, < argz < 0,,,m € Iy et {y,, ,0,} C Hy ou Hy, Hy C
[O,QW),HlﬂHQZQ,HlLJHQ = [O,Qﬂ),llﬂh:@et [1U]2:{1,2,...,7’L}.

Alors toutes les solutions de (2.1.1) sont des fonctions entiéres satisfaisant
(2.1.2) avec certaines solutions d’ordre fini possibles. Toutes les solutions pos-
sibles d’ordre fini ont le méme ordre de croissance o (0 < o < 00) et (2.1.1)
doit avoir des solutions vérifiant (2.1.2). S’il existe deux solutions d’ordre fini
fo, f1 de (2.1.1), alors fo — f1 est un polynome avec deg (fo — f1) < d—1 et
fo satisfait

0 =0 (fo) <max{o(As), 0 (A),0(F), X(fo)}. (2.1.7)
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Sio(Ag) #0(A)#0(F),\(fo) <o, alors

o (fo) = max{o (Ag), 0 (Ar),0 (F)}.

De plus, si parmi Ay 1, ..., Ap, il existe une seule combinaison A,,,, ..., 4,
(d—1>my >my > ... >m, > 0) étant transcendentes, o (Amj) (j=1,..,s)
sont inégaux ou bien s = 1, et si my = 0 ou my; > 0 et les polynémes
Aoty A2, ..., Ag vérifient que deg A; — j (j =ms —1,ms—2,...,0) sont
inégaux, ou bien m, = 1 et A0, alors toutes les solutions de (2.1.1) vérifient
(2.1.2) avec au plus une possibilité d’une solution d’ordre fini.

Théoréme 2.1.4: Supposons que Ag, Ay, ..., Ag, ..y Ay, ooy A1, 0,01, 62, B, {0}
{0,.}, Hy, Hy, I1, I5 et k vérifient les hypotheses du Théoréme 2.1.3 et que F#£0
est une fonction entiére avec o (F') < /5. Alors (2.1.1) doit avoir des solutions

satisfaisant (2.1.2), avec quelques solutions polynémiales possibles de degré
<d-1.

2.2 Lemmes Préliminaires:

Lemme 2.2.1: (voir [5]) Supposons que Ay, Ay, ..., Ax_1, F£0 sont des fonc-
tions entieres avec au moins un A, (0 < s < k — 1) étant fonction transcen-
dante. Soit I’équation homogene

FO 4 A f* D 4 A+ Agf =0 (2.2.1)

correspondante de (2.1.1). Alors toutes les solutions de (2.1.1) et (2.2.1) sont
des fonctions entiéres, et les deux équations (2.1.1) et (2.2.1) doivent avoir des
solutions d’ordre infini.

Lemme 2.2.2: (voir [6]) Soient Ag, Aj, ..., Ax_1, F¥£0 des fonctions entieres
d’ordre fini. Si f est une solution de (2.1.1) satisfaisant

max{o (F),0(A;);j=0,.,k—1}<o(f)=0 (0<0o < 00),
alors

A=A =0a(f). (2.2.2)

Lemme 2.2.3: (voir [12]) Soit f (z) une fonction entiére transcendante d’ordre
fini o, soit I' = {(k1, /1), (k2,J2) .-y (km, jm)} un ensemble fini de différents
couples de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0 (i =1, ...,m), et soit € > 0 une
constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire
nulle, tel que si ¢, € [0,27)— E, alors il existe une constante Ry = Ry (1) > 1

tel que pour tout z satisfaisant argz = 1, |2| = r > Ro, et pour tout
(k,7) € ', nous avons
(k) A
f ' (Z) < |Z|(k—])(0—l+a)' (223)
91 (2)
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Lemme 2.2.4 : (voir [23]) Soit f(z) une fonction entiére et supposons que
’ k) (z)‘ est non bornée sur un certain rayon arg z = . Alors il existe une suite
infini de points 2, = r,e’? (n =1,2,...), ot r, — +00, tel que ) (z,) — oo
et

1 k—j -
< (oM G=0,..k—1). 9.2.4
Gy Lol ) (2:2.4)
Lemme 2.2.5: (Phragmén-Lindelof, voir [25]). Soit f (z) une fonction ana-
lytique dans le domaine D = {z:a <argz < f,ry < |z| < 0o}, et continue
sur D = DUC (C est la frontiere de D ). Si pour tout € > 0 donné, il existe
R (e) > 0 tel que pour |z| > R(g),z € D, nous avons

‘f”’ (2n)
f® (zn)

£ (2)| < exp{els|7=}, (2.2.5)

et pour z € C, nous avons |f (z)] < M (M > 0 est une constante), alors
|f (2)] < M est vérifiée pour tout z € D.

Lemme 2.2.6: Supposons que Ag, A1, ..., Ag, ..., Apy ooy Ak_1, @, 61,02, 5, {¢,}
{0m}, Hi, Ho, I, I5 et k vérifient les hypothéses du Théoréme 2.1.3. Alors toute
solution f 20 de (2.2.1) est un polynéme de degré < d — 1 ou une fonction en-
tiere d’ordre infini, et I’équation (2.2.1) doit avoir des solutions d’ordre infini.

De plus, si parmi A, 1, ..., A, il existe une seule combinaison A,,,, ..., 4,
(d—1>mq >my > ... >m, > 0) étant transcendentes, o (Amj) (Gj=1,...,9)
sont inégaux ou bien s = 1, et si my = 0 ou ms; > 0 et les polyndomes
Ap1, Apy—2, ..., Ap vérifient que deg A; — j (j =ms —1,ms —2,...,0) sont
inégaux, ou bien m; = 1 et A0, alors toutes les solutions de (2.2.1) vérifient

o (f) = oo.

Preuve: Par le Lemme 2.2.1, nous savons que toutes les solutions de (2.2.1)
sont des fonctions entiéres, et que I’équation (2.2.1) doit avoir des solutions
d’ordre infini.

Supposons maintenant que f %0 est une solution de (2.2.1) avec o (f) =0 <
+o0. Par les hypotheéses, pour tout €(0 < € < #), il existe deux collections
oty

finies de nombres réels {¢,,} et {0,,} satisfaisant (2.1.3), (2.1.4) tels que Ay, A4,
vérifient (2.1.5) dans ¢,, < arg(z) < 0,, (m € I), et Ay, A; vérifient (2.1.6)
dans ¢,, <arg(z) <6, (m € Iy) et max{o (A;):j#d,1} <p.

Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble E; C [0,27) ayant une mesure
linéaire nulle, tel que si ¢, € [0,27) — Ej, alors il existe une constante Ry =
Ry (1by) > 1 tel que pour tout k >d > 0et tout j =d+1,.... k,

f(j)(z)

(j—d) (0—1+e) (k—d)o
@) < |z| < |7| (0<e<l) (2.2.6)
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quand |z| > Ry le long de arg z = 1),,.

Supposons maintenant que ‘ f @ (z)’ est non bornée sur un certain rayon arg z =
Go O Py € (@1, Om] — E1 (m € Ih). Alors par le Lemme 2.2.4, il existe une suite
infini de points z, = r,e’%, ot r, — 400 tel que f@ (z,) — oo et

‘fm(zn) = (1+0(1) |2a|™ <2]2|* (j=0,...d = 1) (2.2.7)
@D (z,)] ~ (d—j)! | <200 (5=0,.., 2.

quand z, — oco. Par (2.2.1) et (2.1.5),(2.2.6),(2.2.7), on a

f

1

exp{(l —|—51)a|zn|ﬁ} < |Ag (z0)|

(k—1)
l)(Zn
fd(zn

)
-1)
+ A1 (20 |‘ e ((z)

+.. +|A1 Zn|'

d+1
+ .+ |Ag (2 |‘

(zn) |
Zn)

n)

. Ao (

n)| ‘f(d) (Zn)
< Myexp {a61 | 20| } |2 | (2.2.8)
(Mo > 0, M; > 0 sont des constantes quelconques). Par (2.2.8), on obtient

€Xp {O{ |Zn|ﬁ} S MO |Zn|M1 )

c¢’est une contradiction. Par conséquent, ‘ i (z)‘ est bornée sur n’importe quel
rayon argz = ¢ o ¢ € [p,,,0m] — E1 (m € I;). Alors, il découle du Lemme
2.2.5 qu’il existe une constante My > 0 tel que

7 (2)| < M. (2.2.9)

Pour tout z dans ¢,, +¢ < argz < 6, —¢,(m € I;). Par d-fois intégration
réitérée suivant la ligne segment|0, z|, on obtient

FE =1 O+ O g+t o/ 0

+/ //f ) dt...dt. (2.2.10)

D’apres l'inégalité triangulaire et (2.2.9), on obtient & partir de (2.2.10)

d
[21°

i,
O 5 T

[F () <1f (O

D’ou

\++M

If ()] < Mj |2 (2.2.11)
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(M] > 0 est une certaine constante) pour un point arbitraire z dans ¢,, +¢& <
arg z < 0,, —e,(m € I) avec |z| > ro > 0.

Par le méme raisonnement, on obtient
|f ()] < Mj 2| (2.2.12)

(M > 0 est une certaine constante ) pour un point arbitraire z dans p,, +¢ <
argz < 0,, —¢e,(m € I), avec |z| > r; > 0.

Puis, par (2.2.11) et (2.2.12) , on obtient
f (2)] < M2 (2.2.13)

(M > 0 est une certaine constante) dans ¢,,+¢ < argz < 0,,—¢ (m =1,...,n)
avec |z| > 1 > 0.

D’autre part, de o (f) = 0 < 400, on a |f ()| < exp {T0+i} est vérifice dans
Op —c<argz<¢, ,+¢e(m=1,..,n)pour |z| =7 >ry>0.

De¢m+1—9m<€et0<€<@,ona

m
— (0, —¢) <3< .
(<Pm+1+5) ( £) <3¢ !

. . 1 -— %
Par conséquent il existe R > 1 + rg, tel que 771 < gy (¢m+11e)=@m=2) pour
r> R.

Par conséquent,

‘f(lz)

z

< exp {er (em+1+e)=(0m—e) }

est vérifie dans 6, —e <argz <, . +e(m=1,....,n) avec [z| =r > R et
sur les rayons argz = 6,,, — ¢, argz = ¢, ., + € avec |z| > 11 >0, 0n a

|f(2)

<M
z

d’apres de (2.2.13).
Par conséquent, par le Lemme 2.2.5,

‘f(Z)
l

z

<M

est vérifiée dans 0,, —e <argz <, .+ (m=1,...,n) avec |z| > R.
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Ainsi
()] < M 2|
est veérifiée dans le plan entier d’apres (2.2.13).

Par conséquent, f (z) est un polynéme avec deg f < [ et puis de (2.2.1), nous
avons deg f <[ —1.

En outre, prouvons que f (z) est un polyndéme de degré < d — 1. Si f(z) est
un polynéme de degré > d, nous pouvons choisir une courbe

F={z:argz=0,¢, <0<60, mel}.
Par (2.1.5) et (2.2.1), on obtient pour tout z € I' et pour r suffisamment grand
exp {(1+01) ar} <Ay (2)] < |Aa (2) F9 (2)| < [F2 (2)] 4.4 A (2) £ (2)

o A (2) £ ()] + [Aas (2) F90 ()] 4+ A0 (2) £ (2)]
< Msexp {51047“5} M (2.2.14)
(M3, My sont des constantes quelconques). Par (2.2.14), on obtient

exp {arﬁ} < MarMs,
c’est une contradiction. Ainsi f (z) est un polynéme de degré < d — 1.

De plus, si Ay ooy A, (d— 1> mq > mg > ... > my > 0) sont transcendantes
et o (Amj> (j =1,...,s) sont inégaux ou s = 1, on a:

Si mg = 0, f #0 est un polynéme avec deg f = m (0 < m < d — 1), alors
FE 4+ A f&D 4 4 Aof

est une fonction entiére transcendante d’ordre égal a
max {0 (An),0 (Am_1),...,0(Ao)}.

Ceci contredit (2.2.1).

Ainsi toutes les solutions f#0 de (2.2.1) vérifient o (f) = oo.

Si mg > 0, f#£0 est un polyndéme avec deg f = m (ms < m < d — 1), alors
FE 4 A fE D 4 L+ Aof

est une fonction entiére transcendante d’ordre égal a

max {o (An),0 (Am_1),...,0(Ag)}.
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Ceci contredit (2.2.1).
Et si deg f = m < mg, comme les polynémes A,,._1, A, —2, ..., Ag vérifient

que (deg A;) —j (j = ms — 1, my — 2,...,0) sont inégaux ou my = 1 et A 0,
alors

FE 4+ Ay fOD 4 4 Aof
est un polynoéme de degré égal a

max {deg A, + (m —j),7=0,1,...,m}.
Ceci contredit également (2.2.1).
Par conséquent toutes les solutions f #0 de (2.2.1) vérifient o (f) = oo.
2.3 Preuve du théoréme 2.1.3:
Par le Lemme 2.2.1 et le Lemme 2.2.2, nous savons que toutes les solutions de
(2.1.1) sont des fonctions entiéres, ’équation (2.1.1) doit avoir des solutions
d’ordre infini et toutes les solutions d’ordre infini satisfont (2.1.2).
Supposons maintenant que fy est une solution de (2.1.1) avec o (fy) = 0 <

+00. Si f1 (Z fo) est la deuxiéme solution d’ordre fini de (2.1.1), alors fo — fi
est une solution de ’équation homogene (2.2.1) correspondante de (2.1.1) et

o (fo— f1) < +oo.

Par le Lemme 2.2.6, fy — f1 est un polyndme avec deg (fo — f1) < d — 1.
Par conséquent o (f;) = o.

Soit fy une solution de (2.1.1) d’ordre fini.

Nous pouvons écrire (2.1.1) sous la forme

O g B s
— = E—+ A4 +. A+ A 2.3.1
f() k—1 f[) 1f0 0 ( )

Il s’ensuit que si fp (2) ) a un zéro zy d’ordre o > k, alors F' doit avoir un zéro
en zg d’ordre oo — k.

Par conséquent

n(né)ﬁkn(n;>+n(n;> (2.3.2)
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et

N (r, ;()) <kN (7“, 1{)) +N <T, ;) . (2.3.3)

Par une application du lemme de la dérivée logarithmique, on a

()
m (r, ;) =0(Inr) (j=1,....k) (o(fo) <+o0) (2.3.4)
0
est vérifiee pour tout r en dehors d'un ensemble E C (0,+00) ayant une
mesure linéaire m (E) = § < +o0.
De (2.3.1), on a
1 1 k—1 k f'(])
m (7’, ) <m (7“, ) +3Y m(r A+ Y m || +0(1). (2.3.5)
Jo F j=0 j=1 fo
Alors on obtient de (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.5)
1
T =7 (r ) +O)
0

k—1

< kN (7“, ;()) +T(r,F)+ ZT (r,A;)+ O (logr) (r¢ E). (2.3.6)

Posons maintenant o = max {o (A4),0 (A;),0 (F)}. Alors pour € > 0 donné
et r suffisamment grand, on a

T(r,F)<r® T(r,A;) <r*™ (j=0,..,k—1). (2.3.7)

Ainsi, du (2.3.6) et (2.3.7) , on obtient

T(r,fo) <kN (T, ;) + (k+1)r*" 4+ O (logr) (2.3.8)
0

est vérifiee pour r suffisamment grand. Par conséquent
o (fo) < max{a, X(fo)} = max {0 (A) .0 (A) .0 (F), X(fo)}. (2:3.9)
Si 0 (Ag) # 0 (A) £ 0 (F), X(fo) < o (fo), alors de (2.3.9), on obtient
o (fo) < max {0 (Ag) 0 (A), 0 (F)} (2.3.10)
et de (2.1.1), on obtient

o (fo) > max{o (Aq),0(A),0(F)}. (2.3.11)
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Par conséquent,
o (fo) = max{o (Aq),0(A),0(F)}. (2.3.12)

De plus, si parmi Ay 1, ..., Ap, il existe une seule combinaison A,,,, ..., A,
(d—1>mq > mg > ... >m, > 0) étant transcendentes, o (Amj) (j=1,....s)
sont inégaux ou bien s = 1, et si mgy = 0 ou my; > 0 et les polynomes
A1, A2, ..., Ag vérifient que deg A; — j (j =ms —1,ms—2,...,0) sont
inégaux, ou bien mg = 1 et Ag£0, alors par le Lemme 2.2.6, toutes les solu-
tions f de (2.2.1) vérifient o (f) = oc.

Par conséquent fo — f1 (on suppose fo, fi (fiEf1) deux solutions d’ordre fini
de (2.1.1), alors o (fo — f1) < 00) ne peut pas étre une solution de I’équation
homogene correspondante (2.2.1) de (2.1.1).

Par conséquent, I’équation (2.1.1) a au plus une solution exceptionnelle pos-
sible fy d’ordre fini.

2.4 Preuve du théoréme 2.1.4: Par les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, nous savons
que (2.1.1) doit avoir des solutions d’ordre infini, et toutes les solutions d’ordre
infini satisfont (2.1.2).

Supposons que f est une solution de (2.1.1) avec o (f) = 0 < oo. Puisque
o (F) < 8, pour r suffisamment grand nous avons

|F (2)] < exp{o(1)r7}. (2.4.1)

Pour f, posons o (f) = 0 < +oo. Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble
E; C [0,27) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si 6 € [0, 27) — E, alors il
existe une constante Ry = Ry (0) > 1, tel que pour tout z satisfaisant arg z = 0
et |z| =r > Ry, on a

)
|f ) =t gk (2.4.2)

@ (2)

Montrons maintenant que ‘ f( (z)‘ est bornée sur le rayon argz = 6 €
[me,em] — El, (m € Il)

Si ‘f(d) (z)‘ est non bornée sur le rayon arg z = #, alors par le Lemme 2.2.4, il

existe une suite infinie des points z, = r,e! ? (n=1,2,...), tel que 7, — oo,
9D (z,) — oo et

19 1
‘f(d) )

= d=J)

(L4 o(D) |zl <2]za|" , j=0,1,...,d—1. (2.4.3)
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De la relation (2.4.1) et ‘f(d) (zn)’ — 00 (2, — 00), on a

< |F (zn)] < exp{ (1)7“'6} (2.4.4)

n

e

pour |z,| suffisamment grand.

En substituant (2.1.5),(2.4.2),(2.4.3),(2.4.4) dans (2.1.1),

(k)
exp{(l—i—(ﬁ)arﬁ} < JAg (2n)] < f(d(( 3)‘—1-‘;((1)2 3 +|Ak-1 (20 |‘ @
(d+1)

oA (20 |‘fd) oo Agir (20 |‘ f; 2)) A (2 |' z;)‘

+.... + | Ao (2 ||f(d < Mor2 exp {aélr } (2.4.5)
(Mo > 0, M; > 0 sont des Constantes quelconques) .
Par (2.4.5), on a

exp {arﬁ} < Morh,
C’est une contradiction.
Par conséquent ‘ i (z)‘ est bornée sur un rayon arbitraire argz = 6 €

[(pm,ﬁm] — El, (m € Il)
Par le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.6, on a
If (2)] < My |2 (2.4.6)

(M est une certaine constante) pour tout z dans ¢,, + ¢ < argz < 0, —
avec |z| > 19 >0, (m € Ip).

Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble Fy C [0,27) ayant une mesure
linéaire nulle, tel que si 6 € [0,27) — Es, alors il existe une constante R; =
Ry (6) > 1, tel que pour tout z satisfaisant argz =6 et |z| =7 > Ry, on a

‘f(j) (z)
O )

Montrons maintenant que ’ fo (z)‘ est bornée sur le rayon arg z = 6 € [p,,,, O] —
EQ, (m S IQ) .

<|o|*® D7 =141,k (2.4.7)

Si ‘f(l) (z)’ est non bornée sur le rayon arg z = 6, alors par le Lemme 2.2.4, il
existe une suite infinie de points z, = r,e' ? (n=1,2,...), tel que r, — oo,
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fO(2,) — oo et

f(j) (2)
fO(z)

1 .
< =] (1+o0) |z <2|z]' , 7=0,1,...,0 — 1. (2.4.8)
_j !

De la relation (2.4.1) et ‘f(l) (zn)) — 00 (2, — 00), on a

flz)((zgj) ‘ <|F (z)] < exp{o (1))} (2.4.9)

pour |z,| suffisamment grand.

En substituant (2.1.6), (2.4.7),(2.4.8),(2.4.9) dans (2.1.1), on aura

FED (2,)
l+1) (I-1) (d
oot At (2 \'f 2 1A (o !‘f )) oot |Ad (2 I|f ))
f(Zn) My B
Fo | Ag (2)] en < Mzr™ exp {adyr] } (2.4.10)

(M3 > 0, My > 0 sont des constantes quelconques) .

Par (2.4.10), nous avons exp {arﬁ} < MzrMs. Cest une contradiction.

Par conséquent ‘ f(l) (z)’ est bornée sur un rayon arbitraire argz = 60 €
[(pm,gm] — EQ, (m c IQ) .

Par le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.6, on obtient
£ ()] < My 2] (24.11)

(M3 est une certaine constante) pour tout z dans ¢,, + ¢ < argz < 0, —
avec |z| > 19 >0, (m € Io).

Par (2.4.6) et (2.4.11), on a

[f(2)] < M 2| (2.4.12)
pour tout z dans ¢, + ¢ < argz < 0,, —e avec |z| > ryg >0, (m=1,...,n)
(M > 0 est une certaine constante) .
Et également par le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.6,

nous pouvons obtenir que f (z) est un polynéme de degré < d — 1.
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2.5 Théorémes généralisés:

Théoréme 2.5.1: Supposons que k& > 2 est un nombre naturel et que Ay, Ay, ...,
A1, F5£0 sont des fonctions enti¢res d’ordre fini, ot il existe Ay, Ag,, ..., Aq,,
(0<dy <dy <..<d, <k—1), tels que pour les constantes réelles o > 0,
91,02, ...,0, > 0,0 < < oo, max {d1,da, ..., 0p} < %, nous avons o (A;) <
(j # di,da, ...,d,) et o(F) > (5. Supposons que pour tout ¢ > 0 donné, il
existe deux collections finies de nombres réels {¢,,} et {0,,} satisfaisant

P < <<l <..<@,<0,<@,=¢ +27

et
zn:l (gpmﬂ Hm) <,
tels que

[Ag, (2)| = exp {(1+6:) ar’} (i =1,...,p) |

()] < exp {8 ar®} (j #1)
quandz%oodansgpmgargzg@m,mefiet{gpm,Qm}CHi,HZ-C[() 27),
HNH; =@ (j #1) UH 0,27), LN =@ (j # 1) UI_{12 ,n}.

Alors toutes les solutions de (2.1.1) sont des fonctions entiéres satisfaisant
(2.1.2) avec certaines solutions d’ordre fini possibles. Toutes les solutions pos-
sibles d’ordre fini ont le méme ordre de croissance o (0 < 0 < o0) et (2.1.1)
doit avoir des solutions satisfaisant (2.1.2). S’il existe deux solutions d’ordre
fini fo, f1 de (2.1.1), alors fy — f1 est un polynéome avec deg (fo — f1) < d—1
et fo satisfait

o =0 (fy) < max {a (Ag,),0(Ag), ..., 0

/N

Adp) ,0(F) »X(fo)} :
Si 0 (Aay) # 0 (Aa) # .. # 0 (Aa,) # 0 (F), X(fo) < 7, alors
o (fo) = max {O‘ (Ag,),0(Ag) ..., 0 (Adp> ,O'(F)}.

De plus, si parmi Ay, _1, ..., Ao, il existe une seule combinaison A,,,, ..., 4,
(dy—1 > mq > mg > ... > my > 0) étant transcendantes, o (Amj) (j=1,...,9)
sont inégaux ou bien s = 1, et si my = 0 ou ms; > 0 et les polyndomes
Ap1, A2, ..., Ap vérifient que deg A; — j (j = ms — 1,ms — 2,...,0) sont
inégaux, ou bien m; = 1 et A0, alors toutes les solutions de (2.1.1) vérifient
(2.1.2) avec au plus une possibilité d’une solution d’ordre fini.

Théoréme 2.5.2: Supposons que Ay, Ay, ..., Agy, ..., Adgy, ooy Aayy -y A1,
a, 01, 02, ..., 0p, B, {om}s {0m}, Hi, Ho, ..., Hy, I, Iy, ..., I, et k vérifient les
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hypothéses du Théoréme 2.5.1, et que F#£0 est une fonction entiére d’ordre
o(F)<p.

Alors (2.1.1) doit avoir des solutions satisfaisant (2.1.2), avec quelques solu-
tions polynomiales possibles de degré < d — 1.
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Chapitre 3
Oscillation des solutions des équations différentielles linéaires
3.1 Introduction et résultats principaux:

Ce chapitre est consacré a étudier le probléeme de la croissance, de la distri-
bution de zéros et des points fixes des solutions des équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur & coefficients entiéres de la forme

% b fO D 4 pagf e+ Q2)f = F(z) (3.1.1)

ou k > 2, Q(z) est une fonction entiére d’ordre fini et ¢ € R et ay_1, ..., az sont
des constantes complexes. Tout d’abord, on donne les définitions suivantes.

Définition 3.1.1: (voir[7], [18]) Soit f(z) une fonction entiére non constante
dans le plan complexe. Alors I'ordre et ’hyper-ordre de f sont définis respec-
tivement par

1 log 1
o (f) = lim sup eV (r) , o9 (f) = lim sup 0808V (r)
r—00 log r r—00 log r

ot vy (r) est 'indice central de f(z).

La notation S(r, f) dénote n’importe quelle quantité satisfaisant S(r, f) =
o(T(r, f)) pour r — oo excepté probablement un ensemble de r de mesure
linéaire finie.

Nous définissons également

log N(r, =) _ log log N (7, +
e ) ( f_z),)\g(f—z)zlimsup glog N( f_z).
log r T—00

Af —2) = lim su

(f —2) = lim sup og
Récemment la théorie d’oscillation des équations différentielles complexes a
été étudié activement.

Dans [32], Ye Zhou Li et Jun Wang ont étudié 'oscillation complexe de

f"+e?f +Q(2)f = F(2) (3.1.2)

ol Q(z) et F(z) sont des fonctions entiéres d’ordre fini avec o(F) < 1. Ils ont
obtenu les résultats suivants.

Théoréme 3.1.1: Si Q(z) = h(z)e”®, ou ¢ € R et h(z) est une fonction

entiére transcendante d’ordre o(h) < %, alors toute solution non triviale f

de (3.1.2) satisfait o(f) = A(f —2) = 0o et 0a(f) = Xa(f —2) > a(h).

Supposons que FZ0, alors pour toute solution de (3.1.2), nous avons A (f) = oo
et Ay (f) > o(h).
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Maintenant, on va étendre ce résultat pour 1’équation différentielle linéaire
d’ordre supérieur (3.1.1) ot Q(z) et F(z) sont des fonctions entiéres d’ordre
fini avec o(F') < 1.

Théoréme 3.1.2: Si Q(z) = h(z)e”®, ou ¢ € R et h(z) est une fonction
entiére transcendante d’ordre o(h) < 3, alors toute solution non triviale f
de (3.1.1) satisfait o(f) = A(f —2) = o0 et oo(f) = X (f —2) > o(h).

Supposons que FZ£0, alors pour toute solution de (3.1.1), nous avons A (f) = oo
et Ao (f) > o(h).

Corollaire 3.1.1: Si Q(z) = h(z)e”, oi ¢ € R et h(z) est une fonction

entiére transcendante d’ordre o(h) < %, alors toute solution non triviale f de
I’équation
fO ref +Q(2)f = F(z) (3.1.3)

(k > 2) satisfait o(f) = M(f —2) = 00 et 0o(f) = ;\2 (f —2) > o(h). Sup-

posons que FZ0, alors pour toute solution f de (3.1.3), nous avons A(f) =00
et Ao (f) > o(h).

Pour le cas o(F) > 1, il y a un contre-exemple.
Exemple 3.1.1: ’équation
fE L e e h(2)e T f = (k—1)e* + 1+ h(z)

admet une solution d’ordre fini fy(z) = €*, ou h(z) est une fonction entiére
d’ordre pas plus de 1.

3.2 Lemmes Préliminaires
Pour prouver le Théoréme 3.1.2, nous avons besoin des lemmes suivants:

Lemme 3.2.1: (voir [31]) Soient f; et f, des fonctions méromorphes non
constantes et soient a, by, by (ab1b#£0) des petites fonctions par rapport f; et

fa. Si
bifi +bafa =a

alors

J}I) +N(r, ;2> +N(r, f1) + S (r, fr).

Lemme 3.2.2: (voir [12]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante,
et soit @ > 1 une constante donnée. Alors il existe un ensemble H C (1, 00)
ayant une mesure logarithmique finie et B > 0 une constante qui dépend

T(ﬁ fl) < N(?",
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seulement de « et 4,j (0 < i < j), tels que pour tout |z| ¢ [0,1] U H, nous
avons

‘f(j)(Z)
O(z)

——= (log® r)log T'(ar, f) }JZ )

r

< B{T(ar, f)

Lemme 3.2.3: (voir [29]) Soient w(z) une fonction entiére d’ordre o(w) =
B <1, A(r) = infj,_ log|w(z)| et B(r) = sup|,—, log [w(z)]. Si B < a < 1,
alors

log dens{r : A(r) > (cosma)B(r)} > 1 — 7
— !
En fait, pour le cas o (w) > 0, il y a des estimations plus précises de croissance

de w(z).

Lemme 3.2.4: (voir [4]) Soit w(z) une fonction entiére d’ordre g ot 0 < ¢ < 1,
et soit & une constante donnée. Alors il existe un ensemble S C [0, 00) ayant
une densité supérieure moins de 1 — 2p tel que |w(z)| > exp{|z|* °} pour tout
z satisfaisant |z| € S.

Lemme 3.2.5: (voir [2],[1]) Soit h(z) une fonction entiere transcendante
d’ordre o (h) = o < 5. Alors il existe un sous-ensemble H C (1,00) ayant une
mesure logarithmique infinie, tels que si ¢ = 0, alors

mln{10g|h(z)| : |Z| :T} — 00 (|Z‘ :T€H7T_>OO)

log r
et si 0 > 0, alors pour tout a (0 < a < o)
log |h ()] > 1%, (|]z| =r € H,r — c0).
3.3 Preuve du Théoréme 3.1.2:
Etape I: Montrons que o(f) > 1.
De (3.1.1) on a

€7Zfl + heCZf — F _ (f(k) + akflf(kil) + + a2f”) . (331)

Si F— (f(k) +ap_1 fED 4+ an”) =0 et c# —1, alors

f=Aexp {—/he(cﬂ)zdz} ,

ou A est une constante non nulle.

Sous la condition F' — (f(k) + ap_1 fED +...+a2f”> =0etc = —1, on
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obtient

f= Bexp{—/hdz},

ou B est une constante non nulle. Si F' — (f(k) Fap_y fED 4+ a2f”) #0,
alors on réécrit (3.3.1) sous la forme

fle+hfe =F = (fO + a1 f5 D+ +arf”).

Supposons que o(f) < 1, alors
T(r,f)=o {T (r, e’z)} T (ry f1)y = o{T(r,e*)}

T(r,hf) = o{T(r,e*)} , T(r,hf) = o{T(r,e™)}
T (r,F — (f(k) +ap fEY 4+ agf”)) = O{T

T (r, F— (f(k) +ap 1 fEY 4+ agf"» =o{T
et par le Lemme 3.2.1

T (r, e’z) <N (7’, ;Z) +N (r, ;) +N (r, e’z) + S (7”, e’z)

=N
S

re Z)}

(re
(r;e“)}

)+ W)+ N ) 4.8 1)

(7“: e_z) .

C’est une contradiction.

D’apres la théorie de Wiman-Valiron (voir [15], [30]), il existe un ensemble E;
de mesure logarithmique finie tels que

P (Vf(r)
f(2) z

ou f(z)|=M(r, f) et r ¢ Ej.

) (1+0(1)) (3.3.2)

Etape II: Dans cette étape, nous montrons que o(f) = A(f) = oo et oo(f) =
Aa(f) = o(h) pour FFO.

Par le Lemme 3.2.2, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble F5 de mesure
logarithmique finie, tel que pour tout |z| ¢ [0, 1] U Es, nous avons

W (2)
h(z)

o(F)—14e .

I

/
’F =) < p7=ite, (3.3.3)

En dérivant (3.1.1), on obtient

f(k+1)+ak_1f(k)—|—...+a2f”’+e_zf”—|—[hecz—e_z]f'+[h'ecz+checz]f — F (334)
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Posons

F/
F'=—F.
F

Ce qui implique que (3.1.1) multiplié par %’ donne F’ dans (3.3.4), alors on
obtient

F’ F’
FE + (ak—l - F) F® + (ak—2 - ak—1F> FEY 4
F’ F’ F’
+ <a2 _ a3F> f/l/ + (6—2 _ CLQF) fl/+ lhecz _ e—z _ e—zF‘| f/
F/
+ [h/ecz + che®® — heCZF] F=0. (3.3.5)

Ceci meéne a

(k+1) I\ fk) Fr\ fU=1)
! + (akl - ) L + (akz - ale> / + ...

f E)of f
+ (CEQ - Gg?) f:]:” + <€Z - G,Qf;/) J;:,/
+ [hecz —e 7 — e_zl;] f, + he™ [Z/ +c— ];] = 0. (3.3.6)

Nous discutons deux cas: A. o(h) > 0 et B. o(h) = 0.

Cas A: Si o(h) > 0, alors pour toute constante donnée ¢, du Lemme 3.2.4
il existe un ensemble E3 C [0,00) ayant une densité supérieure moins de
1 —20(h) tel que

[h(2)] > exp {|21"™}, |2| € Es. (3.3.7)

Alors on peut prendre une suite de points {zn = r,eln }, ou [f(zn)| = M(ry, f),
0, €[0,2m) et 1, € B3 — E1 U Fy, (3.3.2), (3.3.3) et (3.3.7) sont vérifiées pour
tout z,. En passant a une sous-suite de {6, }, si nécessaire on passe a la limite
lim 0, = 0,.

- J

J—00

On réécrit (3.1.1) sous la forme

(k) (k—1) " / F
f— + ak,lf +...+ an— + e*zni + he® = —. (3.3.8)

S S S S S
En substituant (3.3.2) dans (3.3.8), on aura

(”J‘(W)k (1+0(1))+ar1 (”f(”)>k_l (14+0(1))+...-+a (Vf(T”)f (140(1))

ZTL n n
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f ()

—1—6_2" <Vf(rn)> (1 +0<1)) +h(zn) el —

Zn

Alors

V]}(Tn)(l +o(1)) + ak_lznl/]}_l(rn)(l +0(1)) + ... + axz"™ 21/?0(7"71)(1 +0o(1))

+2 ey () (1 + 0(1)) + 2Fh (2,) e = ?((ZL)) 2k (3.3.9)
La combinaison de (3.3.2) avec (3.3.6) méne a

h "(z vilra)\"

<”f£:”)> (1+0(1)) + <ak_1 - Z;é:;) ( fz(n")> (1+0(1))
I AL COAN ZIG AP )
+(k2 le(%))( . ) (1+o0(1) + +(2 3F(zn)>
(sz(:n)> (1+0(1)) + <e — a2 ];,,((ZL;) (stzn)) (1+0(1))

CZn efzn _ efzn F/ (Zn) l/f(’l“n) 0
e | P o)

ez |1 () F () |
+h(z,)e [h () +c— 7 (Zn)] = 0. (3.3.10)

) < o(h), donc on a

(f
exp {rgM 5} (3.3.11)

Supposons que o

ou
0 <4e <max{o(h) —os(f),1 —o(F)}.
D’autre part, par [16, p. 15], v¢(r,) — oc.
Maintenant, nous considérons les trois sous-cas suivants.

Sous cas Al: 0, € Sy = (5, 37”) Puisque Sy est un ensemble ouvert, #,, € S

et |0, — 00| < = mm{ — 6,00 — } pour n suffisamment grand,nous avons
lexp(—2z,)| = exp {—r, cosb,}.
Ceci implique

lexp(—2n)| > exp {nr,} (3.3.12)

oll 7 = min {— cos (729023”) , — COS (29‘{%)} > () est une constante.
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On réécrit (3.3.10) sous la forme

F'(en) | i) g 0(1))]

2,) eletDan W (zn) c—
h(en) [h(znﬁ Flo) T o

+”f§:") (1+0(1) [f”ﬂ Toll)) =1 l;(()) 1
N ) { () o)+ (s = 2
: (Von)YQ (1+0(1)) + (ak_Q - ak_liléj:))> (Vfgn)>“ (1+e(D)
E' (2n) } | (3.3.13)

a _aF/<Zn) vi(rn) o —a
+...+<2 3F(Zn)> . (14 0(1)) 2F(zn)

Pour ¢+ 1 > 0, il s’ensuit de (3.3.12) que
lexp (¢ + 1) z,| <exp{—(c+ L)nr,} et |exp(z,)| < exp{—nr,} (3.3.14)

quand n est suffisamment grand. Puis, en combinant ceci avec (3.3.3), (3.3.7),

(3.3.11) et (3.3.13), nous obtenons

”f£:"> (1+0(1)) ”fg:”) (140(1)—1— ];((Z)) < (1+o(1)exp{-ri }.

Donc
F (zn) (1+0(1)) , 3
vi(rn)(1+o0(1)) — 2z, — F (o) Zn| < V) T exp {—rn} .
D’ou
Von) (14+0(1)) —1-— i/§j:; — 0 quand n — oo.
(3.3.15)

Ce qui implique
vi(rn) = (14 0(1))r, , n est assez grand.

Par I'inégalité de Cauchy et [16, p. 26], on obtient

p(r) < M(r, f)

et
1+’

vy(r) < [log (7))
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pour tout 0 < ¢’ < 1 donné. En utilisant (3.3.15), nous obtenons

M(rn, f) > exp {r,°},
n est assez grand.

Ainsi, on a

[F (z0)] < exp {r}; >}

et
P | PGl -
‘f(Zn) Zo| = M(Tn,f)r” 0, quand n — oo. (3.3.16)
En substituant (3.3.16) dans (3.3.9), nous obtenons
e [Vh(rn) (14 0(1)) + ax_12a05 " () (1 + 0(1))
203 (r) (1 4+ 0(1)) + 0(1)]
(3.3.17)

+o.Fagz, Uy
25 i () (14 0(1) + 258 (2,) eletD= = 0.

La combinaison avec (3.3.7),(3.3.11) et (3.3.14) meéne a

2 os () (1 0(1)

vi(ra)r (14 o(1) < |28
k_zl/?c(rn) + 1}

n

<exp{-nr,} {21/’}(7‘71) + 2 |ag_1| rny’;_l(rn) + ..+ 2|as|r

+r¥exp {r;‘l(h)+€} exp{—(c+1)nr,}
< Morfb_2 exp {/{;rg(h)_?’s} exp {—nr,} + rfL exp {rg<h>+€} exp{— (c+ 1) nr,}

1
< exp {—7’%} .

Donc

1 3
ve(r,) < = exp {—Tn} (14 0(1)).
D’ou
ve(r,) — 0

quand n — oo. Ce qui est impossible.
Pour le cas ¢ = —1, il s’ensuit de (3.3.13) et (3.3.14) que
F'(z,
(= ﬂ ¥ om}

1 {yf(Tn) (14 0(1)) sz(:”) (1+0(1)) —1— F(z,)

h(zy) Zn
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W (zn) _ (Zn) vi(ra) o
en 1— (zn) . (1+ (1))1 .

En combinant ceci avec (3.3.3),(3.3.7) et (3.3.11), nous obtenons

W) ) E ) i)y o) < (1+0(1))exp{—7"7:(h2>5}.

h(zp) F(z,) Zn

Donc
W) o F'(zn) | vi(r) 0 — 0 quand n — oo
s 1 o T (1+0(1))| — 0 quand :

En utilisant (3.3.3), (3.3.15) et (3.3.16) dans (3.3.9), on obtient
e [Vi(r) (1 + 0(1)) + ax_12a1§ " (ra) (1 + 0(1)) + ... + a2} 20 () (1 + o(1))

+o(1)] + 2,7 v (ra) (1 + 0(1)) = =23k (2a)
D’apres (3.3.14) et (3.3.7), on aura

¥ exp {rfl(h)’g} < ‘— 2 h(zn)‘ < Myrkv(ry,)
(M certaine constante).
Donc
1 ()2
VIJC“( n) 2 M, exp {Tg(h)is} 2> exp {Tn(h) 26}'
D’ou
L o(h)-2e o(h)—2¢
vi(rn) > exp {krn 2 } > exp {rn } :
Ce qui contredit (3.3.11).
Pour le cas ¢+ 1 < 0, il s’ensuit de (3.3.12) que

lexp(c+1)z,| > exp{—(c+ 1)nr,} et |exp(z,)| < exp{—nr,} (3.3.18)

pour n suffisamment grand. Encore de (3.3.13), on obtient

h(zn)el(c+l)zn {Vf(rn(l +0(1)) lyf(rn)(l +o(1)—1— Z((Z;] + 0(1)}

Zn Zn

S L R T

h(2n) F(z,) Zn
Donc, on aura
h/(zn) F/(Zn) Vf(’l“n) %
W T FG) T, (o) S (Tto(D)exp {_Tn} '
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Ainsi,

M), vi(r)
h(z,) + F(z,) + Zn (

1+0(1))| — 0 quand n — oc.

Ce qui méne a
vi(rn) = (14+0(1)) |c|rn , n est assez grand.
De méme, (3.3.16) est vérifiée. En combinant (3.3.11),(3.3.17) et (3.3.18),
e [Vh(rn) (14 0(1)) + ax-12a05 7 (m) (1 + 0(1)) + .. + 422205 (ra) (1 + o(1))

+o()] + 25 vp(ra) (1 + 0(1)) = =25 h (2,)
D’ou,
7’712 exp {rg(h)_g} exp{—(c+ nr,} < ‘— z,’je(c+1)2"h (zn)‘ < Mgrﬁul}(rn)

( My certaine constante).

Par suite

1 o(h)—3
Vi(rn) > A exp {rfl(h)’s} exp{—(c+ 1)nr,} > exp {m(h) 26} :

Donc
v(ry) > exp {1rg(h)—§s} > exp {Ta(h)*%}.
iy k — n
Ce qui contredit (3.3.11)
Alors nous avons o5(f) > o(h) dans ce sous cas Al.
Sous cas A2:

0o €S =(0,5)U (37”, 27). Puisque S; est un ensemble ouvert, alors 0,, € Sy
pour n suffisamment grand. On a

lexp(—2,)| < exp{—nr,}, (3.3.19)

oll 7 = min {cos (%#) , COS (29({%3”)} > 0 est une constante.

On réécrit (3.3.10) sous la forme

e—z"yfz(:n)(l +0(1)) lyfz(:n)(l re) =t 1;((?))]

W) | F() | sl

n(eyers [ o B 00 oy
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__ (f”) (1+0(1)) { (f()> (L+o(L) + ( - ;()) ) |

(”f“““))k_2<1+0<1>> i (o e By 20 (21 ) (14 o(1)
(

F(zn) \ vs(rn) . F' (z,
F(zn)> L (1to(l)) —ap aen } (3.3.20)

Pour ¢ > 0, de (3.3.19) on obtient

+...+ <CL2 — as

lexp (czn)| > exp {enr,}.

En substituant ceci avec (3.3.3),(3.3.19) et (3.3.11) dans (3.3.20), nous obtenons

h () F'(z,)  vilry) %

h(2,) T T (zn) * fzn (1+0(1))] < (1+0(1))exp {—rn} .
D’on,

h' (Zn) o— F' (Zn) Vf(?”n) ) ‘ ~ e

W) T FG) T (14 0(1))| — 0 quand _

Encore de (3.3.3), on obtient
ve(rn) = (1+0(1))|c|r, , n est assez grand.

Par conséquent, (3.3.16) est vérifice. De méme, il s’ensuit de (3.3.7), (3.3.9),
(3.3.16) et (3.3.19)

Vi(ra)(1+0(1)) + ap-12205 " (ra) (1 + 0(1)) + ... + 422, w5 (r) (1 4 0(1))

e () (L4 o(1)) + o(1) = — ke h (2,).

Donc
¥ exp {r;“‘)—f} exp {enr,} < ’—zﬁew"h (zn)’ < Mgrﬁl/l}(?"n)

(M3 une certaine constante). D’ou,

1 1 _3

k o(h)—¢ o(h)—e o(h)—3e
Vi(rn) = exp |7, exXpCNTy = —— exp > exp{ }
! (ra) Ms { } { } M3 { }

Par conséquent

1 (-3
vi(ra) = exp {krn(h) 25} > exp {rgM =%}

Ce qui contredit (3.3.11).
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Pour ¢ = 0, en substituant (3.3.3),(3.3.7), (3.3.11) et (3.3.19) dans (3.3.20),

on aura
1 (o (h)— 1
< (140(1)) {exp {—rﬁ( ") E)} + exp {—7’% }}

-

W) P vl
W) Fla) T o o)

D’on,

h' (zn) _ F' (Zn) 4 Vf(rn) (1 + 0(1))‘ — 0 quand n — oo.

Ceci implique

vi(r,) < Trrilax{ff(h),o(F)}-irE‘
D’autre part, en substituant (3.3.3),(3.3.7) et (3.3.11) dans (3.3.9), on a

1
h(zn)

{I/fc(rn)(l +0(1)) + ak_lznyl}_l(rn)(l +o(1)+ ...+ agzﬁ_Qu?p(rn)(l +0(1))

k—1 _—zn

+z e uf(rn)(l—i—o(l))}—i—zﬁ: ; )f(zn)z

Par suite

h(lzn) {y’}(rn)(l +o(1)) + ak_lznylji_l(rn)(l +o(1)) + ...

taszk 2V (ra) (1 + o(1)) + 25~ 'e ™ wy(rn) (14 0(1)) }]

< exp {_rgww—e)}
D’ou,

h(lzn) ?éj:))zﬁ =z +o(1) =z (1+0(1)).
Donc,

B (z)] |1+ o(1)] = m

Ceci meéne a

M (TTH f) S exp {TZ(F)—O'(}L)_H.;} ‘
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Ce qui est impossible par le théoréme de Lindelof.
Si ¢ < 0, alors de (3.3.19), on obtient

lexp(cz,)| < exp {enra}, n — oo.

Posons
L= (VfZM) (4oL + (akl = ?((Z))) (”fz(:n)> (14 0(1)
+ (ak . 1];;:))) (”é:“) (1+o0(1)) + ..
(CLQ — (13 Zn ) Vf ]. + 0 — Q9 ?I((Zzn)) .
Encore de (3.3. 20 obtlent
)0 o) ] < (1 o1 exp { k)
Donc,
L] <r exp{ } (1;}(—(0(1))'
D’ou |L| — 0 quand n — oo, c’est a-dire L = o(1).
Par suite
_ (sz(:n)> (1+o(1) = <ak1 - ];((Z))) (sz(:n)> (14 o(1))
, k-3
o ) (422 0.
a _aF/(Zn) vi(ra) o _aFI(Zn) o
+( 2 3F(zn)> . (1+0(1)) 2 F (o) +o(1).
Par conséquent
(202) a4
S (”f£:">)k_2\<1+o<1>>\+
o = an e 3| T 0 o) el 41
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U (7“ ) k—2
<2 (Jap| +rg071F) (f> + o

vi(rn () Lie
+2 (\agl + |as] TZ(F)_H‘E) f; ) + |ag| reE)=1te

n

k—2
ve(ry ve(r,
<2l + 0 (002l + ) P ol 41

T'n

(M’ > 1 une certaine constante).
Ceci implique que, o (f) < 1. C’est une contradiction.

Sous-cas A3: 0y = 7 et Oy = 37“ Cela veut dire que Re {—rnew"} = 0. Sans
perte de généralité, on consideére le secteur S, = {z ry—e<argz < 5+ 5},
o 0 < ¢ < 1. Il existe un nombre fini de points de la suite {z,} dans Sy
sauf I'axe imaginaire. En effet, s’il existe un nombre infini de points {znj}

a lextérieur de S5 = {z s <argz < ”TJFE}, en prenant lim 6,, = 6y, Du

—00
raisonnement du sous-cas Al et A2, cela est impossible. domme ¢ est arbi-
traire, on sait que presque toute la suite est dans ’axe imaginaire sauf peut
étre un nombre fini de points. Alors, il existe N > 0 tel que, quand n > N on
a, —1 < Re {—rnew”} < 1. Donc

et < lexp (—2,)| < e. (3.3.21)

On réécrit (3.3.10) sous la forme

i) E) ety )

h(z,) F(z,) Zn

e b (1)
h(z,) Zn

S <f<>> (14 0(1)) {(f”> (1+o(1))

+ (1+o(1)) [”f“")(uou)) 11—

o F D) i) gy F G
+( N IesY (1+0(1)) 2 F (o } (3.3.22)
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Puisque ¢ est une constante réelle, de (3.3.21) nous avons

At <lexp{—(c+ 1Dz} <A ; B'<l|exp{—cz,}|<B (3.3.23)

ou A, B sont des nombres entiers positifs supérieurs & 1. En combinant ceci
avec (3.3.3), (3.3.7) et (3.3.11) dans (3.3.22),

F (Zn) + Vf(rn) (1 + 0(1)) (U(h)_a)} '

1
2
n

< (1+o0(1))exp {—r

R (z) el

h<zn) F(ZTL> Zn
D’ou
B F'
h ((ZZ:)) +c— ja <(§:>) + Vfi:n) (1+ 0(1))' — 0 quand n — oco.  (3.3.24)
Si c# 0, (3.3.24) implique
vi(rn) = (L4+0(1)) |c|rn , n est assez grand.

De méme, (3.3.16) est vérifiée, ainsi de (3.3.9) nous avons
n V(ra)(1+0(1))

V]}(Tn)(l +o(1)) + ak_lznl/l}_l(rn)(l +o(1)) + ... +agz, v}

+2F e v (r,) (14 0(1)) + o(1) = —zFe™ h (2,)
En substituant (3.3.21) et (3.3.23) dans cette derniére, nous obtenons

k

5 |h(2,)| B! < ‘—szecz"’h (zn)‘ < Msriv(ry)

(M35 une certaine constante).

Donc
n

1 o(h)—2
—~_exp {Ta(h)—a} > exp {rn(h) e}.

1
K(rp) > — |h B! >
Vf(rn) = M5| (Zn)| - M5B

D’ou
1 o(n)-3e o(h)—2¢
ve(rn) > exp Al > exp {Tn } .

En raison de (3.3.11), c’est impossible.
Si ¢ = 0, alors en combinant (3.3.3) et (3.3.11) avec (3.3.9), on obtient

1 {l/fc

e (A0 0(1) + akaz™ () (14 o(1)

Le™ yp(ry) (1 + 0(1))} + 2F

ot azz) 2V (r) (L4 o(1)) + 2~
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1 F(Zn)zk
o h(z) fza)

De méme, on trouve

L o) )l =

Donc

[E ()l |F (20)]

h (z)] = |14 o(1)] M, f) = M, f)

D’ou
e

n est assez grand. Ceci méne a

_IF (=)

M (Tn,f) > ‘h(zn” > ;exp {rg(h)—a} > exp {Tg(h)—k}7

1
2

M (Tm f) S exp {TZ(F)_U(}L)—I,—QE} '

Par le théoréeme de Lindelof, nous obtenons o (f) < o (F') < 1, ce qui contredit
le résultat de I’étape 1, et ainsi nous avons également oo (f) > o (h).

Cas B: Si 0 (h) = 0, Par le Lemme 3.2.5, il existe un ensemble F5 C (1, 00)
ayant une mesure logarithmique infinie. Pour A assez grand, on a

|h(2)] > r? (3.3.25)
pour tout z satisfaisant |z| € Fs.

On suppose que o (f) < oo. Il est clair qu'on peut prendre une suite de
points {zn = rnew"} satisfaisant (3.3.25), |f(2z,)| = M(rp, f), 0, € [0,27) et
T, € Fs — E1 U Fy U Ey. En passant & une sous-suite de {6, }, alors (3.3.2) et
(3.3.3) restent valables, si nécessaire, on peut supposer que jh—>r£10 On; = Oo.

Aussi on traite trois sous-cas suivant #y. En utilisant le méme raisonnemnt du
Cas A, on peut aussi avoir une contradiction. Donc o (f) = oo.

Les points fixes: On réécrit (3.1.1) sous la forme

(k) (k—l) " /
} = ; (‘ff +ak_1f 7 + ... +a2jjf +6_le; +hecz> :

(3.3.26)

Nous savons que si f a un zéro en zy d’ordre o (o > k), alors F' doit avoir un
zéro en zg d’ordre o — k.
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Par conséquent, on obtient

N (r, }) < kN (7“, J1”> +N (7“, ;) . (3.3.27)
D’autre part, (3.3.26) implique

1) < 1) =) 4 m(r, he®) + S( 3.3.28

m(r,f>_m(r,F +m(r, e ?) + m(r, he”) r, f). (3.3.28)

Considérons o (f) = oo, de (3.3.27) et (3.3.28), on a

T(r, f) :T< 1) +o(1)

"
() em (s ) vor

< kN (r, }) + N <r, ;) +m (7’, ;) +m(r,e %)
+m(r, he”®) + S(r, f) + O(1)

= kN (r, }) +T <r, }17> +O0()+T(r,e 7))+ T(r,he”) + S(r, f).

T <7~, ;) +O() =T (r, F) = S(r, f), T(r,e~) = S(r, )

et

Etape III: Démontrons que o2 (f) > o (h) pour F(z) = 0, quand Q(z) =
h(z)e®, ou c € R et h(z) est une fonction entiére transcendante d’ordre o (h) <
1

5.
Par le Lemme 3.2.2, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble £, ayant
une mesure logarithmique finie. Alors pour tout |z| ¢ [0, 1] U Ey4, nous avons
W (z)
h(z)

< po(B)—l4e (3.3.29)
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Comme dans le cas F' = 0, on traite deux cas: o (h) > 0 et o(h) = 0. On
traite seulement le cas o (h) > 0 et le cas o (h) = 0 se démontre par la méme
méthode. Supposons que o5 (f) < o (h), du Lemme 2.4, (3.3.7) est vérifice
pour tout z telle que |z| € Ej. Alors on peut prendre une suite de points
{20 =rue®}, ot |f(z0)] = M(ry, f), 0n € [0,27) et 7, € Es — Ey U By,
(3.3.2), (3.3.7) et (3.3.29) sont vérifiées pour tout z,. En passant & une sous-
suite de {0, }, si nécessaire on passe & la limite lim 0, = 6.

j—oo
On réécrit (3.1.1) sous la forme
f(k) f(k—l) " /
— +a,_ + ...+ a—+e =+ he” =0. 3.3.30
;e PO (3:3:30)

En substituant (3.3.2) dans (3.3.30),
l/l}(rn)(l +o(1)) + ak,lznyl}*l(rn)(l +o(1))+ ...+

agzﬁ_QV?c(rn)(quo(l))—I—zﬁ_le_z"yf(rn)(lnLo(l))—I—zﬁecz"h (z,) =0. (3.3.31)

D’ailleurs, nous savons que (3.3.11) est vérifiée et v¢(r,) — oo.
Maintenant nous considérons les trois sous cas suivants:

Cas i) 0y € So = (5, %) et (3.3.12) est vérifice.
On réécrit (3.3.31) sous la forme

Vi(ra) (14 0(1)) + ap—1200/5 (1) (14 0(1)) + ... + agzh 05 (rn) (1 + 0(1))

e [y (r) (1 + 0(1)) + 2hel D= (2,)] = 0. (3.3.32)

n

En substituant (3.3.11) et (3.3.12) dans (3.3.32), on trouve

1
| s () (14 0(1)) + 25l D5 h (2,)| < exp {‘“%} '

‘zﬁ_lyf(rn)(l +o(1)) + 2FelctDanp (zn)‘ — 0 quand n — oo. (3.3.33)
Pour ¢+ 1 > 0, il s’ensuit de (3.3.12)

exp (¢ + 1) za] < exp {—(c + 1)}
quand n est suffisamment grand.

Puis, en combinant ceci avec (3.3.33), nous obtenons,

Z,’j_lyf(rn)(l +0(1)) + zﬁe(cﬂ)z"h (z,) = o(1).
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() (14 0(1)) = —2Fe @z n (2,) + o(1).

e () (14 0(1)) < ryexp {—(c+ 1)nr,} exp {rz(h)+€} + 1.

Donc

v(ra) < 1y exp {—ré} (1+0(1) + 74,}1(1 +o(1))

n

1

< 27’nexp{—rﬁ} +o0(1).

Et par suite, v¢(r,) — 0 quand n — oo. Ce qui est une contradiction.
Pour ¢+ 1 < 0, il s’ensuit de (3.3.12)
lexp (¢ + 1) z,| > exp{—(c+ 1)nr,}

quand n est suffisamment grand. Puis, en combinant ceci avec (3.3.11) et
(3.3.33),

() (14 0(1) — o(1) = —2Fetanp (2,) .
Donc,

|2 () (14 0(1)) = o(1)] < 27k Twp(ry) + 1

< 4r§_1yf(rn) < 4T,’§Vf(7"n)
et

‘—zﬁe(cﬂ)z’lh (zn)‘ > r¥exp {rz(h)’s} exp{—(c+ 1)nr,}

> r¥exp {rg(h)_s} .
D’on,
1
vi(rn) > 1 exp {rg“)*} > exp {rg(h)’%}
Ceci contredit (3.3.11).

Pour ¢+ 1 =10, 0n aexp(c+ 1)z, = 1. En combinant (3.3.7) et (3.3.11) avec
(3.3.33), il est facile d’obtenir

zn () (L +0(1) = o(1) = —z,h (z) -
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D’ou

2w (r) (14 0(1)) = o(1)| < drfv(ry)
et

= zhh (z0)] = rhexp {70},

alors

ve(rn) > iexp {rz(h)_g} > exp {rg(h)_%} )

Ceci contredit (3.3.11).
Cas ii) 0y € S1 = (0, 3) U (3, 27), et on a (3.3.19).

Pour ¢ > 0, de (3.3.19) on obtient
lexp (—cz,)| < exp{—cnr,}.
On réécrit (3.3.31) sous la forme
e*CZ"{VI;(Tn)(l +o(1)) + ak,lznyljfl(rn)(l +o(1)) + ...

tagzy 2V (ry) (L4 0(1) + 25 e v (r) (1+0(1)) } + 25k (2,) = 0. (3.3.34)

En substituant ceci avec (3.3.11) dans (3.3.34), nous obtenons
|h (2,)| " = ‘zﬁh (zn)‘ < Mgrﬁylfc(rn) exp {—cnr,} < rFexp {—ré}
(Mg > 0 une certaine constante).
D’ou
()| < exp{—ri}
Ainsi, |h (z,)] — 0 quand n — oco. Ce qui contredit (3.3.7).

Pour ¢ = 0, alors e"“» = 1. En substituant ceci avec (3.3.11) et (3.3.19) dans
(3.3.34), de méme, on obtient

—zf{h (zn) = V’}(Tn)(l +o(1)) + ak_lznul}_l(rn)(l +o(1)) + ...

+as2E 205 () (14 0(1)) + 2K e s () (1 + o(1)).
D’ou

[ (za) 7k = |—25h (20)| < Morfvi(rs).
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Et par suite
|h (2,)] < Mgexp {k‘rg(h)_?’a} < exp {rz(h)_%}
(Mjy une certaine constante). Ce qui implique une contradiction a (3.3.7).
Si ¢ < 0, alors de (3.3.19), on obtient
lexp (—cz,)| > exp{—cnr,} ,n — oco.
Encore de (3.3.34), on aura
V'}(rn)(l +o(1)) + ak,lznufﬁl(m)(l +o(l))+ ...+ agzﬁﬂy?(rn)(l +o0(1))

= 2" ey e(r,) (1 4+ 0(1) — 2% e h(z,) .

n

Comme
‘—zﬁ_le_z”yf(rn)(l +o(1)) — 2% e h (zn)) < exp {—Té}
alors
V'}(rn)(1+0(1))+ak_1znyl}_1(rn)(1+0(1))+...+a2zf;_21/3@(Tn)(lJro(l)) =o(l).

D’ou

+ay <W>2 (1+0(1)) = o(1).

Zn
Et par suite

k k-1 2
<”ff7“”)> |1+o<1>|g2|ak_1|<”f7fr">> +...+2|a2|<”f£r”)) +1.

n n n

On déduit que o (f) < 1. C’est une contradiction.

Cas iii) 0y = £ ou 0y = % et (3.3.21) est vérifiée. Puisque ¢ est constante

réelle, de (3.3.21) nous avons
B < |exp{—cz,}| < B
ol B est un nombre entier positif supérieur a 1.

En combinant ceci avec (3.3.3) et (3.3.11) dans (3.3.34), on obtient

[ (za) 7k = |=25h (20)| < Mygrkvki(r).
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D’ou
|h (2n)] < Mg exp {k'rz(h)*”e} < exp {rg(h)%e} _
Ce qui contredit (3.3.7).

Les points fixes: Pour finir, montrons que o (f) = A (f — 2) = 0o et 03 (f) =
X (f —2) >0 (h)si F£0 ou F = 0.

Posons w = f — z, de (3.1.1), nous avons
w® 4+ ap 7 w® D 4+ agw” + e Fw' + he®w = F — (e_’z + heczz) )

Comme o (F) < 1, alors F'— (™% 4+ he®®2)#0 si F£0 ou F' = 0, ce qui implique
que

1 1 w® wkE=1 W L e
E_F_(e—z_i_heczz) w + ar—1 w +...—|—a,2;—|—e E—i_ e
(3.3.35)

Si w a un zéro en 2y d’ordre o (a > k), alors F' — (e=* + he®z) doit avoir un
zéro en zg d’ordre o — k.

Par conséquent, on obtient

1 — 1 1
N(r,— ) <kN|(r — N . 3.
<r, w) - <T’ w) * (r, F—(e %+ heczz)> (3:3.36)

D’autre part, (3.3.35) implique

m(r, ;) <m (7“, - <€Z1+ heczz))—l—m(r, e *)+m(r, he®)+S(r, f). (3.3.37)

De (3.3.36) et (3.3.37),

— 1 1 1
<EkN|(r — N
- <T’ w> * D (e=% + heczz)> m <T7 F—(e*+ heczz)>

+m(r,e %) + m(r,he”) + S(r, f) + O(1)

)
— kN (r, fiz> +T (r, e (e—zl+ h6022)> +O0(1) +T(r,e?)

+T(r, he®®) + S(r, f)
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—z
Donc
— 1

Tr,w)=T(r, f—2)=T(r f)+S(r,f) <EkEN <7’, 7o z) +S(r, f)
D’ou

o(f)=A(f—2) etox(f)=A(f—2)
La preuve du Théoréme 3.1.2 est compléte.
3.4 Preuve du Corollaire 3.1.1: Posons a,_1 = ag_2 = ... = ag = 0 dans

'équation (3.1.1), on obtient les résultats du Théoréme 3.1.2.

3.5 Exemples:

Exemple 1: On considére I’équation différentielle (¢ = 0)
@) +e f () +h(2) f(z) =0

ou

1

hiz)=> —52"

2
n
n>1 1

est une fonction entiére transcendante d’ordre zéro.

Alors d’aprés le Théoréme 3.1.2, on a pour toute solution f de cette équation
différentielle

o(f)=A(f—z)=o00eto2(f) =X (f —2) >0(h)

Exemple 2: On considére ’équation différentielle

FO=5f"(2) +2f" (2) + e (2) + h(z) e f (2) =

ou

o1



est une fonction entiere transcendante d’ordre o (k) = 3, la fonction %

est entieére d’ordre égal % Alors d’aprés le Théoréeme 3.1.2, on a pour toute
solution f de cette équation différentielle

o (f)=A(f) =00 et oa(f)=X2(f) >0 (h)
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