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Introduction :

Depuis trente six ans, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes fondée par le célèbre mathématicien Rolph Nevanlinna est dev-
enue un outil indispensable dans l�étude des propriétés des solutions des équa-
tions di¤érentielles complexes, en particulier la croissance et l�oscillation des
solutions. La théorie de l�oscillation est une branche importante de la théorie
appliquée des équations di¤érentielles liées à l�étude des phénomènes oscillants
en technologie, aussi bien que les sciences normales et sociales. Il y�a beaucoup
de résultats des recherches jusqu�à maintenant concernant l�oscillation et les
applications de la théorie de Rolph Nevanlinna sur les équations di¤érentielles
linéaires à coe¢ cients fonctions entières ou méromorphes.

En 1966, H. Wittich a trouvé le résultat suivant:

Les coe¢ cients entières de

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0

sont des polynômes si et seulement si toutes les solutions sont des fonctions
entières d�ordre �ni de croissance.

I. Laine et B. Bank (voir [22]) parmi les premiers mathématiciens qui se sont
intéressés aux solutions des équations di¤érentielles linéaires du second ordre à
coe¢ cients fonctions entières. En 1982, ils ont étudié la distribution des zéros
des solutions de l�équation di¤érentielle linéaire

f 00 + A(z)f = 0

où A(z) est un polynôme ou une fonction entière transcendante.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et dé�nitions sur la théorie de R.
Nevanlinna et quelques préliminaires de la théorie de Wiman-Valiron, qu�on
aura besoin par la suite.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de la croissance et l�oscillation
complexe de quelques équations di¤érentielles linéaires non-homogènes d�ordre
supérieur avec des coe¢ cients transcendantes d�ordre �ni. Sous certaines con-
ditions, nous montrons que toutes les solutions de ces équations sont des fonc-
tions entières. Parmi ces solutions; certaines sont d�ordres in�ni de croissance
tandis que les autres sont d�ordre �ni de croissance.

Le troisième chapitre est consacré à du problème de la croissance, de l�étude
la distribution des zéros et des points �xes des solutions des équations dif-
férentielles linéaires d�ordre supérieur. Le but de ce chapitre, est d�étudier
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l�équation

f (k) + ak�1f
(k�1) + :::+ a2f

00 + e�zf 0 +Q(z)f = F (z)

où k � 2, Q(z) � h(z)ecz et c 2 R et ak�1; :::; a2 sont des constantes complexes
et h(z) est une fonction entière transcendante d�ordre < 1

2
:
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Chapitre 1

Rappels et dé�nitions:

1.1 Théorie de R. Nevanlinna:

Théorème 1.1.1: (voir [21]) (Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle
que f (0) 6= 0;1, et soient a1; a2; ::: (resp. b1; b2; :::) ses zéros (resp. ses pôles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf (0)j = 1

2�

2�Z
0

log
���f �rei'���� d'+ X

jbj j<r
log

r

jbjj
�

X
jaij<r

log
r

jaij
:

Dé�nition 1.1.1: (voir [21]) Pour tout nombre réel � > 0, on dé�nit

log+ � = max (0; log�) :

Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans lemme
suivant:

Lemme 1.1.1: (voir [21])

log� � log+ � (a)

log+ � � log+ � pour � � � (b)

log� = log+ �� log+ 1
�

(c)

jlog�j = log+ �+ log+ 1
�

(d)

log+
 

nY
i=1

�i

!
�

nX
i=1

log+ �i (e)

log+
 

nX
i=1

�i

!
� log n+

nX
i=1

log+ �i (f)

Dé�nition 1.1.2: (voir [21]) Soit f une fonction méromorphe, n�étant pas
identiquement égal à a 2 C. Soit i (z; a; f) désignant la multiplicité de a-point
de f à z. Ainsi, on dé�nit

n (r; a; f) = n

 
r;

1

f � a

!
=

X
jzj�r
f(z)=a

i (z; a; f) ;

c�est à-dire, n (r; a; f) est le nombre de racines de f (z) = a dans jzj � r,
chaque racine étant compté avec son ordre de multiplicité. Pour les pôles de
f , nous dé�nissons pareillement

n (r;1; f) = n (r; f) =
X
jzj�r
f(z)=1

i (z;1; f) :
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Dé�nition 1.1.3: (voir [21]) (fonction a-points). Pour la fonction méromor-
phe f , on dé�nit

N (r; a; f) = N

 
r;

1

f � a

!
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+n (0; a; f) log r; a 6=1

et

N (r;1; f) = N (r; f) =

rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r

N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Dé�nition 1.1.4: (voir [14] ; [15])(fonction de proximité). Pour la fonction
méromorphe f , on dé�nit

m (r; a; f) = m

 
r;

1

f � a

!
=
1

2�

2�Z
0

log+
����� 1

f (rei')� a

����� d' ; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
���f �rei'���� d'

m (r; a; f) est appelée la fonction de proximité de la fonction f au point a.

Dé�nition 1.1.5: (voir [18]) (Fonction caractéristique). La fonction carac-
téristique de la fonction méromorphe f est dé�nie comme suit

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1.1: Pour la fonction f (z) = eaz (a 6= 0), on a

m (r; f) =
jaj r
�

; N (r; f) = 0:

D�où

T (r; f) =
jaj r
�
:

Lemme 1.1.2: (voir [21]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points
�1; :::; �n dans jzj � r tels que 0 < j�1j < j�2j < ::: < j�n j � r, chacun étant
compté avec son ordre de multiplicité. Alors

rZ
0

n (t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt =

X
0<j�ij�r

log
r

j�ij
:
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Lemme 1.1.3: (voir [21]) Soit f une fonction méromorphe avec le développe-
ment de Laurent

f (z) =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
���f �rei'���� d'+N (r; f)�N

 
r;
1

f

!
:

Théorème 1.1.2: (Premier théorème fondamental). Soient f une fonction
méromorphe, a 2 C et

f (z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

le développement de Laurent de la fonction f � a à l�origine. Alors

T

 
r;

1

f � a

!
= T (r; f)� log jcmj+ ' (r; a)

où

j' (r; a)j � log 2 + log+ jaj :

Preuve. Supposons d�abord a = 0: Du Lemme 1.1.1 (c) et Lemme 1.1.3, on
obtient

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log+
���f �rei'���� d'� 1

2�

2�Z
0

log+
����� 1

f (rei')

����� d'+N (r; f)�N
 
r;
1

f

!

= m (r; f)�m

 
r;
1

f

!
+N (r; f)�N

 
r;
1

f

!
:

D�où

m

 
r;
1

f

!
+N

 
r;
1

f

!
= m (r; f) +N (r; f)� log jcmj (1.1.1)

T

 
r;
1

f

!
= T (r; f)� log jcmj

Ce qui est l�a¢ rmation avec ' (r; 0) � 0:

Montrons le cas général a 6= 0. Posons h = f � a: Il est clair que

N
�
r;
1

h

�
= N

 
r;

1

f � a

!
; N (r; h) = N (r; f)
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et

m
�
r;
1

h

�
= m

 
r;

1

f � a

!
:

De plus,

log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2

log+ jf j = log+ jf � a+ aj = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log 2
En intégrant ces inégalités, on obtient

m (r; h) � m (r; f) + log+ jaj+ log 2

m (r; f) � m (r; h) + log+ jaj+ log 2
Par conséquent

' (r; a) = m (r; h)�m (r; f)

satisfait

j' (r; a)j � log 2 + log+ jaj :

Par une application de (1:1:1) pour h, on obtient

T
�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= m (r; h) +N (r; h)� log jcmj

= m (r; f) +N (r; f)� log jcmj+ ' (r; a)

= T (r; f)� log jcmj+ ' (r; a) :

Remarque 1.1.1: Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme
suit

T

 
r;

1

f � a

!
= T (r; f) +O (1)

pour tout a 2 C: On note que O (1) dépend de a 2 C:

Lemme 1.1.4: (voir [21]) Soient f; f1; :::; fn des fonctions méromorphes et
�; �; 
; � 2 C tels que �� � �
 6= 0. Alors

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + log n (a)

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) (b)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) (c)
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N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) (d)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + log n pour r � 1 (e)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) pour r � 1 (f)

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N� (g)

T

 
r;
�f + �


f + �

!
= T (r; f) +O (1) (h)

Dé�nition 1.1.6: (voir [23] ; [27] ; [28]) Soit f une fonction méromorphe. On
dé�nit l�exposant de convergence des zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

 
r;
1

f

!
=
Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

 
0;
1

f

!
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque

jzj � t et l�exposent de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

 
r;
1

f

!
=
Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

 
0;
1

f

!
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans

le disque jzj � t.

Exemple 1.1.2: L�exposent de convergence des zéros distincts de la fonction
f (z) = ez � 1 est égal à 1:

Dé�nition 1.1.7: (voir [14] ; [26]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre
et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
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et

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j. Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et
l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r

où T (r; f) est la fonction caractéristique de f .

Exemple 1.1.3: La fonction f (z) = exp fexp zg est d�ordre � (f) = 1 et
d�hyper ordre �2 (f) = 1:

Lemme 1.1.5: Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

�
�
f (k)

�
= � (f) :

Dé�nition 1.1.8: La fonction a(z) est appelée petite fonction par rapport à
f si a(z) est une fonction méromorphe satisfaisant T (r; a) = S(r; f), c�est-à-
dire T (r; a) = o(T (r; f)) quand r !1 à l�extérieur d�un ensemble de mesure
linéaire �nie.

Lemme 1.1.6: Soient f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un
entier positif. Alors

m

 
r;
f (k)

f

!
= O (log (rT (r; f)))

à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie. Si f est
d�ordre �ni, alors

m

 
r;
f (k)

f

!
= O (log r) :

1.2 La densité des ensembles:

Dé�nition 1.2.1: (voir [15]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1)
est dé�nie par

m (E) =
Z +1

0
�E (t) dt
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où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarith-
mique d�un ensemble F � [1;1) est dé�nie par

lm (F ) =
Z +1

1

�F (t)

t
dt:

Dé�nition 1.2.2: (Voir [15]) La densité inférieur d�un sous-ensemble H �
[0;+1) est dé�nie par

densH = lim
r!1

inf

0@ rZ
0

�H (t) dt

1A =r
et la densité supérieur de H est dé�nie par

densH = lim
r!1

sup

0@ rZ
0

�H (t) dt

1A =r:
Dé�nition 1.2.3: (Voir [15]) La densité logarithmique inférieur log densH
d�un sous-ensemble H � [1;+1) est dé�nie par

log densH = lim
r!1

inf

0@ rZ
1

�H (t)

t
dt

1A = log r
et la densité logarithmique supérieur log densH d�un sous-ensemble H �
(1;+1) est dé�nie par

log densH = lim
r!1

sup

0@ rZ
1

�H (t)

t
dt

1A = log r
où �H (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble H.

Exemple 1.2.1:

1) E = [1; 2], alors:

m (E) = 1 ; lm (E) = ln 2 ; densE = densE = log densE = log densE = 0

2) Soient rn = ee
n
; n � 1; et E = S

n�1
[rn; ern] : Alors

densE = 0 ; densE > 0 ; log densE = log densE = 0

Preuve: Posons sn = ern. Alors

snZ
0

�E (t) dt �
snZ
rn

dt = (e� 1) rn = (1� 1=e) sn
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et donc densE � (1� 1=e) : Cependant

rnZ
0

�E (t) dt �
sn�1Z
0

�E (t) dt � sn�1 = o (rn) :

Ce qui donne densE = 0:

Supposons maintenant que r est su¢ samment large, avec rn � r < sn. Donc

rZ
1

�E (t)

t
dt �

nX
j=1

sjZ
rj

�E (t)

t
dt =

nX
j=1

sjZ
rj

dt

t
= n = log log rn � log log r:

Ainsi log densE = 0

1.3 Le terme maximal et l�indice central:

Dé�nition 1.3.1: (voir [15]) Soit f (z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière, le

terme maximal de f est dé�ni par � (r) = max fjanj rn; n = 0; 1; 2; :::g et
l�indice central de f est dé�ni par �f (r) = max fm;� (r) = jamj rmg.

Si a0 = 0 alors �f (0) n�a pas de sens.

Exemple 1.3.1: Pour le polynôme P (z) = anz
n + :::: + a0�an 6= 0, on a

� (r) = janj rn et �P (r) = n pour r assez grand.

Lemme 1.3.1: Pour r > 0, on a

� (r) �M (r; f) � 2� (2r) : (1.3.1)

Preuve. La première inégalité de (1:3:1) vient de la formule intégrale de
Cauchy. On a pour k � 0

jakj =
�����f (k) (0)k!

����� =
����� 12�i

Z
jzj=r

f (z)

zk+1
dz

����� � 1

2�
(2�r)M (r; f) r�k�1 =M (r; f) r�k

La deuxième inégalité se démontre comme suit. Pour k � 0, on a

jakj (2r)k � � (2r) =) jakj rk � 2�k� (2r)

et donc

M (r; f) �
1X
k=0

jakj rk �
1X
k=0

2�k� (2r) = 2� (2r) :

Lemme 1.3.2: �f (r) est non décroissante et �f (r)!1 quand r !1:
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Preuve. Supposons d�abord que 0 < r < s et �f (r) = N > M . Alors, on
obtient

jaN j rN � jaM j rM ; jaN j sN � jaM j sM

et donc �f (s) � N:

Soit maintenant k > 0 tel que ak 6= 0. Alors si m < k, nous avons jamj rm <
jakj rk pour tout r assez grand, et ainsi �f (r) � k. Puisqu�il existe un tel k
arbitrairement grand, ainsi �f (r) est non bornée, étant non décroissante, alors
�f (r)!1 quand r !1.

Lemme 1.3.3: (voir [26] ; [27]) Soient f une fonction entière d�ordre �, et
�f (r) l�indice central de f . Alors

� = lim
r!+1

log+ �f (r)

log r
:

Lemme 1.3.4: (voir [7]) Soient g (z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière, � (r) le

terme maximal, �g (r) est l�indice central de g. Alors

log � (r) = log ja0j+
rZ
0

�g (t)

t
dt: (1.3.2)

Supposons que a0 6= 0. Pour r < R

M (r; g) < � (r)
�
�g (R) +

R

R� r

�
: (1.3.3)

Lemme 1.3.5: (voir [7]) Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni avec
l�hyper-ordre �2 (g) = �, et soit �g (r) l�indice central de g. Alors

lim
r!1

log log �g (r)

log r
= �:

Preuve. Posons g (z) =
1P
n=0

anz
n. Sans perte de généralité, supposons que

ja0j 6= 0. Par (1:3:2) et du Lemme 1.3.4, le terme maximal � (r) de g satisfait

log � (2r) = log ja0j+
2rZ
0

�g (t)

t
dt � log ja0j+ �g (r) log 2: (1.3.4)

Par l�inégalité de Cauchy, on obtient

� (2r) �M (2r; g) : (1.3.5)
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Ceci et (1:3:4) donnent

�g (r) log 2 � logM (2r; g) + C (1.3.6)

où C (C > 0) est une constante. D�où

lim
r!1

log log �g (r)

log r
� lim

r!1

log log logM (r; g)

log r
= �2 (g) = �: (1.3.7)

D�autre part, par (1:3:3) et du Lemme 1.3.4, on obtient

M (r; g) < � (r) f�g (2r) + 2g =
���a�g(r)��� r�g(r) f�g (2r) + 2g : (1.3.8)

Par conséquent, on obtient de (1:3:8)

logM (r; g) � �g (r) log r + log �g (2r) + C1

log logM (r; g) � log �g (r) + log log �g (2r) + log log r + C2 (1.3.9)

� log �g (2r)
"
1 +

log log �g (2r)

log �g (2r)

#
+ log log r + C3

où Cj (> 0) (j = 1; 2; 3) sont des constantes. Par (1:3:9), on obtient

�2 (g) = lim
r!1

log log logM (r; g)

log r

� lim
r!1

log log �g (2r)

log (2r)
= lim

r!1

log log �g (r)

log r
: (1.310)

Des relations (1:3:7) et (1:3:10) on obtient le Lemme 1.3.5.
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Chapitre 2

Croissance des solutions des équations di¤érentielles à
coe¢ cients entières d�ordre �ni.

2.1 Introduction et résultats

Dans l�étude de l�équation di¤érentielle linéaire non-homogène d�ordre supérieur

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0
+ A0f = F (2.1.1)

où A0; A1; :::; Ak�1; F =� 0; (k � 1) sont des fonctions entières transcendantes
d�ordres �nis. Tu Jin, Zheng Xiumin et Huang Wenping ont étudié l�oscillation
complexe de (2:1:1) et ils ont obtenu les résultats suivants:(voir [29])

Théorème 2.1.1: Supposons que k � 2 est un nombre naturel et queA0; A1; :::,
Ak�1; F=�0 sont des fonctions entières d�ordre �ni, où il existe Ad et Al (0 �
d < l � k � 1) tels que pour les constantes réelles �1 > �2 > 0, �3 > �4 > 0,
0 < � < 1, nous avons � (Aj) < � (j 6= d; l) et � (F ) � �. Supposons que
pour tout z satisfaisant arg z = � et pour r su¢ samment grand, nous avons

jAd (z)j � exp
n
�1r

�
o

; jAl (z)j � exp
n
�2r

�
o
; � 2 H1

et

jAl (z)j � exp
n
�3r

�
o

; jAd (z)j � exp
n
�4r

�
o
; � 2 H2

où H1; H2 � [0; 2�), H1 \ H2 = ?, H1 [ H2 = [0; 2�) � E0, E0 ayant une
mesure linéaire nulle.

Alors toutes les solutions de (2:1:1) sont des fonctions entières satisfaisant

� (f) = � (f) = � (f) =1 (2.1.2)

avec certaines solutions d�ordre �ni possibles. Toutes les solutions possibles
d�ordre �ni ont le même ordre de croissance � (0 � � <1) et (2:1:1) doit
avoir des solutions satisfaisant (2:1:2).

S�il existe deux solutions d�ordre �ni f0; f1 de (2:1:1), alors f0 � f1 est un
polynôme avec deg (f0 � f1) � d� 1 et f0 satisfait

� = � (f0) � max
n
� (Ad) ; � (Al) ; � (F ) ; � (f0)

o
:

Si � (Ad) 6= � (Al) 6= � (F ), � (f0) < �, alors

� (f0) = max f� (Ad) ; � (Al) ; � (F )g :
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De plus, si parmi Ad�1; :::; A0, il existe une seule combinaison Am1 ; :::; Ams

(d�1 � m1 > m2 > ::: > ms � 0) étant transcendentes, �
�
Amj

�
(j = 1; :::; s)

sont inégaux ou bien s = 1, et si ms = 0 ou ms > 0 et les polynômes
Ams�1; Ams�2; :::; A0 véri�ent que degAj � j (j = ms � 1;ms � 2; :::; 0) sont
inégaux, ou bien ms = 1 et A0=�0, alors toutes les solutions de (2:1:1) véri�ent
(2:1:2) avec au plus une possibilité d�une solution d�ordre �ni.

Théorème 2.1.2: Supposons queA0; A1; :::; Ad; :::; Al; :::; Ak�1; �1; �2; �3; �4; �;
H1; H2 et k véri�ent les hypothèses du Théorème 2.1.1, et que F=�0 est une
fonction entière avec � (F ) < �. Alors (2:1:1) doit avoir des solutions satis-
faisant (2:1:2), avec quelques solutions polynômiales possibles de degré� d�1.

Maintenant�on va étendre ces résultats pour l�équation di¤érentielle (2:1:1)
par un changement sur les hypothèses.

Théorème 2.1.3: Supposons que k � 2 est un nombre naturel et queA0; A1; :::;
Ak�1; F=�0 sont des fonctions entières d�ordre �ni, où il existe Ad et Al (0 �
d < l � k � 1) tels que pour les constantes réelles � > 0; �1 > 0; �2 > 0; 0 <
� <1;max f�1; �2g < 1

k
, nous avons � (Aj) < � (j 6= d; l) et � (F ) � �. Sup-

posons que pour tout " > 0 donné, il existe deux collections �nies de nombres
réels f'mg et f�mg satisfaisant

'1 < �1 < '2 < �2 < ::: < 'n < �n < 'n+1 = '1 + 2� (2.1.3)

et
nX

m=1

�
'm+1 � �m

�
< "; (2.1.4)

tels que

jAd (z)j � exp
n
(1 + �1)�r

�
o
; jAl (z)j � exp

n
�1�r

�
o

(2.1.5)

quand z !1 dans 'm � arg z � �m;m 2 I1 et f'm; �mg � H1 et

jAl (z)j � exp
n
(1 + �2)�r

�
o
; jAd (z)j � exp

n
�2�r

�
o

(2.1.6)

quand z !1 dans 'm � arg z � �m;m 2 I2 et f'm ; �mg � H2 où H1; H2 �
[0; 2�) ; H1 \H2 = ?; H1 [H2 = [0; 2�) ; I1 \ I2 = ? et I1 [ I2 = f1; 2; :::; ng.

Alors toutes les solutions de (2:1:1) sont des fonctions entières satisfaisant
(2:1:2) avec certaines solutions d�ordre �ni possibles. Toutes les solutions pos-
sibles d�ordre �ni ont le même ordre de croissance � (0 � � <1) et (2:1:1)
doit avoir des solutions véri�ant (2:1:2). S�il existe deux solutions d�ordre �ni
f0; f1 de (2:1:1), alors f0 � f1 est un polynôme avec deg (f0 � f1) � d � 1 et
f0 satisfait

� = � (f0) � max
n
� (Ad) ; � (Al) ; � (F ) ; � (f0)

o
: (2.1.7)
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Si � (Ad) 6= � (Al) 6= � (F ) ; � (f0) < �, alors

� (f0) = max f� (Ad) ; � (Al) ; � (F )g :

De plus, si parmi Ad�1; :::; A0, il existe une seule combinaison Am1 ; :::; Ams

(d�1 � m1 > m2 > ::: > ms � 0) étant transcendentes, �
�
Amj

�
(j = 1; :::; s)

sont inégaux ou bien s = 1, et si ms = 0 ou ms > 0 et les polynômes
Ams�1; Ams�2; :::; A0 véri�ent que degAj � j (j = ms � 1;ms � 2; :::; 0) sont
inégaux, ou bien ms = 1 et A0=�0, alors toutes les solutions de (2:1:1) véri�ent
(2:1:2) avec au plus une possibilité d�une solution d�ordre �ni.

Théorème 2.1.4: Supposons que A0; A1; :::; Ad; :::; Al; :::; Ak�1; �; �1; �2; �; f'mg ;
f�mg ; H1; H2; I1; I2 et k véri�ent les hypothèses du Théorème 2.1.3 et que F=�0
est une fonction entière avec � (F ) < �. Alors (2:1:1) doit avoir des solutions
satisfaisant (2:1:2), avec quelques solutions polynômiales possibles de degré
� d� 1.

2.2 Lemmes Préliminaires:

Lemme 2.2.1: (voir [5]) Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; F=�0 sont des fonc-
tions entières avec au moins un As (0 � s � k � 1) étant fonction transcen-
dante. Soit l�équation homogène

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0
+ A0f = 0 (2.2.1)

correspondante de (2:1:1). Alors toutes les solutions de (2:1:1) et (2:2:1) sont
des fonctions entières, et les deux équations (2:1:1) et (2:2:1) doivent avoir des
solutions d�ordre in�ni.

Lemme 2.2.2: (voir [6]) Soient A0; A1; :::; Ak�1; F=�0 des fonctions entières
d�ordre �ni. Si f est une solution de (2:1:1) satisfaisant

max f� (F ) ; � (Aj) ; j = 0; :::; k � 1g < � (f) = � (0 < � � 1) ;

alors

� (f) = � (f) = � (f) : (2.2.2)

Lemme 2.2.3: (voir [12]) Soit f (z) une fonction entière transcendante d�ordre
�ni �, soit � = f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de di¤érents
couples de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0 (i = 1; :::;m), et soit " > 0 une
constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire
nulle, tel que si  0 2 [0; 2�)�E, alors il existe une constante R0 = R0 ( 0) > 1
tel que pour tout z satisfaisant arg z =  0, jzj = r � R0, et pour tout
(k; j) 2 �, nous avons�����f (k) (z)f (j) (z)

����� � jzj(k�j)(��1+") : (2.2.3)
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Lemme 2.2.4 : (voir [23]) Soit f (z) une fonction entière et supposons que���f (k) (z)��� est non bornée sur un certain rayon arg z = �. Alors il existe une suite

in�ni de points zn = rne
i � (n = 1; 2; :::) ; où rn ! +1; tel que f (k) (zn)!1

et �����f (j) (zn)f (k) (zn)

����� � 1

(k � j)!
(1 + o (1)) jznjk�j (j = 0; :::; k � 1) : (2.2.4)

Lemme 2.2.5: (Phragmén-Lindelöf, voir [25]) : Soit f (z) une fonction ana-
lytique dans le domaine D = fz : � < arg z < �; r0 < jzj <1g, et continue
sur D = D [ C (C est la frontière de D ). Si pour tout " > 0 donné, il existe
R (") > 0 tel que pour jzj > R (") ; z 2 D, nous avons

jf (z)j � exp
n
" jzj

�
���

o
; (2.2.5)

et pour z 2 C, nous avons jf (z)j � M (M > 0 est une constante), alors
jf (z)j �M est véri�ée pour tout z 2 D:

Lemme 2.2.6: Supposons que A0; A1; :::; Ad; :::; Al; :::; Ak�1; �; �1; �2; �; f'mg ;
f�mg ; H1; H2; I1; I2 et k véri�ent les hypothèses du Théorème 2.1.3. Alors toute
solution f =�0 de (2:2:1) est un polynôme de degré � d�1 ou une fonction en-
tière d�ordre in�ni, et l�équation (2:2:1) doit avoir des solutions d�ordre in�ni.

De plus, si parmi Ad�1; :::; A0, il existe une seule combinaison Am1 ; :::; Ams

(d�1 � m1 > m2 > ::: > ms � 0) étant transcendentes, �
�
Amj

�
(j = 1; :::; s)

sont inégaux ou bien s = 1, et si ms = 0 ou ms > 0 et les polynômes
Ams�1; Ams�2; :::; A0 véri�ent que degAj � j (j = ms � 1;ms � 2; :::; 0) sont
inégaux, ou bien ms = 1 et A0=�0, alors toutes les solutions de (2:2:1) véri�ent
� (f) =1.

Preuve: Par le Lemme 2.2.1, nous savons que toutes les solutions de (2:2:1)
sont des fonctions entières, et que l�équation (2:2:1) doit avoir des solutions
d�ordre in�ni.

Supposons maintenant que f =�0 est une solution de (2:2:1) avec � (f) = � <
+1. Par les hypothèses, pour tout "(0 < " < �

3(�+ 1
4)
), il existe deux collections

�nies de nombres réels f'mg et f�mg satisfaisant (2:1:3); (2:1:4) tels que Ad; Al
véri�ent (2:1:5) dans 'm � arg (z) � �m (m 2 I1), et Ad; Al véri�ent (2:1:6)
dans 'm � arg (z) � �m (m 2 I2) et max f� (Aj) : j 6= d; lg < �.

Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) ayant une mesure
linéaire nulle, tel que si  0 2 [0; 2�) � E1, alors il existe une constante R0 =
R0 ( 0) > 1 tel que pour tout k > d � 0 et tout j = d+ 1; :::; k;�����f (j)(z)f (d)(z)

����� � jzj(j�d) (��1+") � jzj(k�d)� (0 < " < 1) (2.2.6)
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quand jzj � R0 le long de arg z =  0.

Supposons maintenant que
���f (d) (z)��� est non bornée sur un certain rayon arg z =

�0 où �0 2 ['m; �m]�E1 (m 2 I1). Alors par le Lemme 2.2.4, il existe une suite
in�ni de points zn = rne

i �0, où rn ! +1 tel que f (d) (zn)!1 et�����f (j) (zn)f (d) (zn)

����� � 1

(d� j)!
(1 + o (1)) jznjd�j � 2 jznjd (j = 0; :::; d� 1) (2.2.7)

quand zn !1: Par (2:2:1) et (2:1:5) ; (2:2:6) ; (2:2:7) ; on a

exp
n
(1 + �1)� jznj�

o
� jAd (zn)j �

�����f (k) (zn)f (d) (zn)

�����+ jAk�1 (zn)j
�����f (k�1) (zn)f (d) (zn)

�����
+:::+ jAl (zn)j

����� f (l) (zn)f (d) (zn)

�����+ :::+ jAd+1 (zn)j
�����f (d+1) (zn)f (d) (zn)

�����
+ jAd�1 (zn)j

�����f (d�1) (zn)f (d) (zn)

�����+ :::+ jA0 (zn)j
����� f (zn)f (d) (zn)

�����
�M0 exp

n
��1 jznj�

o
jznjM1 (2.2.8)

(M0 > 0;M1 > 0 sont des constantes quelconques). Par (2:2:8), on obtient

exp
n
� jznj�

o
�M0 jznjM1 ;

c�est une contradiction. Par conséquent,
���f (d) (z)��� est bornée sur n�importe quel

rayon arg z = � où � 2 ['m; �m] � E1 (m 2 I1). Alors, il découle du Lemme
2.2.5 qu�il existe une constante M2 > 0 tel que���f (d) (z)��� �M2: (2.2.9)

Pour tout z dans 'm + " � arg z � �m � "; (m 2 I1). Par d-fois intégration
réitérée suivant la ligne segment[0; z], on obtient

f (z) = f (0) + f
0
(0)

z

1!
+ :::+

1

(d� 1)!f
(d�1) (0) zd�1

+
Z z

0
:::
Z z

0

Z z

0
f (d) (t) dt:::dt: (2.2.10)

D�après l�inégalité triangulaire et (2:2:9), on obtient à partir de (2:2:10)

jf (z)j � jf (0)j+
���f 0 (0)��� jzj

1!
+
���f 00 (0)��� jzj2

2!
+ :::+M2

jzjd

d!
:

D�où

jf (z)j �M 0
1 jzj

d (2.2.11)
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(M 0
1 > 0 est une certaine constante) pour un point arbitraire z dans 'm+" �

arg z � �m � "; (m 2 I1) avec jzj � r0 > 0:

Par le même raisonnement, on obtient

jf (z)j �M 0
2 jzj

l (2.2.12)

(M 0
2 > 0 est une certaine constante ) pour un point arbitraire z dans 'm+" �

arg z � �m � "; (m 2 I2) ; avec jzj � r1 > 0.

Puis, par (2:2:11) et (2:2:12) , on obtient

jf (z)j �M jzjl (2.2.13)

(M > 0 est une certaine constante) dans 'm+" � arg z � �m�" (m = 1; :::; n)
avec jzj � r1 > 0:

D�autre part, de � (f) = � < +1; on a jf (z)j � exp
n
r�+

1
4

o
est véri�ée dans

�m � " � arg z � 'm+1 + " (m = 1; :::; n) pour jzj = r > r0 > 0.

De 'm+1 � �m < " et 0 < " < �

3(�+ 1
4)
, on a

�
'm+1 + "

�
� (�m � ") < 3" <

�

� + 1
4

:

Par conséquent il existe R > 1 + r0, tel que r�+
1
4 < "r

�

('m+1+")�(�m�") pour
r > R.

Par conséquent,�����f (z)zl

����� � exp
�
"r

�

('m+1+")�(�m�")

�

est véri�ée dans �m � " � arg z � 'm+1 + " (m = 1; :::; n) avec jzj = r > R et
sur les rayons arg z = �m � ", arg z = 'm+1 + " avec jzj � r1 > 0; on a�����f (z)zl

����� �M

d�après de (2:2:13).

Par conséquent, par le Lemme 2.2.5,�����f (z)zl

����� �M

est véri�ée dans �m � " � arg z � 'm+1 + " (m = 1; :::; n) avec jzj > R:
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Ainsi

jf (z)j �M jzjl

est véri�ée dans le plan entier d�après (2:2:13).

Par conséquent, f (z) est un polynôme avec deg f � l et puis de (2:2:1), nous
avons deg f � l � 1:

En outre, prouvons que f (z) est un polynôme de degré � d � 1. Si f(z) est
un polynôme de degré � d, nous pouvons choisir une courbe

� = fz : arg z = �; 'm � � � �m ;m 2 I1g :

Par (2:1:5) et (2:2:1), on obtient pour tout z 2 � et pour r su¢ samment grand

exp
n
(1 + �1)�r

�
o
� jAd (z)j �

���Ad (z) f (d) (z)��� � ���f (k) (z)���+:::+���Al (z) f (l) (z)���
+:::+

���Ad+1 (z) f (d+1) (z)���+ ���Ad�1 (z) f (d�1) (z)���+ ::::+ jA0 (z) f (z)j

�M3 exp
n
�1�r

�
o
rM4 (2.2.14)

(M3;M4 sont des constantes quelconques). Par (2:2:14), on obtient

exp
n
�r�

o
�M3r

M4 ;

c�est une contradiction. Ainsi f (z) est un polynôme de degré � d� 1:

De plus, siAm1 ; :::; Ams (d� 1 � m1 > m2 > ::: > ms � 0) sont transcendantes
et �

�
Amj

�
(j = 1; :::; s) sont inégaux ou s = 1, on a:

Si ms = 0, f =�0 est un polynôme avec deg f = m (0 � m < d� 1), alors

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f

est une fonction entière transcendante d�ordre égal à

max f� (Am) ; � (Am�1) ; :::; � (A0)g :

Ceci contredit (2:2:1).

Ainsi toutes les solutions f=�0 de (2:2:1) véri�ent � (f) =1.

Si ms > 0, f=�0 est un polynôme avec deg f = m (ms � m < d� 1), alors

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f

est une fonction entière transcendante d�ordre égal à

max f� (Am) ; � (Am�1) ; :::; � (A0)g :
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Ceci contredit (2:2:1).

Et si deg f = m < ms, comme les polynômes Ams�1; Ams�2; :::; A0 véri�ent
que (degAj)� j (j = ms � 1;ms � 2; :::; 0) sont inégaux ou ms = 1 et A0 =�0,
alors

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f

est un polynôme de degré égal à

max fdegAj + (m� j) ; j = 0; 1; :::;mg :

Ceci contredit également (2:2:1).

Par conséquent toutes les solutions f =�0 de (2:2:1) véri�ent � (f) =1:

2.3 Preuve du théorème 2.1.3:

Par le Lemme 2.2.1 et le Lemme 2.2.2, nous savons que toutes les solutions de
(2:1:1) sont des fonctions entières, l�équation (2:1:1) doit avoir des solutions
d�ordre in�ni et toutes les solutions d�ordre in�ni satisfont (2:1:2).

Supposons maintenant que f0 est une solution de (2:1:1) avec � (f0) = � <
+1. Si f1 (6� f0) est la deuxième solution d�ordre �ni de (2:1:1), alors f0� f1
est une solution de l�équation homogène (2:2:1) correspondante de (2:1:1) et
� (f0 � f1) < +1.

Par le Lemme 2.2.6, f0 � f1 est un polynôme avec deg (f0 � f1) � d� 1.

Par conséquent � (f1) = �.

Soit f0 une solution de (2:1:1) d�ordre �ni.

Nous pouvons écrire (2:1:1) sous la forme

1

f0
=
1

F

0@f (k)0

f0
+ Ak�1

f
(k�1)
0

f0
+ :::+ A1

f
0
0

f0
+ A0

1A : (2.3.1)

Il s�ensuit que si f0 (z) ) a un zéro z0 d�ordre � > k, alors F doit avoir un zéro
en z0 d�ordre �� k.

Par conséquent

n

 
r;
1

f0

!
� k n

 
r;
1

f0

!
+ n

�
r;
1

F

�
(2.3.2)
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et

N

 
r;
1

f0

!
� k N

 
r;
1

f0

!
+N

�
r;
1

F

�
: (2.3.3)

Par une application du lemme de la dérivée logarithmique, on a

m

0@r; f (j)0
f0

1A = O (ln r) (j = 1; :::; k) (� (f0) < +1) (2.3.4)

est véri�ée pour tout r en dehors d�un ensemble E � (0;+1) ayant une
mesure linéaire m (E) = � < +1:

De (2:3:1) ; on a

m

 
r;
1

f0

!
� m

�
r;
1

F

�
+
k�1X
j=0

m (r; Aj) +
kX
j=1

m

0@r; f (j)0
f0

1A+O (1) : (2.3.5)

Alors on obtient de (2:3:3), (2:3:4) et (2:3:5)

T (r; f0) = T

 
r;
1

f0

!
+O (1)

� kN

 
r;
1

f0

!
+ T (r; F ) +

k�1X
j=0

T (r; Aj) +O (log r) (r =2 E) : (2.3.6)

Posons maintenant � = max f� (Ad) ; � (Al) ; � (F )g. Alors pour " > 0 donné
et r su¢ samment grand, on a

T (r; F ) < r�+"; T (r; Aj) < r�+" (j = 0; :::; k � 1) : (2.3.7)

Ainsi, du (2:3:6) et (2:3:7) , on obtient

T (r; f0) � k N

 
r;
1

f0

!
+ (k + 1) r�+" +O (log r) (2.3.8)

est véri�ée pour r su¢ samment grand. Par conséquent

� (f0) � max
n
�; � (f0)

o
= max

n
� (Ad) ; � (Al) ; � (F ) ; � (f0)

o
: (2.3.9)

Si � (Ad) 6= � (Al) 6= � (F ), � (f0) < � (f0), alors de (2:3:9), on obtient

� (f0) � max f� (Ad) ; � (Al) ; � (F )g (2.3.10)

et de (2:1:1), on obtient

� (f0) � max f� (Ad) ; � (Al) ; � (F )g : (2.3.11)
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Par conséquent,

� (f0) = max f� (Ad) ; � (Al) ; � (F )g : (2.3.12)

De plus, si parmi Ad�1; :::; A0, il existe une seule combinaison Am1 ; :::; Ams

(d�1 � m1 > m2 > ::: > ms � 0) étant transcendentes, �
�
Amj

�
(j = 1; :::; s)

sont inégaux ou bien s = 1, et si ms = 0 ou ms > 0 et les polynômes
Ams�1; Ams�2; :::; A0 véri�ent que degAj � j (j = ms � 1;ms � 2; :::; 0) sont
inégaux, ou bien ms = 1 et A0=�0, alors par le Lemme 2.2.6, toutes les solu-
tions f de (2:2:1) véri�ent � (f) =1.

Par conséquent f0 � f1 (on suppose f0; f1 (f0=�f1) deux solutions d�ordre �ni
de (2:1:1), alors � (f0 � f1) <1) ne peut pas être une solution de l�équation
homogène correspondante (2:2:1) de (2:1:1).

Par conséquent, l�équation (2:1:1) a au plus une solution exceptionnelle pos-
sible f0 d�ordre �ni.

2.4 Preuve du théorème 2.1.4: Par les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, nous savons
que (2:1:1) doit avoir des solutions d�ordre in�ni, et toutes les solutions d�ordre
in�ni satisfont (2:1:2).

Supposons que f est une solution de (2:1:1) avec � (f) = � < 1. Puisque
� (F ) < �, pour r su¢ samment grand nous avons

jF (z)j � exp
n
o (1) r�

o
: (2.4.1)

Pour f , posons � (f) = � < +1. Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble
E1 � [0; 2�) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)�E1, alors il
existe une constante R0 = R0 (�) > 1, tel que pour tout z satisfaisant arg z = �
et jzj = r � R0, on a�����f (j) (z)f (d) (z)

����� � jzj(k�d)� ; j = d+ 1; :::; k: (2.4.2)

Montrons maintenant que
���f (d) (z)��� est bornée sur le rayon arg z = � 2

['m; �m]� E1, (m 2 I1).

Si
���f (d) (z)��� est non bornée sur le rayon arg z = �, alors par le Lemme 2.2.4, il

existe une suite in�nie des points zn = rne
i � (n = 1; 2; :::), tel que rn ! 1,

f (d) (zn)!1 et

�����f (j) (z)f (d) (z)

����� � 1

(d� j)!
(1 + o (1)) jznjd�j � 2 jznjd ; j = 0; 1; :::; d� 1: (2.4.3)
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De la relation (2:4:1) et
���f (d) (zn)���!1 (zn !1), on a����� F (zn)f (d) (zn)

����� � jF (zn)j � expno (1) r�no (2.4.4)

pour jznj su¢ samment grand.

En substituant (2:1:5) ; (2:4:2) ; (2:4:3) ; (2:4:4) dans (2:1:1) ;

exp
n
(1 + �1)�r

�
n

o
� jAd (zn)j �

����� F (zn)f (d) (zn)

�����+
�����f (k) (zn)f (d) (zn)

�����+jAk�1 (zn)j
�����f (k�1) (zn)f (d) (zn)

�����
+::::+jAl (zn)j

����� f (l) (zn)f (d) (zn)

�����+:::+jAd+1 (zn)j
�����f (d+1) (zn)f (d) (zn)

�����+jAd�1 (zn)j
�����f (d�1) (zn)f (d) (zn)

�����
+::::+ jA0 (zn)j

����� f (zn)f (d) (zn)

����� �M0r
M1
n exp

n
��1r

�
n

o
(2.4.5)

(M0 > 0;M1 > 0 sont des constantes quelconques) :

Par (2:4:5), on a

exp
n
�r�n

o
�M0r

M1
n :

C�est une contradiction.

Par conséquent
���f (d) (z)��� est bornée sur un rayon arbitraire arg z = � 2

['m; �m]� E1, (m 2 I1).

Par le même raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.6, on a

jf (z)j �M2 jzjd (2.4.6)

(M2 est une certaine constante) pour tout z dans 'm + " � arg z � �m � "
avec jzj � r0 > 0, (m 2 I1) :

Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble E2 � [0; 2�) ayant une mesure
linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�) � E2, alors il existe une constante R1 =
R1 (�) > 1, tel que pour tout z satisfaisant arg z = � et jzj = r � R1, on a�����f (j) (z)f (l) (z)

����� � jzj(k�l)� ; j = l + 1; :::; k: (2.4.7)

Montrons maintenant que
���f (l) (z)��� est bornée sur le rayon arg z = � 2 ['m; �m]�

E2; (m 2 I2) :

Si
���f (l) (z)��� est non bornée sur le rayon arg z = �, alors par le Lemme 2.2.4, il

existe une suite in�nie de points zn = rne
i � (n = 1; 2; :::), tel que rn ! 1,
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f (l) (zn)!1 et�����f (j) (z)f (l) (z)

����� � 1

(l � j)!
(1 + o (1)) jznjl�j � 2 jznjl ; j = 0; 1; :::; l � 1: (2.4.8)

De la relation (2:4:1) et
���f (l) (zn)���!1 (zn !1) ; on a

����� F (zn)f (l) (zn)

����� � jF (zn)j � expno (1) r�no (2.4.9)

pour jznj su¢ samment grand.

En substituant (2:1:6) ; (2:4:7) ; (2:4:8) ; (2:4:9) dans (2:1:1), on aura

exp
n
(1 + �2)�r

�
n

o
� jAl (zn)j �

����� F (zn)f (l) (zn)

�����+
�����f (k) (zn)f (l) (zn)

�����+jAk�1 (zn)j
�����f (k�1) (zn)f (l) (zn)

�����
+::::+jAl+1 (zn)j

�����f (l+1) (zn)f (l) (zn)

�����+jAl�1 (zn)j
�����f (l�1) (zn)f (l) (zn)

�����+:::+jAd (zn)j
�����f (d) (zn)f (l) (zn)

�����
+::::+ jA0 (zn)j

����� f (zn)f (l) (zn)

����� �M3r
M4
n exp

n
��2r

�
n

o
(2.4.10)

(M3 > 0, M4 > 0 sont des constantes quelconques) :

Par (2:4:10), nous avons exp
n
�r�n

o
�M3r

M4
n . C�est une contradiction.

Par conséquent
���f (l) (z)��� est bornée sur un rayon arbitraire arg z = � 2

['m; �m]� E2, (m 2 I2) :

Par le même raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.6, on obtient

jf (z)j �M5 jzjl (2.4.11)

(M5 est une certaine constante) pour tout z dans 'm + " � arg z � �m � "
avec jzj � r0 > 0, (m 2 I2) :

Par (2:4:6) et (2:4:11), on a

jf (z)j �M jzjl (2.4.12)

pour tout z dans 'm + " � arg z � �m � " avec jzj � r0 > 0; (m = 1; :::; n)

(M > 0 est une certaine constante) :

Et également par le même raisonnement que dans la preuve du Lemme 2.2.6,
nous pouvons obtenir que f (z) est un polynôme de degré � d� 1.
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2.5 Théorèmes généralisés:

Théorème 2.5.1: Supposons que k � 2 est un nombre naturel et queA0; A1; :::;
Ak�1; F=�0 sont des fonctions entières d�ordre �ni, où il existe Ad1 ; Ad2 ; :::; Adp ,
(0 � d1 < d2 < ::: < dp � k � 1), tels que pour les constantes réelles � > 0,
�1; �2; :::; �p > 0, 0 < � < 1, max f�1; �2; :::; �pg < 1

k
, nous avons � (Aj) < �

(j 6= d1; d2; :::; dp) et � (F ) � �. Supposons que pour tout " > 0 donné, il
existe deux collections �nies de nombres réels f'mg et f�mg satisfaisant

'1 < �1 < '2 < �2 < ::: < 'n < �n < 'n+1 = '1 + 2�

et

nX
m=1

�
'm+1 � �m

�
< ";

tels que

jAdi (z)j � exp
n
(1 + �i)�r

�
o
; (i = 1; :::; p) ;

���Adj (z)��� � expn�i �r�o ; (j 6= i)

quand z !1 dans 'm � arg z � �m, m 2 Ii et f'm; �mg � Hi, Hi � [0; 2�),

Hi\Hj = ? (j 6= i),
p[
i=1

Hi = [0; 2�), Ii\ Ij = ? (j 6= i),
p[
i=1

Ii = f1; 2; :::; ng.

Alors toutes les solutions de (2:1:1) sont des fonctions entières satisfaisant
(2:1:2) avec certaines solutions d�ordre �ni possibles. Toutes les solutions pos-
sibles d�ordre �ni ont le même ordre de croissance � (0 � � <1) et (2:1:1)
doit avoir des solutions satisfaisant (2:1:2). S�il existe deux solutions d�ordre
�ni f0; f1 de (2:1:1), alors f0 � f1 est un polynôme avec deg (f0 � f1) � d� 1
et f0 satisfait

� = � (f0) � max
n
� (Ad1) ; � (Ad2) ; :::; �

�
Adp

�
; � (F ) ; � (f0)

o
:

Si � (Ad1) 6= � (Ad2) 6= ::: 6= �
�
Adp

�
6= � (F ), � (f0) < �; alors

� (f0) = max
n
� (Ad1) ; � (Ad2) ; :::; �

�
Adp

�
; � (F )

o
:

De plus, si parmi Ad1�1; :::; A0, il existe une seule combinaison Am1 ; :::; Ams

(d1�1 � m1 > m2 > ::: > ms � 0) étant transcendantes, �
�
Amj

�
(j = 1; :::; s)

sont inégaux ou bien s = 1, et si ms = 0 ou ms > 0 et les polynômes
Ams�1; Ams�2, :::; A0 véri�ent que degAj � j (j = ms � 1;ms � 2; :::; 0) sont
inégaux, ou bien ms = 1 et A0=�0, alors toutes les solutions de (2:1:1) véri�ent
(2:1:2) avec au plus une possibilité d�une solution d�ordre �ni.

Théorème 2.5.2: Supposons que A0, A1, :::, Ad1 ; :::, Ad2, :::, Adp , :::, Ak�1,
�, �1, �2, :::, �p, �, f'mg, f�mg, H1, H2, :::, Hp, I1, I2, :::, Ip et k véri�ent les
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hypothèses du Théorème 2.5.1, et que F=�0 est une fonction entière d�ordre
� (F ) < �.

Alors (2:1:1) doit avoir des solutions satisfaisant (2:1:2), avec quelques solu-
tions polynômiales possibles de degré � d� 1.
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Chapitre 3

Oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires

3.1 Introduction et résultats principaux:

Ce chapitre est consacré à étudier le problème de la croissance, de la distri-
bution de zéros et des points �xes des solutions des équations di¤érentielles
linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients entières de la forme

f (k) + ak�1f
(k�1) + :::+ a2f

00 + e�zf 0 +Q(z)f = F (z) (3.1.1)

où k � 2, Q(z) est une fonction entière d�ordre �ni et c 2 R et ak�1; :::; a2 sont
des constantes complexes. Tout d�abord, on donne les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 3.1.1: (voir[7] ; [18]) Soit f(z) une fonction entière non constante
dans le plan complexe. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respec-
tivement par

� (f) = lim
r!1

sup
log �f (r)

log r
; �2 (f) = lim

r!1
sup

log log �f (r)

log r

où �f (r) est l�indice central de f(z).

La notation S(r; f) dénote n�importe quelle quantité satisfaisant S(r; f) =
o(T (r; f)) pour r ! 1 excepté probablement un ensemble de r de mesure
linéaire �nie.

Nous dé�nissons également

� (f � z) = lim
r!1

sup
logN(r; 1

f�z )

log r
; �2 (f � z) = lim

r!1
sup

log logN(r; 1
f�z )

log r
:

Récemment la théorie d�oscillation des équations di¤érentielles complexes a
été étudié activement.

Dans [32], Ye Zhou Li et Jun Wang ont étudié l�oscillation complexe de

f 00 + e�zf 0 +Q(z)f = F (z) (3.1.2)

où Q(z) et F (z) sont des fonctions entières d�ordre �ni avec �(F ) < 1. Ils ont
obtenu les résultats suivants.

Théorème 3.1.1: Si Q(z) = h(z)ecz, où c 2 R et h(z) est une fonction
entière transcendante d�ordre �(h) < 1

2
, alors toute solution non triviale f

de (3:1:2) satisfait �(f) = � (f � z) = 1 et �2(f) = �2 (f � z) > �(h).
Supposons que F=�0, alors pour toute solution de (3:1:2), nous avons � (f) =1
et �2 (f) > �(h).
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Maintenant, on va étendre ce résultat pour l�équation di¤érentielle linéaire
d�ordre supérieur (3:1:1) où Q(z) et F (z) sont des fonctions entières d�ordre
�ni avec �(F ) < 1.

Théorème 3.1.2: Si Q(z) = h(z)ecz, où c 2 R et h(z) est une fonction
entière transcendante d�ordre �(h) < 1

2
, alors toute solution non triviale f

de (3:1:1) satisfait �(f) = � (f � z) = 1 et �2(f) = �2 (f � z) > �(h).
Supposons que F=�0, alors pour toute solution de (3:1:1), nous avons � (f) =1
et �2 (f) > �(h).

Corollaire 3.1.1: Si Q(z) = h(z)ecz, où c 2 R et h(z) est une fonction
entière transcendante d�ordre �(h) < 1

2
, alors toute solution non triviale f de

l�équation

f (k) + e�zf 0 +Q(z)f = F (z) (3.1.3)

(k � 2) satisfait �(f) = � (f � z) = 1 et �2(f) = �2 (f � z) > �(h). Sup-
posons que F=�0, alors pour toute solution f de (3:1:3), nous avons � (f) =1
et �2 (f) > �(h).

Pour le cas �(F ) � 1, il y a un contre-exemple.

Exemple 3.1.1: l�équation

f (k) + f (k�1) + :::+ f 00 + e�zf 0 + h(z)e�zf = (k � 1) ez + 1 + h(z)

admet une solution d�ordre �ni f0(z) = ez, où h(z) est une fonction entière
d�ordre pas plus de 1.

3.2 Lemmes Préliminaires

Pour prouver le Théorème 3.1.2, nous avons besoin des lemmes suivants:

Lemme 3.2.1: (voir [31]) Soient f1 et f2 des fonctions méromorphes non
constantes et soient a; b1; b2 (ab1b2=�0) des petites fonctions par rapport f1 et
f2. Si

b1f1 + b2f2 � a

alors

T (r; f1) � N(r;
1

f1
) +N(r;

1

f2
) +N(r; f1) + S (r; f1) :

Lemme 3.2.2: (voir [12]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante,
et soit � > 1 une constante donnée. Alors il existe un ensemble H � (1;1)
ayant une mesure logarithmique �nie et B > 0 une constante qui dépend
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seulement de � et i; j (0 � i < j), tels que pour tout jzj =2 [0; 1] [ H, nous
avons�����f (j)(z)f (i)(z)

����� � B

(
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

)j�i
:

Lemme 3.2.3: (voir [29]) Soient !(z) une fonction entière d�ordre �(!) =
� < 1

2
, A(r) = inf jzj=r log j!(z)j et B(r) = supjzj=r log j!(z)j. Si � < � < 1,

alors

log densfr : A(r) > (cos��)B(r)g � 1� �

�
:

En fait, pour le cas � (!) > 0, il y a des estimations plus précises de croissance
de !(z).

Lemme 3.2.4: (voir [4]) Soit !(z) une fonction entière d�ordre % où 0 < % < 1
2
,

et soit " une constante donnée. Alors il existe un ensemble S � [0;1) ayant
une densité supérieure moins de 1� 2% tel que j!(z)j > expfjzj%�"g pour tout
z satisfaisant jzj 2 S.

Lemme 3.2.5: (voir [2] ; [1]) Soit h(z) une fonction entière transcendante
d�ordre � (h) = � < 1

2
. Alors il existe un sous-ensemble H � (1;1) ayant une

mesure logarithmique in�nie, tels que si � = 0; alors

min flog jh (z)j : jzj = rg
log r

!1 (jzj = r 2 H; r !1)

et si � > 0, alors pour tout � (0 < � < �)

log jh (z)j > r� ; (jzj = r 2 H; r !1):

3.3 Preuve du Théorème 3.1.2:

Etape I: Montrons que �(f) � 1.

De (3:1:1) on a

e�zf 0 + heczf = F �
�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
�
: (3.3.1)

Si F �
�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
�
� 0 et c 6= �1, alors

f = A exp
�
�
Z
he(c+1)zdz

�
;

où A est une constante non nulle.

Sous la condition F �
�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
�
� 0 et c = �1, on
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obtient

f = B exp
�
�
Z
hdz

�
;

où B est une constante non nulle. Si F �
�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
�
=�0,

alors on réécrit (3:3:1) sous la forme

f 0e�z + hfecz = F �
�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
�
:

Supposons que �(f) < 1, alors

T (r; f 0) = o
n
T
�
r; e�z

�o
, T (r; f 0) = o fT (r; ecz)g

T (r; hf) = o
n
T (r; e�z)

o
; T (r; hf) = o fT (r; ecz)g

T
�
r; F �

�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
��
= o

n
T (r; e�z)

o
T
�
r; F �

�
f (k) + ak�1f

(k�1) + :::+ a2f
00
��
= o fT (r; ecz)g

et par le Lemme 3:2:1

T
�
r; e�z

�
� N

�
r;
1

e�z

�
+N

�
r;
1

ecz

�
+N

�
r; e�z

�
+ S

�
r; e�z

�
= N(r; ez) +N(r; e�cz) +N(r; e�z) + S

�
r; e�z

�
= S

�
r; e�z

�
:

C�est une contradiction.

D�après la théorie de Wiman-Valiron (voir [15] ; [30]), il existe un ensemble E1
de mesure logarithmique �nie tels que

f (k)(z)

f(z)
=

 
�f (r)

z

!k
(1 + o(1)) (3.3.2)

où jf(z)j =M(r; f) et r =2 E1.

Etape II: Dans cette étape, nous montrons que �(f) = �(f) =1 et �2(f) =
�2(f) � �(h) pour F=�0.

Par le Lemme 3:2:2, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E2 de mesure
logarithmique �nie, tel que pour tout jzj =2 [0; 1] [ E2, nous avons�����F 0(z)F (z)

����� < r�(F )�1+" ;

�����h0(z)h(z)

����� < r�(h)�1+": (3.3.3)

En dérivant (3:1:1), on obtient

f (k+1)+ak�1f
(k)+:::+a2f

000+e�zf 00+[hecz�e�z]f 0+[h0ecz+checz]f = F 0 (3.3.4)
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Posons

F 0 =
F 0

F
F:

Ce qui implique que (3:1:1) multiplié par F 0

F
donne F 0 dans (3:3:4), alors on

obtient

f (k+1) +

 
ak�1 �

F 0

F

!
f (k) +

 
ak�2 � ak�1

F 0

F

!
f (k�1) + :::

+

 
a2 � a3

F 0

F

!
f 000 +

 
e�z � a2

F 0

F

!
f 00 +

"
hecz � e�z � e�z

F 0

F

#
f 0

+

"
h0ecz + checz � hecz

F 0

F

#
f = 0: (3.3.5)

Ceci mène à

f (k+1)

f
+

 
ak�1 �

F 0

F

!
f (k)

f
+

 
ak�2 � ak�1

F 0

F

!
f (k�1)

f
+ :::

+

 
a2 � a3

F 0

F

!
f 000

f
+

 
e�z � a2

F 0

F

!
f 00

f

+

"
hecz � e�z � e�z

F 0

F

#
f 0

f
+ hecz

"
h0

h
+ c� F 0

F

#
= 0: (3.3.6)

Nous discutons deux cas: A. �(h) > 0 et B. �(h) = 0.

Cas A: Si �(h) > 0, alors pour toute constante donnée ", du Lemme 3:2:4
il existe un ensemble E3 � [0;1) ayant une densité supérieure moins de
1� 2�(h) tel que

jh(z)j > exp
n
jzj�(h)�"

o
; jzj 2 E3: (3.3.7)

Alors on peut prendre une suite de points
n
zn = rne

i�n
o
, où jf(zn)j =M(rn; f),

�n 2 [0; 2�) et rn 2 E3 �E1 [E2, (3:3:2), (3:3:3) et (3:3:7) sont véri�ées pour
tout zn: En passant à une sous-suite de f�ng, si nécessaire on passe à la limite
lim
j!1

�nj = �0.

On réécrit (3:1:1) sous la forme

f (k)

f
+ ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ a2

f 00

f
+ e�zn

f 0

f
+ heczn =

F

f
: (3.3.8)

En substituant (3:3:2) dans (3:3:8), on aura 
�f (rn)

zn

!k
(1+o(1))+ak�1

 
�f (rn)

zn

!k�1
(1+o(1))+:::+a2

 
�f (rn)

zn

!2
(1+o(1))
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+e�zn
 
�f (rn)

zn

!
(1 + o(1)) + h (zn) e

czn =
F (zn)

f (zn)
:

Alors

�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1)) + zknh (zn) e
czn =

F (zn)

f (zn)
zkn: (3.3.9)

La combinaison de (3:3:2) avec (3:3:6) mène à

 
�f (rn)

zn

!k+1
(1 + o(1)) +

 
ak�1 �

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k
(1 + o(1))

+

 
ak�2 � ak�1

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1)) + :::+

 
a2 � a3

F 0 (zn)

F (zn)

!

�
 
�f (rn)

zn

!3
(1 + o(1)) +

 
e�zn � a2

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!2
(1 + o(1))

+

"
h (zn) e

czn � e�zn � e�zn
F 0 (zn)

F (zn)

#
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

+h (zn) e
czn

"
h0 (zn)

h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)

#
= 0: (3.3.10)

Supposons que �2(f) < �(h), donc on a

�f (rn) � exp
n
r�(h)�3"n

o
; (3.3.11)

où

0 < 4" < max f�(h)� �2(f); 1� �(F )g :

D�autre part, par [16; p: 15], �f (rn)!1.

Maintenant, nous considérons les trois sous-cas suivants.

Sous cas A1: �0 2 S0 = (�2 ;
3�
2
). Puisque S0 est un ensemble ouvert, �n 2 S0

et j�n � �0j < 1
2
min

n
3�
2
� �0; �0 � �

2

o
, pour n su¢ samment grand,nous avons

jexp(�zn)j = exp f�rn cos �ng :

Ceci implique

jexp(�zn)j � exp f�rng (3.3.12)

où � = min
n
� cos

�
2�0+3�

4

�
;� cos

�
2�0+�
4

�o
> 0 est une constante.
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On réécrit (3:3:10) sous la forme

h (zn) e
(c+1)zn

"
h0 (zn)

h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

#

+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

"
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� 1� F 0 (zn)

F (zn)

#

= �ezn
 
�f (rn)

zn

!2
(1+ o(1))

8<:
 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1)) +

 
ak�1 �

F 0 (zn)

F (zn)

!

�
 
�f (rn)

zn

!k�2
(1 + o(1)) +

 
ak�2 � ak�1

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�3
(1 + o(1))

+:::+

 
a2 � a3

F 0 (zn)

F (zn)

!
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� a2

F 0 (zn)

F (zn)

)
: (3.3.13)

Pour c+ 1 > 0, il s�ensuit de (3:3:12) que

jexp (c+ 1) znj � exp f�(c+ 1)�rng et jexp(zn)j � exp f��rng (3.3.14)

quand n est su¢ samment grand. Puis, en combinant ceci avec (3:3:3), (3:3:7),
(3:3:11) et (3:3:13), nous obtenons

�f (rn)

rn
(1+ o(1))

������f (rn)zn
(1 + o(1))� 1� F 0 (zn)

F (zn)

����� � (1 + o(1)) exp
�
�r

1
2
n

�
:

Donc������f (rn)(1 + o(1))� zn �
F 0 (zn)

F (zn)
zn

����� � (1 + o(1))

�f (rn)
r2n exp

�
�r

1
2
n

�
:

D�où������f (rn)zn
(1 + o(1))� 1� F 0 (zn)

F (zn)

�����! 0 quand n!1:

Ce qui implique

�f (rn) = (1 + o(1))rn , n est assez grand. (3.3.15)

Par l�inégalité de Cauchy et [16; p: 26], on obtient

� (r) �M(r; f)

et

�f (r) < [log � (r)]
1+"0
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pour tout 0 < "0 < 1 donné: En utilisant (3:3:15), nous obtenons

M(rn; f) � exp
n
r1�"n

o
;

n est assez grand.

Ainsi, on a

jF (zn)j � exp
n
r1�2"n

o
et �����F (zn)f (zn)

zkn

����� = jF (zn)j
M(rn; f)

rkn ! 0 ; quand n!1: (3.3.16)

En substituant (3:3:16) dans (3:3:9), nous obtenons

ezn
h
�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�

k�1
f (rn)(1 + o(1))

+:::+ a2z
k�2
n �2f (rn)(1 + o(1)) + o(1)

i
+zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) + zknh (zn) e

(c+1)zn = 0: (3.3.17)

La combinaison avec (3:3:7),(3:3:11) et (3:3:14) mène à

�f (rn)r
k�1
n (1 + o(1)) �

���zk�1n �f (rn)(1 + o(1))
���

� exp f��rng
n
2�kf (rn) + 2 jak�1j rn�k�1f (rn) + :::+ 2 ja2j rk�2n �2f (rn) + 1

o
+rkn exp

n
r�(h)+"n

o
exp f� (c+ 1) �rng

�M0r
k�2
n exp

n
kr�(h)�3"n

o
exp f��rng+ rkn exp

n
r�(h)+"n

o
exp f� (c+ 1) �rng

� exp
�
�r

1
2
n

�
:

Donc

�f (rn) �
1

rk�1n

exp
�
�r

1
2
n

�
(1 + o(1)):

D�où

�f (rn)! 0

quand n!1. Ce qui est impossible.

Pour le cas c = �1, il s�ensuit de (3:3:13) et (3:3:14) que

1

h(zn)

(
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

"
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� 1� F 0(zn)

F (zn)

#
+ o(1)

)
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= �
"
h0(zn)

h(zn)
� 1� F 0(zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

#
:

En combinant ceci avec (3:3:3),(3:3:7) et (3:3:11), nous obtenons�����h0(zn)h(zn)
� 1� F 0(zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

����� � (1 + o(1)) exp
�
�r

�(h)�"
2

n

�
:

Donc�����h0(zn)h(zn)
� 1� F 0(zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

�����! 0 quand n!1:

En utilisant (3:3:3), (3:3:15) et (3:3:16) dans (3:3:9), on obtient

ezn
h
�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�

k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+o(1)] + zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) = �zknh (zn) :
D�après (3:3:14) et (3:3:7), on aura

rkn exp
n
r�(h)�"n

o
�
���� zknh (zn)

��� �M1r
k
n�

k
f (rn)

(M1 certaine constante).

Donc

�kf (rn) �
1

M1

exp
n
r�(h)�"n

o
� exp

�
r
�(h)� 3

2
"

n

�
:

D�où

�f (rn) � exp
�
1

k
r
�(h)� 3

2
"

n

�
� exp

n
r�(h)�2"n

o
:

Ce qui contredit (3:3:11).

Pour le cas c+ 1 < 0, il s�ensuit de (3:3:12) que

jexp(c+ 1)znj � exp f�(c+ 1)�rng et jexp(zn)j � exp f��rng (3.3.18)

pour n su¢ samment grand. Encore de (3:3:13), on obtient

1

h(zn)e(c+1)zn

(
�f (rn
zn

(1 + o(1))

"
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� 1� F 0(zn)

F (zn)

#
+ o(1)

)

= �
"
h0(zn)

h(zn)
+ c� F 0(zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

#
:

Donc, on aura�����h0(zn)h(zn)
+ c� F 0(zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

����� � (1 + o(1)) exp
�
�r

1
2
n

�
:
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Ainsi,�����h0(zn)h(zn)
+ c� F 0(zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

�����! 0 quand n!1:

Ce qui mène à

�f (rn) = (1 + o(1)) jcj rn ; n est assez grand.

De même, (3:3:16) est véri�ée. En combinant (3:3:11),(3:3:17) et (3:3:18),

ezn
h
�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�

k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+o(1)] + zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) = �zkne(c+1)znh (zn) :
D�où,

rkn exp
n
r�(h)�"n

o
exp f�(c+ 1)�rng �

���� zkne
(c+1)znh (zn)

��� �M2r
k
n�

k
f (rn)

( M2 certaine constante).

Par suite

�kf (rn) �
1

M2

exp
n
r�(h)�"n

o
exp f�(c+ 1)�rng � exp

�
r
�(h)� 3

2
"

n

�
:

Donc

�f (rn) � exp
�
1

k
r
�(h)� 3

2
"

n

�
� exp

n
r�(h)�2"n

o
:

Ce qui contredit (3:3:11)

Alors nous avons �2(f) � �(h) dans ce sous cas A1.

Sous cas A2:

�0 2 S1 = (0; �2 ) [ (
3�
2
; 2�): Puisque S1 est un ensemble ouvert, alors �n 2 S1

pour n su¢ samment grand. On a

jexp(�zn)j � exp f��rng ; (3.3.19)

où � = min
n
cos

�
2�0+�
4

�
; cos

�
2�0+3�

4

�o
> 0 est une constante.

On réécrit (3:3:10) sous la forme

e�zn
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

"
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� 1� F 0 (zn)

F (zn)

#

+h (zn) e
czn

"
h0 (zn)

h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

#
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= �
 
�f (rn)

zn

!2
(1 + o(1))

8<:
 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1)) +

 
ak�1 �

F 0 (zn)

F (zn)

!
�

 
�f (rn)

zn

!k�2
(1 + o(1)) +

 
ak�2 � ak�1

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�3
(1 + o(1))

+:::+

 
a2 � a3

F 0 (zn)

F (zn)

!
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� a2

F 0 (zn)

F (zn)

)
: (3.3.20)

Pour c > 0, de (3:3:19) on obtient

jexp (czn)j � exp fc�rng :

En substituant ceci avec (3:3:3),(3:3:19) et (3:3:11) dans (3:3:20), nous obtenons�����h0 (zn)h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

����� � (1 + o(1)) exp
�
�r

1
2
n

�
:

D�où,�����h0 (zn)h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

�����! 0 quand n!1:

Encore de (3:3:3), on obtient

�f (rn) = (1 + o(1)) jcj rn ; n est assez grand.

Par conséquent, (3:3:16) est véri�ée. De même, il s�ensuit de (3:3:7), (3:3:9),
(3:3:16) et (3:3:19)

�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1)) + o(1) = �zknecznh (zn) :
Donc

rkn exp
n
r�(h)�"n

o
exp fc�rng �

����zknecznh (zn)��� �M3r
k
n�

k
f (rn)

(M3 une certaine constante). D�où,

�kf (rn) �
1

M3

exp
n
r�(h)�"n

o
exp fc�rng �

1

M3

exp
n
r�(h)�"n

o
� exp

�
r
�(h)� 3

2
"

n

�
:

Par conséquent

�f (rn) � exp
�
1

k
r
�(h)� 3

2
"

n

�
� exp

n
r�(h)�2"n

o
:

Ce qui contredit (3:3:11).
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Pour c = 0, en substituant (3:3:3),(3:3:7), (3:3:11) et (3:3:19) dans (3:3:20),
on aura�����h0 (zn)h (zn)

� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

����� � (1+o(1))
�
exp

�
�r

1
2
(�(h)�")

n

�
+ exp

�
�r

1
2
n

��

D�où,�����h0 (zn)h (zn)
� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

�����! 0 quand n!1:

Ceci implique

�f (rn) � rmaxf�(h);�(F )g+"n :

D�autre part, en substituant (3:3:3),(3:3:7) et (3:3:11) dans (3:3:9), on a

1

h (zn)

n
�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�

k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1))
o
+ zkn =

1

h (zn)

F (zn)

f (zn)
zkn:

Par suite����� 1

h (zn)

n
�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�

k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::

+a2z
k�2
n �2f (rn)(1 + o(1)) + zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1))

o���
�
����� 1

h (zn)

�����M4r
k�1
n �kf (rn)

� exp
n
�r�(h)�"n

o
M4r

k�1
n exp

n
kr�(h)�3"n

o
� exp

�
�r

1
2
(�(h)�")

n

�
:

D�où,

1

h (zn)

F (zn)

f (zn)
zkn = zkn + o (1) = zkn (1 + o (1)) :

Donc,

jh (zn)j j1 + o(1)j =
jF (zn)j
M (rn; f)

Ceci mène à

M (rn; f) � exp
n
r�(F )��(h)+"n

o
:
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Ce qui est impossible par le théorème de Lindelöf.

Si c < 0, alors de (3:3:19), on obtient

jexp(czn)j � exp fc�rng , n!1:

Posons

L =

 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1)) +

 
ak�1 �

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�2
(1 + o(1))

+

 
ak�2 � ak�1

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�3
(1 + o(1)) + :::

+

 
a2 � a3

F 0 (zn)

F (zn)

!
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� a2

F 0 (zn)

F (zn)
:

Encore de (3:3:20), on obtient

�2f (rn)

rkn
(1 + o(1)) jLj � (1 + o(1)) exp

�
�r

1
2
n

�
:

Donc,

jLj � rkn exp
�
�r

1
2
n

�
(1 + o(1))

�2f (rn)
:

D�où jLj ! 0 quand n!1, c�est à-dire L = o (1) :

Par suite

�
 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1)) =

 
ak�1 �

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�2
(1 + o(1))

+

 
ak�2 � ak�1

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�3
(1 + o(1)) + :::

+

 
a2 � a3

F 0 (zn)

F (zn)

!
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� a2

F 0 (zn)

F (zn)
+ o (1) :

Par conséquent 
�f (rn)

rn

!k�1
j(1 + o(1))j

�
�����ak�1 � F 0 (zn)

F (zn)

�����
 
�f (rn)

rn

!k�2
j(1 + o(1))j+ :::

+

�����a2 � a3
F 0 (zn)

F (zn)

����� �f (rn)rn
j(1 + o(1))j+ ja2j

�����F 0 (zn)F (zn)

�����+ 1
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� 2
�
jak�1j+ r�(F )�1+"n

� �f (rn)
rn

!k�2
+ :::

+2
�
ja2j+ ja3j r�(F )�1+"n

� �f (rn)
rn

+ ja2j r�(F )�1+"n + 1

� 2 (jak�1j+ 1)
 
�f (rn)

rn

!k�2
+ :::+ 2 (ja2j+ ja3j)

�f (rn)

rn
+ ja2j+ 1

�M 0
 
�f (rn)

rn

!k�2
(M 0 > 1 une certaine constante).

Ceci implique que, � (f) < 1. C�est une contradiction.

Sous-cas A3: �0 = �
2
et �0 = 3�

2
. Cela veut dire que Re

n
�rnei�n

o
= 0. Sans

perte de généralité, on considère le secteur S2 =
n
z : �

2
� " � arg z � �

2
+ "

o
,

où 0 < " < 1. Il existe un nombre �ni de points de la suite fzng dans S2
sauf l�axe imaginaire. En e¤et, s�il existe un nombre in�ni de points

n
znj
o

à l�extérieur de S3 =
n
z : ��"

2
� arg z � �+"

2

o
, en prenant lim

j!1
�nj = �0, Du

raisonnement du sous-cas A1 et A2, cela est impossible. Comme " est arbi-
traire, on sait que presque toute la suite est dans l�axe imaginaire sauf peut
être un nombre �ni de points. Alors, il existe N > 0 tel que, quand n > N on
a, �1 < Re

n
�rnei�n

o
< 1. Donc

e�1 < jexp (�zn)j < e: (3.3.21)

On réécrit (3:3:10) sous la forme"
h0 (zn)

h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

#

+
e�(c+1)zn

h (zn)

�f (rn)

zn
(1 + o(1))

"
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� 1� F 0 (zn)

F (zn)

#

= � e�czn

h (zn)

 
�f (rn)

zn

!2
(1 + o(1))

8<:
 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1))

+

 
ak�1 �

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�2
(1 + o(1))

+

 
ak�2 � ak�1

F 0 (zn)

F (zn)

! 
�f (rn)

zn

!k�3
(1 + o(1)) + :::

+

 
a2 � a3

F 0 (zn)

F (zn)

!
�f (rn)

zn
(1 + o(1))� a2

F 0 (zn)

F (zn)

)
: (3.3.22)
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Puisque c est une constante réelle, de (3:3:21) nous avons

A�1 < jexp f� (c+ 1) zngj < A ; B�1 < jexp f�czngj < B (3.3.23)

où A;B sont des nombres entiers positifs supérieurs à 1. En combinant ceci
avec (3:3:3), (3:3:7) et (3:3:11) dans (3:3:22),�����h0 (zn)h (zn)

+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

����� � (1 + o(1)) exp
�
�r

1
2
(�(h)�")

n

�
:

D�où�����h0 (zn)h (zn)
+ c� F 0 (zn)

F (zn)
+
�f (rn)

zn
(1 + o(1))

�����! 0 quand n!1: (3.3.24)

Si c 6= 0, (3:3:24) implique

�f (rn) = (1 + o(1)) jcj rn ; n est assez grand.

De même, (3:3:16) est véri�ée, ainsi de (3:3:9) nous avons

�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1)) + o(1) = �zknecznh (zn) :
En substituant (3:3:21) et (3:3:23) dans cette dernière, nous obtenons

rkn jh (zn)jB�1 �
����zknecznh (zn)��� �M5r

k
n�

k
f (rn)

(M5 une certaine constante).

Donc

�kf (rn) �
1

M5

jh (zn)jB�1 � 1

M5B
exp

n
r�(h)�"n

o
� exp

�
r
�(h)� 3

2
"

n

�
:

D�où

�f (rn) � exp
�
1

k
r
�(h)� 3

2
"

n

�
� exp

n
r�(h)�2"n

o
:

En raison de (3:3:11), c�est impossible.

Si c = 0, alors en combinant (3:3:3) et (3:3:11) avec (3:3:9), on obtient

1

h (zn)

n
�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�

k�1
f (rn)(1 + o(1))

+:::+ a2z
k�2
n �2f (rn)(1 + o(1)) + zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1))

o
+ zkn
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=
1

h (zn)

F (zn)

f (zn)
zkn:

De même, on trouve

j1 + o(1)j jh (zn)j =
jF (zn)j
M (rn; f)

:

Donc

jh (zn)j = j1 + o(1)j
jF (zn)j
M (rn; f)

� 2 jF (zn)j
M (rn; f)

:

D�où�����F (zn)f (zn)

����� = jF (zn)j
M (rn; f)

� 1

2
jh (zn)j �

1

2
exp

n
r�(h)�"n

o
� exp

n
r�(h)�2"n

o
;

n est assez grand. Ceci mène à

M (rn; f) � exp
n
r�(F )��(h)+2"n

o
:

Par le théorème de Lindelöf, nous obtenons � (f) � � (F ) < 1, ce qui contredit
le résultat de l�étape I, et ainsi nous avons également �2 (f) � � (h).

Cas B: Si � (h) = 0, Par le Lemme 3:2:5, il existe un ensemble E5 � (1;1)
ayant une mesure logarithmique in�nie. Pour A assez grand, on a

jh (z)j � rA (3.3.25)

pour tout z satisfaisant jzj 2 E5.

On suppose que � (f) < 1. Il est clair qu�on peut prendre une suite de
points

n
zn = rne

i�n
o
satisfaisant (3:3:25), jf(zn)j = M(rn; f), �n 2 [0; 2�) et

rn 2 E5 � E1 [ E2 [ E4. En passant à une sous-suite de f�ng, alors (3:3:2) et
(3:3:3) restent valables, si nécessaire, on peut supposer que lim

j!1
�nj = �0.

Aussi on traite trois sous-cas suivant �0. En utilisant le même raisonnemnt du
Cas A, on peut aussi avoir une contradiction. Donc � (f) =1.

Les points �xes: On réécrit (3:1:1) sous la forme

1

f
=
1

F

 
f (k)

f
+ ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ a2

f 00

f
+ e�z

f 0

f
+ hecz

!
: (3.3.26)

Nous savons que si f a un zéro en z0 d�ordre � (� > k), alors F doit avoir un
zéro en z0 d�ordre �� k.
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Par conséquent, on obtient

N

 
r;
1

f

!
� kN

 
r;
1

f

!
+N

�
r;
1

F

�
: (3.3.27)

D�autre part, (3:3:26) implique

m

 
r;
1

f

!
� m

�
r;
1

F

�
+m(r; e�z) +m(r; hecz) + S(r; f): (3.3.28)

Considérons � (f) =1, de (3:3:27) et (3:3:28), on a

T (r; f) = T

 
r;
1

f

!
+O(1)

= N

 
r;
1

f

!
+m

 
r;
1

f

!
+O(1)

� kN

 
r;
1

f

!
+N

�
r;
1

F

�
+m

�
r;
1

F

�
+m(r; e�z)

+m(r; hecz) + S(r; f) +O(1)

= kN

 
r;
1

f

!
+ T

�
r;
1

F

�
+O(1) + T (r; e�z) + T (r; hecz) + S(r; f):

Or

T
�
r;
1

F

�
+O(1) = T (r; F ) = S(r; f); T (r; e�z) = S(r; f)

et

T (r; hecz) = S(r; f):

D�où

T (r; f) � kN

 
r;
1

f

!
+ S(r; f):

Donc

� (f) = � (f) et �2 (f) = �2 (f) :

Etape III: Démontrons que �2 (f) � � (h) pour F (z) � 0, quand Q(z) �
h(z)ecz, où c 2 R et h(z) est une fonction entière transcendante d�ordre � (h) <
1
2
:

Par le Lemme 3.2.2, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E4 ayant
une mesure logarithmique �nie. Alors pour tout jzj =2 [0; 1] [ E4, nous avons�����h0(z)h(z)

����� < r�(h)�1+" (3.3.29)
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Comme dans le cas F � 0, on traite deux cas: � (h) > 0 et � (h) = 0. On
traite seulement le cas � (h) > 0 et le cas � (h) = 0 se démontre par la même
méthode. Supposons que �2 (f) � � (h), du Lemme 2.4, (3:3:7) est véri�ée
pour tout z telle que jzj 2 E3. Alors on peut prendre une suite de pointsn
zn = rne

i�n
o
, où jf(zn)j = M(rn; f), �n 2 [0; 2�) et rn 2 E3 � E1 [ E2,

(3:3:2), (3:3:7) et (3:3:29) sont véri�ées pour tout zn: En passant à une sous-
suite de f�ng, si nécessaire on passe à la limite lim

j!1
�nj = �0.

On réécrit (3:1:1) sous la forme

f (k)

f
+ ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ a2

f 00

f
+ e�z

f 0

f
+ hecz = 0: (3.3.30)

En substituant (3:3:2) dans (3:3:30),

�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+

a2z
k�2
n �2f (rn)(1+o(1))+z

k�1
n e�zn�f (rn)(1+o(1))+z

k
ne
cznh (zn) = 0: (3.3.31)

D�ailleurs, nous savons que (3:3:11) est véri�ée et �f (rn)!1.

Maintenant nous considérons les trois sous cas suivants:

Cas i) �0 2 S0 = (�2 ;
3�
2
) et (3:3:12) est véri�ée.

On réécrit (3:3:31) sous la forme

�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

+e�zn
h
zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) + zkne

(c+1)znh (zn)
i
= 0: (3.3.32)

En substituant (3:3:11) et (3:3:12) dans (3:3:32), on trouve

���zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) + zkne
(c+1)znh (zn)

��� � exp��r 12n� :
Donc,���zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) + zkne

(c+1)znh (zn)
���! 0 quand n!1: (3.3.33)

Pour c+ 1 > 0, il s�ensuit de (3:3:12)

jexp (c+ 1) znj � exp f�(c+ 1)�rng

quand n est su¢ samment grand.

Puis, en combinant ceci avec (3:3:33), nous obtenons,

zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) + zkne
(c+1)znh (zn) = o(1):
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Ainsi,

zk�1n �f (rn)(1 + o(1)) = �zkne(c+1)znh (zn) + o(1):

D�où,

rk�1n �f (rn)(1 + o(1)) � rkn exp f�(c+ 1)�rng exp
n
r�(h)+"n

o
+ 1:

Donc

�f (rn) � rn exp
�
�r

1
2
n

�
(1 + o(1)) +

1

rk�1n

(1 + o(1))

� 2rn exp
�
�r

1
2
n

�
+ o (1) :

Et par suite, �f (rn)! 0 quand n!1. Ce qui est une contradiction.

Pour c+ 1 < 0, il s�ensuit de (3:3:12)

jexp (c+ 1) znj � exp f�(c+ 1)�rng

quand n est su¢ samment grand. Puis, en combinant ceci avec (3:3:11) et
(3:3:33),

zk�1n �f (rn)(1 + o(1))� o(1) = �zkne(c+1)znh (zn) :

Donc,���zk�1n �f (rn)(1 + o(1))� o(1)
��� � 2rk�1n �f (rn) + 1

� 4rk�1n �f (rn) � 4rkn�f (rn)
et ����zkne(c+1)znh (zn)��� � rkn exp

n
r�(h)�"n

o
exp f�(c+ 1)�rng

� rkn exp
n
r�(h)�"n

o
:

D�où,

�f (rn) �
1

4
exp

n
r�(h)�"n

o
� exp

n
r�(h)�2"n

o
Ceci contredit (3:3:11).

Pour c+ 1 = 0, on a exp (c+ 1) zn = 1. En combinant (3:3:7) et (3:3:11) avec
(3:3:33), il est facile d�obtenir

zk�1n �f (rn)(1 + o(1))� o(1) = �zknh (zn) :
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D�où���zk�1n �f (rn)(1 + o(1))� o(1)
��� � 4rkn�f (rn)

et ����zknh (zn)��� � rkn exp
n
r�(h)�"n

o
;

alors

�f (rn) �
1

4
exp

n
r�(h)�"n

o
� exp

n
r�(h)�2"n

o
:

Ceci contredit (3:3:11).

Cas ii) �0 2 S1 = (0; �2 ) [ (
3�
2
; 2�), et on a (3:3:19).

Pour c > 0, de (3:3:19) on obtient

jexp (�czn)j � exp f�c�rng :

On réécrit (3:3:31) sous la forme

e�cznf�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::

+a2z
k�2
n �2f (rn)(1+o(1))+z

k�1
n e�zn�f (rn)(1+o(1))g+zknh (zn) = 0: (3.3.34)

En substituant ceci avec (3:3:11) dans (3:3:34), nous obtenons

jh (zn)j rkn =
���zknh (zn)��� �M8r

k
n�

k
f (rn) exp f�c�rng � rkn exp

�
�r

1
2
n

�
(M8 > 0 une certaine constante).

D�où

jh (zn)j � exp
�
�r

1
2
n

�
:

Ainsi, jh (zn)j ! 0 quand n!1. Ce qui contredit (3:3:7).

Pour c = 0, alors e�czn = 1. En substituant ceci avec (3:3:11) et (3:3:19) dans
(3:3:34), de même, on obtient

�zknh (zn) = �kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::

+a2z
k�2
n �2f (rn)(1 + o(1)) + zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1)):

D�où

jh (zn)j rkn =
����zknh (zn)��� �M9r

k
n�

k
f (rn):
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Et par suite

jh (zn)j �M9 exp
n
kr�(h)�3"n

o
� exp

n
r�(h)�2"n

o
(M9 une certaine constante). Ce qui implique une contradiction à (3:3:7).

Si c < 0, alors de (3:3:19); on obtient

jexp (�czn)j � exp f�c�rng ; n!1:

Encore de (3:3:34), on aura

�kf (rn)(1 + o(1)) + ak�1zn�
k�1
f (rn)(1 + o(1)) + :::+ a2z

k�2
n �2f (rn)(1 + o(1))

= �zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1))� zkn e
cznh (zn) :

Comme����zk�1n e�zn�f (rn)(1 + o(1))� zkn e
cznh (zn)

��� � exp��r 12n�
alors

�kf (rn)(1+o(1))+ak�1zn�
k�1
f (rn)(1+o(1))+:::+a2z

k�2
n �2f (rn)(1+o(1)) = o (1) :

D�où 
�f (rn)

zn

!k
(1 + o(1)) + ak�1

 
�f (rn)

zn

!k�1
(1 + o(1)) + :::

+a2

 
�f (rn)

zn

!2
(1 + o(1)) = o (1) :

Et par suite 
�f (rn)

rn

!k
j1 + o(1)j � 2 jak�1j

 
�f (rn)

rn

!k�1
+ :::+ 2 ja2j

 
�f (rn)

rn

!2
+ 1:

On déduit que � (f) < 1. C�est une contradiction.

Cas iii) �0 = �
2
ou �0 = 3�

2
et (3:3:21) est véri�ée. Puisque c est constante

réelle, de (3:3:21) nous avons

B�1 < jexp f�czngj < B

où B est un nombre entier positif supérieur à 1.

En combinant ceci avec (3:3:3) et (3:3:11) dans (3:3:34), on obtient

jh (zn)j rkn =
����zknh (zn)��� �M10r

k
n�

k
f (rn):
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D�où

jh (zn)j �M10 exp
n
kr�(h)�3"n

o
� exp

n
r�(h)�2"n

o
:

Ce qui contredit (3:3:7).

Les points �xes: Pour �nir, montrons que � (f) = � (f � z) =1 et �2 (f) =
�2 (f � z) � � (h) si F=�0 ou F � 0.

Posons w = f � z, de (3:1:1), nous avons

w(k) + ak�1w
(k�1) + :::+ a2w

00 + e�zw0 + heczw = F �
�
e�z + heczz

�
:

Comme � (F ) < 1, alors F�(e�z + heczz) =�0 si F=�0 ou F � 0, ce qui implique
que

1

w
=

1

F � (e�z + heczz)

 
w(k)

w
+ ak�1

w(k�1)

w
+ :::+ a2

w00

w
+ e�z

w0

w
+ hecz

!
(3.3.35)

Si w a un zéro en z0 d�ordre � (� > k), alors F � (e�z + heczz) doit avoir un
zéro en z0 d�ordre �� k.

Par conséquent, on obtient

N
�
r;
1

w

�
� kN

�
r;
1

w

�
+N

 
r;

1

F � (e�z + heczz)

!
: (3.3.36)

D�autre part, (3:3:35) implique

m(r;
1

w
) � m

 
r;

1

F � (e�z + heczz)

!
+m(r; e�z)+m(r; hecz)+S(r; f): (3.3.37)

De (3:3:36) et (3:3:37),

T (r; w) = T (r;
1

w
) +O(1)

= N
�
r;
1

w

�
+m(r;

1

w
) +O(1)

� kN
�
r;
1

w

�
+N

 
r;

1

F � (e�z + heczz)

!
+m

 
r;

1

F � (e�z + heczz)

!
+m(r; e�z) +m(r; hecz) + S(r; f) +O(1)

= kN

 
r;

1

f � z

!
+ T

 
r;

1

F � (e�z + heczz)

!
+O(1) + T (r; e�z)

+T (r; hecz) + S(r; f)
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= kN

 
r;

1

f � z

!
+ T

�
r; F �

�
e�z + heczz

��
+ T (r; e�z)

+T (r; hecz) + S(r; f)

= kN

 
r;

1

f � z

!
+ S(r; f):

Donc

T (r; w) = T (r; f � z) = T (r; f) + S (r; f) � kN

 
r;

1

f � z

!
+ S(r; f):

D�où

� (f) = � (f � z) et �2 (f) = �2 (f � z) :

La preuve du Théorème 3.1.2 est complète.

3.4 Preuve du Corollaire 3.1.1: Posons ak�1 = ak�2 = ::: = a2 = 0 dans
l�équation (3:1:1), on obtient les résultats du Théorème 3.1.2.

3.5 Exemples:

Exemple 1: On considère l�équation di¤érentielle (c = 0)

f 000 (z) + e�zf 0 (z) + h (z) f (z) = 0

où

h (z) =
X
n�1

1

nn2
zn

est une fonction entière transcendante d�ordre zéro.

Alors d�aprés le Théorème 3.1.2, on a pour toute solution f de cette équation
di¤érentielle

� (f) = � (f � z) =1 et �2 (f) = �2 (f � z) > � (h)

Exemple 2: On considère l�équation di¤érentielle

f (4) � 5f 000 (z) + 2f 00 (z) + e�zf 0 (z) + h (z) ezf (z) =
sin
p
zp

z

où

h (z) =
X
n�1

zn

(3n)3n
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est une fonction entière transcendante d�ordre � (h) = 1
3
, la fonction sin

p
zp
z

est entière d�ordre égal 1
2
. Alors d�aprés le Théorème 3.1.2, on a pour toute

solution f de cette équation di¤érentielle

� (f) = � (f) =1 et �2 (f) = �2 (f) > � (h)
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