MINISTERE DE L ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS DE MOSTAGANEM
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET DE L' INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE
FILIERE : MATHEMATIQUES

UNIVERSITE

Abdelhamid Ibn Badis
MOSTAGANEM

MEMOIRE DE FIN D’ETUDES
Pour 'Obtention du Diplome de Master en Mathématiques délivré par
Université de Mostaganem
Spécialité “Modélisation, Controle et Optimisation”

présenté par :

Yasmine BAHOUS

Equation de Lane—Emden En Astrophysique : Existence, Unicité &
Ulam-Hyres Stabilité des Solutions

soutenu publiquement le 19 Juin 2019 devant le jury composé de :

Président: ABDALLAH MENAD MCB Université de Mostganem
Examinateur: ZINELAABIDINE LATREUCH MCB Université de Mostganem
Encadreur : ZOUBIR DAHMANI Prof  Université de Mostganem

Année Universitaire : 2018/ 2019




Dédicaces

"~

d e dédie ce travail a mes cheres parents, les inestimables sacrifices que vous avez
consenti pour moi et votre soutien m’'ont permis de bien mener mes études sans diffi-
cultés majeurs, votre encouragement m'a donné du tonus pour aller de I'avant. Vous étes
pour moi des personnes trés cheéres sur qui je peux toujours compter. En guise de recon-
naissance, trouvez ici mon amour filial, que Dieu vous accorde longue vie dans la santé.
Je vous serai reconnaissante toute ma vie.

Q[ mes deux sceurs A ouda & Zatifa et a mes deux freres .# ustapha,& Zakaria. Sans
vous, ma vie ne serait que simple. Je voudrais vous exprimer a travers ces quelques lignes
tout 'amour et toute I'affection que j’ai pour vous, jamais un simple merci ne suffira a
vous témoigner ma reconnaissance. Je vous aime tellement.

2[ la mémoire de mon petit frere % acine.

Q:e travail est dédié également a mes amis : Batoul, Amel, El Hadja ,Fatima, Djihad, Asma,
Marwa, Houda, Kawter, Yacine, Othmane, Amine, Mamadou, Mohammed. La fratrie n’est
pas seulement héréditaire, vous m’avez toujours soutenu. Conservez-moi votre profonde
amitié et votre immense amour et soyez convaincue qu’il en est de méme pour moi. Que
Dieu vous comble de sa grace et qu’il vous accorde santé et longévité.

"Votre temps est limité, ne le gachez pas en menant une existence qui n’est
pas la votre. Ayez le courage de suivre votre coeur et votre intuition. L'un et
I’'autre savent ce que vous voulez réellement devenir. Le reste est secondaire."

-Steve \J]obs—



Remerciements

[IJn grand merci a mon pere,ma mere, mes freres et mes sceurs pour leur amour, leurs
conseils ainsi que leur soutien inconditionnel.

\J]e tiens a remercier mon encadreur monsieur Zoubir Dahmani, pour I'aide qu'’il a four-
nie et les connaissances qu’il a su me transmettre. Je le remercie également pour sa dis-
ponibilité et la qualité de ses conseils.

Merci aux membres du jury, monsieur Abdallah Menad et monsieur Zinelaabidine La-
treuch, d’avoir accepté d’évaluer ce mémoire et d’avoir contribuer aux discussions lors de
la soutenance.

@u’ il me soit permis de remercier madame Ablaoui Naima, qui m'a toujours encou-
ragé par sa sympathie humaine et professionnelle témoignée a mon égard. j ai une dette
de gratitude éternelle envers vous, merci beaucoup.

\J]e tiens a témoigner ma reconnaissance également, a '’ensemble des enseignants de
département de Mathématiques et Informatique, mille merci a vous.

’
\U adresse un grand merci a mon amie Amel, j’ai souvent eu besoin de ton aide et de ton
soutien et a chaque fois tu as su répondre présent. Bien souvent, je me demande com-
ment te rendre la pareille.

[Enﬁn, merci du fond du cceur a tous mes amis, pour votre présence rassurante a mes
coOtés. Sachez que votre support ainsi que chacune de vos attentions, ont été considérés
comme un précieux cadeau. Veuillez agréer toute mes reconnaissance.

ii



Table des matieres

Index des notations
Introduction Générale
1  EvolutionStellaire . . . . . . . o v v v e e
2 Equation de Lane-Emden En Astrophysique . . . . ...............
1 Préliminaires
1 Introduction . . . .. . . . . . . . .. e e
2 Outils d’Analyse Fonctionnelle . . . ... ... ... ...............
3 Opérateurs . . . . . .. e e e e e e e e e
4  Théoremesdepointfixe . .. ... ... .. ... . ...
5 Conclusion . . . . ... . . . e
2 Eléments de Calcul Fractionnaire
1 Introduction . . . .. . . . . . . . . e
2 Fonctions Elémentaires du Calcul Fractionnaire . . . . . . ... ........
2.1 LaFonction Gammad'Euler . .. ... ..................
2.2 LaFonctionBétad’Euler .............. ... .........
3 Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville . . ... ... ... ... . ...
4  Dérivées fractionnaires. . . . . . . . . . ... e
4.1 Dérivée au Sens de Riemann-Liouville . ... ..............
4.2  Dérivée FractionnairedeCaputo . . . . . . ... ... ... .......
4.3 Lelienentrelesdeuxapproches . . ... ... ... ... .........
5 Conclusion . . . . ... . .. . e e e

3 Résolution de I'équation de Lane—Emden

Introdution . ..........
Représentation Intégrale . . . .

Application. . . ... ... ...
Conclusion. . ... .......

S G W~

4 Stabilité au sens de Ulam—Hyres
Introduction . . ... ......
Stabilité au sens d’'Ulam-Hyers

Etude de la Stabilité . . . . . ..
Conclusion. . ... .......

G = W N -

Conclusion Générale

Existence d'une solution unique
Existence daumoinsune Solution . . . . . ... ... ... ... ... ...,

Stabilité au sens d’'Ulam-Hyers généralisée . . .................

iii

b

N R

© 0 o o R

10
10
10
12
14
15

16
16
17
19
23
29
30

31
31
31
32
32
34

35



TABLE DES MATIERES

Bibliographie

36

iv



Index des notations

[R+

N
K

LP([a, b))

I(X

D(X

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels positifs.
Ensemble des nombres complexes.
Ensemble des nombres entiers naturels.
Corps qui peut étre R ou C.

Lespace des fonctions p®™¢ intégrables sur [a, b] .

Boule ouverte de centre zéro, et de rayon r > 0.

Espace des fonctions continues de [a, b] c R a valeurs dans R .
Norme de I'espace vectoriel E.

Valeur absolue d’'un nombre réel ou module d'un nombre complexe.
Partie entiére d'un nombre réel.

Fonction Gamma d’Euler .

Fonction Béta d’Euler .

Intégrale d’ordre entier.

Dérivation d’ordre entier.

Opérateur d’intégration fractionnaire .

Opérateur de dérivation fractionnaire.



Introduction Générale

«...Voici les réflexions qui doivent toujours te préoccuper : quelle est la nature de I'uni-
vers ? Quelle est la mienne ? Quels sont les rapports entre ma nature et celle de 'univers ?
» (Pensées pour moi-méme — Livre II, IX — Marc Aurele) 1

Durant le vingtiéme siécle, I’astronomie est de plus en plus devenue astrophysique.
Les astronomes se sont rendu compte que la méme physique que nous avons appris a
connaitre en laboratoire, peut guider a comprendre ce qui se passe dans 'univers qui
nous entoure, ceci est une véritable révolution.

Actuellement, I'astronomie moderne s’appuie sur les développements les plus pous-
sés des mathématiques, des sciences physiques, aussi bien en physique nucléaire qu’'en
mécanique quantique.

1 FEvolution Stellaire

Bien que les principes fondamentaux de I’évolution stellaire soient assez bien com-
pris, plusieurs aspects de I'évolution et de la structure interne des étoiles restent a ap-
profondir. Si nos connaissances de I’évolution de I'Univers dans sa totalité et des grandes
structures qui le composent sont parfois encore assez rudimentaires, il semble que nous
sommes arrivés déja fort loin dans notre compréhension de la structure et de 1’évolution
des étoiles [8],[17],[22]. Les étoiles semblent fixes et immuables, mais elles évoluent pour-
tant. Comme les étres vivants, elles naissent, vivent et meurent.

2 Equation de Lane-Emden En Astrophysique

L’étude de la structure interne des étoiles a commencée dans les années 20, les mo-
deles de structure interne sont un pilier fondamental de la physique stellaire, ces équa-
tions sont basées sur les lois de I’équilibre hydrostatique et de I’équilibre radiatif en sy-
métrie sphérique. L'équation différentielle de Lane-Emden donnée par

1 d du
_( 24U

— __n
xzdxxdx) “

1)
u0=1 u'(0)=0,

modélise le comportement thermique d'un nuage de gaz sphérique agissant sous |’at-
traction mutuelle de ses molécules et soumis aux lois classiques de la thermodynamique
[26].

Cette équation a été proposée par Jonathan Homer Lane (1819-1880), astrophysicien
américain et initiateur de la théorie d’évolution stellaire [16], puis étudiée en détail par

1. Marcus Aurelius Antoninus Augustus :Empereur, Homme d’état, Philosophe (121 - 180)



2. EQUATION DE LANE-EMDEN EN ASTROPHYSIQUE

Jacob Robert Emden (1862-1940), astrophysicien suisse, qui a fourni un modele mathé-
matique comme base de la structure stellaire.

La solution de I'équation (1) a une signification physique aussi longtemps que u = 0,
et la surface d'une étoile polytropique est déterminée pour x = x;, ot u = 0. Une solution
analytique exacte de I'’équation (1) n’ existe que pour n=0,n=1 et n=>5 et elle est donnée
par:

2

X
e Pourn=0 u(x):l—g x1=v6=2,45
sinx
e Pourn=1 ulx) = x1=m=3,14
2. _1
X 2
e Pourn=5 u(x):(1+§) X1 =00.

Ces calculs sont détaillés dans le livre de Chandrasekhar [29]. Il est a noter que les
deux cas les plus intéressants pour les vraies étoiles sont pour n = 1,5 et n = 3, malheu-
reusement, aucun n'a de solution analytique. Cependant, I’équation a été résolue nu-
mériquement par différentes méthodes pour plusieurs indices polytropiques 7. La figure
ci—dessous présente le comportement de la solution pour différents indices [35].

1
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FIGURE 1 - Solutions Approchées

A travers ce mémoire ce mémoire, on se propose d’étudier une équation différentielle
fractionnaire de type Lane—Emden qui a la fomre :

k
DP (D% + Y+ Af(,D2y(0) +g(t,y(0) = h(D) ,t€ (0,1]

4 (2)
y0)=a y()=b,

avec DM est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, o, 5,6 € 10,1],a,be R, k,A >0,
f,g et h des fonctions qui seront spécifiées ultérieurement .

Ce mémoire se compose de quatre chapitres.

Le Premier Chapitre : La présentation des notions et les définitions de base (norme,
limite, suite de Cauchy,...) sera I'objectif de la premiere partie de ce chapitre. Ensuite on



2. EQUATION DE LANE-EMDEN EN ASTROPHYSIQUE

donne quelques résultats de la théorie de I'analyse fonctionnelles (principe de contrac-
tion de Banach, équicontinuité, théoreme d’Arzela-Ascoli,...) utilisés par la suite .

Le deuxieéme Chapitre : Consacré a la théorie du calcul fractionnaire. On introduit
dans ce chapitre les fonctions élémentaires de cette théorie, principalement les deux fonc-
tions : Gamma et Béta d'Euler. Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on introduiral’opé-
rateur d’intégration fractionnaire de Riemann Liouville, puis I’accent est mis sur les opé-
rateurs de dérivation fractionnaire, on va présenter deux approches les plus intéressantes,
celle de Riemann-Liouville et celle de Caputo. On présentera quelques unes de leurs pro-
priétés et on précisera aussi la relation entre ces deux approches.

Le troisiéme Chapitre : Dans ce chapitre, on abordera la question d’existence et d'uni-
cité de la solution pour le probleme fractionnaire (2). a travers le troisieme chapitre, on
présentera une approche utilisée pour aborder la question d’existence et d'unicité (prin-
cipe de contraction de Banach) et une approche utilisée pour aborder la question d’exis-
tence d’au moins une solution qui n'est pas nécessairement unique (point fixe de Kras-
noselskii) des solutions des équations différentielles fractionnaires, dans un espace fonc-
tionnel convenablement choisi.

Le quatrieme Chapitre : Dans le dernier chapitre, on introduit la notion de la stabi-
lité des équations fonctionnelles, puis pour I’étude de la stabilité du probleme(2) au sens
de Ulam-Hyers, on donne quelques conditions suffisantes pour la stabilité au sens de
Ulam-Hyers de la solution du probleme considéré et la stabilité au sens de Ulam-Hyers
généralisée.

On finira ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Préliminaires

1 Introduction

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des notions et
des résultats fondamentaux de la théorie de 'analyse fonctionnelle, qui représentent un
outil indispensable dans notre étude. Le chapitre est divisé en trois sections, dans la pre-
miere section, des notions et des définitions d’outils d’analyse fonctionnelle sont intro-
duites. La deuxieme section contient un apercu sur les opérateurs. Puis dans la troisieme
section on rappelle quelques théoremes classiques du point fixe.

2 Outils d’Analyse Fonctionnelle

Onrappelle de prime abord les définitions des outils de bases d’analyse fonctionnelle.
On propose au lecteur de revenir aux sources originales comme [4, 7, 9, 15, 23, 33].

Définition 1.1 (Norme) SoitE un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une applica-
tion N deE dans R, vérifiant les conditions suivantes, pour tout x, y dansE

¢ Nx)=0< x=0,Vx€eE.
¢ N(x+y) <Nx) +N(y),
¢ VAeK,onaNAx)=|A\INx).Vx€E,
Si seules les deux dernieres propriétés sont satisfaites, on dit que N est une semi-norme.

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé) Soient E un espace vectoriel et N une norme sur
E, le couple (E,N) est appelé un espace vectoriel normé.
Définition 1.3 (Suite de Cauchy) On dit qu'une suite {x,},cn de réels ou de complexes est

une suite de Cauchy, si elle vérifie la propriété suivante appelée critére de Cauchy :

Ve >0,INp e N;V(p, q) €N?, p =Ny, p = No = |x, — x4| <€



2. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Définition 1.4 (Limite d’'une suite) On dit qu'une suite réelle {x,},cn a pour limitel € R, si
et seulement si :
Ve>0,ANeN;neN, n=N= |x,—- 1| <g,

si c'est le cas, on dit que la suite est convergente.

Définition 1.5 (Continuité) Soient f une fonction définie sur un intervalle] c R et a un
point de I, la fonction f est dite continue en a, si pour tout réel € > 0, il existe un autre réel
0 > 0 (qui depend du choix de € et de a aussi) tel que pour tout x delona:

Ix—al<d=|f(x)- f(a)l <e.

Définition 1.6 (Famille équicontinue) Soient X c R, & une partie de C(X) et x un point
de X On dit que & est une famille equicontinue en x si pour tout € > 0, il existe & >
0telqueVyeX:

x—yl<d=>|fxX)-f(I<eVfer.

Définition 1.7 (Espace complet) Un espace vectoriel normé (E; ||.||g) est dit complet, si toute
suite de Cauchy {x,} ,en d’éléments de E converge ( pour cette norme) dans E.

Exemple 1.1 LadroiteréelleR est complete, car toute suite numérique de Cauchy converge.

Définition 1.8 (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace
de Banach.

Définition 1.9 (Ensemble relativement compact) Un ensemble G c E est relativement com-
pact, si pour toute suite (x,) de G, il existe une sous suite (x,); qui converge dansE.

Définition 1.10 (Ensemble uniformément borné) On dit que M est un ensemble unifor-
mément borné, si il existe une constante positive C > 0 tel que :

[floo=C,VfeM.

Définition 1.11 (Application Lipschitzienne) Soient (E, ||.||g) et (E|.llr) deux espaces vec-
toriels normés. Une application f : E — F est dite k Lipschitzienne si :

Fk>0,Yx,yeE I f(x)— fWIE < klx— yllg.

Définition 1.12 (Application Contractante) Une application f : E — F est dite contrac-
tante, si elle est Lipschitzienne de rapport 0 < k < 1.



3. OPERATEURS

3 Opérateurs

Tout au long de cette section, on entend par (E, ||.||g) et (E ||.||r) des espaces vectoriels
normeés [15].

Définition 1.13 (Opérateur Continu ) Soit T un opérateur linéaire défini sur un sous en-
semble G c E dans F, il est dit continu au point xy € G si pour toute suite x,, de G qui
converge vers Xy, la suite'T(x,) converge vers T (xy) c’est a dire:

Jim T(xp) =T(lim x,) =T(xo).

Remarque 1.1 Lopérateur T est dit continu sur G, s'il est continu en chaque point de l'en-
semble G.

Définition 1.14 (Opérateur Compact ) Soit T : E — F un opérateur, On dit queT est com-
pact s'il est continu et l'image de tout borné de E est relativement compact (c'est a dire son
adhérence est compact) dans E

Définition 1.15 (Opérateur Borné ) Un Opérateur linéaire T défini sur E dans F est dit
borné si il existe une constante positive C > 0,telle que :

IT) e <Clxlg, Yx€E.

Définition 1.16 (Opérateur completement continue ) On dit que l'opérateur T : E — F est
completement continu si il est continu et compact.

Le théoreme suivant est connu pour son nombre considérable d’applications, entre
autres la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement com-
pactes de I'espace des fonctions continues d'un espace compact dans un espace quel-
conque.

Théoreme 1.1 (Ascoli-Arzela) Soient E un compact et A un sous-ensemble de C(E), si A est
borné et equicontinu, alors A est relativement compact.

4 Théoremes de point fixe

Les théoremes de point fixe sont des outils tres utiles en mathématiques, essentielle-
ment dans la résolution des équations différentielles [5],[12],[34]. Dans cette section, on
va donner les théoremes de point fixe dont on a aura besoin dans le présent document.

Définition 1.17 (Point fixe) Soit f :1 — R une fonction continue surl, on dit que x € 1 est
un point fixe de f lorsque :

flx)=x.



5. CONCLUSION

Théoreme 1.2 (Principe de contraction de Banach)
Soient X un espace de Banach, f : X — X. Si la fonction f est contractante, alors f admet un
point fixe unique.

Les théoremes du point fixe suivants déterminent seulement I’existence d’'un point
fixe.

Théoreme 1.3 (Schauder)

Soit (E; d)un espace métrique complet, soit X une partie convexe et fermée et non vide de E,
et soit T : X — X une application telle que I'ensemble A = {Tx; x € X} est relativement com-
pacte dans E, alors T possede au moins un point fixe.

Théoreme 1.4 (Schaefer)
SoientX un espace de Banach et T : X — X un opérateur compleétement continu,
si l'ensemble

A={ueX:ATu=u, pourun certain A€ (0,1)}

est borné, alors T possede au moins un point fixe.

Définition 1.18 ( Krasnoselskii)
Soient (X, ||.|l) un espace de Banach, A une partie non vide, convexe et fermée deX, on sup-
pose que Ty, Ty : A — X sont deux applications satisfaisant les trois conditions suivantes :
A Tix+ToyeAVx,yeA
A T, est un opérateur compact
A T, est une contraction
alors il existe x* € A, qui satisfait Ty x* + Tox™ = x*.

Remarque 1.2 SiT, =0, alors ce théoreme coincide avec le principe de l'application contrac-
tante de Banach.

5 Conclusion

Dans ce chapitre on a introduit les outils et les définitions de base qui seront utilisés
par la suite dans ce travail, en particulier les théoremes de points fixes qui fournissent des
conditions suffisantes pour |'existence et I'unicité de solution d’'un probleme différentiel
fractionnaire donné.



Chapitre 2

Eléments de Calcul Fractionnaire

1 Introduction

De nombreux mathématiciens ont contribué au développement de la théorie du cal-
cul fractionnaire jusqu’a la moitié du siécle passé, citons entre autres Laplace (1812),
Fourrier (1822), Liouville (1832-1873), Riemann (1847).

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relative a
la théorie du calculs fractionnaires, on commence par introduire les deux fonctions spé-
ciales, la fonction Gamma et Béta d’Euler qui jouent un role tres important dans cette
théorie, on énonce quelques propriétés de I'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville,
puis on cite les deux approches les plus utilisées :

1. L'approche de Riemann-Liouville.

2. L'approche de Caputo.

Plusieurs résultats introduits ici peuvent étre retrouvés dans [1, 2, 6, 14, 19, 21, 24, 25].

2 Fonctions Elémentaires du Calcul Fractionnaire

2.1 LaFonction Gamma d’Euler

En mathématiques, de nombreux concepts complexes se sont développés a partir
de concepts simples, par exemple, on peut faire référence a I’extension du factoriel de
nombre naturel au nombre réel dans certaines formules mathématiques.

Définition 2.1 Soit x € C tel que R(x) >0, la fonction Gamma est donnée par :
+00
Ix) :f e~ 't ldr,
0
cette intégrale est convergente pour tout complexe x tel que R (x) > 0.

Remarque 2.1
- I'(M)=1.et1104)=+o0.

1
— —:O,V = —1,—2,—3....
I(n) =t }



2. FONCTIONS ELEMENTAIRES DU CALCUL FRACTIONNAIRE

— I(x) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < x < 1 et mono-
tone et strictement croissante pour x = 2.

Propriétés :
1. Pour tout xe Ctelque R(x) >0,0na:
I'x+1)=xI1x). 2.1)

Preuve. Les deux fonctions u — u* et t — e”* sont de classe C'([0;+ool), on peut
donc effectuer une intégration par parties et on obtient :

(e, 0) o0 o0
e_”uxdu:[—e_”ux] +xf e “u du
0 0

F(x+1):f
0

=xI(x).
2. Pour x=neN, la propriété (2.1) nous permet d’établir que :

I'n+1)=n!

Preuve. On pose x=n € N* dans (2.1), alors on obtient :

I'n+1)=nl(n)

=nn-1)In-1)
: (2.2)
=nn-1)n-2)..10Q1Q)

=n!

2.2 LaFonction Béta d’Euler

Définition 2.2 La fonction Béta est définie pour des nombres complexes u et v a parties
réelles strictement positives par :

1
B(u, v):f T -0Vtde,R(uw) > 0 etR(v) > 0.
0

Propriétés :

1. Lafonction Béta est une fonction symétrique :

B(u, v) =P(v, u),R(u) >0et R(v) >0.

2. Lafonction Gamma est liée a la fonction Béta par la relation suivante :

I v)I(u)
[_’)(u, V)= m,%(lﬂ >0et §R(l)) > 0.



3. INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

3 Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville

Soient f une fonction réelle, a appartient au domaine de définition de f et a un
nombre réel strictement positif.

Définition 2.3 On définit sur L [a, b] l'opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-
Liouville par :

I“f(x):%f (x— 1 f(s)ds, a>0,x> a. (2.3)

Exemple 2.1 Soit h: [a b] — R, telle que h(x) = (x — a)® , l'application de lintégrale frac-
tionnaire d’ordre o > 0 de Riemann-Liouville sur la fonctionf est donnée par :

I'p+1)

o 1% — P =
I"h(x)=1"(x—a) TB+at])

x-a)*Pp>-1x>a. (2.4)

Propriétés :
Pour f,g € C([a; b)), a,p € R*, I'intégration fractionnaire de Riemann-Liouville posséde
les propriétés suivantes,

1. Lalinéarité: pour \,yeR,ona

IY(Af(0) +Yg(®) =AI*f(x) + YI°g(x), x>a (2.5)
2. Semi-groupe et commutativité : I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-
sede la propriété de semi-groupe c’est a dire :
%P fx) =P oI f(x) =I**P f(x), x> a (2.6)
3. I°f(x) = f(x).

4 Deérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire, et elles sont toutes mathéma-
tiquement correctes, du point de vue physique, chaque définition a sa propre application
et interprétation, dans ce qui suit, on introduit deux approches.

4.1 Dérivée au Sens de Riemann-Liouville

Définition 2.4 Soient f une fonction intégrable sur [a,bl,n—1 < a < n, alors la dérivée
fractionnaire d'ordre o au sens de Riemann-Liouville est définie par :

DR f(x) = D" f(x),
i g 2.7)
) ddxn (f(nl_ o) f (x— S)n_o‘_lf(s)ds) a<x<b
avec
n=[a]+1.
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4. DERIVEES FRACTIONNAIRES

Exemple 2.2 Soit h:[a b] — R, telle que h(x) = (x — a)®, avecp > —1, alors U'application du
dérivée au sens de Riemann-Liouville sur la fonction h(x) donne:

DY h(x) = D" “h(x)

Ie+1) (2.8)

o
B F([S—a+1)(x s
Propriétés
Pour comprendre en profondeur la dérivée de Rieman- Liouville, on donne quelques pro-
priétés cruciales de cet opérateur.
1. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville d’ordre o € R* existent, donc pour tout p1, {12 € R, la dérivée de Rieman-

Liouville de (p; f + p28) existeeton a:

DRy (M1 f(X) + p2g(x)) = pi DR f (x) + p2Dy; g(x)

2. L'opérateur de différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un in-
verse gauche de I'opérateur intégration fractionnaire :

DS, (I%f(x)) = f ().

3. Lopérateur de différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville n’est pas
commutatif :

Df (D} f(0) # Dy (Dfy f(0) #Diy ().
4. Soit n=[a] + 1, et f une fonction vérifiant DgL f=0,alors:
n-l IGi+1)

Drf(0=0= f(x) = gcif(i+a—n+l)

i Lo
(x_a)l o n’

(2.9)

CieER, j=1,..,n—=1,n=[a] +1.

Démonstration : Soient f : [a, b] — R une fonction continue, etn—-1<a<n:

(1) La linéarité de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville découle
de la linéarité de I'intégrale et la dérivé d’ordre entier .

(2) D’apres définition de la dérivée au sens de Riemann-Liouville :
D& (I“f(x) = D"I"*1%f(x)
= D (I f(x))
=D"(I" f(x))
= f(x).
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4. DERIVEES FRACTIONNAIRES

(4)Supposons que D}, f(x) = 0, d’aprés la définition de la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville on obtient :

n—1 .
D"I"*f(x)=0=1""%f(x) = Z ci(x—a)t, (2.10)
i=0
on applique I* sur les deux membres de (2.10), d’apres la propriété de semi-groupe
(2.6) on trouve :

=l i+ 1) (x— )t

I"f=) ¢

par Ili+a+1)

par application de D" on trouve :

n-l IG+1 ,
f(x) Z (i ) (x_a)zﬂx—n.

"Ti+a-n+1)

Réciproquement : Supposons maintenant que :

= Ili+1) i+a-n
f(x)_;)clp(i+a_n+l)(x—a) : (2.11)

on applique I'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
aux deux membres de 1'égalité (2.11) :

n=1 I'Gi+1

2 ci

pars 'F(i+o<—n+1

_g)itan

DY, (4

) rL (X

o T+ DI +a—-n+1) ien
= Ci— . (x—a)
= 1lli+a-n+DIi-n+1)

(2.12)

~ =l G+1) e )i
= -_OCZF(Z_ +1)x a

1

= 0.

4.2 Dérivée Fractionnaire de Caputo

Comme la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a échoué dans la description et
la modélisation de certains phénomenes, la dérivée de Caputo a été introduite en 1967.

Définition 2.5 Erant donnée une fonction f de classe C"([a, b)), alors on définit la dérivée
au sens de Caputo d’ordre a > 0 pour f par:

DSf(x) = I"f(x),
(2.13)

; * _ n—o—1 (T’l) .
F(n—(x)fa(x 5) fYe)ds;a<x<b

avec
=[a] +1.
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4. DERIVEES FRACTIONNAIRES

Exemple 2.3 Soit f : [a b] — R, telle que f(x) = (x — a)P, avec > -1, alors l'application du
dérivée au sens de Caputo sur la fonction h(x) donne:

D%h(x) = TI'""“D"h(x)

Ie+1) (2.14)

I'P-—a+1)

en particulier, si h est une fonction constante sur [a b], alors :

(x—a)*P

’

D%Ah(x) =0.

Propriétés Soient f,g € Co(la;b);n—-1<a<n , M1, M2 € R, on a les propriétés suivantes :

1. Lalinéarité :

DZ(H1f(x) + 128(8)) = DG () + 2D g (x).

2. L'opérateur de différentiation fractionnaire au sens de Caputo est un inverse gauche
de I'opérateur d’intégration fractionnaire :

DI (I*f(x) = f(x),
eten général on apoura <f:

DYP £ (x) =P~ f (x). (2.15)
3. Le noyau d’opérateur DY est donné par :

n-1 .
DIf(X)=0<= f(x)=)_ cilx—a)' c;eR.
i=0

4. SoientneN*,n—1<a<n, feC"(a,b]),alorsona:

I*DYf(x) =f(x) +co+c1(x—a) +...+ cp1(x—a)" L.
(2.16)
CieER;, n=[a]+1.

Démonstration : Soient f une fonction de classe C"*([a;b]) et0<n—-1<a<n:
(3) On pose D¢ f(x) =0, alors par définitionon a:

" D" f(x)=0=D"f(x) =0, (2.17)

par conséquent :
n-1 .
=) cx-a)t
i=0
n-1 .
Réciproquement : on pose f(x) = Z ci(x —a)', on applique 'opérateur DY sur la
i=0
fonction f :
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4. DERIVEES FRACTIONNAIRES

n-1 .
DYf(x) = ) ¢Dix-a)
i=0
nlo g (2.18)
Dgf(X) = " ;) Cid n
= 0.
(4) Soit f € C"([a,b]),n—1<a< n, alors:
I°D¢ f(x) =I*(I""*D") f (x)
=1"D" f(x)
- (2.19)

i .
=f0- ) e Pa

i=0

=fX)+co+ci(x—a)+...+cp1(x—a)"!

Remarque 2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordren—1 < a < n,
s'obtient par une application de l'opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre n — « suivit
d'une dérivation classique d'ordre n, alors que La dérivée fractionnaire au sens de Caputo
est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

4.3 Lelien entre les deux approches

Le théoréme suivant établit la relation entre la dérivée fractionnaire de caputo et celle
de Riemann-Liouville.

Théoreme 2.1 SoientneN*,n—1<a<n,et fe€C"([a,b]), alorsona:

-1

DEf() =D [ £ - Y

i=0

i
Mf(l)( ). (2.20)

Démonstration On considere le développement en série de Taylor de la fonction f au
point x = a,

-1

fo = Z

i=0

- f(” (@ +1"D" f (x). (2.21)

puis on applique D, sur les deux membres de I'égalité :
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5. CONCLUSION

D& f¥) = DY Y l(x_ C= 9 0 g 4 DD £
i=0 !
D f(x) = D% ’j_ol - . f(” a) +1"*D" f(x) (2.22)
DY f(x) = DY S l(x “) ——— (@) + D f (x)
i=0 !
d’ ot . 1(x a)
DSf(x) = DE f(x)-D% Y ———fD(a. (2.23)

i=0 !
Remarque 2.3 La formule (2.20) signifie que :

1. La dérivation au sens de Caputo d'une fonction f, est une dérivation fractionnaire
du reste dans le développement de Taylor de f .

2. Lesopérateurs fractionnaires de Caputo et de Riemann-Liouville coincident si et seule-

ment si f(x) en méme temps que les premiers (n — 1)dérivées sont nulles au point
x=a.

5 Conclusion

Dans ce chapitre on a défini les fonctions élémentaires et les différents opérateurs
fractionnaires. On vient de voir les principales notions et propriétés de 'intégrale frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville, aussi on a introduit les dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville et de Caputo, le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul
classique et par conséquent il conserve de nombreuses propriétés de base.
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Chapitre 3

Résolution de 'équation de Lane—Emden

1 Introdution

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Cette théorie a de nombreuses applications
dans la description de plusieurs évenements dans le monde réel. Les équations différen-
tielles fractionnaires sont souvent applicables dans I'ingénierie, 1a physique, la chimie. . .etc.
Une de ces équations a pour but de généraliser I’équation différentielle ordinaire de Lane-
Emden donnée par :

n

1 d ,du
Fa(x E) (3.1)
u0=1 u'(0)=0.

Dans [11] 'auteur a étudié le probleme d’existence et d'unicité de I’équation différen-
tielle fractionnaire de Lane-Emden suivant :

Db (DO‘+?)u(t)+f(l‘,u(t))=g(t),

) u0 =y, ud)=v,

0<a,p<1,0<t=<1,a=0,

oit DP, D™ sont les dérivées au sens de Caputo, f est une fonction continue, et g €
C([0,1]).
Et dans [27] une étude numérique a été présentée sur I'équation différentielle fraction-
naire de type Lane-Emden suivante :

k
ta_BDﬁy(t)+f(l‘,y(l‘)) =g(1), te(0,1],

D%y (1) +
y(0)=A, y (0)=B.
k=0,1<a<2,0<p=<1.

Au sein de ce chapitre, on étudie un probleme différentiel fractionnaire de type Lane-
Emden a dérivées au sens de Caputo. On va aborder la question d’existence et d'unicité de
ce probleme, en utilisant des théorémes classiques de point fixe, pour cela on considere
le probleme suivant :
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2. REPRESENTATION INTEGRALE

k
DP(D* + ﬂ)y(t) +Af(t,DOy(1) + g(t, y(O) =h(t) ,t€]

4 (3.2)
y0)=a y() =b,

pour ce probléme, on prend o, B, €]0,1] avec 0 <p <a <1 et § < a,DP , D¥ et D? sont les
dérivées fractionnaires au sens de Caputo,k > 0, a, et A sont des réelles. On prend aussi
J=(0,1], les fonctions f, g :] x R — R sont des fonctions continues, eth € C(J,R).

2 Représentation Intégrale

Lemme 3.1 La représentation intégrale du probleme (3.2) est donnée par :

k
(h(u) = A f (1, DOy(w)) — g(u, y(w)))du — —y(S))

¥ -9 f (s—w

IA()) I'p)

f (1_8)0( 1 S(S_u)ﬁ—l

k
5
T TS (h(u)—Af(u,D y(u))—g(u,y(u)))du—ﬁy(s))ds

—t%(a-Db) +a.
(3.3)

Preuve.On a:

k
DP(D* + W)y(t) = h(t)—\f(t,DPy(1) - g(t, y(1), (3.4)

on applique IP sur (3.4) on trouve :

S (s— u)ﬁ—l

oI A (@, D°y(u) - g(u, y(w))du.  (3.5)

(D™ + L)y(s) +cy = f
saB 0

o S (s—u)P! 5 k
D y(S):fO Tﬁ)(h(u)—)\f(u,D y(u))—g(u,y(u)))du——y(S) c, 3.6)

ensuite on applique I* a la formule obtenue, on aura :

Er—9)1 S (s—wP~ 1 & k

y(0) T f %) h(u)—Af(u,D y(u)))—g(u,y(u)))du——y(S))
C()F(l)l'a _c
Ma+1) "

(3.7)
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2. REPRESENTATION INTEGRALE

On passe maintenant a déterminer les constantes ¢ et ¢ ; En utilisant les conditions
initiales du probleme(3.2), on trouve :

y0®=a = c=-a. (3.8)

et

1 (t_s)a—l (fs (s— u)ﬁ—l
0

=>b =1 1
y(1) =>c=l(la+1) T T®)

(P =\ f, D y(aw) - gu, y(w)) du

Sak_ﬁ y(9)ds+ I+ 1) (a-b).

(3.9

Enfin, on remplace les quantités (3.8) et (3.9)dans (3.7) ; On obtient (3.3), d’ou le ré-
sultat.

]

Existence et Unicité des Solutions

En générale, pour résoudre un probleme de point fixe on doit identifier trois éléments
fondamentaux, a savoir :

1. Un ensemble convenable E apte a contenir les solutions du probléeme.

2. Une application T : E — E ayant la particularité qu'un point fixe est solution du
probleme.

3. Un théoreme de point fixe qui assure I'existence d’un tel point fixe de T sur E.

Tout d’abord, on transforme le probléme (3.2) en un probléeme de point fixe. Puis on in-
troduit 'espace de Banach suivant :

X:={y€C((0,1,R), D’y € C((0, 1], R} |

muni de la norme

171x = Max{[1Ylloo, 1DVl
ou:

1¥lloo = sup |y(8)] et D ylloo = sup IDCy(£)].
te] te]

On considere 'opérateur H qui sera définit de X dans lui-méme par :

H:X — X

y — H(y)

telque, VteJona:
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3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE

(h(u) = Af(u, D6y(u)) —g(u,y(u))du

t (t— S)O(—l fs (s— u)[?)—l
H)() =
HY @ fo ) (0 TP

k 11—, ps(s— b1
so‘—ﬁy(s))ds_tafo ( F(So)() (fo - FZ%)) (a0 =S (1,02 )

—g(u,y(w))du-— Ly(s))ds— t*(a—b) + a.
s

(3.10)
Clairement, les points fixes de H sont les solutions de I"’équation (3.2).

On considere les quantités suivantes :

2(|AILf +L —
1 (IAl f g)+2k(F(ﬁ (x+1)).

Ia+p+1) I'p+1)

Q2

1 N Bla+1,P) )

(AL +Lg)(p((x +p-06+1) Ia—8+1)I(P)

(F(ﬁ—(x+ 1) +F(0(+1)F(f)—(x+ 1))
I'p-6+1) I(a-8+DIP+1)/)

MLy +Lg +k[’(ﬁ—a+ 1)
Ioa+p+1) I'p+1)

Q' =Max
(IAMLy +Lg)p(a+1,P) N kF(O(+ DIP-a+1)
Noa-3+DIP) Noa—-8+DIP+1)

3 Existence d'une solution unique

Dans le premier résultat, on étudie I’existence et I'unicité de la solution du probleme
(3.2).

Théoreme 3.1 On suppose que :
— (P1) Les fonctions f et g vérifient la condition Lipschitz, i.e. : il existe des constantes
de Lipschitz Ly, respectivement Lg, telles que V't €] et pour tout v,v* €R, ona:

Ift,v) = ft, v = Lelv-v7,
lg(t,v)— g, v = Lglv—v7|,
alors Le probleme (3.2) admet une unique solution, pourvue que 0 <Q <1, ot

Q=Max{Q1,Qz}.

Preuve.
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3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE

La démonstration de ce théoréme est basée sur I'application du principe de contrac-
tion de Banach. On procede en deux étapes, dans la premiere étape, on cherche une
constante 0 < Q; < 1, telle que, quel que soit x, y € X et pour tout €] on obtient:

|Hy-Hx| < Qilly—xlx.

dans la seconde étape, on cherche a trouver une constante 0 < Q; < 1 telle que, quel
que soit x, y € X et pour tout ¢ €] on obtient

|D®Hy - DPHx||, < Qally — xlix.

Le résultat final est donc obtenu par le passage au maximum des deux normes.
Etape1 :

On montre que 'opérateur H : X — X est un opérateur contractant, soient x, ye X et €],
ona:

||Hx—Hy||oo:su]I_o|Hx(t)—Hy(t)| (3.11)
te

par la suite on a :

|Hx () - Hy(1)| <sup

L= g1 p-1
0 ( F(S;) f S ) (1, D°x(w) - f(u, D y(u))|du)ds
teJ

IA(S)

u l(l—S)a 1 (s— u)[’)—l 5 5
+st1g)t fo T f T® IAllf(u, D°x(u)) — f(u,D y(u))ldu)ds

Fr—9) 8 (s—w)P!
+s;g)0 T (fo T®) Ig(u,x(u))—g(u,y(u))ldu)ds

(1- )“1 (s—wh!
+stlg)tf T f T®) Ig(u,x(u))—g(u,y(u))ldu)ds

E(r—s)*! 1-9*" k
+sup | Wsa—_ﬁ(x(s) y(s) ds+stté})t f T P —(x(9) - y(9))ds

(3.12)
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3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE

en vertu de ’hypotheése (P1) on peut écrire :

t (t— S)O( 1 ( _ u)ﬁ—l
Hx(f)—H <|A|L|D%x —Dd f
[Ft) = Hy ()| <IN D 2= DOyt sup | =P | = —du)ds

+ AL ID%x — D% y| sup t*
/ VISP | T

+Lglx—ylsu ft”‘”al ([ 0 1) s
gt VISP | "Tw P

l(l_s)(x 1 f (s— u)ﬁ l
e

f (1- )cx 1 S(S_u)ﬁ—l

@ o 1@ du)ds

+Lgllx—yllsupt
teJ

t f— S)(X—l

1 1— a—1
sﬁ_o‘ds+k||x—y||supt°‘f ﬁsﬁ_“ds
0

+ kllx—yl sup T

ej Jo  Ila) re]
(3.13)

comme P <, alors =1 < —a <0, par conséquentona:

(-] Ip-a+1)b
(Gl P ds =T%P (1) = fP-ar DI
o Il I'g+1
grace a la propriété (2.6) de semi-groupe, alors :

t(t_ )(X+ﬁl 1( _ )O(+[3 1
Hx(t) —Hy(®)| <AIL+ID%x-D%y| | su f — —  du+su t“f ~— = du
| v <ALy Y (te? o Ia+p) ) T Tarp) )

t(f—p)otP-1 1 (f— y)o+hb-1
+Lollx—yll[su ———— du+supt®* | ———du
eyl |~ raep wp e |

I'G-a+1P IP-a+1)h
k —
+klix y"s}é?( e+ TG+D )
(3.14)

on calcule les intégrales du second membre, on aboutit a :

|H (r)—-H (t)|<|)\|L ||D8x—D5 Isu ( F(l)tOHﬁ . F(l)t2a+[3)
' e g te? IMa+p+1) Ila+p+1)

(3.15)

(1) «th (1) 2o+P )

+Lg”x_y”(F((x+ﬁ+1) +F(a+[3+1)

I'B-a+1)tP  I'(P—a+1)P™
k —
+ kel y"st‘i}’( B+ IG+D )
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3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE

puisque ¢ € (0, 1], donc le passage au sup sur J donne :

2
Hx—Hy| _ <IALflx— ylx| =——=——] +Lellx - yllx(| =————
| Fx = Hy| o <INLflx yllx(na+ﬁ+1)) ollx J/||X(F((x+ﬁ+1))
(3.16)
I'p-—a+1)
2kllx— —.
+2kle=yix( )
ce qui implique que :
2 I'pP-—a+1)
Hx-H <|x- — (AL + Ly ) + 2kl x — i I 1
=1y <l = Yl gy JOMLy + L) # 2Kk = yix( = =) @17
ainsi, d’aprés ce qui précede, on trouve :
[Hx-Hy| = Qi x-ylx (8.18)
Etape2 :
On passe maintenant a étudier la contraction de I'opérateur D°H, on aVteJ:
8 syo [ 1B 8 k
DOHY() = DUI*[IP(A9) ~Af(s,D°y(9) = g5, ¥(s)) = 5 (9| @
(3.19)

k
—D21og® Iﬁ(h(s) ~Af(s,D%y(s)) - g(s,y(s))) - @y(s)] €))

-D%*(a—b)+Dd%a,

d’apres la propriété (2.15), on obtient V€] :

DOHy(7) = f t(r—s)“‘f"l( sﬂm(u)—Af(u,DSy(u))—g(u,y(u)))du
INo—8) Jo o I
k Mo+ pla- s)o‘1 (s—u)P! 5
~ I 9)ds= F(a—6+1)f T fo T A Dy )
k TNo+1)1>d
w5945~ T g @Y

(3.20)

on va appliquer les mémes arguments que précédemment, et donc on trouve :
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4. EXISTENCE D’AU MOINS UNE SOLUTION

(IALf +Lg)
[{a—-0+p+1)

I'p—a+1)
I'p-86+1)

||D6Hx—D6Hy||Oos( )le—y||x+k( )le—yllx

. (AL + Lg)p(a+1,P) . k(F((x+ DIP-a+ D)IIx— |
a—5+DI) VXM Ta—s+prp+p)* 77X

(3.21)

par conséquent :
| (Hy-H2)|_<Qaly-2zix.
Maintenant on passe au maximum des normes trouvées :

Max (| H(y) ~ H(2) oo, ID°(H() ~ H(2) oo = Max (Q1, Q) Iy - 2lx, (3.22)
il en résulte que :

IH() -H(2)lIx = Qlly - zllx, (3.23)

d’oty, le probleme (3.2) admet une unique solution sur]J. m

4 Existence d’au moins une Solution

Dans cette partie, on étudie |'existence d’au moins une solution pour le probleme
(3.2).

Théoreme 3.2 Sous les hypotheses suivantes :
— (P1) Les fonctions f et g:] xR — R sont continues .

— (P2) Il existe des constantes de Lipschitz L ¢, respectivement Ly telles que Y t €] et pour
toutv,v* €R; Ona:

If(t,v)-ft,v)] < Lelv-v*l.

A

lg(t,v)—g(t,v*)| = Lglv—-v*|.

— (P3) Il existe des constantes positives M ¢ et Mg telles que :
| f(t,%)] =My
18 (£, x)| = Mg

si0 < Q' <1, alors le probleme (3.2) admet au moins une solution .

Preuve.

Pour la démonstration de ce résultat, on applique le théoréme de point fixe de Kras-
noselskii.
Tout d’abord, on introduit le sous espace fermé convexe B, < X définit par :
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4. EXISTENCE D’AU MOINS UNE SOLUTION

By ={xeX lxlx=r},

avec
Z(Mh-l-Mf-i-Mg) +2|d|+|b|
r>Maxd Ia+p+1(1-Q1) (1-Qp)
Mh+Mf+Mg( 1 + B((X-i—l,ﬁ) )+ Ila+1)|a-b|
1-Q, HMa+p-08+1) INoa-06+1)IP) INa-3+1(1-Qy)’

puis on considere les deux opérateurs T, et T», définis sur cet ensemble comme suit :

Ty Brllllx) — Brlllx)

y — Ti(y)
tel que :
t(l._s)(x 1 (S u)ﬁ—l 5
Ti(N@) = . T f T® (h(w) = Af(u,D°y(u)
(3.24)
k
—g(u, y(w))du— a—_ﬁy(s))ds,
S
et
Tz: B lllllx) — Brll.lx)
y — Tay)
tel que :
~ 1- )“1 (s—u)P~! 5
o)) = f — fo Fy— (10 =M DRy
(3.25)

k
—g(u,y(w))du- ﬂy(s))ds— t*(a—Db) + a.

La preuve est divisée en trois étapes, dans un premier temps on montre que T; x+ T2y €
B,,Vx,y € B, ensuite on montre que I'opérateur T, est une contraction sur B,,finalement
on montre que T; est un opérateur compact .

Ftapel Soient x ye B, teJ, alorsona:

t(t_s)(x 1 jv (S )f)—l

_ 5.y
ey Ty W~ A @ D2y )~ f(1,0)+ f (1, 0)

|T1y(1) + Tox()| < sup
te]

_ S)O(—l

k <t a
—g(u,y(u)))—g(u,0)+g(u,0))du—Sa—_ﬁy(S))dsH fo T

x( OS (s—uwP-1

T® (h(w) = Af(u, D% x(u)) - f(u,0) + f(u,0) — g(u, x(u)))

—g(u,0)+ g(u,0)du— Lﬁx(s))ds+ t*la-b|+|all,
D
(3.26)
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4. EXISTENCE D’AU MOINS UNE SOLUTION

maintenant,a partir de '’hypothese (P»), et comme la fonction & € C(J,R), alors IM, >
0 telle que || h]lo = My, ainsi on trouve :

Z(Mh +My+ Mg+ (l?\|Lf+Lg)f) 2krTB-a+1)

(3.27)
INoa+p+1) " I'p+1) +2lal+1bl.

||T1y+T2x||oo <

Raisonnant de la méme maniere, on trouve :

1 N Bla+1,P) )

|DPTyy + DPTox. < ((|A|Lf+Lg)r+Mh+Mf+Mg)(F(a+ﬁ_6+1) ST

I'P-a+1) F((x+1)F(f)—(x+1)) I{a+1)

+kr(F([3—6+1)+F(a—6+1)F(ﬁ+1) Ma-6+1)

la—b|.
(3.28)
Comme conséquence on a:
Max (I Ty + Toxlloo, ID? (T3 + Tox) o) <

douVxyeB,te],ona:
Tiy+Tox€B,

Etape2 : On montre maintenait que I'opérateur T, est contractant, soient x,y € B, et
Vte]Jonadune part:

(IMLf +Lg) I'p-a+1)
- - -~ - °7 - L 3.29
T2 =TeW oo = =Yk oy ) H M=V ) 629
et d’autre part,ona:
(AL +Lg)plac+1,P)
8 _nd _
ID"T2(x) =D T2 (Voo = ACE ST lx—=ylx
(3.30)
(F(O(+ DIP-—a+ 1))”x_ |
Ma—s+ DI+ VX
le passage a la norme donne:
Max (I T2(0) = T2 (1) loo, ID°T2(x) = DT (1) o) < Q'lly = 2Ix, (3.31)
d’ou
IT2(x) = T2(MlIx = Q'ly = zlIx. (3.32)

Etape3 : On montre que I'opérateur T; est un opérateur compact, pour cela on doit
montrer que T; est continu et relativement compact.

e La continuité : Soit (y,),en une suite dans X telle que nlirP ¥Yn =), On va montrer
— 00
que nlirP T1(yn) =T1(y), Vt €] on trouve :
—T00
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4. EXISTENCE D’AU MOINS UNE SOLUTION

t l-_ oa—1 S _ ﬁ_l
Ty () - (0] < supf0 ( F(S;) (fo ks r:s)) [N @1, D2y () = £, DO y(a0)|
te]

k
+g(u, yu(w) - g(u, y)ldu] - eI AOR ¥9))ds

(3.33)
apres le calcul des intégrales, on aboutit a :
1
T1yn —(T < .,Dﬁn.— .,DS. —_—
Ty (O -Tp®)|, = N FGDPya() = £(,D2y()| et piD
_ 1 (3.34)
+]| g yn () — gLy TaipsD
I'P-a+1)
G+1) lyn =yl
grace a ’hypothese (P1), on obtient :
,D%y, () - £(,D%y()) — 0
fGD yn() = f(,D%y()) (3.35)
n— 00
et
oyn\.)) — . . _’0
86, yn())—g(,y(0) (3.36)
n— 00
par conséquent :
ITiyn-T1y|, — 0quand n— oo (3.37)
En outre :
1
8 _nd 8 _ 8
|D®T1y, - DTay | <IAI|| £(, D?y,()) - £(,D y('”||><(r(a-5+s+1))
+ gt yn) - gty ! )
XU a-d+p+1) (3.38)
kF(ﬁ—a+1)” o
TG-o+1) 'n I
ce qui implique :
|D®T1y, ~ DTy, — 0 quand 1 — oo. (3.39)
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4. EXISTENCE D’AU MOINS UNE SOLUTION

De (3.40) et (3.39), il résulte que :

IT1yn—Tiy|x — 0 quand n— oo (3.40)

d’ou l'opérateur T, est continu.

e Lopérateur T estborné:soit xe B, etVte],ona:

M, + M¢ + Mg I'p-—a+1)
T oo < ”x”X(F((x+—ﬁ+1))+k”x”X(m)’ (3.41)
par conséquent :
M, +M¢ + Mg I'p-—a+1)
ITleo = 1 Taspal) |+ kr( T6+1 ), (3.42)
de maniere analogue, on trouve :
My +Mp¢ + Mg I'p-a-08+1)
DT (M) llee < , :
| 1o = r(F((x—6+ﬁ+1))+ ( I'p+1) ) (8.43)
de (3.42) et (3.43) on conclut que :
IT1 () lx < Max(||T1 (%) lloo, DTy (x) lloo) < +00 (3.44)

D’ou l'opérateur T; est uniformément borné sur B, .
e La famille T; (x) est equicontinue : Soient ¢1, % € (0,1],#; < £, et soit x € B;;, Donc
pour tout ¢ € (0,1] ona

t f— a—1 s _np-1
|(T1y) (1) = (T1)) (1) =\f0 (lr(:) (fo (Srzg) (h(w) = A f (1, D2y (w))

k ) (tZ _ S)(X—l fs (S— u)f)—l
Bl YU~ y(9)ds fo @ Uy~ ®
5 k
(h(w) = Af(u,D°y(w) — g(u, y(w)du— ﬂy(S))dS‘,
(3.45)
puisque #; < fp, alors on peut écrire(3.45) comme suit :
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4. EXISTENCE D’AU MOINS UNE SOLUTION

(h(w) = A f(u,D%y(w)

“ (-9 (f (s—wP!
0

(T @) - M) = ‘fo o) I'p)

I3t (tZ _ S)(X—l (fs (S— u)ﬁ—l
0

K
~gu yw)du-— 5 y(o)ds- [ o

0 o)

k
(h(w) =\ f(u, D%y (w) — g(u, y(w)du - ﬁy(S))ds

2 (ty = )" fs (s—u)P1 5
_ B A D
fn Na ( o T - ASG DRy

k
-8(u,y(w)du— a—_ﬁy(s))ds‘,
S

(3.46)
en calculant les intégrales et grace a I’hypothese (P3), on obtient :
M, + M, +M
|(T1)) (1) = (TP ()| < [(t1°‘+ﬁ—t2“+ﬁ)+(rz—tl)‘“ﬁ]( ;‘imﬁmf)
a+p (Mg+Mh+Mf)
He=0) ) D (3.47)
krlA=N (o o «
- - 2(t, — ,
e gyt -2 +2(e-n)]
par conséquent on trouve :
M, + M, +M
[Ty @) - @), < [(n"‘*f‘—rz°‘+ﬁ)+2(tz—t1)°‘+ﬁ]( ﬁ(a+ﬁ+1)f)
(3.48)
krI(1-A) o« .« «
—||(h -t 2(t—t .
b (00 %) +2(r- 1)
De la méme maniére, on a pour tout 1,6 € (0,1],1; <t :
s (Mg +Mj, +M
D2 Ty () -DPMn )]l = [P0 = 5P 42(1y — 1y) P (F(i(+ﬁ—6+1];)
kI'M—A) 08 . ab a3
— 2(tr— .
Ta—a—sepin —E D *2(-0)
(3.49)

Quand #; tend vers t2; les seconds membres de (3.48) et(3.49) tendent vers zéro. Donc,
on a 'opérateurT) est continu, borné et la famille T, (y) est équicontinu. Donc, d’apres le
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5. APPLICATION

théoreme d’Ascoli—Arzéla T, est compact.
Les étapes 1,2 et 3 nous permettent de conclure que le probleme (3.2) admet au moins

un point fixe sur B;.
]

5 Application

Dans cette partie, on va considérer un exemple pour illustrer les résultats théoriques
énoncées dans la section précédente :

0.01 cos(1-1) 3(D*%y(1) (/)
0.12(140.76 _ _ 3t _
D (D% + T (0 =000 (e + T ) s T eI 0

1
y0)=v3n+1 y(l):1—6,

(3.50)
dans ce probleme on a,

a=0.763=0.125=0.59 et A=-0.004k=0.01

B cos(l—1) 3_y
A TS TS
(t.y) - I'(Ym)
gLy = t+sin(t—1)y'
h(t) = exp’l.

OnaVvte],Vx,yeR:

3
|f(e,0)-ft,y| = §|x(t)—y(t)|.
F3
lg(t,x)—g(t, )| < (;/E)Ix—yl.
3
doncona:Lf:;—Set lg:F(;/ﬁ).

Maintenant on calcul Q=Max{Q;,Q>}:
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6. CONCLUSION

2(INLf +Lg) Ip-a+1)
A = Ioa+p+1) +2k( TB+1) )
2(0.004 x 0.0789 + 0.4428) 2.4727
= +2x0.01( )
0.9551 0.9436
= 0.9803.
_ 1 Bla+1,P) I'pP-a+1l) [(la+DIP-a+1)
L = (')"Lf+Lg)(F(a+ﬁ—5+1)+F(a—6+1)r(ﬁ))+k(r(ﬁ—5+1)+F(a—6+1)r(ﬁ+1))

= (0.004 x 0.0789 + 0.4428)(

1 N 7.5858) N 1(2.4727 N 0.9214 x 2.4727)
0.8990 7.2896 1.6747 0.9267 x 0.9436

0.6027.

Par conséquent,

Q=Max{Q1,Q21=0.9803 <1

Ainsi, 'ensemble d’hypotheses du théoreme (3.1) est remplie. Par conséquent, le pro-
bleme (3.50) admet une solution unique.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a discuté I’existence et I'unicité des solutions du probleme (3.2),
les résultats obtenus sont basés sur les théoremes classiques du point fixe, le premier
résultats consiste a étudier |'existence et I'unicité de solutions du probleme (3.2), et le
deuxieme résultat assure I'existence d’au moins une solution du probléme fractionnaire
traité.

30



Chapitre 4

Stabilité au sens de Ulam—-Hyres

1 Introduction

Dans la littérature tres riche sur la stabilité des équations fonctionnelles, un grand
nombre de notions différentes de stabilité ont été étudiées, les définitions de ces notions
ne sont pas équivalentes, mais les auteurs emploient dans les travaux a ce sujet le méme
terme : "la stabilité "(stabilité au sens de Lyapounov, stabilité de Von Neumann, stabilité
asymptotique ---) , cependant des confusions peuvent se produire.

En 1940, Ulam [32] posa la question suivante "sous quelles conditions existe-t-il une ap-
plication additive suffisamment proche d'une application additive approchée ?” C’est un
probleme de stabilité pour les équations fonctionnelles (homomorphismes de groupe).
Un an plus tard, en 1941 Hyers [10] donna une réponse positive dans le cas des espaces
de Banach. C’est la raison pour laquelle ce type de stabilité s’appelle aujourd’hui Hyers-
Ulam stabilité des équations fonctionnelles.

Apres le résultat de Hyers, de nombreux articles ont été consacrés a ce sujet, étendant le
probleme de Ulam a d’autres équations et généralisant le résultat de Hyers dans diffé-
rentes directions [31]. Habituellement, le probléme a été pris en compte pour les fonc-
tions avec des valeurs dans les espaces de Banach, cependant, a I'origine il a été indiqué
pour les fonctions avec des valeurs dans des espaces métriques.

Le concept de stabilité pour I’équation fonctionnelle se pose, quand on remplace I’équa-
tion fonctionnelle par une inégalité dontle second membre est une perturbation del’équa-
tion.

Pour plus d’informations et de références sur ce sujet, on se réfere a [1],[3],[13],[30].

2 Stabilité au sens d’'Ulam-Hyers
Dans cette section, on va donner la signification de différentes stabilités et on présente

quelques conditions pour la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers et la stabilité d’'Ulam-Hyers
généralisée du probleme de Lane—Emden étudié dans la section précédente donné par :

k
DﬁHT“+;;EUdﬂ+Aj(LD5yUD+@ﬂLyUﬂ:iuﬂ,te(Ql]

yO=a y1)=b (4.1

o,pel0,1] ,a,beR,k,A,>0
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3. STABILITE AU SENS D’ULAM-HYERS GENERALISEE

Définition 4.1 L'équation (4.1) est dite stable au sens d’ Ulam— Hyres si il existe un réel
positif R, tel que pour tout e > 0, et pour tout x € X solution qui vérifie l'inégalité suivante :

|DP (D™ + ta—k_ﬁ)x(n +Af(t,D%x(2) + g(t, x(1) —h(D)| <& 4.2)

il existe une solution y € X de (4.1) satisfaisant :

k
PP + =) y(1) + Af (1, D°y(0) + gt y(1) = h(1)
(4.3)

y0)=a y()=b,

avec

ly—xlix =Re, te(0,1]. (4.4)

3 Stabilité au sens d’'Ulam-Hyers généralisée

Définition 4.2 L'équation (4.1) est dite stable au sens d’ Ulam— Hyres généralisée si il existe
une fonction @ € (R*;R*),telle que pour tout € > 0 et pour tout x € X solution de l'inégalité
(4.2), il existe une solution y € X de (4.1) (qui vérifie y(0) = a, y(1) = b), telle que :

Remarque 4.1
» Une fonction x € X est solution de l'inégalité (4.2) si et seulement si il existe une fonc-
tionW¥e C(J;R) telle que :

1. |¥(t)|<e,Vte].
k
2. DP(D*+ ) XD =W+ h() - Af(t,DOx(8) — g(t, x(1)).
o Siun probleme est stable au sens d’ Hlam— Hyres, alors il est stable au sens d’ Hlam— Hyres

généralisé .

4 Etude de la Stabilité

Théoreme 4.1 On suppose que les hypotheéses suivantes sont satisfaites :
— (P1) Il 1 existe des constantes Ly > 0 et Lg >, telles queVtr €] etVv,v* €eRona:

|f(t) v)_f(t)l}*)l

IA

Lelv—v*|.

IA

lg(t,v)—g(t,v")]
- (P2)Q=Max{Q1,Q2} <1,

Lglv—vl.

alors le probleme (4.1) est stable au sens d’Hlam— Hyres.
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4. ETUDE DE LA STABILITE

Preuve. Soient € > 0, x € X une fonction qui vérifie 'inégalité (4.2) :

|DP (D% + ta—k_ﬁ)x(r) +Af(£,DOx(1) + g(t, x(1) — h(t)| <e,Vte]. (4.5)

La solution du probléme (3.2) est donnée par :

k
¥ = I*[1P(h(s) = A f(s,DOy(s) — g(s, y(s)) — s(x-ﬁy(s)] (1) — t1[IP (1 (s) = A f (5, D2 y(5))
k x
~8(s Y = oW -1%@a-b+a

(4.6)
on integre (4.2), on trouve :

x(£) = 1%|1P (h(s) = A f(5,DPx(5)) — g(s, x(5)))

a x(9)](8) = t*1[1P (h(s) = A f (5, D2 x(5)) _ e
— —_ , S
sa—p HMa+p+1)

K
+a-g(s,x(s)) - ﬂx(s)] (1) - t*(a—b)

onadonc:

o+p
() -y0 = ——° 4

k
1B (h(s) Sy _ _
RCETIEY I*[P(h(s) =Af (s, D°x(5)) — g (s, x(s)) = =5 ¥(9)] ()

k
— 1191 (h(s) — A f (5, D x(5)) — g (5, x(5))) — ﬂx(s)](l)

k
—1%[1P(h(s) = A f (5, D2 y(s)) — g(s, y(5))) — Sa—_ﬁy(S)] (1)

k
+11*[IP(h(s) = A f (5, DPy(s)) — g(s, y(5))) — o y(9)] (1)‘
4.7)
d’apres 'hpothese (P1), on trouve :
€
x(O-yt) £ —— +|x— AL ¢ +Lg)supI®IP1(r)
| y(1)] Ta+p+D) lx— ylx(INLs+Lg) te?
(4.8)
+]lx— yllx (IAILf +Lyg) supI°1P1 + 2k supI*sP~*
teJ te]
ce qui implique que :
€ 2(MLf+Lg) 2kI'B—a+1)
_ - — 4.9
=Vl = Forprp tIX y"X( Ma+p+1)  TG+1D ) (4.9)
d'our:
1= Ylloo < =———— + = yIxQ (4.10)
Vo= Ta¥p+1) yixta '
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5. CONCLUSION

d’autre part,ona:

k
Doy(n) = 19°0P(h(s) ~ Af (s, DPy(s)) ~ gls,y(9))) - =5 ¥(9)| (8
N
Do+ D)*° g 5 k
oo [P -Ar6 DO yg s ye) - pyo| ) @i

_(a=-b)I(a+ 1)x8
Noa—-6+1) )

De la méme maniére, on trouve :

ALs+L _
DOx(r) - D3y(n)| < (AL;+Lg)  TB-o+1)

€
F((x+f)—6+l)+”x_y”X Ma-0+p+1)  “TB-0+1)
(4.12)
(IAMLf+Lg)Pplax+1,P) +kF((x+ DIP-a+1)
Ta—5+1IP) Ta—-8+DIE+1)
dou:
5§, 1o £ _
|[D°x-D%| = T@ip—3+1 +11x = ylIxQa. (4.13)
Comme conséquence
2= vl = Max( i =] + |x = yIxQ
Yix= Noa+p+1) INa+p-8+1) Vi (4.14)

finalement, on trouve :

lx=ylx =Re,
avec
1
R:(I—Q)MaX( )
Na+p+1) INoa+p-6+1)

d’ot1 le probleme (3.2) est stable au sens d’'Ulam—Hyres.

Posant ¥(¢€) = Re; le problem (3.2) est donc stable au sens d’'Ulam—Hyrs généralisé.
n

5 Conclusion
Dans ce chapitre on a étudié la stabilité du probleme différentiel fractionnaire de

Lane-Emden, on a introduit les deux sens de cette stabilité et on a fournit des conditions
suffisantes sur les données de I’équation en question pour asurer la stabilité.
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Conclusion Générale

Ce travail de mémoire se voulait principalement théorique, en effectuant une étude
sur I'’équation fractionnaire de Lane-Emden.
En astrophysique, 'équation de Lane-Emden décrit la structure d’'un objet dont I’équa-
tion d’état est celle d'un polytrope et qui est soumis a l'influence de son propre champ
gravitationnel. De nombreux mathématiciens et physiciens se sont intéressés a I’étude de
cette équation qui a la forme :

L)

S —
x4 dx dx (4.15)

y©0)=1 y'(0)=0.

Dans un modele polytropique, pour calculer une structure, on choisit d’abord un in-
dice polytropique n et on résout I'équation de Lane-Emden (4.15) pour trouver x et y'(x),
ensuite a partir de la masse et du rayon, on détermine la pression, température et den-
sité centrales de 1'étoile.Des I'apparition de ces modeles, de nouveaux débats intellec-
tuels sont nés et ont été nourris de cette pensée. L'étude de la structure interne des étoiles
donne lieu aussi a des modeles comportant des dérivées d’ordre fractionnaire.

Ce mémoire avait pour ambition de résoudre I'équation différentielle fractionnaire de
type Lane-Emden qui a la forme :

k
DP (D% + YO+, D2y (1) +g(t, y(£)) = h(t) ,t€[0,1]

4 (4.16)
y0=a yd)=b,

avec DM est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo «, beta,d5€10,1] ,a,beR,k,A >0,
f,8, et h des fonctions continues.
I a fallu dans un premier temps définir les notions d’analyse fonctionnelle qui fournissent
des résultats fondamentaux dans I’étude de ce type d’équations. Au moyen des théoremes
classiques de point fixes il a été possible de se lancer dans ce travail, on a donné des ré-
sultats d’existence et d'unicité des solutions.
Dans les pages qui précedent on a introduit les notions fondamentales d’intégration et
de dérivation au sens de Riemann Liouville et au sens de Caputo. Les résultats théoriques
étaient illustrés par un exemple.

La question de la stabilité au sens de Ulam- Hyres et au sens de Ulam- Hyres généralisé
a été également abordée, en introduisant des conditions suffisantes qui assure la stabilité
des solutions de I’équation étudiée (4.16).
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Résumé

Dans ce travail, on étudie une équation différentielle fractionnaire de Lane-Emden.
Les résultats d’existence et d'unicité sont discutés au moyen du théoremes de point fixe
de Banach et de Krsanoselskii. La question de stabilité au sens de Ulam-Hyres et au sens
de Ulam-Hyres généralisé est abordée.

Mots-Clés. Equation de Lane-Emden, Calcul Fractionnaire, Banach, Krasnoselskii, sta-
bilité au sens de Ulam-hyres, stabilité au sens de Ulam-hyres généralisée.

In this work, we study a Lane-Emden fractional differential equation. The existence
and uniqueness results are discussed using the fixed point theorems of Banach and Kr-
sanoselskii. The question of stability in the sense of of Ulam-Hyres and in the sense of
Ulam-Hyres generalized is also addressed.

Abstract

Key Words. Lane-Emden equation,Fractional Calculus, Banach, Krasnoselskii, Ulam-
Hyres Stability, Ulam-Hyres generalized Stability.
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