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Résumeé :

Dans ce projet on a étudiéla reconnaissance des visages Qui est consideré 1’un des problémes les plus
difficiles a résoudre. Jusqu'a présent, plusieurs méthodes et approches sophistiquées ont été développés
pour obtenir les meilleurs résultats de reconnaissance en utilisant des bases de données de visage
specifiques. Et on a étudié aussiLe traitement d’image a des applications dans pratiquement tous les
domaines. L’explosion numérique a exigé une réduction de la taille des images afin de limiter le stockage
mais aussi de permettre une transmission plus rapide dans les réseaux. La compression d’images a pour
but de réduire la taille de I’image tout en minimisant la détérioration de celle-ci. Beaucoup d’algorithmes
et de formats de compression ont été proposé. Ce rapport étudie méthode de compression basée sur la
factorisation matricielle non négative (NMF) et composition en valeurs singuliéres (SVD) et ses
applications.et on a aussi étudié la reconnaissance faciale basé aussi sur les deux méthodes (SVD) et
(NMF) .finalement faire les tests et afficher les résultats et faire la comparaison entre eux.Des tests ont été

effectuéssur plusieurs images, et les résultats sont satisfaisants.

Abstract :

In this project we studied the recognition of faces which is considered one of the most difficult
problems to solve. So far, several sophisticated methods and approaches have been developed to obtain
the best recognition results using specific face databases. And we also studied image processing
applications in virtually every field. The digital explosion required a reduction in the size of the images in
order to limit the storage but also to allow a faster transmission in the networks. The purpose of image
compression is to reduce the size of the image while minimizing the deterioration of the image. Many
algorithms and compression formats have been proposed. This report investigates compression methods
based on non-negative matrix factorization (NMF) and singular value composition (SVD) and its
applications, and facial recognition also based on both (SVD) and (NMF) methods. finally do the tests
and display the results and make the comparison between them. tests were performed on several images,
and the results are satisfactory.

Keywords: Image processing, Image compression, Singular value decomposition,
non-negative matrix factorization, facial recognition.
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale :

L’mage est un moyen le plus efficace pour communiquer, chacun peut analyser
Iimage a sa maniére, pour en dégager une impression et en extraire des informations
précises.Le traitement d’image est I’ensemble des méthodes et techniques opérant sur
I’image, dont le but est d’améliorer son aspect visuel.

La compression d’image est unediscipline importante dans le domaine du traitement
numérique de I’image.Elle traite des techniques de réduction dustockage requis pour
enregistrer une image ou la bande passante requise pour la transmission. L'objectif de la
compression d’image vise a réduire le manque de pertinence et la redondance des données
d’image, pour optimiser ainsi 1’espace de stockage etaugmenter le taux de transmission sur les
pages Web.

La reconnaissance de formes (ou parfois reconnaissance de motifs) est un ensemble de
techniques et méthodes visant a identifier des motifs a partir de données brutes afin de
prendre une décision dépendant de la catégorie attribuée a ce motif. On considere que c’est
une branche de [I’intelligence artificielle qui fait largement appel aux techniques
d’apprentissage automatique et aux statistiques.

Lareconnaissance faciale est un domaine de lavision par ordinateurconsistant a
reconnaitre automatiquement une personne a partir d'uneimagede sonvisage. C'est un sujet
particulierement étudié en vision par ordinateur, avec de trés nombreuses publications et
brevets, et des conférences spécialisées.

Plusieurs méthodes et approches sophistiquées ont été développées pour obtenir les
meilleurs résultats de reconnaissance en utilisant des bases de données de visage spécifiques.
En raison de ce grand nombre de méthodes et de bases de données, il n’existe pas de moyen
uniforme d’établir la meilleure méthode car presque toutes ont été congues pour fonctionner
avec certaines situations de visage spécifiques. Méme si certaines de ces méthodologies ont
conduit a la mise au point d’un grand nombre de systémes commerciaux de reconnaissance
faciale.

L’objectif de ce projet est d’étudier la compression d’image et la reconnaissance
faciale en appliquant des méthodes basées sur des concepts mathématiques solides. Il s’agit de
la SVP (la décomposition en valeurs singuliéres), et de la NMF (factorisation matricielle non-
négative). Il s’agit d’implémenter ces méthodes et de conduire des expérimentations en
utilisant des bases de données d’images existantes.

Ce rapport est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre présente les notions
les plus pertinentes sur le traitement d’image, ainsi que les formats classiques de compression
d’image. Le second chapitre est dédiée a la présentation du principe de la méthode de
décomposition en valeurs singuliéres (SVD) et leurs approches de compression d’image et de
reconnaissance faciale.Le troisieme chapitre présente la factorisation matricielle non négative
(NMF) : principe et approche compression d’image et aussi que la reconnaissance faciale. Le
chapitre quatreest consacré a la conception et implémentation des techniques présentées ainsi
qu’aux expérimentations. Nous terminons avec une conclusion générale et des perspectives.

N3N
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CHAPITRE | LA COMPRESSION D’IMAGE

I-1.Introduction :

L’image constitue I’un des moyens les plus utilisés par ’homme pour communiquer
avec autrui. C’est un moyen de communication universel dont la richesse du contenu permet
aux étres humains de tout age et de toute culture de se comprendre.

C'est aussi le moyen le plus efficace pour communiquer, chacun peut analyser I'image
a sa maniére, pour en dégager une impression et en extraire des informations précises.

De ce fait, le traitement d’image est I’ensemble des méthodes et techniques opérant sur
I’image, dont le but est d’améliorer son aspect visuel. Il se définit comme 1’ensemble des
taches destinées a extraire de I’image des informations qualitatives et quantitatives.

I1-2. Définition de I’image :

L’image est une représentation d’une personne ou d’un objet par la peinture, la
sculpture, le dessin, la photographie, le film...etc. C’est aussi un ensemble structuré
d’informations qui, apres affichage sur I’écran, ont une signification pour 1’ceil humain.

Elle peut étre décrite sous la forme d’une fonction I(x,y) de brillance analogique
continue, définie dans un domaine borné, tel que x et y sont les coordonnées spatiales d’un
point de I’image et I est une fonction d’intensité lumineuse et de couleur. Sous cet aspect,
I’image est inexploitable par la machine, ce qui nécessite sa numérisation.

1-3. Image Numérique :

Contrairement aux images obtenues a 1’aide d’un appareil photo (analogique), ou
dessinées sur du papier, les images manipulées par un ordinateur sont numériques
(représentées par une série de bits). L’image numérique est I’image dont la surface est divisée
en éléments de tailles fixes appelés cellules ou pixels, ayant chacun comme caractéristique un
niveau de gris ou de couleurs préleve a I’emplacement correspondant dans I’image réelle, ou
calculé¢ a partir d’une description interne de la scéne a représenter.

La numérisation d’une image est la conversion de celle-ci de son état analogique
(distribution continue d’intensités lumineuses dans un plan xOy) en une image numérique
représentée par une matrice bidimensionnelle de valeurs numériques X(n,m) ou : n, m sont les
coordonnées cartésiennes d’un point de I’image et X(n,m) le niveau de gris ou de couleur en
ce point.

I-4. Caractéristiques d’une image numérique :

L’image est un ensemble structuré d’informations caractérisé par les parametres

suivants :
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1-4-1. Pixel :

Le pixel est la contraction de 1’expression anglaise " picture element”. Etant le plus
petit point de 1’image, le pixel est une entité calculable qui peut recevoir une structure et
unequantification. Dans une image couleur (R.V.B.), un pixel peut étre représenté sur trois
octets :un octet pour chacune des couleurs : rouge (R), vert (V) et bleu (B).

1-4-2. Dimension :

C’est la taille de I’image. Cette derni¢re se présente sous forme de matrice dont les
éléments sont des valeurs numériques représentatives des intensités lumineuses (pixels). Le
nombre de lignes de cette matrice multiplié par le nombre de colonnes nous donne le nombre
total de pixels dans une image.

1-4-3. Bruit :

C’est un signal qui lors de 1’acquisition ou transmission vient s’ajouter a 1’image. Il se
matérialise par la présence, dans une région homogeéne, de valeurs plus ou moins éloignées de
I’intensité de la région. Le bruit est le résultat de certains défauts électroniques du capteur et
de la qualité de numérisation.

Image initiale Image bruitée

Figure I-1 : image avec et sans bruit

1-4-4. Résolution :

C’est la clarté ou la finesse de détails atteinte par un moniteur dans la production
d’images. Sur les moniteurs d’ordinateurs, la résolution est exprimée en nombre de pixels par
unité de mesure (pouce ou centimétre). On utilise aussi le mot résolution pour désigner le
nombre total de pixels affichables horizontalement ou verticalement sur un moniteur ; plus
grand est ce nombre, meilleure est la résolution.

1-4-5. Histogramme de ’image :

L'histogramme des niveaux de gris ou des couleurs d'une image est une fonction qui
donne la fréquence d'apparition de chaque niveau de gris (couleur) dans I'image.

~6~
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1-4-6. Contours et textures :

Les contours représentent la frontiére entre les objets de 1’image, ou la limite entre
deux pixels dont les niveaux de gris représentent une différence significative. Les textures
décrivent la structure de ceux-ci. L’extraction de contour consiste a identifier dans 1’image les
points qui séparent deux textures différentes.

Figure 1-3 : Image avec texture

1-4-7. Luminance :

C’est le degré de luminosité des points de I’image. Elle est définie aussi comme étant
le quotient de I’intensité lumineuse d’une surface par ’aire apparente de cette surface. Pour
un observateur lointain,le mot luminance est substitué au mot brillance, qui correspond a
I’éclat d’un objet. Une bonne luminance se caractérise par :
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v Des images lumineuses (brillances).

v Un bon contraste : il faut éviter les images ou la gamme de contraste tend vers le blanc
ou le noir. Ces images entrainent des pertes de détails dans les zones sombres ou
lumineuses.

v' L’absence de parasites.

1-4-8.Contraste :

C’est I’opposition marquée entre deux régions d’une image, plus précisément entre les
régions sombres et les régions claires de cette image. Le contraste est défini en fonction des
luminances de deux zones d’images. Si L1 et L2 sont les degrés de luminosité respectivement
de deux zones voisines A1 et A2 d’une image ; le contraste C est défini par le rapport :

C_L1—L2
L1+ L2

1-4-9. Poids de I’image :

Le poids d’une image se détermine en fonction de ces 3 parameétres : dimensions,
résolution et nombre de couleurs. Il se mesure en octets.

1-5.Les différents types d’images :

11 existe différentes catégories d’images selon le nombre de bits sur lequel est codée la
valeur de chaque pixel.

I-5-1. Mode monochrome :

Le mode monochrome est le plus simple ; chaque pixel y est soit allumé [Blanc], soit
éteint [Noir].L’image obtenue n’est pas trés nuancée. Alors pour convertir une image couleur
en mode monochrome il faut d’abord passer par le mode niveaux de gris.

1-5-2. Images en Niveaux de Gris :

Le niveau de gris est la valeur de I’intensité lumineuse en un point. La couleur du
pixel peut prendre des valeurs allant du noir au blanc en passant par un nombre fini de
niveaux intermédiaires. Donc pour représenter les images en niveaux de gris, on peut attribuer
a chaque pixel de I’image une valeur correspondant a la quantité de lumicre renvoyée. Cette
valeur peut étre comprise entre 0 et 255. Par convention, la valeur zéro représente le noir
(intensité lumineuse nulle) et la valeur 255 le blanc (intensité lumineuse maximale). Le
nombre de niveaux de gris dépend du nombre de bits utilisés pour décrire la "couleur” de
chaque pixel de I’image. Plus ce nombre est important, plus les niveaux possibles sont
nombreux.
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1-5-3. L’image couleur :

Il existe plusieurs types de représentations des images couleurs, parmi celle-ci nous

trouvons :

I1-5-3-1. La représentation en couleurs réelles :

Elle consiste a utiliser 24 bits pour chaque point de ’image. Huit bits sont employés
pour décrire la composante rouge (R), huit bits pour la composante verte (V) et huit bits pour
la composante bleu (B). Il est ainsi possible de représenter environ 16,7 millions de couleurs
différentes simultanément.

1-5-3-2. La représentation en couleurs indexeées :

Pour réduire la place occupée par l'information de couleur, on utilise une palette de
couleurs attachée a I'image. On parle alors de couleurs indexées : la valeur associée a un pixel
ne véhicule plus la couleur effective du pixel, mais renvoie a l'entrée correspondant a cette
valeur dans une table (ou palette) de couleurs appelée look-up table (ou LUT en anglais), dans
laquelle on dispose de la représentation complete de la couleur considérée.

1-5-3-3. Autres modeles de représentation :

Le modeéle RVB représentant toutes les couleurs par I’addition de trois composantes
fondamentales, n’est pas le seul possible. Il en existe de nombreux autres. L’un d’eux est
particuliérement important. 1l consiste a séparer les informations de couleurs (chrominance) et
les informations d’intensité lumineuse (luminance). Il s’agit du principe employé pour les
enregistrements vidéo. La chrominance est représentée par deux valeurs (selon des modéles
divers) et la luminance par une valeur.

I-6.Les formats d’image :

Un format d'image est une représentation informatique de Il'image, associée a des
informations sur la facon dont I'image est codée et fournissant éventuellement des indications
sur la maniere de la décoder et de la manipuler. Voici quelques formats :

1.6.1. Principaux formats de fichiers non compressés :

Ces formats de fichiers utilisent en général beaucoup de mémoire. De par leur poids
élevé, ils ne sont pas adaptés pour le web mais doivent étre utilisés lorsqu'on a besoin de
préserver la totalité des informations d'une image pour retravailler dessus par exemple.

v TIFF:

Le TIFF pour (Tagged Image File Format) a été mis au point en 1987.Le format TIFF est un
ancien format graphique, permettant de stocker des images bitmap (raster) de taille importante
(plus de 4 Go compressées), sans perdition de qualité et indépendamment des plateformes ou

N9N
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des périphériques utilisés (Device-Independant Bitmap, noté DIB). Il supporte différents types
de compression autant avec que sans perte de données.

Le format TIFF permet de stocker des images en noir et blanc, en couleurs réelles (True color,
jusqu’a 32 bits par pixels) ainsi que des images indexées, faisant usage d’une palette de
couleurs.

v BMP:

Le BMP est un des formats les plus simples développés conjointement par Microsoft et IBM,
ce qui explique qu’il soit particulierement répandu sur les plateformes Windows et OS/2.C’est
un format ouvert et non compresse. Sa taille rédhibitoire rend son utilisation en ligne difficile,
mais sa grande compatibilité en fait un format de travail efficace. En BMP la couleur est codé
en RGB (synthese additive), le format lui-méme supportant la palette 256 couleurs que le
«true color».

1-6-2. Principaux formats de fichier compressés :

Ce sont les formats de fichiers qui permettent, selon un algorithme particulier, de
gagner plus ou moins de mémoire en supprimant certaines informations peu ou non
perceptibles par I'eeil humain. IIs sont particulierement adaptés a Internet, mais ne doivent pas
étre utilisés lors d'un travail de création d’une image (Par exemple, sous Photoshop) car
chaque nouvel enregistrement détériore un peu plus le fichier. Ce format est le plus souvent
utilisé pour exporter des images destinées a la visualisation sur Internet ou l'archivage

v JPEG:

Ce format est I'un des plus complexes, son étude compléte nécessite de solides bases
mathématiques, cependant malgré une certaine dégradation il offre des taux de compressions
plus qu’intéressants.

JPEG est la norme internationale (ISO 10918-1) relative a la compression d’images fixes,
notamment aux images photographiques. La méthode de compression est ’avec pertes” et
s’appuie sur 1’algorithme de transformée en cosinus discréte DCT. Un mode ”sans perte” a
ensuite été développé mais n’a jamais été vraiment utilisé. Cette norme de compression a été
développée par le comité JPEG (Joint Photographic Experts Group) et normalisée par
’ISO/JTC1 SC29. Ce type de compression est trés utilisé pour les photographies, car il est
inspiré des caractéristiques de perception visuelles de 1’ceil humain.

Le JPEG2000 est la norme internationale (ISO 15444-1). Elle apporte quelques améliorations
au JPEG classique et notamment permet un réglage autorisant une compression sans perte ou
encore la résistance aux erreurs de transmission. JPEG2000 est relative a la compression
d’images qui s’appuie sur un mécanisme de compression par ondelettes.

v' GIF :GIF (Graphic Information Format) est un format léger qui peut également contenir
desanimations. Une image GIF ne peut contenir que 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 ou 256 couleurs
parmi 16.8 millions dans sa palette en mode RGB. Elle supporte également une couleur de
transparence.
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v PNG et MNG :Le PNG pour Portable Network Graphic(ISO 15948) a été développé par
le W3C pour remplacer le GIF. Il surpasse ce dernier en ce qu’il n’est notamment pas limité a
256couleurs. De méme, le format est ouvert et permet une bonne compression sans perte. Son
utilisation est recommandée a I’instar du GIF pour les petits logos. Coté photo, s’il permet
une compression sans perte, le poids de la photo n’est pas compétitif avec les formats JPEG.
Précisons que le PNG ne gere pas I’animation mais un format dérivé, le MNG, y est destiné.

I-7. La compression d’image:

La compression de données consiste a obtenir des fichiers plus légers afin d'ameliorer
la vitesse de transfert sur internet ou limiter I'espace de stockage utilisé sur un disque dur. Il
existe deux principaux types de compression.

I-7-1. La compression sans perte :

Appelée aussi « compactage »,cette solution consiste simplement a coder les données
binaires de maniere plus concise dans un fichier. Elle permet ainsi de retrouver la totalité des
informations apres une procédure de décompactage.

I-7-2. La compression avec perte :

Elle concerne essentiellement les fichiers de média (image, son, vidéo), et consiste en
une «réduction » de l'information basée sur les limites humaines a percevoir ces médias.
Puisque I'eeil ne percoit pas nécessairement tous les détails d'une image, il est possible de
réduire la quantité de données de telle sorte que le résultat soit tres ressemblant a I'original,
voire identique, pour I'ceil humain.[8].

1-7-3 Le but de la compression d'image :

Les images numériques sont des fichiers volumineux qui occupent beaucoup d'espace
sur disque ou allongent considérablement les temps de transmission sur réseau. La
compression d'images permet de réduire énormément la taille des images.

I-7-4 Caractéristiqgues des méthodes de compression :

I-7-4-1 Rapport et taux de compression :

Le rapport de compression est I'une des caractéristiques les plus importantes de toutes
les méthodes de compression.Il représente le rapport entre le nombre de bits de la forme
canonique au nombre de bits aprés codage :

nombre bits avant compression

Cr = rapportc = - ~ -
PP nombre bits aprés compression

Le taux de compression est un pourcentage de I'espace obtenu aprés la compression
par rapport a I'espace total requis par les donnees avant la compression.
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1
rapport de compression

Tc = tauxc = (1 — ) * 100

Cela indique : Qu'un fichier compressé indique a sa taille originale aura un taux de
compression de 0 %. Un fichier réduit a 0 octet, aura un taux de compression de 100%.

I-7-4-2. Entropie :

L'entropie H(S) d'une source simple [S]N associée a une loi de probabilité [P]N est
définie selon la formule suivante :

N
H(S) = —Z(P(Si)logz(P(Si)) bits
i=1

Dans une image, I’entropie est une grandeur qui caractérise la qualité de 1’information
que contient cette derniére. Par exemple, une image dont tous les pixels ont la méme valeur
contient trés peu d’information car elle est extrémement redondante, son entropie est faible.

En revanche, une image dont tous les pixels ont une valeur aléatoire contient beaucoup
d’information, son entropie est forte.

En pratique, I’entropie d’une image numérique est inversement liée a la probabilité
d’apparition des niveaux de gris dans I’image. Par définition, 1’entropie d’ordre zéro HOest
donnée par :

2R—-1

HO = = " (P(R)log?(P(K)) bpp
k=1

Avec : P(k) est la probabilité d’apparition des niveaux de gris dans 1’image, k est la valeur de
gris et R est le nombre de bits par pixels.

L’entropie HO d’une image originale fournit le débit minimal qu’il est possible
d’atteindre par compression, pixel par pixel sans dégrader ’image, et par la méme, un taux de
compression sans perte maximal.

I-7-4-3.Mesure de distorsion :

Pour mesurer la distorsion entre I'image reconstruite et I'image originale (Mesure de la
qualité visuelle de I'image reconstruite) on utilise I'Erreur Quadratique Moyenne MSE (Mean
Square Error) ou le rapport signal a bruit PSNR (Peak Signal to Noise Ratio).

Etant donnée une image originale composée de pixels ai(i=1, ..., N)et lI'image décodée
composée de pixels a’i(i=1, ..., N).
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Alors l'erreur quadratique moyenne est donnée par :

N
MSE = 1/NZ(31 - a'i) 2
i=1

Le PSNR est donnée par :

(2" -1?

PSNR = 10log10 VISE

En compression d'images, le PSNR d'une image de taille 512 par 512 pixels, chaque
pixel est codé sur 8 bits est défini par:

(255)2
MSE

PSNR = 10log10

1-8.Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les généralités et les notions de base des images
numeriques d’une maniére générale. Nous nous sommes intéressés aux terminologies et aux
notions pertinentes dans le domaine des images numériques, Nous avons également présenté
la nécessité de compresser des images ainsi que quelques formats classiques de compressions.
Le but du chapitre suivant est d’aller plus loin dans la compression en utilisant la méthode
SVD et NMF.
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I1-1.Introduction :

La décomposition en valeurs singulieres généralise la notion de valeurs propres aux
matrices rectangulaires. C’est un outil de factorisation de telles matrices, et peut étre vu
comme le procédée de diagonalisation pour les matrices carrées. Nous utiliserons dans toute
la suite de ce document le sigle SVD pour parler de la décomposition en valeurs singuliéres
(Singular Values Decomposition pour les anglophones, acronyme largement répandu). Bien
que la SVD s’applique aussi bien aux matrices réelles que complexes, nous ne traiterons
qu’avec des matrices a coefficients réels qui sont celles rencontrées dans les divers champs
d’application de ce calcul de SVD. Néanmoins, tout théoréme ou définition générale liée a la
SVD sera énoncé au sens large, et donc pour des matrices a coefficients complexes.

La réduction de matrices rectangulaires par le calcul de la SVD est assez classique
dans la littérature d’aujourd’hui, puisque traitée depuis le milieu des années 1960 par
I’informaticien Gene Howard Golub (auteur du trés bon livre Matrix Computations[19]) et le
mathématicien William Morton Kahan, qui proposent en 1965 le premier algorithme pour
calculer la SVD. Cependant, le procédé d’approximation de rang faible consistant au calcul
d’une SVD tronquée, bien connu également au 20°™siécle, permet plus récemment de fournir
des résultats en analyse de données avec par exemple la complétion de matrices aux données
manquantes. Ce travail qui revient a résoudre un probléme d’optimisation convexe est plutot a
la mode depuis le début des années 2000.

La compression d’images numériques a connu une évolution incessante,parallélement
a celle des télécommunications et du multimedia, depuis les années 60.Elle permet de réduire
la taille d’une image dans le but d’augmenter la capacité des supports de stockages (limités en
capacité) et d’optimiser 1’utilisation de la bande passante d’un réseau. Depuis la normalisation
de I’algorithme JPEG basé sur la transformée en cosinus discréte, le volume des données
multimeédias (son, image, vidéo, etc.) n’a cessé d’augmenter. La norme JPEG2000 basée sur
la transformée par ondelettes a permis d’augmenter le taux de compression des images avec
une qualité supérieure a celle de JPEG.

La SV consistedécomposer une matrice en un produit de 3 matrices U, S et V(Sest
appelée matrice desvaleurs singuliéres). Chen ainsi qu’Abrahamsen [1]ont déja proposé une
méthodesimple de compression d’images a niveaux de gris ne retenant que les K
premiéresvaleurs singuliéres. Des améliorations ont été proposées en utilisant 1’algorithme
SVD standard. D’autres applications de la décomposition en valeurs singulieres comme la
compression et la reconnaissance faciale ont montré que la SVDestutilisée dans plusieurs
domaines de 1’imagerie. En ce qui concerne les images encouleurs, Adams et Cooper[17]ont
proposé une méthode qui applique lacompression SVDa chaque composante R, V et B.

11.2.1.a décomposition en valeurs sinqulieres SVD :

Une matrice est un tableau de nombres dont il est parfois difficile d'extraire les
caractéristiques intéressantes pour résoudre un probléme donné. Une stratégie efficace pour
mettre en évidence les propriétés d'une matrice est de la décomposer (ou factoriser) en un
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produit de matrices plus simples et dont les caractéristiques sont clairement identifiables et
interprétables. La factorisation la plus générale, et peut-étre la plus utile, est la SVD.

La théorie de la décomposition en valeurs singulieres a été établie pour les matrices
réelles carrées dans les armées 1870 par Beltrami et Jordan et pour les matrices complexes par
Autonne en 1902. Récemment, la décomposition en valeurs singuliéres a été utilisée dans
différentes applications du traitement d'image telle que la compression, la dissimulation de
I'information et la réduction du bruit.

Le traitement d'image est une forme de traitement d'information, dans lequel I'entrée
est une image.Le traitement des images étudie comment transformer,stocker, récupérer
I'image. Image digitale,le traitement est I'utilisation d'algorithmes informatiques poureffectuer
un traitement d'image sur des images numériques.Beaucoup de techniques de traitement
d'imageont été développées avec des applications comme le traitement d’mage satellitaire a
satelliteimagerie, I’imagerie médicale, la reconnaissance d'objets,et 1’amélioration de la photo.
Avec la disponibilité d'ordinateurs et de processeurs rapides pour le traitement de signal dans
lesannées 2000, le traitement numérique des images est devenula forme la plus courante de
traitement d'image,et est généralement utilisé parce que ce n’est pas seulement laméthode la
plus polyvalente, mais aussi la moins cheére.

I1-2-1. Principe :

L’idée essentielle de la SVD est de décomposer la matrice de données en trois
matrices simples : deux orthogonales et une diagonale. Du fait qu’elle produise une estimation
aux moindres carrés de la matrice de données de méme dimension et d’un rang inférieur.

L’un des avantages de la SVD est son pouvoir de réduction des données apres leur
blanchissement. En effet, cette technique fournit une description plus compacte des données
contenues dans une matrice, exprimée par les premiers modes statistiques. Elle peut étre
considérée comme une méthode permettant de construire une partition de la variance d’une
base de données, c’est a dire qu’elle fournit la base orthogonale qui maximise la variance au
sens des moindres carrés.

La décomposition en valeurs singuliéres utilise la décomposition en valeurs propres
d’une matrice semi définie positive obtenue par la multiplication d’une matrice par sa
transposée, pour dériver une décomposition similaire applicable a toutes les matrices
rectangulaires composées de nombres réels.

Toute matrice A4 de taillemxn de rangrpeut étre décomposée en une somme, pondérée

de matrices unitaires m x npar Décomposition en Valeurs Singuliéres.
Lesmatrices Uet V'sont unitaires et Apeut donc s’écrire :

n
A= USVT = Z(O’i u; U;T)
i=1
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Ou Sest une matrice diagonale dont lesrpremiers termes diagonaux sont positifs, tous
les autres étant nuls. Les r~termes o; non nuls sont appelés valeurs singulieres (SV) de A.

Avec .o, =20, =220t 0,41 20,4, =220,=0

11-2-2. La décomposition :

Formellement, si A est une matrice rectangulaire, son SVD la décompose comme suit :
A=USVT

U est la matrice des vecteurs propres normalisés de la matrice AAT, c'est-a-dire U™ U = I.
Les colonnes de S sont appelées les vecteurs singuliers gauches deA.

V est la matrice des vecteurs propres normalisés de la matrice AT A,c'est-a-dire V'V =1.

Les colonnes de V sont appelées les vecteurs singuliers droits deA.

Sest la matrice diagonale des valeurs singulieres.

La SVD a I’importante propriété de donner la meilleure approximation d’une matrice
rectangulaire par une autre matrice de méme dimension mais de rang inférieur, au sens des

moindres carrées. Précisément, si « A » est de dimension (mxn)et de rang « r », donc « A » a

« 1 » valeurs singuliéres non nulles.La décomposition en valeurs singulieres (SVD) offre un
nouveau moyen d’extraire des caractéristiques d'une image.

Les principales propriétés théoriques de la SVD relatives a la compression d’image sont :

v" La SVD d'une image présente une bonne stabilité. Quand une petite perturbation est
ajoutée a une image, une grande variance de ses (SV) ne se produit pas.

v" Les valeurs singuliéres représentent les caractéristiques dominantes d'une image.

11-3.Théorie de La décomposition en valeurs sinquliéres SVD :

11-3-1.Processus de décomposition en valeurs sinquliéres :

La décomposition en valeurs singuliéres (SVD)est considérée comme étant un sujet
important en algebre linéaire par beaucoupmathématiciens. SVD a beaucoupvaleurs pratiques
et théoriques.La particularité de SVD est qu'il peut étre effectué sur toutematrice (m, n)réelle.
Disons que nous avons une matrice A avec m lignes et n colonnes, avecrang r etr < n <
m . Alors la matrice A peut étre factorisée en trois matrices :

A = USVT (1.1)
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\&

A = U S

mxn mxm mxn nxn

Figure 11-1.1llustration de factorisation de A a USVT

Ou la matrice Uy, xm) €st une matrice orthogonale
U= [u,uy, . Uy, Upyq, -0 U (1.2)

Les vecteurs de colonneu;, pour i = 1,2, ...,m,forment unensemble orthonormé :

1 si i=j

Et la matrice V(;, x) est une matrice orthogonale
V = [v, V. - Vp, Upg1y oo or Un (1.4)

Les vecteurs de colonne vi, pouri=1, 2,..., n, forment un ensemble orthonormé:

1 si i=j
Vi Vj = Oij {0 si i #j (1.5)
ICi, S¢m xny €St Une matrice diagonale avec les valeurs singulieres (SV) sur la diagonale.
La matrice S peut étre montrée dans la suite
04 0--- 0
0 0 o,
Pouri = 1, 2, ..., n, lesg;sont appelées valeurs singuliéres(SVs) de la matrice A.
On peut prouver que :
0, =20,=220,>0 et 0,4, =0p432="=0,=0 1.7)

Pouri = 1,2,...,n,, lesg;sont appelées valeurs singuliéres(SVs) de la matriceA.
Les v;et u; sont appelés vecteurs singuliers droits et gauchesde la matrice A .[18]

11-3-2 Propriétés du SVD :

» Les valeurs singulieres o, , 05, ..., 6,500t uniques, cependant, les matrices U et V ne
sont pas uniques.
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> Puisque ATA =VS"SV", donc V diagonalise A™4, il s’ensuit que les v; sont les vecteurs
propres deA™A.

> Puisque AA™ = USSTUVil en résulte que Udiagonalise AA™ et que les w;sont les
vecteurs propres deAA”.

> Le rang de la matrice A est égal aunombre de ses valeurs singuliéres non nulles.
» La norme L2 et la norme de Frobenius d’une matrice A € R™" de rang rsont

données respectivement par :
Al = oy, (1.8)
et

IAllr = (Xe, 02)2, (1.9)

» Si Aest de rang r, alorsV4,V,,..., V. forment une base orthonormale pour 1’espace
Im(ATet U4, U,,...,U, forment une base orthonormale pour I’espace Im(A).

» Lerang de la matrice A est égal au nombre de ses valeurs singuliéres non nulles [27].

A=USVT =¥" (o; wyv)) (1.10)
11-3-3 Exemple de SVD :

Soit la matrice positive A,
3 10 7
a=ly 2

Nous voulons trouver la décomposition SVD de A,

Ona
25 38 25
ATA =38 104 72|,
25 72 50
D’apres (1.1) , on obtient :
168.3242 0 0
ATA=V 0 10.6758 0ofV”
0 0 0

Ou
—0.3024 0.9485 0.0944
V= [—0.7846 —0.1915 —0.5897] = [v1 v2 v3]
—0.5412 -0.2524 0.8021

D’ou, les valeurs singuliéres non nulles de A sont : g; = Vv168.3242 = 12.9740
Et o, = v10.6758 = 3.2674

Maintenant, d’aprés (1.1), nous avons UXZ = AV, ou
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Uxr = [O'1u10'2u2 O] == [12.9740”1 3.2674’”2 0],

Et
A= [—12.5420 —0.8361 0
—3.3201 3.1586 0
Donc
w1 [—12.5420 _ [—0.9667] _ 1 [—0.8361] _ [-0.2559
1712097401 —3.3201 —0.2559 ’ 27 326741 3.1586 —0.9667
Et
U= [ugu,] = [70:9667 —0.2559
172 —02559 —0.9667
On a aussi, d’aprés (1.8) et (1.9)
1
lAll, = o, = 12.9740 et|All; = (62 +02)z = V179 = 13.3791

11-4.Méthodologie de SVD appliquée en traitement d’images :

11-4-1. Approche SVD pour la compression d'image :

La compression d’image traite le probléme de réduction de la quantité de données
nécessaires pour représenter une image numérique. La compression est atteinte par la
suppression de trois données de base redondances:

a) Laredondance du codage, qui est présente quand elle n’est pas optimale ;
b) La redondance interpixel qui résulte de la corrélation entre les pixels ;
c) Laredondance psychovisuelle, due a des données ignorées par la vision humaine [24].

La propriété de SVD dit « Lerang de la matrice A est égal au nombre de ses valeurs
singuliéres non nulles ». Dans de nombreuses applications, les valeurs singulieres d'une
matrice diminuent rapidement avec un rang croissant. Cette propriété nous permet de réduire
le bruit ou compresser les données de la matrice en éliminant les petites valeurs singuliéres ou
les rangs plus élevés.

Quand une image est transformée en SVD, ce n’est pas compresse, mais les données
prennent une forme dans laquelle la premiére valeur singuliére a une grande quantité
d’informations sur l'image. Avec cela, nous ne pouvons utiliser que quelques valeurs
singulieres pour représenter I'image avec de petites différences par rapport a l'originale.

Pour compresser une image par SVD, nous montrons les procédures de détail :

n
A=USVT = Z(oi u; v))
i=1
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C'est A peut étre représentée par :
A=oc,u vl +ou, vl +.. ... +0,u.vf (1.10)

Lors de la compression d'image, la somme n'est paseffectuée jusqu'aux derniers
(SV).Les (SV)avecdes valeurs assez petites sont supprimées. (les (SV) sont ordonnés sur la
diagonale.).La matrice de rang k est obtenue partroncature de ces sommes apres les k
premiers termes

A =0,u V] + 0y Uy ) + - +ouy Vi (1.11)

Le stockage total de A;, sera:k (m+n+ 1)

Le nombre entier kpeut étre choisi moins que n et I'image numérique correspondante reste
trés proche de lI'image originale.

11-4-2. Mesures de compression d'image :

Pour mesurer les performances de la méthode de compression de I'image par SVD, on
va calculer le facteur de compression de I'image en utilisant le taux de compression[6] :

Cr =mxn/(k(m+n+1))

Mesure la qualité entre I'image d'origineA et I'image compresséeA;, la mesure de I'erreur
quadratique moyenne(MSE) peut étre calculée comme suit[15] :

1 m n
MSE = %Z Z(fA(x, y) = fa (%))

y=1x=1

11-4-3.Approche SVD pour la reconnaissance d'images de visage :

Au cours des derniéres décennies, la reconnaissance faciale a largement attiré
I’attentiondes chercheurs dans les domaines de la vision par ordinateur, réseaux de
neurones,reconnaissance de formes, apprentissage automatique, etc. L’application de la
reconnaissancefaciale comprend : le contrdle d’acces basé sur la reconnaissance faciale,
I’interactionhomme-machine, la sécurité de I’information, etc [28].

Plusieurs approches de reconnaissance faciale ont été proposées pour la
reconnaissancefaciale bidimensionnelle. Une grande partie du travail a été consacrée a la
détection de caractéristiquesindividuelles telles que les yeux, le nez, la bouche et le contour de
la téte, et ala définition d’un modele de visage par la position, la taille et les relations entre ces
caracteéristiques[2],[30].

L’approche SVD traite un ensemble de visages connus comme des vecteurs dans
unsous-espace, appelé «espace de visage», engendré par un ensemble de vecteur visage
appelé «visage de base» [7]. Comme I’analyse en composantes principales (PCA)([14]), la
reconnaissance est effectuée en projetant une nouvelle image sur 1’espace, puis
unecomparaison est faite entre ses coordonnées (position) dans cet espace et les
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cordonnéesdes visages connus. Cependant, 1’approche SVD a de meilleures propriétés
numériquesque la PCA.

Dans ce cas, nous avons défini la matrice A en tant qu’ensemble des visages
connus.Supposons que chaque image de visage a m X n = Mpixels et qu’elle est représentée
par un M x 1 vecteur colonnef; . Un ensemble S de N images de visages d’individus
connusforme une matrice M X N :

S =1[fL,£2,f3, e .. fN]

L'image moyenne fde I'ensemble S, est donnée par :

f=<3l.f (112)

La soustraction de f des visages connus donne :

a;=f,—f, i=123....,N
Cela donne une autre matricede taille M X N :

A = [al, az, a3, ......... aN] (113)

Nous appliquons ensuite le concept de décomposition en valeurs singuliéres pour
décomposer A enUSVT.

Puisque{uy, u,, us, ... ... ,uy} forme une base orthonormale pour Im(A), et puisque les
colonnesde A sont des images de visages, Im(A) est appelé “sous espace de visages” dans
’espacevectoriel des images dem X n pixels, et chaqueU; i = 1,2,...,rpeut étre appelé un
vecteurde base visage.

Soit ([x1, x5, e - ,x-]T)les coordonnées d’une image visage quelconquefde taille m X n.
Alors, d’aprés le théoréme de PCA [29],x est la projectionscalaire def — fsur la base
Ui, Uz, Uy tel que

X = [ug, up, v e o [ f = (1.14)

Ce vecteur de coordonnées Xest utilisépour trouver laquelle des images visages
connusdécritmieuxle visage f. C’est-a-dire trouver un visagef;,i = 1,2,3, ...., N, quiminimise
la distance:

& = X = Xill, = [(X = X)T(X — XDz

ou X; est le vecteur de coordonnées de f;qui est la projection scalaire de f; — f sous-espace
vectoriel engendré par les Ui (Visage debase) :

X; = [Uq, Uz, ce cen e ,ur]T[fi - f] (1.15)
Un visage f est classé comme face f;lorsque le minimum g;est inférieur & un seuil

prédefinie,. Sinon, levisagef est classee comme "visage inconnu”.
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Si fn'est pasun visage, sa distance au sous-espace de visage sera supérieure a 0. La projection
vectorielle def — fsur I’espace de visage est donnée par :

Ou Xest donnée dans (1.14)

La distance de fa la surface faciale est la distance entre f — fsur le sous-espace engendré par
le visage de base U; estdonnee par :

_ T _ 2
g=lF =N =fl, ==|(F-F=£) (F-F-5)] (1.16)
Si & est supérieur a un seuil predefinie; , alors f n'est pas une image de visage.

11-4-3-1. Etapes a suivre pour effectuer la reconnaissance faciale avec SVD :

L’organigramme de la reconnaissance faciale avec SVD est présenté a la figure (11.2)
Les explications de chaque étape sont comme suit :

1. Obtenir un ensemble des visages S avec N image de visage de personnes connues.

2. Calcule le visage moyen fde S par (1.12).

3. Calcul de la matrice A donnée par (1.13).

4. Calculer la SVD de A par (1.10)

5. Pour chaque visage connu, calculez les coordonnées de vecteur X; a partir de (1.15).
Choisissez un seuil &; qui définit la distance maximale autorisée a partir de 1’espace.
Déterminez un seuil &, définissant la distance maximale autorisée par rapport atout visage
connu de I’ensemble S.

6. Pour identifier une nouvelle image d’entrée f, calculez les coordonnées de son vecteurX a
partir de (1.14), la projection vectorielle f,et la distance ecpar (1.1). Sier > &, , I'image
d’entrée n’est pas un visage.

7.Sigr < g, calculez la distance ¢; a chaque visage connu. Si toute; > &, , I'image
d’entrée peut étre classée comme visage inconnu .

Si g < g etun certaing; < g, classifiez I'image d’entrée en tant que visage connu

associe au minimum ¢; , et cetteimage peut éventuellement étre ajoutée a I’ensemble

d’apprentissage original [7].

Les 5 étapes peuvent étre répétées. Cela peut mettre a jour le systéme avec plus d’instancesde
visages connus.
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Lire les données
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FIGURE-11-2: Organigramme de la reconnaissance faciale avec SVD
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11-5.Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons parlé de la décomposition en valeurs singulieres et leurs
principe et dans cette méthode il est possible d’obtenir des valeurs négatives. Et dans le
domaine du traitement d’image sur I’image témoin permet de vérifier la validité de notre
modele. En effet, nous avons mis en évidence que si ’ensemble des valeurs singulieres était
conservé, I’écart avec 1’image témoin était quasi-nul etque la qualité de I’image restituée se
détériore au furet a mesure quel’onprend en considération un nombre plus restreint de valeurs
singulieres. Il faut alors envisager I'utilisation d'une autre méthode.
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I11-1.Introduction :

Le principe de la factorisation en SVD d’une matrice est largement utilisé en analyse
en composantes principales (ACP) qui utilise la décomposition en valeurs singulieres de la
matrice X (SVD) pour construire des facteurs orthogonaux deux a deux. Paatero et Tapper
(1994)[21] puis Lee et Seung (1999)[8] ont propose une autre décomposition sans contrainte
d’orthogonalité mais avec celle de non-négativité des matrices des facteurs afin d’en
simplifier I’interprétation et sur la base d’une motivation “neuronale” : les neurones ne
fonctionnent que de fagon additive, pas soustractive.

Cette technique a depuis été largement utilisée dans de tres nombreux domaines :
imagerie, reconnaissance de formes, fouille de textes, systétmes de recommandations,
génomique, avec pour objectif d’étudier la structure des trés grandes matrices creuses.

La bibliographie s’est donc largement développée autour de ce theme en proposant
différentes versions de I’algorithme avec différentes initialisations et contraintes, par exemple
de parcimonie, dont certaines parallélisables, et tout un ensemble d’applications.

La NMF est donc une technique de réduction de dimension adaptée aux matrices
creuses contenant des données positives, par exemple des occurrences ou dénombrements de
mots, de pannes... La méthode est donc plus adaptée a certaines situations que la SVD mais
cela a un prix.

La complexité algorithmique de la SVD est polynomiale de I’ordre du produit n x p
des dimensions de la matrice. La complexité de la NMF est un probléme non NP difficile;
I’existence d’un algorithme de complexité polynomiale est inconnue. En revanche, il existe
des approches itératives efficaces mais convergeant vers une solution locale sauf dans des cas
trés spécifiques (Donoho et Stodden, 2003)[9] ; contrairement a la SVD qui conduit a une

solution unique (vecteurs propres et valeurs propres d’une matrice).

Lee et Seung (1999) illustre cette méthode sur la classification d’un corpus de 30991
articles de I’encyclopédie Grolier. Plutét que de classer ces articles par themes choisis a
priori, ils sont classés sur la base d’un vocabulaire de 15276 mots. Chaque article se
décompose (coefficients positifs), en principe parcimonieusement, sur des ‘“facteurs” ou
themes, eux-mémes définis chacun par un sous-ensemble petit, jugé “pertinent”, de ces mots.
En traitement d’images, un corpus se classifie a partir de facteurs ou motifs élémentaires
d’images, en génomique par rapport a des “métagénes”. L’approche non supervisée est ainsi

susceptible de révéler des structures cachées ou des tendances sans a priori.
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Par ailleurs, les facteurs de décomposition n’étant pas orthogonaux, des superpositions
apparaissent : des mémes mots participants a plusieurs thémes, des genes a plusieurs

fonctions.

111-2.NMF : méthode et implémentations :

La description présente de la méthode de NMF ne se veut pas exhaustive ; elle est axee
sur I’implémentation réalisée dans le package éponyme par Gaujoux et Seoighe (2010)[3] afin
d’en préciser les options et critéres mis en ceuvre.

111-2-1. Principes :

Soit X une matrice (n x p)ne contenant que des valeurs non négatives etsans ligne ou
colonne ne comportant que des O ;r un entier choisi relativement petit devant n et p.

La factorisation non-négative de la matrice X est la recherche de deux matricesW,,,, et

H,.,, ne contenant que des valeurs positives ou nulles et dontle produit approche X .

T*p
X ~WH
Le choix du rang de factorisation r << min( n, p )assure une réduction drastique de
dimension et donc des représentations parcimonieuses. Evidemmentla qualité
d’approximation dépend de la parcimonie de la matrice initiale.

La factorisation est résolue par la recherche d’un optimum local du probléme
d’optimisation :

Miny y »o[L(X, WH) + P (W, H)]

L est une fonction perte mesurant la qualité d’approximation et P une fonctionde
pénalisation optionnelle ; L est généralement soit un critére de moindrescarrés (LS ou norme
de Frobenius des matrices ou “norme trace”), soit la divergencede Kullback-Leibler (KL) ; P
est une pénalisation optionnelle de régularisationutilisée pour forcer les propriétés recherchées
des matricesW etH, par exemple, la parcimonie des matrices ou la régularité des solutions
dansle cas de données spectrales.

LS:L(A,B) = tr((A-B)(A—B)) = Z(ai,j —b;; )?
0j

a. .
KL:L(A,B) = KL(A||B) = Z a; log(ﬁ)—au + by
i,j i,j
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N.B. Non seulement la solution est locale car la fonction objectif n’est pasconvexe en Wet
H mais en plus la solution n’est pas unique. Toute matriceD,.,,- hon négative et inversible
fournit des solutions équivalentes en termesd’ajustement :

X ~WDD'H

Une fois la factorisation construite, il est ensuite facile d’utiliser ces matricesW et H
pour construire des classifications (CAH, k-means), représentations(ACP, MDS), et
prévisions a I’aide d’une des nombreuses méthodesd’apprentissage.

111-2-2. Méthodes de résolution :

Dans cette section, nous décrivons brievement un certain nombre d’algorithmes
existantspour le probleme de factorisation matricielle non négative et les questions connexes
telles que : I’initialisation des algorithmes, les conditions d’arrét et la convergence.

Nous avons choisi des algorithmes typiques dans deux catégories principales : les
misesajourmultiplicatives et les méthodes de calcul desmoindres carrés alternatifs . Ceci a été
établieen fonction de la popularité des algorithmes dans la pratique. Le deuxiéme
algorithmeest la méthode des moindres carrés alternatifs proposés par Paatero [21] pour la
factorisationde la matrice positive. Moins d’attention a été attribué a cette technique apres
I’introductiondes mises a jour multiplicatives de Lee et Seung [11]. Le probleme a ensuite été
rebaptiséen factorisation matricielle non négative. La simplicité des mises a jour
multiplicativeset I’interprétabilité des résultats ont permis d’étendre I’influence du NMF a
presque tous lesdomaines de recherche : traitement d’image [20] [5] [26], traitement de texte
[32] [16], musique.la transcription [22], I’analyse vidéo [12], la bio-informatique [33] , la
chimie [9]. La méthodestandard du gradient projeté a été appliquée au NMF [3], qui présente
certains avantagesen termes de problemes a grande taille. Récemment, une version révisée des
moindres carrésalternés a été proposée dans [13], offrant une implémentation plus rapide en
sacrifiant lapropriété de convergence. D’autres tentatives tentent de changer la variable pour
éliminerles contraintes de non-négativité.

I111-3. Algorithme de Lee et Seunq :

L’algorithme le plus populaire pour le probleme NMF sont les regles multiplicatives
(Algorithmel) suggérées par Lee et Seung.

Pour formuler ces régles, nous choisissons de fixer 1’un des facteurs (¢’est-a-dire U ou
V)et essayons de minimiser la fonction de colt par rapport a 1’autre facteur. Le
développementsuivant montre comment formuler la régle de mise a jour pour V. Nous
supposons d’abordque U et V sont positifs et nous y reviendrons plus tard.
Puisque la fonction de codt peut étre découplée comme suit :

n

1 1

SIA=UVTIE =23 1A= UV I3
i=1
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On peut le minimiser par rapport & chacune lignes de V séparément. Cela aboutit a
larésolution d’une séquence de problémes quadratiques comme suit :

minF(v) o F(v) = “lla — Uvl13(3.1)

Considérons une approximation actuelle v >0 de la solution et formulons le
problémesuivant :

— 1
minF (v) =min=([lla—Uv|l3+ (v—9)"Hy (v —17)]
120 v20 2

N uTu C g e g
Ou Hy = D,—UTU avec x= [T]"Parce que nous pouvons prouver la semi-définitivité

positive de Hy, nous avons F(v) < F(v) pour tout v et surtout F (v) = F(¥). De plus, la
fonction est également convexe. Nous fixons la dérivée de F(v) a zéro, c'est-a-dire :
V,F=UTU, —UTa+H;(v—7)=0

pour obtenir le minimum v* :

(UTU + F,;)v* = UTa — Hﬁﬁ

FIGURE I11.1 —Mise a jour multiplicative non croissante

Puisque UTU + Hy; = Dyry;D;' et Hzv = 0, nous conclurons :

(3.2)
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Puisque v* est le minimum global de F(v), nous avons F (v*) > F(¥). De plus,
F (v)estconstruit pour satisfaire F(v) < F(v) pour toutv. Cela implique que :

Fwv)=>F(w*) < F(¥) = F(D),

Ou nous avons une descente sur la fonction de col(t. Ceci peut étre résumé a la
(FIGUREIII-1) La fonction F est généralement appelée fonction auxiliaire.

La résolution pour toutes les lignes de V donne la regle de mise a jour souhaitée
pourV. La régle de mise a jour pour U peut étre dérivée de la méme maniere. Et ces mises
ajour sont les deux étapes alternées de I’algorithme 1.

Le terme supplémentaire dans (3.7) peut également étre considéré comme une
fonctionde pénalité pour : empécher I’annulation de la solution. De plus, la matrice D, —

uTup n . . .
UTUavecx = % peut étre vue comme une approximation de lamatrice hessienne UT U.

Algorithm1 : Multiplicative Rules

1: Initialiser U°, VC%tk=0

2: repeat

Cprk+l gk AVF]
3:U =U"%o [OROTVA]
Lpk+l _pk [atutt]
4:V ik =V O[VK(Uk+1)TUK+1]
5:k=k+1

6: until Condition d’arrét

111-4. Méthode des moindres carreés en alternance (ALS) :

Le premier algorithme proposé pour résoudre la factorisation matricielle non
négativeétait la méthode des moindres carrés alternatifs [21]. Il est connu que, en fixant U ou
V, le probleme devient un probléme des moindres carrés avec une contrainte de non-
négativite.

Puisque les problémes de moindres carrés de 1’algorithme2 peuvent étre parfaitement
découplés en problemes plus petits correspondant aux colonnes ou aux lignes de A,
nouspouvons appliquer directement des méthodes pour le probléme des moindres carres
nonnégatifs a chacun des petits problémes. Les méthodes pouvant étre appliquées sont
[4],[31], [25], etc.
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Algorithm2 : Alternance de moindre carré (ALS)

Initialiser U et V

repeat

2 : Résoudre :
minl |A—UV|2 (3.3)
V=0 2 F '

4 : Résoudre:
min1 ||At — VU2 (3.4)
U=0 2 F '

Until Condition d’arrét

Algorithm3 : Inexacte moindres carrés alternés (IALS)

Initialiser U et V

repeat

3: Résoudre pour U dans I'équation : UVV = AV
U= [U]4

6:  Résoudre pour V dans I'équation : VU'U = AtV
V=[]

Until Condition d’arrét

Mais méme avec I’implémentation rapide de ces algorithmes, ils ne peuvent pas
correspondreaux autres méthodes en termes de temps d’exécution. Une modification a été
faiteen remplacant une solution exacte du probléme desmoindres carrés non négatifs par la
projectionde la solution du probléme des moindres carrés non contrainte dans 1’orthant
nonnégatif [12] comme dans I’algorithme 3. Ceci accélére 1’algorithme en sacrifiant la
propriété de convergence. La (figure 111.2) est un exemple typique de la convergence des
moindres carrésen alternance et des moindres carrés en alternance inexacts. On peut voir que
méme si le premier effectue toujours une mise a jour en descente, le dernier ne le fait pas. La
méthodeexacte produit également de meilleures erreurs d’approximation. Mais avec le
mémenombre d’itérations, il passe beaucoup plus de temps que la version inexacte (3.435s
contre0.02s). Notez que le solveur du probléme des moindres carrés non négatifs dans cet
exempleest la fonction standard de Matlab, ‘Isqnonneg’ . Pour un solveur plus rapide tel que
[25], ilest rapporté que la méthode exacte est encore loin derriére en terme de temps
d’exécution.En pratique, les moindres carrés alternés exacts sont rarement utilisés car ils sont
tres inefficaces.Et sa version inexacte ne converge généralement pas vers un point
stationnaire. Il estsuggéré d’utiliser la version inexacte comme phase d’initialisation d’un
algorithme hybride[20].
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FIGURE 111-2— Alternance des moindres carrés (ALS) vs Inexact Alternance des moindres
carrés (IALS)

111-5- Approche NMF pour la compression d'image :

La compression d’image, un domaine important dans le domaine du traitement
numérique de 1’image, traite des techniques de réduction de lastockage requis pour enregistrer
une image ou la bande passante requise pour la transmission. L'objectif de la compression
d’image vise a réduire le manque de pertinence et la redondance des données d’image,
optimisant ainsi ’espace de stockage etaugmenter le taux de transmission sur les pages
Web.la non négativité dans NMF garantit que les facteurs contiennent des parties cohérentes
des données originales (images).

111-6. Reconnaissance faciale avec NMF :

111-6-1. Représentation et I’apprentissage :

La matrice de données F est construite de telle sorte que les images de visage
d’apprentissage occupent les colonnes de la matrice F. Laisserl'ensemble des faces étantl’ =
{f1, f2, -+, fm}, puis la matrice de données, F = {fy, f>, ...., fm} -Maintenant, I'apprentissage
est fait en utilisant des équations(3.2) — (3.4) pour décomposer la matrice F en deux matrices,
H et W. Soit les images de base étreW = [wy,ws, .......,w,]etles codages sont H =
[hq, hy, ... ..., hy. ]Chaque face f; en F peut étre approximativement reconstruite en combinant
linéairementles images de base et les coefficients de codage correspondantsh; =
(TR T h,;)Tcomme indiqué a la figure 1. Par conséquent,une face peut étre modélisée
en termes de superposition linéaire de fonctions de base avec des codages comme sulit:

fi=Wh (3.5)
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Pour chaque face f;de I'ensemble d'apprentissage et de l'ensemble de teste, nous
calculons les coefficients de codage correspondants. Les images de base en W sont générées a
partir de I'ensemble des faces d'apprentissage '’ Les encodages, h;de chaque visage
d’apprentissage f; est donné par :

h; =W™Lf,

Une fois formé, I'ensemble des images de visage, {fi, f2, -« - fm test représenté par un
ensemble de codages {h,, h,, ... ... h,,} de dimension réduite, r.

111-6-2. Le test :

Soit une image de face moyenne f, nous pouvons trouver un codage représentatif de f
comme suit:
h=w-1f

La (FIGUREIII-3) illustre un codage d'un visage lorsque le rang est égal a 64. Une
métrique de distance est utilisée pour calculer la similarité entre les codages d'une image
d’apprentissage h;€ I'""%" et d'une image test h € T'7e¢, Le cosinus de I'angle entre les deux
vecteurs de données est pris comme mesure de similarité:

_ _hh
il

(3.6)

La mesure de similarité S; détermine le score de correspondance entre les codages h et
h; correspondant aux 2 faces f etf;. Le codage de correspondance optimal d’une image peut
étre donné parh;-ou :

i*=arg mlaxSi

et s;> hthresh indiquant que le visage f;" est identifié comme la correspondance la plus
proche pour le visage f. Par conséquent, la meilleure image formée qui convient pour une
image de test donnée est celle qui maximise s;, a condition que le score soit supérieur a un
seuil, hthresh. S'il n'y a pas de valeur h;-pour laquelle le score est supérieur au seuil, I'image
est rejetée. Le hthresh est déterminé empiriguement comme le point auquel le taux
d’acceptation fausse (classification erronée) etle taux de rejet est égal - le méme taux d'erreur.
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m m ‘**hil

Figure I111.3. L’image la plus a gauche est I’image originale du visage et I’image reconstruite
a I’aide des images de base (W) etle codage d'image correspondant ( ;) est
affiché directement sur I'image d'origine.

* hiz * hi64

11-6-3. Etapes a suivre pour effectuer la reconnaissance faciale avec NMF

L’organigramme de la reconnaissance faciale avec SVD est présenté a la figure (111.2).Les
explications de chaque étape comme suit :

1. Obtenir un ensemble des visages I' = {f, f>, ... ., fimJavec N image de visage de personnes
connues.

2. une face modélisee en termes de superposition linéaire de fonctions de base avec des
codages donné par f; = Wh; (3.5).

3.Calculer les coefficients de codage correspondants pour chaque face f;de I'ensemble
d’apprentissage et de I'ensemble de teste. Les encodages, h;de chaque visage
d’apprentissage f; est donné par :h;, solution du systeme (3.5).

4. Soit une image de face moyenne f (image test), nous pouvons trouver un codage
représentatif de f comme suit:h = (W'« W) 1W'f

5. calculer la similarité entre les codages d'une image d’apprentissage h;EI'TT%™ et d'une

image test hel'7¢st, Le cosinus de I'angle entre les deux vecteurs de données est pris comme
h.h;

mesure de similarité.S; = ———
TR R

6.0na:i* = argmaxs;
L

7. et :Si*>el indiquant que le visage f;" est identifié comme la correspondance la plus proche
pour le visage f. Par conséquent, la meilleure image formée qui convient pour une image de
test donnée est celle qui maximise s;, a condition que le score soit supérieur a un seuil, el. S'il
n'y a pas de valeur h;-pour laquelle le score est supérieur au seuil, I'image est rejetée.

L’organigramme de la reconnaissance faciale avec NMF est présenté dans la figure ci-
dessous.
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[ Calculer h; = [WTW]1WTf, ]
v
[ Calculer h = [WTW]twTf ]
A\ 4

o hh
© RNl

A 4

[ i* = argmaxs$; }
L

Oui

Visage € F

FIGURE.II1.4: Organigramme de la reconnaissance faciale avec NMF




CHAPITREII FACTORISATION MATRICIELLE NON NEGATIVE (NMF)

111-7-Conclusion :

La factorisation matricielle non négative contient des valeurs positives par contre que
SVD contient des entrées négatives eta donc du mal a interpréter. La factorisation matricielle
non négative (NMF) présente de nombreux avantages par rapport a la normeFactorisation par
SVD. Contrairement aux annulations dues a des entrées négatives dans les facteurs matriciels
en mode SVDfactorisations; la non négativité dans NMF garantit que les facteurs contiennent
des parties cohérentes des données originales (images).
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IV-1. Introduction :

Ce chapitre est consacré a la conception et la réalisation d’une application qui met en
ccuvre les techniques et algorithmes présentés pour la décompression d’image et la
reconnaissance faciale. La premiérepartie de ce chapitre est une application de la compression
d’image par la méthode SVD etla méthode NMF. La deuxiéme partie est dédiée a
I'implémentation des applications de la reconnaissance faciale avec les deux méthodes (SVD
et NMF) ainsi qu’une comparaison des méthodes. Nous présenterons également les
environnements matériel et logiciel qui ont été utilisés dans la réalisation de cette application.

1VV-2.Bases de données :

Il y a plusieurs bases de donnéescontenant des informations qui permettent
I’évaluation des systémes de reconnaissance de visages. Toutefois, ces bases de données sont
généralement adaptéesaux besoins de quelques algorithmes spécifiques de reconnaissance,
chacune d’elle a étéconstruite avec des conditions d’acquisition d’images de visages diverses
(changements d’illumination,de pose, d’expressions faciales) ainsi que le nombre de sessions
pour chaque individu.

Les bases ORL et YALE ([10],[23]) ont été les plus utilisées et ont permis de
comparer plusieursméthodes de 1’état de 1’art. Cependant, d’autres bases de visages sont
disponibles et destinéesa des évaluations adaptées a certaines variabilités du visage telles que
les bases (Color FERET,FRGC, CVL, AR et 1V2).

1VV-2-1. La Base de donnée « ORL » :

La base de données ORL a été élaborée entre avril 1992 et 1994 par le Laboratoire
AT&T a I'université de Cambridge en Angleterre [10]. La base de données contient les
visagesde 40 personnes voir (FIGURE 1V-1), chacune étant enregistrée dans 10 vues
différentes commele montre la (FIGUREIV-2). Les images sont & niveau de gris et de 112 x
92 pixels (92 pixels decolonne, 112 pixels de ligne). Pour certains sujets, les images ont été
collectées a des datesdifférentes et avec des variations dans les conditions d’éclairage, les
expressions faciales etpar port des lunettes. Toutes les images ont été recueillies sur un fond
sombre. Les formes detéte ont quelques différences de profondeur par rapport a la position
frontale. Cependant,ces différences ne concernent que des personnes spécifiques et sont donc
irréguliéres.
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Figure 1V-1 :Base de donnée des images« ORL » (40 visages)

RB e o b afe e
Lkl

y

FIGURE 1V-2 : La lér e et la 35iéme personnes de "ORL”.
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71V-2-2. La base de données ’YALE” :

Elle se compose de 165 images frontales en niveau de gris de 15 personnes voir
(FIGUREIV-3), [23]avec 11 images pour chacune voir (FIGUREIV-4). On trouve trois angles
d’éclairage différents : gauche, centre et droit, et il existe des images avec lunette et sans
lunettes. La base offredes images incluant différentes expressions faciales : normale, triste,
heureux, somnolant,étonnant, et clignotement de 1’Sil.

Figure 1V-3 :Base de données des images « YALE » (15 visages)
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L b

Figure 1V-4 La 2er e et la 14iéme personnes de la base« YALE ».

1VV-3. Aspect matériel :

Notre projet a été développé sur un micro portable HP:
* Processeur: Intel(R) Core (TM) i5-4210U CPU@ Capacite Mémoire(RAM) :8.00 Go
* Vitesse d'horloge : 2.40 Ghz
* Capacité disque dur : 700 Go
* Systéme d'exploitation : Windows 7 édition intégrale 32 bits service pack 1.

IV-4. Outils de développement :

Pour la réalisation de notre systeme nous avons choisi lelangage de programmation
MATLAB (R2015b). MATLAB est un environnement de calcul scientifigue et de
visualisation de données. Sa facilité d'apprentissage et d'utilisation (due a une syntaxe trés
claire) en ont fait un standard adapté pour les divers problémes l'ingénierie.

Parmi les raisons qui nous ont pousses a l'utiliser, on trouve :

" Ses tres nombreuses fonctions prédéfinies et prétes a I'emploi.

" Sa simplicité a I'implémentation et rapidité de calculs.

" Sa fiabilité et sa robustesse.

MATLAB offre un certain nombre de fonctionnalités pour la documentation et le partage du
travail. On peut intégrer le code MATLAB avec d'autres langages et applications, et distribuer
les algorithmes et applications MATLAB.
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IV-5.La Compression d’image :

La compression d’image, une discipline importante dans le domaine du traitement
numérique de 1’image, traite des techniques de réduction dustockage requis pour enregistrer
une image ou la bande passante requise pour la transmission. L'objectif de la compression
d’image vise a réduire le manque de pertinence et la redondance des données d’image,
optimisant ainsi ’espace de stockage etaugmenter le taux de transmission sur les pages Web.

IV-5-1.La Compression d’image par SVD :

Soit A la matrice associée a I’image originale, en utilisant la décomposition en valeurs
singulieres (SVD)(1.10) et (1.11),Nous allons compresser I'imageavec différentes valeurs
singulieres de K.

K : Le nombre de valeurs singulieres

Figure 1V-5. Exemples d'images utilisées pour testerla Compression d’image par SVD

La figure IV-5montre les résultats obtenus en compressant I'image d'origine avec SVD
avec différentes valeurs de K.

Nous avons trouvé quand (k1 < 25), les images sont floueset avec I'augmentation des
valeurs singuliéres on a une meilleure approche de I'image originale.
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Cette étude nous montre que les valeurs singuliéres contiennent les informations de 1’image.
Cependant les valeurs singuliéres de faible amplitude contiennent peu d’information et
leurinfluence n’est visible que si on en omet un grand nombre. Dans ce cas, la présence des
valeurs singuliéres a forte amplitude permet la bonne compréhension de I’image.

<107

erreur entre image compressé et image original
F=N

0 50 100 150 200 250 300
nombre des valeurs singuliéres

Figure 1V.6 : erreur entre I’image originale et I’image compressée

Le Tableau IV-1présente un résumé des résultats obtenus avec la mesure de l'espace de
stockage, et la mesures d'erreur pour les images testées.

K Espace de Stockage CR MSE
10 2050 5.01 96.84
15 3075 3.35 53.62
20 4100 2.51 31.95
25 5125 2.01 19.82
30 6150 1.67 12.74
35 7175 1.43 08.94
40 8200 1.25 05.69
Image original 10304 1

Tableau 1V-1. Résumé des résultats de la compression d’image par SVD

Avec les résultats de tableau V-1, nous avons les observations suivantes:

» En utilisant une petite valeur singuliere (plus petite K), le meilleur taux de
compression est atteint.

~ A4~
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» Cependant, la valeur la plus singuliére est utilisee(plus grand K), mesure de qualité
MSE estplus petit (meilleure qualité d'image), et les images reconstruites sont plus
égaux al'original, mais en utilisant plus de stockageespace.

» Pour I'image testée, I’acceptablela qualité d'image est d'environ k = 25, etLe taux de
compression est CR = 2.01.

> L'image se rapproche de I'image d'origine lorsquek = 40. A ce stade, CR = 1,26
etMSE = 9,07.

Les résultats obtenus par la méthode de décomposition en valeurs singuliéres sont plus
ou moins satisfaisants. Certes,il est toujours possible de récupérer une image assez proche de
’originale, mais pour cela il faut jouer sur le nombre de valeurs singuliéres conservees ; si on
prend en considération un nombre plus restreint de valeurs singuliéresil faut alors envisager
I'utilisation d'une autre méthode.

Le traitement sur I’image témoin permet de vérifier la validit¢ de notre mod¢le. En
effet, nous avons mis en évidence que si I’ensemble des valeurs singuliéres était conserve,
I’écart avec I’image témoin était quasi-nul etque la qualité de I’image restituée se détériore au
furet a mesure quel’onprend en considération un nombre plus restreint de valeurs
singulieres. |l faut alors envisager I'utilisation d'une autre méthode.
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1V-5-2.La Compression d’image par NMF:

Soit A la matrice associéea I’image originale, en utilisant la factorisation matricielle
non négative (NMF)(3.1) Nous allons compresser I'image avec différentes valeurs de rang K.

Image originale

Figure 1V-7 : Exemples d'images utilisées pour testerla Compression d’image par NMF

La figure IV-7 montre les résultats obtenus en compressant I'image d'origine avec
NMF avec différentes valeurs de rang K.A travers les résultats obtenus, nous notons que
lorsque la valeur de K est petite,l'image compressée est plus proche de I'image d'origine.
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Figure 1V.8 : Erreur entre I’image originale et I’image compressée

Espace de
K CR MSE
Stockage
05 1025 10.053 0.0040
10 2050 5.0263 0.0032
15 3075 3.350 0.0087
20 4100 2.513 0.0182
25 5125 2.010 0.0167
30 6150 1.675 0.0417
35 7175 1.436 0.0365
40 8200 1.256 0.0771
45 9225 1.116 0.0373
50 10250 1.005 0.0920
55 11275 0.913 0.2609
60 12300 0.837 0.274

Tableau 1V-2. Résumé du résultat pour la Compression d’image par NMF
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Avec les résultats de tableau V-1, nous avons les observations suivantes :

» En utilisant une valeur de K moins (plus petit K), le meilleur taux de compression est
atteint.

» Cependant, la valeur de K est utilisée (plus petit K), mesure de qualité MSE est plus
petit (meilleure qualité d'image), et les images reconstruites sont plus égaux a
I'original, mais en utilisant moins d’espace de stockage.

» Pour I'image testée, 1’acceptable la qualité d'image est d'environ k = 5, et Le taux de
compression est CR = 10.053

1VV-6.La reconnaissance faciale :

La reconnaissance faciale qui est considérée comme 1’un des problémes les plus
difficiles a résoudre dans le monde. Jusqu'a présent, plusieurs méthodes et approches
sophistiquées ont été développés pour obtenir les meilleurs résultats de reconnaissance en
utilisant des bases de données de visage spécifiques.

IV-6-1.La reconnaissance faciale par SVD:

Soit S ensemble d’apprentissage avec N=40 images (nombres des individus de taille
112*92=10304 pixels.ifférentsConditions: toute inclinaison frontale et légere de la téte,
différentes expressions faciales.
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Figure 1V-9Ensemble des images d’apprentissage S

- Calcule le visage moyen fde S

Figure 1V-10.Image du visage moyen calculé d’aprés d’ensemble des images
d’apprentissage S

-Création la matrice A et calculer le SVD(A).

- Pour chaque visage connu, calculez les coordonnées de vecteur X;.

On a Choisis un seuil &; = 50 qui définit la distance maximale autorisée a partir de 1’espace.
Déterminez un seuil e, = 15 définissant la distance maximale autorisée par rapport atout
visage connu de I’ensemble S.

- on a identifier une nouvelle image d’entrée f (image test), calcule les coordonnées de son
vecteur X, la projection vectorielle f,et la distance & .
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Sigs > &; , I'image d’entrée n’est pas un visage.

Si g < g, calculez la distance &; a chaque visage connu.

Sitout ; > g, , I'imaged’entrée peut étre classée comme visage inconnu.

Sigr < g etuncertain g; < g , classifiez I'image d’entrée en tant que visage connu associé

au minimum g; , et cetteimage peut éventuellement étre ajoutée a I’ensemble d’apprentissage
original .

E Figure 111 EI@

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ]

NOES |k ARATDEL- @ 0E oD

Test Face This image is face

Figure 1V-11.Image test et résultat de reconnaissance faciale par SVD

e This image is face#390
e Letemps écoulé est 15.657171 seconds.
e 390 c’est le numéro de I’image trouvé dans la bases d’apprentissage
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4 Figure 111 e -E| =)

File Edit Wiew Insert Tools Desktop Window Help

NEZEdS | K RRATDEL- Q|0 | =D

Test Face This image is face

Figure 1V-12.Image test et résultat de reconnaissance faciale par SVD

e This image is face #390
e Letemps écoulé est is 14.66385seconds.
e 347 c’est le numéro de I’image trouvé dans la bases d’apprentissage

jure 1171 4] Figure 111
Edit View Insert Tools Desktop  Wind  File Edit  View Insert Tools Desktop Window H

TS | | RO BDR AL LDCEAS B [ARWBERA-|E |0

The input image is a unknown face

Test Face

Figure 1V-13.Image test et résultat de reconnaissance faciale par SVD

e The input image is a unknown face
e Letemps écoulé est 46.482068 seconds
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1VV-6-2.La reconnaissance faciale par NMF:

Soit F= {f}, f5, ...., fm} ensemble d’apprentissage avec N=40 images (nombres des individus
de taille 112*92=10304 pixels.différentsConditions: toute inclinaison frontale et l1égere de la

téte,différentes expressions faciales.

FIGURE-1V-14.Ensemble des images d’apprentissagef;

Pour chaque face f;de I'ensemble d'apprentissage et de I'ensemble de teste, nous calculons les
coefficients de codage correspondants. Les images de base en W sont générées a partir de
I'ensemble des faces d'apprentissage I'*"%". Les encodages, h;de chaque visage

d’apprentissage f; est donné par :
fi =Wh; alors  hy =W, = (WT « W)\(WT*f;)
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| ! Js
~ =" " *hy, * hip ... * Rigq

Figure 1V-15 L’image la plus a gauche est I’image originale du visage et I’image reconstruite
a I’aide des images de base (W) etle codage d'image correspondant ( h;) est
affiché directement sur I'image d'origine.

On calcule :
h.h;

S =—0""*
© IRl

& Figure1 [o) = ) | 4 Figure2 =0 =R
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ~ | File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ~ |

NEEL|MRROUDEL- B0 »|08ES[HAUDRL-(S(0 ~

Test Fac This image is face

Figure 1V-16.Image test et résultat de reconnaissance faciale parNMF
e This image is face#200

e Letemps écoulé est 2.295184seconds.
e 200 c’est le numéro de I’image trouvé dans la bases d’apprentissage



CHAPITRE IV

CONCEPTION ET IMPLEMENTATION

=

| 4 Figure1

[o O s

File Edit View Insed Tool: Desktoj Windov Help v |

4 Figure2 E=nEen o)

File Edi Viev Inser Tool Desktc Windo Hel| ~

DEES (M ARRODRL-|”

Test Face

NN RANTDL-”

This image is face

Figure 1V-17.Image test et résultat de reconnaissance faciale par NMF

e This image is face#140

e Letemps écoulé est 2.166691seconds.

e 140 c’est le numéro de I’image trouvé dans la bases d’apprentissage
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Test Face

Figure 1V-18.Image test et résultat de reconnaissance faciale par NMF

e This image is not a face in the dataset

e Letemps écoulé est 1.822869 seconds.
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I\VV-7-Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons évalué les applications de compression d’image et la
reconnaissance faciale et D’aprés les résultats obtenue de test du plusieurs images de la
reconnaissance faciale par NMF, on constate que la méthode NMF est plus mieux que la
méthode SVD et le temps de la reconnaissance dans NMF est plus petit que la SVD.

La factorisation matricielle non négative contient de valeurs positives par contre que
SVD contient des entrées négatives eta donc du mal a interpréter. La factorisation matricielle
non négative (NMF) présente de nombreux avantages par rapport a la normeFactorisation par
SVD. Contrairement aux annulations dues a des entrées négatives dans les facteurs matriciels
en mode SVDfactorisations; la non négativité dans NMF garantit que les facteurs contiennent
des parties cohérentes des données originales (images).
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Conclusion générale :

L’objectif de ce projet est de concevoir et implémenter une application de la
compression d’image et de reconnaissance faciale en utilisant les méthodes SVD et NMF. La
compression d’image résout le probléeme de stockage excessif des images ainsi que le
probléme de transfert d’images a travers les réseaux.Des travaux de recherches récents ont
mis en évidence Defficacit¢ des méthodes SVD et NMF. Le but de ce travail était donc
d’expérimenter ces méthodes en utilisant des bases de données tests.

Au bout de ce projet, nous avons pu implémenter les techniques SVD et NMF pour la
compression d’image et la reconnaissance faciale. Des expériences ont ét¢é menées sur les
bases de données d’images ORL et YALE. Les résultats obtenus confirment I’intérét des
recherches récentes en ces deux méthodes, en particulier dans la reconnaissance faciale. Les
tests menés ont été concluants mais nous pensons qu’il faut aller au-dela de ces tests simples
afin de confirmer les performances des méthodes étudiées dans le cas de bases de données
d’images de grandeur nature.

Ce projet a été une occasion d’apprentissage intense que ce soit sur le plan théorique
que pratique. En effet, la compréhension des méthodes a nécessité une revue intensive des
notions mathématiques sur lesquels sont fondées les deux techniques. Ensuite il fallait mettre
en ceuvre les algorithmes en prenant en considération leur caractére numérique. Il est clair que
dans le cas d’algorithmes de calcul numérique il faut faire attention aux problémes d’erreurs
numeriques.

Les expériences menées sont encourageantes mais il faut pousser 1’expérimentation
plus loin encore, en particulier sur des bases de données d’images plus importante afin de
juger les performances. Ceci concerne plus particuliérement la méthode NMF compte tenu de
sa complexité. Sur un autre plan, on peut penser a [’application de ces techniques
mathématiques sur d’autres domaines de reconnaissance de formes, et plus particuliérement
en biométrie (empreinte digitale, iris). En effet, ces domaines sont en pleine expansion dans
notre pays, et le développement d’applications apportera des solutions précieuses.
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Annexe

Annexe

Cette partie présente les resultats de base et les concepts utilisés tout au long de cette
these. Les résultats connus ne sont indiqués que sans preuve.

1-Théorie des matrices et algébre linéaire :

A est la matrice réelle de taille m xntel que mle nombre des lignes etn nombre des

Colonnes. Nous avons une matrice carrée lorsque le nombre de lignes est égal au nombre de
colonnes. L’ensemble de m xnmatrices réelles est notéR,,., . Dans cette these, toutesles
matrices sont réelles. Nous utilisons des lettres majuscules pour les matrices. La i®™¢ligne de
lamatrice A est notéed;. La j*™ecolonne de la matrice A est notéeA. j - L’¢lémenta
I’intersection de la ligne i et de la colonne j de la matrice A est noté A;;0u[A];;.

Un vecteur de colonne est une matrice d’une seule colonne. De méme, un vecteurligne est une
matrice d’une seule ligne. Sauf indication explicite, un vecteur est toujoursun vecteur
colonne. L’ensemble de tous les vecteurs de taille n estR™. Les vecteurs sontdésignés par des
lettres minuscules, sauf lorsqu’ils font partie d’une matrice, comme décritdans le paragraphe
précedent.

On dit qu’une matrice carrée A est symétrique si A;;= Aj;, pour tout i, j . Une matrice
diagonaleDest unematrice carrée comportant des éléments non nuls uniquement sur sa
diagonale principale (c’est-a-dire, A;;= 0 pour i# J). Nous utilisons D,pour désigner une
matrice diagonale avec le vecteur x sur sa diagonale principale (c.-a-d. 4;;= x;,i=1,...,n).

Voici quelques matrices spéciales :

e  Matrices dont les éléments sont tous 1 : Iy, lmx1 s Linxn

lixn=(1,1,....1) Lpuq= (1;1;---;1)Tﬂmxn = Lpnxs Lixn

e Vecteurs base
i¥™Me€ position

~

e;=[ 0,0, ....., 1 0

e Matrices d’identité I,,: matrice diagonale ou les éléments diagonaux sont égaux a 1.
e Matrices de permutation : matrices carrées comportant sur chaque ligne et chaque
colonne un seul élément non nul, égal a 1.

e Matrices de sélection : toutes sous-matrices dematrices de permutation.
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1.1 Manipulation matricielle :
Voici quelques opérations de base sur la matrice

o Matrice transposée A" :[A"] ;;: =A;;. A est une matrice symétriquee= A™ =A

e Addition matricielle C = A+B : C;; = A;; + Byj.

e Produit matricielle C = A.B : Ci j =X Ay By;. Le point de produit est souvent
supprimé.

e Vectorisation matricielle de € R™*"

A:i\
vec(A) =| ¢+ |eR™™"
Ag
e Produit de Kronecker de la matrice A€ R™*"et de la matrice B

AllB b AlnB
AQB= ( : : )
ApiB - ApnB

Une relation importante entre le produit matrice et le produit Kronecker est la suivante
[34] :
vec(AXBT) =(B® A)vec(X)

Onécrit A< B si A;; < B;; pourtousi, j etainsi pourA < B etA > Bet A > B.
Onutilise A< a,A <aetA>=> a, oua € R, comme abréviations de A < al,,xn, A >
alxn A = dlpsn,A < alyx,. Lamatrice absolue|Alest définie comme suit :[|A[];; = |A;]

pour tout i, j .
Nous définissons le produit scalaire des deux vecteurs réels x, ye R™*comme un réel :

(x,y) = ZXiYi = XTY

i
Les vecteurs X, y € R™non nuls sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est égal a
Zéro :
(x,y)=0

On considere une matrice A € R™*"et sa vectorisation :vec (A)e R™™, nous pouvons
égalementdéfinir le produit intérieur de deuxmatrices réelles de méme taille :
(A4,B) = vec(A)"vec (B) =Y A;;B;; = tr(A"B)

ou la trace de A (tr (A)) estla somme de tous les éléments diagonaux de A. Ceci implique
la relation utile suivante :
(I,ABC) = (AT,BC) = (BTAT,C) = (CTBTAT,I) = tr (ABC)

Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une matrice B telle que
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AB=BA =],
ou B est appelé I’inverse de A et est noté B=A"1.

La somme matricielle C = A+B est definie par C;; = A;;+B;;. Cet opération est dit élément
par élement ou par entrée puisque chagque entrée de la matrice de résultat C dépend
uniquement des entrées de A et B au méme endroit. Ceci est contraire au produit matriciel
habituel C = AB ou les relations ne sont plus locales. Un produit matriciel plus simple,
element par élément, est appelé produit Hadamard ou produit Schur C=A°B ou C;; =
A;jB;;et AB et C sont des matrices mxn. Cela aide considérablement a simplifier les
formules matricielles dans de nombreux cas. Voici quelques propriétés du produit
Hadamard [36] :

e AoB=BoA

e AToBT =(A-B)T

o (aob)(cod)" =(acT)o (bd") = (ad") o (bc")

A.2 Sous-espaces de vecteurs

Un sous-espace linéaire E de R"est I’ensemble de toutes les combinaisons linéairesd’un
ensemble de vecteurs V = {v1, v2, ..., vk} deR":

k
Ez{Zcxivi ;aiE]R}

i=1

E est également appelé I’espace engendré par V et V est appelé un ensemble générantde E.
Dans un sous-espace E, il existe de nombreux ensembles générant. Parmi eux, unensemble
dont aucun vecteur ne peut €tre supprimé et sans modifier I’espace engendréest dit linéaire,
indépendant et base de E. Le cardinal d’une base de E est fixé et est appeléedimension de E.
Par exemple :

E=vect({(1.2.1)7, (1,0,0)7}
est un sous-espace deR3 et dim(E) = 2 parceque({(1.2.1)7, (1,0,0) }est linéaire indépendant.
Suite a cela, le rang d’une matrice A de taillem£n peut également étre défini comme la dimension du
sous-espace engendré par les colonnes de A :est linéaire indépendant.Suite a cela, le rang d’une
matrice A de taillemEn peut également étre défini commela dimension du sous-espace
engendré par les colonnes de A :
rg (A) = dim(vect (4.1,4.4, ... ,A.3)) -< min(m,n).
Un sous-espace linéaire est fermé sous addition et multiplication scalaire, c’est-a-dire :

uv EEF >u+v €E

UEE,ae R =>au €EF
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1.2 Valeurs et Vecteurs Propres :

Les concepts centraux de I’analyse matricielle sont les valeurs propres et les vecteurspropres
d’une matrice carrée. Ils fournissent des informations essentielles sur la matrice.Les concepts
associés aux matrices rectangulaires sont ce qu’on appelle les valeurs singuliéres et les
vecteurs. Ils jouent un réle crucial dans les approximations de rang minimalqui conservent les
caractéristiques dominantes de la matrice d’origine.

Définition Le scalaired € C est un valeur propre de la matrice A € C™"s’il existe unvecteur
non nul x € C*tel que Ax = Ax. Le vecteur x est appelé le vecteur propre associés ala valeur
propre ..

Une matrice A de taille n xn a exactement n valeurs propres. L’ensemble de toutes
lesvaleurs propres est noté o(A4).Le module maximum de a(A).est le rayon spectral de A
etest notép(A):

p(A) = max{|d], 1€ a(A)}

Dans cette thése, seules les valeurs propres et les vecteurs propres de certaines
matricessymetriques sont examinés. Pour ces matrices, les résultats bien connus suivants
peuventétre établis :

Théoreme 1.1:(Théoréme Spectral) Soit A une matrice réelle symétrique. Tous les vecteurs
et les valeurs propres de A sont réel.

De plus, pour une matrice réelle symétrique A, si toutes les valeurs propres de A sont
nonnégatives  (respectivement non positives), A est dite semi-définie positive
(respectivementsemi-définie négative). Si toutes les valeurs propres sont positives
(respectivement négatives),A est dite définie positive (respectivement définie négative).

La décomposition en valeurs singulieres définie dans le théoreme suivant est un outiltrés utile
en analyse matricielle :
Théoréme 4.2 Pour une matrice quelconque A € R™*" il existe deux matrices orthogonalUe
R™*™M ot Ve R™ el que :

A=UzVT
ou les valeurs singulieres si sont des scalaires réels et décroissants

1.3 Les Normes :

Une norme est utilisée pour mesurer la magnitude d’un vecteur ou d’une matrice.Unenorme
sur R™ (ou R™*™) on la note ||. ||qui vérifié les quatre conditions suivantes :
1- ||x|]| = 0,vx € R™ (ou R™*™)

2- ||lx]l=0 &x=0;
3- |lax]|| =lal|lx]| , Vx € R (ou R™™) et Vx € R
4- lx + yll < lixllllyll, vx, y € R™ (ot R™™)
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La norme la plus courante est la norme Euclidienne ou la norme de Frobenius dérivée du
produit scalaire :

IxllF = v/{x, x)

1.4 Matrices non négatives :

Les matrices dont tous les éléments sont non négatifs sont appelées matrices non négatives.
Nous utilisonsR} etRT*™ pour désigner I’ensemble des vecteurs non négatifs a ndimensions
et ’ensemble des m X nmatrices non négatives, respectivement. En effet, cessous-ensembles
sont des cones polyédriques et sont généralement appelés orthant non-négatifs.

Une matrice non négative est appelée “ligne admissible” si elle n’a pas de ligne nul. De la
méme maniére, une matrice non négative est appelée "colonne admissible" si ellen’a pas de
colonne nul. Une matrice non négative est dite stochastique colonne (ligne) sitoutes les
sommes de colonne (ligne) sont égales a 1. Une matrice non négative est ditedoublement
stochastique si elle est stochastique en colonne et stochastique en ligne.

Le résultat le plus important pour les matrices non négatives est le suivant :

Théoréme 1.2 (Perron-Frobenius, voir [35] )
Soit A une matrice carrée non négative. llexiste une plus grande valeur propre de module de A
qui est non négative et un vecteurpropre non négatif qui lui correspond.

Ce vecteur est généralement appelé le vecteur de Perron de la matrice non négative. Pourune
matrice non négative rectangulaire, des résultats similaires peuvent étre établis pourla plus
grande valeur singuliére et ses vecteurs singuliers correspondants

Etant donné un sous-ensemble V ¢ R™*Met une matriceA € R™*™, |’élément le plusproche
de V & A (par rapport & une distance) est appelé la projection de A sur V, notéeP;, (A)Lorsque
le sous-ensemble V est ’orthant non négatif et que la distance considéréeest la distance
Euclidienne, la projection de A est notée [A] et définie comme suit :

Ayj siA;j >0
0 sinon

(1411, =| = max(0, Ay)).



