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Introduction

Larecherche des solutions calssique des équations différentielles est apparue trop res-
trictive au début 20éme sciecle plus précisément la notion de solution faible, introduite
vers 1930 par J.Leray et L. Soboleyv, afin d’y inclure des objets plus singuliers. La théo-
rie des distributions fut formalisée par le mathématicien francais laurent Schwartz entre
1944 et 1950 et lui valut la médaille Fields en 1950 comme la plupart de grandes décou-
vertes scientifiques.

Les distributions sont des objets qui généralisent les fonctions localement intégrables et
les mesures de Radon sur R” : L'un des intéretes principaux de la théorie des distributions
est de permettre la construction d'un calcul différentiel qui prolonge le calcul différentiel
ordinaire et pour lequel toute distribution est indéfiniment dérivable. Cette théorie est
devenue un outil essentiel, notament dans I'étude des équations aux dérivées partielles.
Elle a aussi permis une modernisation mathématique pour de nombreux phénomenes
physiques. Lidée de base de la théorie des distributions est de définir les distributions
par leurs action sur un espace des fonctions appelées "fonction test”. On peut noter que
cette idée apparait déja dans la définition de mesure et en particulier dans la définition
des mesures de Radon.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré a présenter des notions de base et des généralités ac-
compagner par des exemples.

Dans chapitre deux nous nous sommes intéressé au différentes opérations sur les distri-
butions notement le produit.

On a abordé au troisieme chapitre le produit de convolution des distributions. Dans le
dernier chapitre on a présenté des applications aux EDP a coefficients constant (équa-
tion de la chaleur, des ondes et de laplace).



Chapitre 1

Généralités sur les distributions

1 Espace D({2) des fonctions test

Définition 1.1 Support d’'une fonction[1]
Soit ¢ une fonction a valeurs complexes sur R". On appelle support de ¢ (notation Supp ¢
) Uadhérence de l'ensemble des x € R" tels que @(x) #0 :

Suppp={xeR":p(x) #0},

Supp est le plus petit fermé de R" ot ¢ ne sannule pas, c’est aussi le complémentaire
dans R" du plus grand ouvert out ¢ sannule.

Exemple 1.1 Soitx = (x1,...,x,) €ER",|x]| =\/x] +...+ x5. On pose

exp(— ;) si xll<1
P(x) = 1—[lx|1?

0 si |x|l=1

Ona Supp(e) = {x eR”: x| < 1} la boule de centre 0 et de rayon 1 dans R".
I clair que SuppA@ = Suppy et Supp(We) < Suppp NSuppw ot A € C* et @ et W des
fonctions deR"dans C.

Définition 1.2 (Lespace 2)[5]
Soit (2 un ouvert de R", l'espace 2({2) est I'ensemble des fonctions ¢ : {2— C (ou R) de
classe C* sur {2 et a support compact et inclus dans 2.

2={p:2— ClouR): ¢ C>® Supp(p)compact c 2}.
Exemple 1.2 1. Un exemple standard est donné dans 2 (R) par la fonction suivante :
v:R — R

1 .
X — ww= exp(—xz_l) si |x|<1
0 si |x|=1

Suppy={xeR:y(x)#0}=]1-1,1[=[-1,1] qui est compact dansR.
W est de classe C*sur R.
En fait, v = (@po h)(x) ot :



1. ESPACED(S2) DES FONCTIONS TEST

h(x) = x*eR;
exp(L) si 0=X<1
eX) = X-1
0 si X=1
puisque h € C*(R), il suffit de montre que @ est de classe C* surR..

Sio<X<l1,

¢'X) :_(X—11)2 eXp(x1 1)‘

Si X>1,¢'(X)=0.

SiX=1,
. X)) —(l) . 0-0
1) = lim ———= lim ——=0,
Pq) X X-1 X X— 1
1
/ o X)) exp(ﬁ)_ . 3
Gl = Jfim TR i Sy = fim, YewY <o
Donc @ est dérivable au pointX =1 et sa dérivée ¢'(1) = 0.
Alors,
0 si X=1
!/
PX)=¢ 1 1 ,
(X—l)zeXp(X—l) si 0=X<1

De plus @' et continue sur [0,1[U] + 1, +oo[ et au point X = 1 car Xlinll+ PX)=0=

1
. / IR T _
Jim /00 = Jim x-12 P (X— 1

de classe C! sur Ry, il en est alors de méme pour y sur R.

)), donc @' est continue sur R,. Ainsi, ¢ est

2 + L €ex ( ! ) si 0=X<1
¢"X={ X-1? x-1iPIX1 B
0 si X=1

¢" et aussi continue surR,, doncy est de classe C? surR.
Raisonnons par récurrence sur l'ordre de dérivation, en supposant qu’ a l'ordre n, ¢
estde classeC" surR, etona:

0 si X=1
"X)={ & 1 1
¢"X) Z“i .exp(—) si 0=X<1
o X-1) X-1

oum,eN*eta; eR.
Calculons la dérivée d’ordre (n+1) de :
Si0<X<1:

q)n+1 (X)

ZZ:(_iai)(X_ 1)~ Lexp ()&) + ZZ?(—ai)(X— 1)~ 2exp ()%)

m/

= ibi(X— 1)_iexp(

i=1 X_l)



1. ESPACED(S2) DES FONCTIONS TEST

avec m), € N* et b; € R.
SiX>1, "1 (X)=0.

SiX=1,
@51 = 0,
TX)-"(1) = i
nely = Jim 2 TP DX -1 lexp(o—
@) = Jim S lim Y (@007 exp ()
my )
= lim Y (apY'exp’ =0,
TT=1
(pn+1(1) — 0,
D'ou,
0 si X=1
n+1 m,
X) = n ; 1
vt Y biX-D7exp(—] si 0=X<1
a X-1
Il claire que "' est contines sur R,. Ainsi, ¢ € C"*1(R,) pour toute n € N ou alors
¢ € CO[R,).

2. Un tel exemple peut étre facilement généralisé en dimension n, en définissant la fonc-
tion suivant :

v:R" — R
exp(;) si Ixll<1
lxl? -1

si |x|l=1

x — Y=

n
0iL S0t x = (x1,...,%p) €R™, I xl =/ x7.
\ io

En prticulier, Suppy < B(0,1) = {x e R", || x|l =1}, La boule unité fermée de R", est

compact dansR".

v est de classe C*™ sur R", car elle se décompose en deux fonctions de classe C*,

v=@poNoiu:

Rnaxlxz ”x”2€|R+ i’(p(X):{ eXp(ﬁ) si 0=X<1
0 si X=1

D'oit, y € Z(R").

3. Soient maintenant un ouvert U deR" et a un point deU . Il existe alors o > 0, tel que
B(0,1) cU.
Soit la fonction ¥ définie de U dansR, par :

1 .
ex _— Sl X—all <
e pux—aw—l) Ix-al

0 si |x—al=z«

AlorsVe 2(U).

En effet, Supp¥ < B(a,), la boule fermée de R" de centre a et de rayon «, qui est
compact dansU.

¥ est de classe C* sur U, car elle se décompose en deux fonctions de classe C* de la



2. DISTRIBUTION SUR UN OUVERT DERN

maniere suivant :
Y =@qoNg
Ilx - all?
No:Usx— Nyx)= —=YER,,
o

exp(;) si 0sY<1
Pa(Y) = o2(Y-1)

0 si Y=1

Lemme 1.1 (Fonction Plateaux)
Soient K un compact deR", U etV deux ouverts deR" tels que K c U c V. Il existe alors une
fonction ¢ de classe C*™ sur U , vérifiant

éb=1 sur K
¢=0 sur U\V
Osd=<1 sur U

2 Distribution sur un ouvert de R”

Définition 1.3 [I] On appelle distribution T sur un ouvert {2 ¢ R" toute forme linéaire
continue de 2(§2) dans C(ou R), i.e elle satisfait les deux conditions suivantes :

1. T est LINEAIRE : pour tous @,y € 2(§2) etVa,peC, ona

(T, ap + PP) = (T, ) +B(T, b)

2. T est CONTINUE : pour toute compact K c {2 et pour toute fonction ¢ € 2({2) avec
Supp(y) K, il existe une constant C > 0 et un entier m € N tels que :

KL =C ) sup|D%(x)|

aeN”, |aj<m x€K

Notation 1.1 On notera dans la suite par 2'({2) I'ensemble de toutes les distributions sur
2. On dit aussi que 2' (1) est le dual de 2 (1)).

Définition 1.4 (Ordre d’'une distribution)

Si U'entier m intervenant dans l'inégalité de continuité de T peut étre choisi indépendam-
ment du compact K, on dit que la distribution T est d’ordre fini, le plus petit m possible est
appelé ordre de la distribution.

Exemple 1.3 Soient 2 un ouvert deR" et a € ({2). On pose

8,:92(0) — C
¢ — Bu)=p(a).

Alors 6(a) est une distribution sur {2 appellée distribution de Dirac d’ordre 0 et concentrée
en a. En effet, 5(a) est linéaire de 2 (§2) dans C car

(O, A@ + ud) = (A@ + nd) (a) =Ap(a) + pd(a) = A8, @) + W(da G), VA, ue C, YV, b e D(()).
8, est continue sur 2({2) car {84, @) = |p(a)| < sup = |p(x)|, YV € D({2).

X€



3. EXEMPLES DES DISTRIBUTIONS

3 Exemples des distributions

3.1 fonctions localement intégrables

Définition 1.5 [1] Soit 2 un ouvert de R", une fonction f : {2 — C(ou R) est dite locale-
ment intégrable sur (2 si pour tout ensemble compactK de (2, on a :

f | f(x)]dx < oo.
K

On note par L}OC (£2) Uespace des fonctions localement intégrables sur (2.

Proposition 1.1 Toute fonction [ localement intégrable sur un ouvert {2 de R" définit une
distribution T ; sur §2 par :

VoeC:(Tr,@) = fo(x)(p(x)dx.

La distribution T ¢ sappelle réguliére associée a f .
Remarque 1.1 Les distributions qui ne sont pas réguliéres sont dites singuliéres.

Exemple 1.4 La fonction de Heaviside (indicatrice de [0, +0ol)

1 si x=0
0 si x<0

H(x) :{

est localement intégrable sur [0, +o0l, elle définit une distribution sur R donnée par :

<H,cp>:fH(x)cp(x)dx:f ex)dx,VpeD.
R 0

Proposition 1.2 Deux fonctions localement intégrables f et g définissent la méme distri-
bution si et seulement si elles sont presque partoute égales.

Tr=Tgo f=gp.p.

Si C({2) désigne l'espace des fonctions continues sur {2 a valeurs dans C, on a le résutlat
d’isomorphisme suivant :

Proposition 1.3 Lapplication de C({2) dans 2'({)) qui a f dans C({2) associé Ty la dis-
tribution associé a f sur {2 est linéaire injective cette application n'est pas surjuctive, elle
permet alors d’identifier C({2) au sous espace vectoriel, image de C({2), de 2'({2) dans ce
sens les fonctions continues peuvent étre considérées comme des distributions particuliéres.
Si feC((), onécrit f =Ty.

Exemple 1.5 Iln'existe pas de fonction f € L}OC(Q), 2 ouvertdeR" eta€ (2, telsqued, =Ty.
Si cela était le cas, en fisant un compactXK c (2, on aurait :

Ve CPUD), Suppp cK, (8a, ) =¢(a) = [¢ f(X)p(x)dx.

Alors, sia3Suppy, [ f(0)@(x)dx=0.

Donc, pour toute ¢ € CgO(Q\ {a}),fo(x)q)(x)dx = 0. Par le lemme de Dubois Reymand,
F=0 pp sur 2\ {a}, donc sur (2.

Mais alors, pour toute € C°(£2), [ f(xX)p(x)dx = [ 0.¢(x)dx=0=¢(a)

En choisissant @(a) # 0 on aboutit a une contradiction.



3. EXEMPLES DES DISTRIBUTIONS

3.2 Distribution valeure principale de -

Définition 1.6 [1] La fonction % n'est pas localement intégrable sur R, on définit la distri-
bution valeur principale de Cauchy vp(%) par:
1 +00 — —
Ve : () =tim [ Egyojim [ W00,
X

e=0J|x=e X e—0% Je X

Cette fonction est localement intégrable sur sur R*. Nous allons voir comment exprimer la
distribution que cette fonction définie sur R. En effet, soit ¢ € 2(R), et soit a > 0 tel que
Suppp cl—a,al.

En utlisant le développement de Taylor de ¢, on peut écrire :

Px)=@0) +xy(x), VXeR

w(x):{ ‘(p(x);(p(m si xeR”

¢’ (0) si x=0

v (x) est une fonction continue surR, en fait y(x) =¢'(0x),0<0 < 1.
Puisquee — 0", on prend e < a, on a alors :

f —(p(x)dx = f —(p(x)dx: ) —(p(x)dx+f —(p(x)dx
x|z X e<|x|sa X -a X € X

—e _ a - -t ¢
[0y [0y gy [ g [
B X —a X e X

a X €

w(x)dx+f y(x)dx+@O0)[In|x]]_5 +@O)[In]x]]?
€

—a

w(x)dx+f v(x)dx

et puisque Y (x) est continue en x =0, alors :

a
lim de:f y(x)dx
-a

e=0"Jix|>e X

et une intégrale finie.
1 a
<Vp(;),tp>: y(x)dx,p € D[R).
—a

1l clair quevp(%) est bien définie et linéaire sur 2 (R). Montrons que vp(%) est continue sur
2(R). Soit K un compact deR, il existe alors a(K) > 0, tel que K < [ — a(K), a(K)]. Ainsi pour
toute € 2R, K), Suppy cc [ - a(K),a(K)] erona:

1 a(K) a(K)
’(vp(—),cp)‘ - |f \y(x)dx| = |f (p'(ex)dx| <2a(K)sup|¢'(x)|.
X —a(K) —-a(K)

xXeR

On en déduit que vp(%) est une distribution d’ordre 1, surR.



3. EXEMPLES DES DISTRIBUTIONS

3.3 Ladistribution ”partie finie”

On montre a l'aide du développement de Taylor a l'ordre 2 que U'application :

0
D®R) 3 ¢ — (pf(3), ) = lim ( f 20 ax-222)
X e—0* " Jix|=e X €

est une distribution d’ordre 2, sur R appelée la partie finie de %

3.4 Mesure de Radon
Pespace k(U)

SoitU un ouvert de R", on désigne par k(U) I'ensemble des fonctions numériques conti-
nues surU a support compact :

kU) = {f :U— Ccontinue sur U et Suppf est compact dans U}.

Exemple1.6 1.
cosx si xe[-% 1
f(x):{ ] 272
0 si xeR\[-3,5
T T

Suppf =1-3,3] est compact dansR et f étant continue sur toutR, d'otr f € k(R).

2.
(x) = 1 Si xe[-1,1]
PIY=1 0 sinon
Suppy, =[-1,1] est compact mais [ n'est pas continue sur R, donc @ ¢ k(R).
3.

1-x si xe€[0,1]
P2(x)=4 1+x si xe€[-1,0]
0 sinon

2 est continue sur R, a support compact égal a [-1,1], donc ¢, € k(R).
Pour tout compact K deR" inclus dans U, on pose :

k(U,K)={f € k(U):Suppf <K}.

Clairment k(U,K) est un sous espace vectoriel de k(U). D'autre part,

kU) = U k(U,X).

Kcompact, KcU

En effet, pour tout compact K inclus dans U, k(U,K) c k(U).
Par conséquent,

U k(U,K) < k(U).

Kcompact, KcU

Résiproquement, soit | € k(U) alorsSupp f =Kq est compact dansU donc

fekUXKye U kUK.

Kcompact, KcU



3. EXEMPLES DES DISTRIBUTIONS

On munit chaque sous espace k(U,K) de la norme naturalle :

[1flloo =suplf(x)|=sup|f(x)|, f € k(U,K).

xeU xeK

k(U,K) devient un sous espace vectoriel normé complet donc un espace de Banach.
En effet, soit (f}) jen une suite de Cauchy dans k(U,K), donc :

Ve>0,IN(E) eN,Vp,geN,p=N(e) et g=N(e) = ||fp—fq||00<e

ol bien,

Ve>0,IN(e) eN,Vp,g €N, p=N(e) et g =N(e) = sup|f,(x) — fy(x)| <€
xeU

donc la suit numérique (f;(x)) jen est de Cauchy dans C pour tout x € U, elle converge
alors vers une limite f(x), [ est bien sur supportée dans le compact K. En fait cette
convergence est uniforme surK :

Ve>0,3N(e),VjeN, j=N(e) = sup|fj(x) — f(x)|=sup|fj(x) - f(x) <€
xeK

xeU

Par conséquent, (f;) jen converge uniformément vers f et f est continue surU.

Définition 1.7 SoitU un ouvertde R". Une mesure de Radon surU est une forme linéaire
sur l'espace vectoriel k(U), telle que pour tout compact K de U, la restriction de p a k(U,K)
soit continue .

En d’autre termes, | est une mesure de Radon sur U si et seulement si les deux proprietés, ci
dessous sont verifiées :

p:k(U) — C
f— un

est linéaire sur k(U) :Vf,ge k(U),Va,p €K,

nlof +pg) =ap(f) +pPu(g).

et | est continue:
VK, K compact deU,3IMg > 0 : |u(f)| < Mgsup|f(x)|,V f € k(U,K).

xeU
En particulier, 'ensemble des mesures de Radon sur U est un espace vectoriel sur K, il est

inclus dans le dual algébrique de k(U).

Exemple 1.7 1. SoitU un ouvert deR" et u une mesure de Radon surU Alors :

n(of +Ppg) =ap(f) +Pu(g),Vf, g€ kU),Va,peC

10



3. EXEMPLES DES DISTRIBUTIONS

de plus, VK compact de U, IMy. > 0, tel que :

L) <=Mgsupl|f(x)l

xeK

comme 2 (U) < k(U),2(U,K) < k(U,K) alors ui = W\, est bien une distribution
surU, puisque |\ est une forme linéaire sur 2 (U) satisfaisant :

Iu(@)| < Mgsupl f(x)], ¥e2(U,K).

xeK
Par conséquent, les mesures de Radon sont des distributions d’ordre zéro.

2. Mesure, distribution de Dirac :
SoientU un ouvert deR" et a € U. On définit 'application

He:k(U) — C
¢ — Halp)=¢la)

Wq est la mesure de Dirac concentrée au point a. On note §, = Mg, alors 0, est une
distribution d’ordre 0 sur U, définie par :

(84,9) = Halp) =@(a), Y € 2(U).

3. SoientU un ouvert deR" et f : U — C une fonction continue. On considere l'appli-
cation suivante :

up:k(U) — C
¢ — uf(cp):fo(x)cp(x)dx

WUy est bien définie est linéaire sur K(U). En effet, pout tout @,y € k(U), a,be C,ona:

ONE |fo(x)cp(x)dx|sfuif(x)ncp(xndx

< suplcp(x)lf | f(x)]dx < 400
xeU suppg

puisque Suppy est compact dans U et f est continue sur U, donc [ est localement
intégrable sur tout compact de U, et en particulier sur Suppg,

Ur(ag + by) fo(x)(a(p(x) + by (x))dx

anf(x)(p(x)dx+bef(x)w(x)dx
apr (@) +bur(y)

W est aussi continue sur k(U), car pour tout compact K inclus dans U, on a :

ILy (@) < Mgsup|p(x)], V¢ € k(U,K)
xeU

ot Mg = f |f(x)|dx. Ainsi, ur est une mesure de Radon sur U, et alors sa restriction
K

11



4. SUPPORT D’UNE DISTRIBUTION

a2@) :
pf\@(U) 2U) — C
¢ — uf(cp):fo(x)cp(x)dx

est une distribution d'ordre 0 sur U. On note cette distribution par | Fiow, OU Ty ou
bien [f1], et on dit que c’est la distribution associée a la fonction continue f.

4 Support d’'une distribution

Définition 1.8 [5]

1. Ondit qu'une distribution T est nulle sur un ouvert U de R" si(T, @) =0 pour toute
fonction ¢ € 2({2) dont le support est contenu dans U.

2. On appelle support d’'une distribution T le plus petit fermé de R" tel que T soit nul
dans son complémentaire.

Conséquence Immédiates :
Voila quelques proprietés du support d'une distribution S € 2'(U) qui sont faciles a obtenir
directement de la définition du support.

1. SuppsS est toujours fermé dansU.

2. x € Supps si et seulement si pour tout ouvert inclus dans U contenant x, il existe
@eP() telqueSuppyp cV et (S,p) #0.
En effet,

xeSuppS e x¢w.

Out w est le plus grand ouvert d’annulation de S. SoitV une ouvert contenant x, et
inclu dansV, supposons que pour toute p € 2(U,V).(i.ep e 2(U)) etSuppp <V , on
ait(S,) =0. Dans ce cas, S\, =0 et alorsV est un ouvert d'annulation deS, xe Vc
donc x € w = U\SuppS. Ainsi, le résultat s'obtient par négation.

3. x¢ SuppS < 3V voisinage de x tel que

S, 9)=0,Yp € 2(U,V).

4. SoitAcU,
SuppScA < S=0dans R"\A.

Exemple 1.8 1. Soit f fonction localement intégrable. Soit T sa distribution associée,
le support de Ty coincide avec celuide f.

Supp(Ty)=Supp(f).

12



5. DISTRIBUTION A SUPPORT COMPACT

5

En effet,
Si f est une fonction continue de U dans C, alors le support de f autant que fonction
et le support de f autant que distribution coicident, c’est a dire
SuppTr=Suppf.
On montre que U\(SuppT¢) =U\(Suppf).

) U\(SuppTy) c U\(Suppf). Pour établir cette premiére inclusion il suffit de vé-
rifier que U\(Supp f) est un ouvert d'annulation de la distribution de T .
En effet,
Yo e2(U), tellque Suppp cU\(Suppf), oubien SupppnSuppf=90,ona:

(Tf,cp):f f(x)(p(x)dx:f 0dx=0
U U
car Supp(fo) cSuppfnSuppe =@ etalors f(x) =¢@(x)=0, VxeU.

ii) UN(SuppTy) cU\(Suppf). Soit x € U\(SuppTy) donc x ¢ (SuppTy). Ainsi, il
existe V un ouvert inclus dans U, x € U, tel que(T¢,) =0, Vo € 2(U,V). D'oix :

fo(y)(P(J/)dx =0, Vo e2(U,V)

etalors f(y)=0,Vy€U. Par conséquent, x ¢ Suppf.

2. On considére la fonction de Heavisite H. Ainsi que sa distribution Ty associée, pour

toutep e 2(R), ona
<TH,tp>:fRH(x)<p(x)dx:f0 @x)dx.

OnadoncSupp(Ty) =R;.

. Montrons queSuppd, ={a}.

Soitw =R/{a} et e D((2), Supp(p) cR/{a}. On a donc @(a)=0, (5,4, @) =0.

Donc d, est nulle surR/{a}.

De plus, d, n'est pas nulle sur R car il existe des fonctions @ € 2({2) telles que (54, ) #
0.

Donc R/{a} est le plus grand ouvert sur lequel 6, est nulle. Donc Supp(,) = {a}, et
84 a support compact.

Distribution a support compact

Notation 1.2 On note par & (§2) Uespace des fonctions de classe C* de §2 dans C et par &' ({2)
Uespace des distributions a support compact sur (2.

13



5. DISTRIBUTION A SUPPORT COMPACT

Théoreme 1.1 [5] Une forme linéaire sur 2(U) est une distribution a support compact si et
seulement si elle est continue pour la topologie induite sur 2(U) par celle de &(U) . Dans ce
cas, elle se prolonge d’'une maniere unique en une forme linéaire continue sur & (U).

Rapalons qu'une suite ¢ ; converge vesr ¢ dans &({2) si pour toute a € N" et pour toute
compact K de {2 la suite de fonction D*(¢p) converge uniformément vres D*¢ surK :

lim sup|D%p;(x) —D%p(x)|=0.

J7+00 xeK

Exemple 1.9 Soit@p € 2(()), alorsTy € &' (R"), §,€ &' (R"), VaeR".

14



Chapitre 2

Opération sur les Distributions

Dapns cette section , on va passer en revue toutes les opérations principales sur les distri-
butions.

1 Addition, Soustraction et Multiplication par un scalaire

Les distributions étant définies comme des formes linéaires, on peut les additionner,
soustraire, ou mltiplier par un scalaire, sans rencontre aucune difficulté.
SoientS, T € 2'(U), U un ouvert deR" et A € C, alorsS + T et AS sont aussi des distributions
surU définies pour tout ¢ € 2(U) par :

ST, )=, ¢) (T, ),

(AS, @) =(S,A@) =A(S, @).

Il claire que d'aprés ce qui précéde on vient de munir l'espace des distributions 2'(U) sur
louvert U deR" d’une structure d’espace vectoriel sur C.

2 Translatée et Transposition d’'une Distribution

2.1 Latranslatée d’'une distribution

Notons que pour une fonction f localement intégrable surR" etacR" ,ona:
f fx—a)px)dx :f fX)@x+a)dx, Yo eD[R").
R™ R™

Via la chengement de variable y = x — a cette expression peut étre facilement étendue aux
distribution.
SiS € 2'(R™), on définit la translatée S ; da la distribution S de vecteur a € R", par :

Sa,@(x)=(S,p(x+a)), Vo e 2(R")

S, est bien une distribution surR".
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3. DILATATION D’UNE DISTRIBUTION

Exemple 2.1 La translatée de la valeur principale de cauchy % est la valeur principale de
1
x-a’

2.2 Transposition d’'une distribution

Soit f une fonction localement intégrable de R" sur C, cherchons la distribution asso-
ciée a la fonction f(x) = f(—x). On a pour tout @ € 2(R") :

(Tp )= fw FOe(dx= fw fE=x)ex)dx = fw fe(=x)dx= fw FOp(x)dx.
La tronsposée d'une distribution S, notéeS est la distribution définie par :

S, ) =(S,P), Vo € D(R").

La notion de transposée permet de définir des distributions paires et impaires comme pour
les fonctions.

3 Dilatation d’une Distribution

Si f est localement intégrable de R" sur C, et si a € R*, alors la dilatée de la fonction f
est définie par x — f(x) = f(ax). Sa distribution associée vérifie :

- d 1
(Trp) = f Foem = f flax)p(x)dx= f FRIOE) 2 = — (T, ).
R" R" R" a

lal™ |a|™

La dilatée d’'une distribution S € 2(R"), notéeS est la distribution définie par :

~ 1
S,p)=——(S,P).
S.9r=—ns®

Exemple 2.2 La dilatée de la fonction de Dirac estdy = ﬁ&

4 Dérivation d’une Distribution

Soit f une fonction de classe C'. En faissant une intégration par parties, on obtient im-
médaitement

+00
Ve DD (fp) = f P dx=—(f,¢'.

car p(+oo) =0. On est donc conduit a la définition générale suivant :

Définition 2.1 On appelle dérivée T' d'une distribution T sur un ouvert (2 deR , la fonc-
tionnelle définie par la relation :

Yo eD(2) (T, @) =—(T,¢@")
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4. DERIVATION D’UNE DISTRIBUTION

Proposition 2.1 Toute distribution admet des dérivées de toute entire n € N*, la dérivée
n'®" deT est définie par :

Ve () (T", ) = (1T, ™).

a) Dérivée de la fonction d'Heaviside
Rappelons que la fonction d’Heaviside (dite échelon unité) est définie par

1 si x=0
0 si x<0

H(x) :{

et détermine une distribution notée H. Au sens des fonctions, la dérivée deH(x) n'existe
pas au point x =0. Mais au sens des distributions, on a pour ¢ € 2({2),

H,¢py = H, ¢

+00

— ¢ (x)dx
0

¢(0)

(8, ¢).

car ¢(+o00) = 0. Par conséquent, H' = 8, c'est a dire la distribution H a pour dérivée la
distribution de Dirac & concentrée en 0.

b) Dérivée de la Distribution de Dirac
Ona

(8,0)=—(5,¢")=—¢'(0).

En général, ona

@& @) = (=1)"p"™(0), meN.

4.1 Extension au cas de plusieurs variables
or

Dans le cas de plusieurs variables, on définit la dérivée I d'une distribution T sur un
ouvert (2 deR", par :
Jar o
—,p)=—(T,—), i=1,2,...,n
(9@ =—T7)

Ona

T dT Op P
= \53 57 /- Tr )
<(9xi(9xj’(p> <8x,~ 8x,~> < axl@x]'>
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4. DERIVATION D’UNE DISTRIBUTION

F F
ouW(xy,x2,...,Xm) € 2(12), donc 8xic‘;[;/j = ij;)x,-' et par conséquent
FT FT

ax,-axj B (9xj8x,- '
Plus généralement, on a

(DT, ) = (=1)!*{T,D%p).

ota = (a1,0,...,0,) €N avec|a| = a; +0z +...+a, et D* désigne l'opérateur de dérivation :

a(x1+(xz+...+(xn alotl

D% = = .
a1 9..02 oy o1 9,02 Qp
O0xy'0x,%...0x,"  0x,'0x,°...0xy

Proposition 2.2 SiT € 2'((2), alorsD*T € 2'(2), Va e N".
Preuve.
Va e N, DT est bien définie de 2 (§2) dans C car ¢ € 2(§2), D%p € D({)).
Deplus,Va,be C,YVo,weD({)):
(DT, ap+by) = (DT, D%ayp+by)).

(=)' a(T,D%p) + (- 1) b(T,D*y) = a(D"T, @) + b(D"T, )

alors DT est linéaire.
DT est aussi continue sur 2(§2), car V¢ € 2(£2,K) ot K est compact inclus dans {2, on a :

(DT, )| = (T, D%p)| =Mx Y sup |[DPD%p(x)|
BeN,IBl<kk xel2

ot M <0, kg € N proviennent de la continuité de T sur 2({2), Ainsi,

Mg Y sup |D*Pep(x)]

|f>|slq<x€f2

|<T, D%p)|

I\

IA

Mk ). sup|D%(x)|

lo+Bl<ki+lol xef2

car o+ Pl =lal + 1P| < kx + |la| € N.

4.2 Proprietes de la dérivation distributionelle

Soient U un ouvert deR",S, T € 2'(U), a,beC, eta,p eN". Alors:

1. pourtouti={1,...,n},ona:

0 0S oT
8__)Cl(as + bT) = Cla—Xi + ba—x1
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4. DERIVATION D’UNE DISTRIBUTION

2. SigegWU),ona:

(DS, ) = (-1)1*(S,D%).

3.
D%(aS + bT) = aD*S + bD°T.
4.
D*DPS = DPD*S = D**Ps,
5.
SuppD®S cSuppsS.
Preuve.
1. Vpe2(U),
— 8@ _ 8(,0 &p
(£ (@S +DT),9) = —(as+bT, 7L)=-a(s, 51) - b(T, 52)
= a<a »cp>+b<a )= (ads +bax"P>
2. a=(ay,...,Q...,0,) €N, |(x|:o%+...+(xn et
. . . o
D*=D{"...D}"...Dy" ou DY :ax‘;f
1

Y € 2(U), on a en réitérant les dérivations jusqu'a l'ordre o; :

(D}'S, )= (=1)*%(S,D} @), i={L,...,n}

et ensuite :
(D*S,p) = (DJ'...D{...Dy"S,)=(-1)*(D5?...Dy"S, D" @)
= (-DY(-D*(D3*...D}"S,D3*D] )
= (DY (E=D%...(-D*(S,Dy"...D3*D{ )
(—1)|a|<S,D°‘(p>.
3. Yoe2(U),

(D*(aS + bT), ) (-1)'%{(as + bT),D%p)
= a(-1)'{s,D%) + b(~1)!*{T,D%)
= a(D%S, )+ b(DT, )

= (aD®S +bD"T,¢).
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4. DERIVATION D’UNE DISTRIBUTION

(D°DPs, )

(-1)!*(D%S, DP )
— (—1)'“'(—1)|ﬁ|<S,D°‘DE’(p>
— (_1)|0(+[3|<S’D0(+f)(p>
- (D*PS, )
= (DPDCS, ).
5. x € SuppD°S si et seulement si pour toutV ouvert,Vc U, x €V, il existe p € 2(U) tel
queSuppg cV et (DS, @) #0. O, ona

(DS, ) = (-1)I*(S,D%p) #0 = (S,D%p) #0.

On pose alors ¢ = D%. y est de classe C*™ sur U, de plus SuppD*p c Suppp cV et
(S,w)#0, donc x € SuppS.

. x si x=0 . . ..
Exemple2.3 1. La fonction f(x) = |x| = { Cx si x<0 et continue mais non déri-

véble surR. Soit [ f] la distribution associée a f :
[f1: 2R — R
¢ — <[f])(p>:‘[[R|.X'|(p()(f)d_)(,':A/v

—00

0 +00

—xcp(x)dx+f xPp(x)dx
0

Calculons la dérivée au sens des distribution de [f] :

0By [ g [* g [0
(Ifl, 7z (x)) = fRIxI o dx= _Ooxdx(x)dx i x—— () dx

0 +00
= [xtp(x)]‘loo—f tp(x)dx—[xcp(x)]5°°+f0 px)dx

0 +00
= —f (p(x)dx+f0 Lp(x)dx=<[f*]’q’>

(111 9)

—00
N 1 si x=0
ouf (x):{o si x<0

Ainsi, % [f1=[f7], car f* est localement intégrable surR.

1 si x>0
-1 si x<0
la fonction caractéristique de 10, +oo[. H n'est pas continue sur R, mais on peut lui
faire correspondre une distribution sur R puisqu’elle y est localement intégrable on
note [H] = H,

2. Soit[H] = {

H:2R) — R
+00
¢ — ([H],(p}:fRH(x)(p(x)dx:fo @x)dx.

Donc ‘Zl—g € 2'(R) avec :

d d(p 0o
(L H],¢) —<[H1,d—“£(x)>=—fRE =—[p@)]§

¢©(0) = {80, )
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4. DERIVATION D’UNE DISTRIBUTION

oit O¢ est la distribution de Dirac sur R concentrée en 0.

an _g.
dx

dérivation d'une fonction discontinue (formule des sauts) On vient de voir que la dé-
rivée au sens des distribution de la distribution de Heaviside était égale a la distribution de
Dirac 6y. Maintenant, si on considéré la fonction de Heaviside, sa dérivée est nulle partout
saufen 0 ot elle n'est pas définie et la distribution associée n'est pas 0. Par conséquent, les
opérations "prendre la distribution associée” et "dérivation” ne commutent pas, ou autre-
ment dit, (T f)’ # T} cela est le cas pour toute fonction présentant une discontinuité en un
point.

Soit f une fonction C! par morceaux. Soient a, ..., ap des points de discontinuité de pre-
mieére espece de f (que nous supposons en nombre fini et ot limite a droite f (a’) et a gouche
f(a;) existent et sont finies) et s; = s(f, a;) = f(a]) - f(a;) est le saut de discontinuité de f
ena;i,i=1,...,p. Lafonction f peut alors s'écrite comme la somme d’'une fonction continue
g et de fonction de Heaviside :

p
=g +) siH(x-a).
i=1
De plus, on a T} =Ty ou f' désigne la dérivée de f la ou elle est bien définie c'est a dire en

dehors des points de discontinuité précédentes, on a :

Théoréme 2.1 Soit f une fontion de classe C' par morceux surR ou un intervalle deR, avec
les notations précédentes, on a alors :

14
(Tf), = T} + Z Siﬁa,--
i=1
cette formule s'appelle la formule de sauts.

Preuve.
En effet, soitp € 2(R) alors pour un point a des discontinuité de premiére especede f, on a:

a +00
(T ) = _<Tf’(P,>:—f f(x)cp’(x)dx—f f¢' (x)dx

" ra a +00

= —[f(x)cp(x)]foo+f f’(x)cp(x)dx—[f(x)cp(x)12°°+f fx)ex)dx

T a +00 a

= (f(a;“)—f(ai_))tp(a)+f f’(x)(p(x)dx+f flx)ex)dx

= (f(@))= f@a))(8a ) +{T} )

= ((f@)~f@8a+T), )

Donc

(Tp) =T} +(f(aj) - f(a;)Ba.

En remplecant maintenant a par des point discontinuité de premiere espece a; de f et en
sommant pouri=1,...,p, on adirectement le résultat.
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5. PRODUIT D’UNE DISTRIBUTION PAR UNE FONCTION C*

Remarque 2.1 Ce resultat se généralise facilement dans le cas d’'un nombre dénombrable
des points de discontinuité de premiere espece (a;); e N* de f :

+00
(Tp) =T+ ) (f(a)) = f(a;)8g,
i=1

Exemple 2.4 1. Posons x* =max(x,0), alors (T{) =H et (T )" = 8.
2
2. Soit f la fonction définie surR tell que f(x) = (% — ﬁ), x € [0,2mn], périodique de période
2n le saut aux points de discontinuité x; = 2in, i € Z, est égale a 1. En appliquant la
formule des sauts on obtient :

1 +00
(T =——+ ) &y,
2m ;) *

5 Produit d’'une distribution par une fonction C*

On définira le produit entre une fonction C* et une distribution de telle maniere que
si la distribution est une fonction localement intégrable, le résultat soit le produit habituel
des fonctions.

Définition 2.2 [6]Le produit d’'une distibution quelconque T par une fonction g de classe
C® et une distribution définit par

Ype2(D):(gT,p)=(T, gy).

En effet, soient U un ouvert deR", S une distribution sur U et g une fonction de classe C*
deU dansC. Lapplication notée gS de 2 (U) dans C par :

gS:9U) — C
@ — (gS,9)=<S,g9), Ve 2(U)

est une distribution sur U, appellé le produit de la distribution S par la fonction g de classe
C.

gS est bien définie si g € C*°(u) et ¢ € C*(U) alors g € C*°(U) et Supp(gy) < Suppgn
Supp c Suppy est compact inclus dans U donc g € 2(U).

On vérifie que gS est bien une distribution sur U.

Il est simple de voir que gS :— C est linéaire, car pour , W € 2(U) eta,beC,ona:

(S, glap + by))
a(S,gy) + b(S, gw) = a(gsS,p) + b{gS,v)

(gS,ap + by)

gS est continue sur 2 (U).

SoitK un compact deR" inclus dans U, vérifions la continuité de gS\ow x| : 2 (U,K) — C.
Y € 2(U,K). En tenant compte du fait que gp € 2(U,K) et queS est continue sur 2 (U,K),
il existe alors une constante Mg > 0 et un entier kx € N, tels que :
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5. PRODUIT D’UNE DISTRIBUTION PAR UNE FONCTION C*

(&S, 9| = [(S,g@)| <Mk ). sup|D*(g®)(x)|

aeN” |a|<kg X€U

DYge)x) = Y CPDPox)D*Pg(x)

PeN” f=a
1<gS, )| < Mk ) sup| ). CEDﬁ(p(x)D“_f’g(xH
aeN",|aj<kg ¥€K BeN”,f<a
< Mg Y Y Chsup(IDPp) D Pg(x))
aeN" |aj<kg peN”p<a  x€K
< My Z Z Cﬁsup|D5q)(x)|sup|D°‘ ﬁg(x)|

aeN"|aj<kg peN”p=a  x€K

pour o fixé, notons Ay = 5 gaﬁ‘x Cﬁ sup |D°‘ f’g(x)| <400
eN”,f=a

[(gS, @Y=Mk ). Aq Y. sup|D%)|

aeN" Jaj<ky  PeN”,p=a X€U

Notons aussi A= max Agq<+ooalors:
aeN” |al<kg

lKgS, ) = AMg ). > sup|Dﬁcp(x)|

aeN",|al<kg peN” <o ¥€U

< Y Cpsup|DPo(x)
BeN" p<ax  X€U

ot Cg est la nombre def tels quep < a, C; ={Cp : p € Net|p| < kx}. Finalement,

[(gS,@)|<AMxc Y sup|DPp(x).
PeN™,|B|<kg X€U

Exemple 2.5 Si§ est la distribution de Dirac a l'origine et g € C1, alors

gd=g(0)6.
En effet, soitp € 2(§2), ona
g0,y = (5,89
g(0)p(0)
= g(0){5, )
= g(0)5.

Remarque 2.2 Si dans l'exemple précédent, on choisit g(x) = x, alors on aura en particlier
g(0) =0 et donc x5 =0. On en déduit que le produit gT = 0 peut étre nul sans que g ouT soit
nulle.

Exemple 2.6 PourtoutxeR, ona
1
x.vp(=)=1
X
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5. PRODUIT D’UNE DISTRIBUTION PAR UNE FONCTION C*

o0 x(x) + x(— x)

(vp(d), xg) = f

+00 +OO
f (px)+@(=x))dx= f lL.p(x)dx
0 —00
= (Lo)
out 1 désigne la distribution réguliére associée a la fonction constante x — 1.

(x.vp(3),¢)

Proposition 2.3 SoientU un ouvert deR", g,h € C®(2) etS, T € 2'(U)
1. SiS=[f], f continuedeU dansC, alors gS=glfl=1[gf].
2. (g+h)S=gS+hS,ghS=g(hS) etg(S+T)=gS+gT.

3. Supp(gS) cSuppgnSupps.
} 0
4. Viefl,.. n},aa (89)= ags+g§S

5. Forme générale de la formule de Leibniz. Vo e N" :

D%gS)= Y ChpPgD*Ps= Y chpePgnfs.
BeN",f=a PeN”,f=<a

Preuve.

1. Est une conséquence immédiate du préambule de ce paragraphe. Soit ¢ € 2(U),

[(glf1, )]

|<[f]»g(P>|=fo(x)g(x)(p(x)dx
[ (reoguoletod=(ir g1.6)

2. Vpea(U),
((g+mS,p) = (S,(g+M@)=(S,gp)+(S, hp)=(gS,¢p)+(hS,@)=(gS+hS,¢)
(ghS,) = (hS,gp)=(g(hS),p)
(g(8+T),9) = (S+T,g9)=(S,g¢)+(T.8¢)

(8S,0) +(gT.9)=(gS+gT ).

3. SixeSupp(gS), alors pour tout voisinageV de x, il existep € 2(U,V) tel que(gS, ) =
(S, g@) #0. Puisque g € 2(U,V), alors x € SuppS.
De plus, (S, g@) #0, implique que g n'est pas une fonction identiquement nulle sur
V, et alors la restriction de g aV n'est pas nulle, donc il existe xo dansV pour lequel
g(xo) # 0, pour tout voisinage V de x. Ou encore tout voisinage de x recontre {y €

U : g(y) #0}, ceci implique que x € {y€ U: g(y) #0} = Suppg. D'oit, x € Suppg n
Supps.

4. puisque gS est une distribution surU, alors pour touti€{l,...,nletp e 2(U),ona:

0 (g5, 0y g 00
<8xi(gs)’('p>_ <gs’axi>_ <S’ga >
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6. CONVERGENCE DANS D' (2

8 a ’ ~
or, ga(p = 82 (gy) - 8g Do :

(Z(g9)0) = ~(8,72(g9)- g>=—< S 22 (g@))+ <S»<p§—i>
<ax,gtp> (agS 9o)=(g P )+ <agS oy

15)
<ga—m a—is,@, Ve @(U).

5. Est une généralisation directe de la formule de Liebniz dans le cas des distributions.

Exemple 2.7 L'exemple ou plutét le contre exemple, suivant, a permis a Schwartz en 1954
de démontrer l'impossibilité de la multiplication des distribution en général, On se place
dans R. comme on a déja vu, on a xvp(%) =1 et x0p = 0 au sens des distributions. Si l'on
arvient a définir un produit raisonnable sur l'espace des distribution, alors ce produit est
du moins associatif, ce qui conduit a la contradiction

1 1
8o =Bo(xvp(2)) # (x80)vp(2) = 0.

6 Convergence dans D’((?)

On définira une convergence des suites dans 2'(§2) ot {2 est un ouvert deR".

Définition 2.3 Soit (2 un ouvert deR", {T,} nen une suit de distribution sur 2 et T € 2'(§2).
On dit que{T,} ,en converge vers T quand n — +o0o au sens des distributions si et selement

si

Vo eD(2):{(Tph, ) ol (T, ).

Cette notion de convergence est donc une convergence simple. On écrira dans cette situation

lim T,=TouT, Z, Tquand n — +oo.
n—+oo

Exemple 2.8 Montrons que : 6, — 0. En effet, on a

Yo eD(2):{8,,¢)=¢n)

et puisque @ est a support compact, alors
Jim, (500 =)=

Exemple2.9 1. La suite de distribution T = k1, 1 tend vers 8y dans 2'(R). En effet,
SoitpePR),ona:

1
(T0) = (B0} = [ ko @t0dx -0 =k [ " puodx-o0)
1

k fo * (@) - p(0)dx.
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6. CONVERGENCE DANS D' (2

1

I3 1
Or, kf ‘ Px)dx = k[q)(%) — $(0)] ot b est une primitive de @, $ est dérivable, par le

théoreme des accoroissements finis, on obtient :
(D(l) ¢(0) = 1(l)'(0)+0(1)
k "k k™
Ainsi,ona:

1
k[(b(%) —$0) =d"(0) + 0(1) = @(0) + 0(1).

Par conséquent,

lim (Tp, ) = (0) = (80, p)

ou bien HET T, =8¢ dans2'(R).

2. Si(ai)ken est une suite convergente vers a dansR, alors la suite de distribution (8 4,) ken
converge vers 8, dans 2' (R).

3. La suite de fonction fi.(x) = sin(2knx) ne converge pas quand k tend vers + oo.
Cependant, la suite des distributions associées T, = Ty converge vers la distribu-
tion nulle dans 2'(R), c'est une conséquence immédiate du théoréeme de Riemann-
Lebesgue :

lim f @(x)sin(knx)dx=0, Vo € 2(R).
R

k—+o00

k
4. Soitpe(R),alorsklim ME(S%_6—T1):—H86 dans 2' (R).
—+00

En effet, Soit p € 2(R),

(n3(81-8-1).0)

k¥ o) - o]

HE[(0) + 1/ (0) + 0() - 9(0) + L9/ (0) + 0 ()]

1’ (0) + 0(32) — g’ (0) = —(8f, ) = ( — 1Bo, ).

14 ooy (121 | ,
5 Ty=———— — vp(-) dans2'(R).
X k—+o00 X
Soitp e P (R),
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6. CONVERGENCE DANS D' (2

(Tn, @) @(x)dx

f+oo 1[% ,+oo[(|x|)
_ X

(e.°]

0 1[% ool (7%) p +oo 1 1 oo (%) p
= f_oo—x @(x) x+f0 - px)dx
2 +00
- f’“ PO s [T
o X £ x

@(x) 1
—dx=(vp(=),p).
fl ol (vp(2) @)
Théoreme 2.2 Si(T,) ;o est une suite de distribution sur {2 tell que :
Yoe()): nLHPoo<T’ @) existe.

alors la forme linéaireT sur (2 définie par

Vo eD():(Tp)= lim (T @)

est une distribution sur {2 et T, o> T quand n — +oo.

Théoreme 2.3 (Quelques propriétés de la limite)
1. Si(T})jen — T dans 2'), alors (D*T;) — DT, YaeN".

2. Pour tout f € &(U), si (T}) jen converge vers T dans 2'(U), alors (fT;) converge vers
fT dans 2'(U).

3. Sife L2(U), et (f) jen unesuite dansL?(U) converge vers [ dans L2(U), alors (Tfj)]-eN
converge vres T f dans 2'(U).

Preuve.
1. Yoe2(U),
(DT}, ) = (-=1)'UT;, D%p) — (~=1)!*(T, D*p) = (DT, )
carD%p € 2(U).

2. Soit f € &(U),

car foe2U), Yo e 2(U).
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7. QUELQUES EQUATIONS CLASSIQUES DANS I’ESPACE DES DISTRIBUTIONS

3. Y € 2(U), on obtient a l'aide de l'inégalité de Cauchy- Schawrtz dans 1 (U) :

KTj, @)= (Tp, @)

|fU(fj(x) — f)e)dx|=(fi - f, Pl

IA

||fj—f||L2(U)||(P||L2(U) — 0.
j—+oo

7 Quelques équations classiques dans 'espace des distri-
butions

7.1 Résolution de I'equation xT =0 pourT € 2’

Par définition

xT=0< (xT,d)=0

pour tout fonction G € 9.
Or

(xT, ) = (T, xb).

Ilenrésulte queT est nulle sur toute fonction x de la formey = xb avec d € 9. Mais ces fonc-
tions x ne remplissant pas tout D. Elles sont en fait caractérisées par la condition x(0) =0.
En effet, six=xb avec € D, on ax(0) =0.

Inversement, six € 9 vérifiex(0) =0, on peut l'écrire

X (x) = xp(x)

oudpeD.
Soit alors o € 2 une fonction fixée, choisie de telle sorte que Wy(0) = 1. On peut écrire, pour
toute fonction Y € 9, lequel est un espace vectoriel

v = vO)yo+x
y(0) = yO)yo+x(0)
= Y(0)+x(0)
d’ott x(0) =0.
Alors

<Ty w> = W(O) <Ty WO) + <T) X>

et compte tenu de ce que

Ty =0
= W(O)(T, o)
= Cy(0)
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7. QUELQUES EQUATIONS CLASSIQUES DANS I’ESPACE DES DISTRIBUTIONS

en posant {T,yg) =C

= (C5,w)

pour toute fonction \y € 9. Donc, T est nécessairement de la forme

T =Ca.

La réciproque est évidente, car si'T = Cd, on a xT =0 pour toute constante C.
En résumé

xT=0«T=C5,
ot C est un nombre complexe.

7.2 Résolution deI'équation T'=0 pour T € &’

Cette équation est équivalente a

(T, ) =—(T,dp"y =0, Vb € 2.

Par conséquent, T est nulle lorsqu’elle est testée par toute fonction qui est la dérivée d’'une
fonction de D.Mais les fonctions &g de ce type ne remplissant pas tout D. Elles sont caracté-
risées en fait par les deux conditions

PoeP

et

fu;etbo:(),

constituant ainsi un sous-espace vectoriel Eg c 9.
On a donc

<Tr ¢0> =0

pour toute fonction ¢g € E.
Rappelons queT ne sera connue que si ses valeurs (T, ) sont connues pour toute b € 9.
Considérons alors une fonction $; € 9 n'appartenant pas a Ey, choisie de telle sorte que

qu)l:l-

Lespace 2 étant un espace vectoriel, on peut toujours écrire, pour € 2 quelconque

&= [ o+ o
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7. QUELQUES EQUATIONS CLASSIQUES DANS I’ESPACE DES DISTRIBUTIONS

ol (l)() €9D.
On remarque que nécessairement ¢g € Eg car

forforfoe o
fR%:O

De plus, la valeur deT testée par G € D quelconque sera alors connue si on connait (T, d1).
En effet

(T, = (T, 1) fR & + (T, o)

Le dernier terme étant nul, on a en posant (T, p1) =k

<T,cl>>:kf[R¢=<k,cl>>

pour toute b € 9.
Il en résulte queT est nécessairement de la forme

T=k.

Réciproquement, siT = k on aT' =0. En résumé

T'=0oT=k,

ot k est une constant complexe
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Chapitre 3

Produit de Convolution des distributions

1 Convolution des fonctions

Définition 3.1 [2] Soient ¢ et deux fonctions C* a supports compacts surR" dansC. On
pose :

(cp*w)(x):fcp(y)W(x—y)dy=fcp(x—y)W(y)dy- 3.1)

La fonction (@ * ) ainsi définie est de classe C*° a support compact vérifiant :
YaeN", D% *y) =D% *y =@ * D%y

Supp(*y) cSupp(p) +Suppy).

On l'appelle la convolée des deux fonctions ¢ et .

On peut bien sur définir la convolée de fonctions moins réguliéres.

Lextension la plus naturelle concerne les fonctions intégrables : si ¢ ety appartiennent a
LYR™), alors ¢ * y définie par (3.1) appartient aL}(R™) etona :

flcp*w(x)ldefIcp(x)ldx.flw(x)ldx.

Néanmoins, ce n'est pas cette extension que nous utiliserons le plus fréquement, mais plu-
tot celle décrit dans les définitions et ci dessous,qui concernent les cas oit T € 2'(R") et
@eC®RM ouTeP' (R") etS e &' (R").

En particulier, la formule (3.1) permet d’écrire en identifiant v a Ty,

Ty * @(x) =(Ty, p(x - y)) (3.2)

2 Convolution des distributions

On pourra utiliser Uidentité (3.2) pour définir le produit de convolution d'une distribu-
tion par une fonction C* a support compact sur R".

Définition 3.2 [4] Soient T € 2'(R") et ¢ € C°(R"), la formule
T x@(x) =(T,px), avec Px(y) =p(x—y)
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2. CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS

définit sur R" une fonction'T = ¢ de classe C*. Cette fonction vérifie en outre :
VaeN", 0*Tx@)=T*Fp=0"Tx*¢ (3.3)

supp(Tx@)=supp(T)+supp(p). (3.4)

De plus, si f,g € ER") et suppg est compact dansR", alors f * g et une fonction de classe
C® surR" deplusT;,Tg,Tfig € 2'R") etona:

(Trag, @) fRn(f*g)(x)tp(x)dxszn (fRnf(y)g(x—y)dy)tp(X)dx

fwfwf(y)g(z)cp(y+z)dydz:((Tf)y,<(Tg)Z,(p(y+z)>>.

On utilise cette identité pour définir le produit de convolution de deux distributions surR"
dont l'une au moins est a support compact.

SoitS, T € @' (R"). Alors (Sy,@(x +y)) est une fonction de R dans C de x, la notation S
signifiant que la distribution ne sapplique qu'a la variable y. On gardera ces notations
tout au long de cette partie.

Définition 3.3 Soient T et S deux distributions sur R". On applle produit de convolution
deT etS, noté T xS , la distribution définie sur R", si elle existe, par :

2 — C
T :
*S { P — (Tx,<Sy,(P(x+y)>>

Remarque 3.1 1. T * S n'existe pas toujours : il faut que (Sy,9(x + y)) appartienne a
D ce qui nest pas assuré dans le cas général sauf si suupS est compact dans R" car
lapplication x — (S, p(x+y)) et de classe C* surR", Yae N, D*((S,, p(x+y))) =
(S, D% (x+y)) et supp(x — (S, p(x+y))) € supp@ + supps.

2. En fait, on peut définir le produit de convolution de deux distribution quelconques T
etS surR", si pour tout compactK deR" l'esemble :
(suppS x suppT) n{(x,y) eR" xR"/x+ y €K} est compact dansR" x R".

3. On note 2/, (respectivement 9" ) l'esemble des distributions sur R a support dans
[0, +oo[ (respectivement ] —o0,0]). Alors le produit de convolution est bien définie dans
D! et D’ car par exemple siS,T € D! etK est un compact deR , doncIM > ¢, Vz €
K, |z| =M, sixeSuppS, yeSuppTetx+yeKona:

X
f
0
alorsx<Mety<M
c'est a dire (suppS x suppT)n{(x,y) eR"xR"/x+y € K} [-M,M]? est compact
dansR? et donc on peut définirS = T.

0
0
x+y=M

NIV

Proposition 3.1 (Conditions suffisantes d’existence du produit)
SoientT et Se D',

1. ) siTouS estdans&', alorsT xS est défini.
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3. PROPRIETES

b) siT etS estdans &', alors T xS est définietT xS € &’
2. a)siTetSestdans D, alorsT xS est définietT xS € D/,
b) siT etS estdans 2D’ , alorsT « S est définiet T« S € D'

Proposition 3.2 SiSe &' (R") etT e 2'(R"), alorsona TS =S*T etSupp(S=T) =SuppS+
SuppT.

Preuve.

1. Provient immédiatement de la définition de produit de convolution :

S=*T,¢)

ST, yx)ex+y)
= (TeS,y(x)px+y)
(T =S, ).

2. Montrons que

R\ (SuppS +SuppT) cR"\ (Supp(S +T))

il suffit pour cela de vérifier queR"™ \ (SuppS +SuppT) est un ouvert d’annulation de
la distribution S = T.

Soit p € D(R"), telle queSuppp cR™\ (SuppS +SuppT) , alorsSuppn (SuppS +
SuppT) = & ou oncore (Suppyp —SuppS) NnSuppT =& . En effet, sia € (Suppyp —
SuppS) N SuppT, alors a=t—s avec t € Suppy et s € SuppS. Donct=a+s €
Supppn SuppS+SuppT).

Ainsi, Supp¥nSuppT = &, puisqueSupp¥ < Supp@—-SuppS oi(S*T, ) = (T, ¥(x))
et¥(x) =(Sx,p(x+y)). Donc (S * T, ) =0.

Exemple 3.1 Il est utile de remarquer que 8, et H sont des élements de 2', .

3 propriétés
On remarque que si'T,S1,S2 € D'(R™) et siT xSy et T xSy existe alors :

T#(S1+S2)=T=*S;+T=%S§,

Proposition 3.3 Si on considere la fonction translation définie par :

R — R
X — Xx-a

T(a):{
AlorsVNTe2', ona:

S *T=To1(a).

Cas particulier : Soient a et b deux réels d(4) * 81y = 8(4+b)-
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3. PROPRIETES

Proposition3.4 1. SiSe &' (R") etTe D' (R™), alors :

VaeN", D*(S *T)=(D*S) *x T =S * (D*T)

2. Pour toute distributionT surR", ona:

S*60=60*T:T.

3. SiSeP'(R™) etpe 2(R™), alors :

SxTo=Trou f(£) =(Sx,p(t—x))

Preuve.

1. Onsait queS =T et D%(S = T) sont des distributions sur R", pour tout a € N".
Ype2[R") :

(DS * T), ) (—D!*(S % T, D%p)

= (DT, Sy, D) (x+y)))
= (=D'*(T,, (S, D@ (x+y)))
= (Ty, (DS, DP) (x+)))
= (T, (D*Sx), @(x+y)))

= (T =D%S, @) =(S * DT, @).
2. VoeDR") :

(T =5, ¢) (Ty, (B, @(x+Y)))

= (Ty, () =(T, ).
3. Voe2R"Y) :

(S*Tp, ) = {(Sx,{(Tp)y, @(x+y))) =Sy, JanpX)@(x+y)dy)

(Sx, Jan Pt = X)@(D)d 1) = [ (Sx,p(t = X)p(D)d 1)

Jan F(O@OA L= (T, )
ou f(1) = (S, p(t— X)) = (Sy,p(t — X)).

Remarque 3.2 1. Le produit de convolution n'est en général pas associatif :

(Tg*8)*x1 = §x1=1
T * (8 x1) Tgp*0=0
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3. PROPRIETES

2. Le produit de convolution de S, T,R € 2'(R") est associatif T * (S*R) = (T *S) xR si
deux au moins de ces distributions sont a support compacts.
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Chapitre 4

Application aux EDP a coefficients
constants

1 Opération différentiels a coefficients constants

SoitP € C[xy,...,x,] un polynome a n variable a coefficients complexes. P s'écrit

PX)= ) a.X% XeR”,

lal=m

olt ay les sont des nombre complexes, et m € N est le degré de P. on note P(0) l'opérateur
linéaire sur 2'({2) défini par

2')3T—POT= ) audTe2' ()
lasm
les opérateur de cette forme sont appelés opérateurs différentiels a coefficients constants.
Léquation

P(OT=E

ouF € 9'((2) estdonnée, etT € D' ({2) est l'inconnue, est une équation aux dérivées partielles
(EDP) linéaire d’ordre m a coefficients constants, avec second membre (ou bien inhomo-
gene, ou encore avec terme source, suivant le contexte).

Remarque 4.1 Pour n =1, l'equation P(O)T = F est une équation différentiels d'ordre m a
coefficients costants, que l'on sait parfaitement résoudre. Pour n > 1, on ne sait en général
plus rien faire du tout, mémeé pas montrer l'existence de solutions.

Exemple 4.1 Voici une liste d’EDP linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, avec le poly-
noéme corespondant. Chacune des ses équations a des propriétés différentes (autrement dit :
les solution de ces équation on des propriétés différents). et toute EDP linéaire d’'ordre 2 peut
se ramener a l'une de ces 4 equations

i) Equation de laplace (ou équation de poisson) :

n
AT =F dans 2'(R"), P(XX) :Zﬁ(?
J:
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2. SOLUTION ELEMENTAIRES

ii) Equation des ondes :

n
J, T~ AT=F dans 2'®R"™),P(X) =Xg - ) X;
j=1
iii) Equation des Chaleur :

n
0 T—AT=F dans 2'®R"*"),P(X) =X, — ZX§
j=1
iv) Equation des Schrodinger :

n
i0,T—AT=F dans 9'®R'*"),P(X) = iXo— ) X}
j:l

2 Solution élémentaires

Définition 4.1 [7] SoitP =P (0) un opérateur différentiel a coefficients constants. On dit que
E € 2'((2) est une solution élémentaire de P lorsque PE = §y.

On parle aussi des solutions fondamentale, ou la fonction de Green.

Exemple 4.2 SiP = % —\, A€ C alors E = eMH(x) ouH(x) est la distribution de Heaviside
est une solution fondamentale de P dans 2", .
En effet,

PE = (d% —NeMHx) = eAx‘Zi—I;CI (x) + AeMH(x) — Ae™H(x).
Ax
= e™d=0.

-1
eMH est solution fondamentale de

On montre par récurrence sur m € N*, que E = (m i

(L - ™ dans D,

d’ S
Remarque 4.2 SiP = Za]d 5-aj €C, alors (P8)” '=(YLa ]d ]
j=0 ~ax

Iy

est la solution fondamentale de P dans 9, . par exemple (5 — A\8)~™ (m o —_eMH, Vm e N*
Le théoréme de B.Malgrage et L.Ehrenpreis (démontré en 1954/ 1955) dit que tout opérateur
différentiel a coefficients constants (non-nul) admet une solution élémentaire.

Théoreme 4.1 (Malgrange Ehrenpreis)[7]

Tout opérateur différentiel a coefficients constants P sur R admet une solution fondamen-
taleE dans 2'(R").

La solution fondamentale est utilisée pour déterminer les solution de certaines équations
aux dérivées partielles.

Proposition 4.1 SiP posséde une solution fondamentale, alors pour toutF € &' (R"), I'équa-
tion PT =F admet une solution .

Preuve. PuisqueF est a support compact, E et F sont convolables, et

P(E* f)=(PE)*F=8*F=F

doncE = F est une solution.
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3. EQUATION DE LA CHALEUR

3 Equation de la Chaleur
[3]Léquation de la chaleur est 'EDP :

ou Fu

EZ@, xeR,t=0

Le probleme de chauchy associé consiste a trouver la solution u(x, t) de cette équation qui

vérifie la condition initiale.

u(x,0) = f(x)
La solution, au sens des distributions, est u € 9, ,. Posons
o &
"o oxZ

Vérifions que la distribution réguliere associée a la fonction localement intégrable
E:R? — R défini par :

E(x, 1) = L ex (_xz)
2Vt Pl
est une solution élémentaire. On doit alors vérifier que DE = g o). En effet,
0 &
(E-T)mng) = 4E£D<Ea%
; (P
= - llm f f dt d
e—0" t>€ 2\/ )

ach
— 1 dt)dx
;%af Lezr raErad)

2
exp( )cp(x €)dx

— lim

© 1
8—'0+ j;m 2\/

®(0,0) =(d(0,0), P)-

Dans les ces général, notons x = (xy,...,x,) € R" et t € R la variable temps .
lopérateur de laplace est

F F

A=—+...+—

2 2
0x3 o0xs,
Lopérateur différentiel :

p-2_
C Ot

est dit opérateur de la Chaleur. La distribution

2
—|xl

)

Ex,0)=(—= ! ) "H(t) exp (
B VT P

est une solution fondamentale de D.
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4. EQUATION DES ONDES

4 Equation des Ondes

[3]C’est I'équation aux dérivées partielles.

otz Ox?
qui satisfait les conditions initiales.
ou
,0 = , — =
u(x,0) = fo(x) 5 fix)

oit fy € C2(R) et fi € C(R). La solution élémentaire du probléeme de Cauchy est la distribu-
tion réguliére g; associée a la fonction localement intégrable.

1
g:(x) = E(H(x+ ) —H(x-1)

, .0 . , ,
etona hm+ g:=0et hm+ % =08. La solution générale de I'équation des ondes s’écrit
t—0 t—0

0
ur = fo* g_'_fl * gt
En fait, la solution de l'équation des ondes est de la forme

ulx,)=fx+6)+gkx—1

ou fetg sont des fonctions continues, En effet, pour tout ¢ € 2(R),

82 62 +00
u f (fx+D+gx—0)px)dx

(929 = 7

—00

+0o +00
f f(u)q)"(u—t)du+f g " (u+ndu

+00
f fx+n+gx—-0)¢"(x)dx

(e.0]

T o)
ox2’

5 Equation de Laplace

Théoreme 4.2 [3] La fonction définié sur R" par :

-1
(n—2)S,llx||"*2

pour n=3
En:

%logllxll pour n=2

est la solution fondamentale du Laplacien A, surR".
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5. EQUATION DE LAPLACE

Preuve.
E € 2'(R") puisqu'elle est localement intégrable. En fait les fonctions log||x|| si n = 2 et
1

X2 si n =3 sont harmonique respectivement sur R?\ {(0,0)} et R" \ {6} pourn =3
1. Sin=2, soitgp € D(R?), il existe alors a > 0 tel que
Suppp cB(0,%) ={xeR*/||x|l< §

&
(AzEz,¢) = ((az Dy?

lim (Az) (x)logl|x||dx

e—0* Je<||xl|<a

—)E2, @) = (Ez, A2 )

on utilise la formule de Green :
onnote (2 ={x e R"/||x|| > €} et 02 =S ={x e R"/||x|| =€}, € > 0.
Alors, Vf e &R\ {0}) etV e 2(R"),ona:

of

_ Ip
fQE [AfX)@x) - f()Ap(x)]dx = fs [(P(x)a - f(x)E(X)]dGe

0
ou A=Ay, o désigne la dérivée radiale et do¢ la mesure sur la surface de la sphere
r
SS .

f log(l1xI) Az (x)dx f 0(x) Ay (log| x| dx
e<||x||<a e<||x||=a

0
(logllxll—(x) @ (x)=-log(l|x|)))d!
SeUS, or

+

0
(IOgllxII—(x))—tp(x)—(logllxll)dl

T
f[lognxn—(x) 90— (logllxInId]

I 0
_f”xu:e [logllxlla(x) _“P(X)E(logllxll)]dl.

puisque @ =0 surS,.

| 1og||x||8—(p(x)dl|s |loge] o9 (x)dl< sup |E(x)|2ne|loge| — 0.

l1xl|=e llxll=e OF llxll<e
Ainssi, lim logllxll—dl 0, et
e—0" J||x||=¢
. (x)
(A2Ep, @) = lim Lp(x)—(logllxll)dl— lim L)
e—0% J)|x||=¢ e—0" Jjx|1=e 11Xl
. 1
= lim — @(x)dl = lim —[ [p(x) —p0)] +(0)]dl
e—=0% € Jj|x||=¢ e—=0% € " J|x||=¢

21¢(0), car -|f [p(x) — @(0)] |dl<— sup |¢p(x) — @(0)|2me —.0

[x||=€ € ||xl|<e
D'oit, A2E, =218y, 5=, est solution fondamentale de Ay sur R.
2. 8in=3,sipe2R"),ona:
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5. EQUATION DE LAPLACE

(AnEn, @) =(E,, App) = 8111})1+ il En(x)Ap(x)dx
- X||=¢€
= lim ApEp(x)@(x)dx + f (En(x)a—‘p(x)—cp(x)%(x))dog
e—0* J||x||=¢ or or

€

(x) —q)(x)%(x))dos

pour calculer cette limite, on peut passer en coordonnées sphériques
Xi
,

dx:F(Bl,...,Gn_l)r”_ldﬂl,...,den_l

: iy
e A

rﬁ(el;---)en—l),i:].,...,n
[1xI|

Onaalors:

donc la mesure superficielle portée par la sphére de rayon € est égale a
dog = e”‘lF(Gl, ..r,0,.1)d04,...,dB,_1 = " 1dF ou dF, =F©,,...,0,,.1)d04,...,dO,_1,
est la mesure sur la sphere unité
D’autre part puisque % =fi(01,...,0,-1) = %, Ona
0 o0 é?xi n Xi 0

E:izlé_xig B i=1 ar 8xl

. -1 a(P — @(8761)-'-1611—1) 1 _
ARE,, = 1 — e ldo 4+ 2-n)—--=e""ld
(b ) air&(fss -2 s, o0 T m-2s, © Mot o)
1 0 P(g,01q,...,0,-
= lim (—f —e—q) o1 — LACLS) L l)dol
e—0* s, (n—2)S, or Se Sn

9, O
La premiére intégrale tend vers 0 car I—(pl <) sup |—(p(x)| =Cy
or xeR" ox

quant au 26 terme, il tend vers :

0
a )f do = g(0)
Sn Se

d’aprés le théoreme de Lebesgue.
Do,
(ALER, P) = (0o, p) et AnEn = 8o.
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