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Introduction

La théorie des systemes dynamiques est une branche des mathématiques qui étudie
les caractéristiques d'un systeme dynamique. Cette recherche active se développe a fron-
tiere de la topologie, de ’analyse, de la géométrie et de la théorie de la mesure.

Un systeme dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomenes liés entre eux et
isolés artificiellement du monde extérieure. Sa modélisation vise a établir les relations qui
lient les variables caractéristiques de ce processus entre elles et a représenter rigoureu-
sement son comportement dans un domaine de fonctionnement donné. Elle nécessite,
dans cet objectif, un ensemble de techniques permettant de disposer d'une représenta-
tion mathématique du systeme étudie. Dans le méme sens, on peut dire que la modé-
lisation théorique exige une connaissance précise des phénomenes intervenant dans le
systéme et une aptitude a les représenter par des équations mathématiques .

On s’intéresse dans ce mémoire a I’étude d’Atteingnabilité et controlabilité des systémes
avec Feedback d’état.

En mathématiques, le controle désigne la théorie qui vise a comprendre la fagon dont
une commande permet aux humains d’agir sur un systeme qu'’ils souhaitent maitriser.
Cette définition recouvre naturellement de trés nombreux champs d’applications, par
exemple : un ingénieur qui désire controler un systemes mécanique en lui appliquant
des forces, un économiste qui veut agir sur un équilibre financier en modélisant un taux,
un chimiste qui cherche a améliorer son procéder en régulant la température, et ainsi
d’autres applications dans le domaines : électricité, électronique, biologie, etc.

La controlabilité fait partie des propriétés dites structurelles qui caractérisent les sys-
temes, et éventuellement permettent de les classifier, par leurs propriétés algébriques et
géométriques. Elle est indispensable dans les applications pour qu'un systeme puisse étre
convenablement commandé et permet de construire des lois de commande de facon ef-
fective. Cependant, elle sert d’introduction a de nombreuses questions d'une grande im-
portance pratique, comme la planification de trajectoires.

Dans le premier chapitre nous présentons : Les notions mathématiques de base (
Transformée de Laplace, transformée en Z, matrices particulieres , polynéme caractéris-
tique). Ainsi nous étudierons la classe des systémes linéaires a temps invariants dans les
deux cas : continu et discret, et nous introduisons un bref rappel sur la controlabilité et
I'atteingnabilité .

Dans le deuxieme chapitre, nous étudierons : La positivité des systémes linéaires sin-
guliers. La principale propriétés de ces systemes est que si I’état initial est positif ( ou au
moins non-négatif), alors la trajectoire se situe entierement dans I'orthant non-négatif .



Introduction

Dans le dernier chapitre qui consiste a étudier : Atteignabilité des systemes linéaires
positifs en temps discret avec retour d’état (state-feedback).

On termine ce manuscrit par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Notions de base

1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de donner les outils de bases nécessaires pour appréhen-
der les notions qu'on manipulera tout au long de ce manuscrit. On en présentera les défi-
nitions, ainsi que les propriétés directement utiles par la suite. Nous nous basons pour ce
faire sur les références suivantes [2],[3],[5],[6],[13],[14].

2 Latransformée de Laplace
Définition 1.1 Une fonction de la variable t est dite causale si elle est nulle pour t < 0.

Le vecteur d’état, le vecteur de sortie et le vecteur de controle sont des fonctions cau-
sale. Nous définissons donc la transformée de Laplace que pour des fonctions causales.

Définition 1.2 Soit f une fonction du temps t et causale, sa transformée de Laplace notée
F(s) est donnée par :

LIf(1)] =F(s) = fo fetdr, (1.1)

ot s est a priori un nombre complexe .

La transformée de Laplace d'une fonction f(f) n’existe pas dans tout les cas : il est
nécessaire que l'intégrale ci-dessus converge. La fonction f(#) s’appelle |'origine de F(s) .

2.1 Propriétés de la transformée de Laplace

Pour tout «, f dans R et pour f et g deux fonctions causales, nous décrivons les pro-
priétés importantes et utiles de la transformée de Laplace pour répondre a certains pro-
blemes de résolutions.

» Linéairité : Soient o, des constantes quelconques et soient f et g des fonctions

dont les transformées de Laplace sont respectivement F(s) et G(s). Alors

al[f](s) +BL[g](s)
oF(s) +PG(s). (1.2)

Llaf+pgl(s)



3. TRANSFORMEEEN Z

o Dérivation : Soit f : R, — C une fonction dérivable et admettant une transformée
de Laplace £[f](s). Alors:

L[f'](s)=sL[f](s) - f(0)

(1.3)
=sF(s) - f(0)
 Intégration : Soit f: Ry — C, alors:
t 1
£ fo fodt| = Es(f). (1.4)
e Convolution :
Ll(fx)] () =L[f](5)L]g] () =F()G(9), (1.5)

avec
t
(f*g) 1) =f0 fglt—ydy.

2.2 Transformée de Laplace inverse

La transformée inverse de Laplace notée f(¢) dite aussi originale d'une fonction F(p)
est définie par :

+00
f(t):S‘l[F](t):ﬁfo F(s)e'ds. (1.6)

3 Transformée enZ

La transformée en Z est un outil mathématique de 'automatique et de traitement du
signal, qui est 'équivalent discret de la transformée de Laplace.

Définition 1.3 La transformée en Z est une application qui transforme une suite x (définie
sur les entiers) en une fonction X d’'une variable complexe nommeée z, telle que :

+00
X(2)=Z{xm}= ) xmz™", zeZ (1.7)
n=—00
ou, z est une variable complexe. On appelle encore l'équation (1.7) la transformée di-
recte, car c'est la relation qui permet d’'obtenirX(z) a partir de x(n).
Cette transformation est qualifiée de bilatérale par opposition a unilatérale.
La transformée en Z unilatérale est définie par X, (z), calculée comme suit

+00
Xu(2)=)_ x(mz".
n=0
Remarque 1.1

— Dans le cas séquences causales, ces deux transformations sont mes mémes.
— Toute transformée en Z doit étre accompagnée de la région pour laquelle elle converge.



3. TRANSFORMEEEN Z

Pour déterminer la région de convergence, on utilise le critere de Cauchy sur la série

+00
Y up=upg+ur+up+... (1.8)
n=0

qui converge si
1
lim |u,|n <1 (1.9)
n—oo

Quelques propriétés importantes seront cependant données.

3.1 Propriétés de la transformée en Z

o Linéarité : La linéarité de la transformée en z signifie que la transformée d'une sé-
quence obtenue par combinaison linéaire d’autres séquences n’est rien d’autres
que la combinaison linéaire de la transformée correspondantes .Donc soient deux
suite (U,) nen ,(Wp) nen admettant des transformée en z, o, € R donc :

ZlaU, +PpW,l(z) =aZ[U,l(2) +BZ Wyl (2). (1.10)
e Dérivation :
Comme
+00
X(2)= ) x(mz",
n=—00
on a aussi
X +00
dd(ZZ) _ n;m(_n)x(n)z—n—I,
et donc
dX(z) B too “n
—e——= n;oo nx(n)z ",

e Convolution :
Cette propriété est une des plus importantes et justifie a elle seule 'usage qui fait
de la transformée en Z pour étudier les systemes linéaires permanents en temps
discret.
Si y(n) est obtenue par convolution de x(n) et g(n) , on a que:

+00

ym= > x(mgn-m), (1.11)

m=—oo

donc

+00 +00
Y Y x(mgn-m)z",

+00
Yz = ) ymz "=
_+OO ) +OO_
= | ) x(m)z_m][ Y gn-myz "M,
m=-00 n=—00
= X(2)G(z).



4. POLYNOME CARACTERISTIQUE

3.2 Z-Transformée inverse

En prenant la définition de la transformée en Z donnée par (1.7), en multipliant les
deux membres par z¥~! et on integre le long d’un contour entourant I’origine et apparte-
nant au domaine de convergence, on trouve :

+00
Y x(mz "k gz

n=—00

+00
x(n) Z z7"klg

n=—0o0

X(z)z¥d
ff (2)z z

En utilisant le théoréme de Cauchy, on a finalement :

1 +00
x(n)= — > Zzklg

21 JT e

4 Polynome caractéristique

Définition 1.4 Soit A= (a;j) et E sont des matrices de taille n x m, le polynome caractéris-
tique est

det(BEA=A)=z"+a,12 ' +...+ a1z — ay (1.12)

5 Matrices particuliéres:

5.1 Matrice non- négative, Positive, Permutation, Metzler :

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et caractérisations des ma-
trices non-négative, positive, monomiale, Metzler et matrice de permutation.

Soient A = (a;;);j € R"*™ et B = (b;});; € R"*™ des matrices a coefficients réels, par
suite nous notons I, la matrice identité d’ordre n ou bien, AT la transposée d'une matrice
A, nl’ensemble des n premiers entiers naturels 1, - -, n.

Définition 1.5 soit la matrice A € R"*™ une matrice non-négative siVie n,Yje m:a;j =
0 autrement dit si tout ces coefficients sont non-négatifs, nous notons une telle matrice par
A =0, ot encore A R}*™.

Exemple 1.1

(1.13)

o
I
w oo
W o~
O~ N

A est une matrice non-négative

Définition 1.6 A est une matrice positive si A est non-négative et dk € n,Al e m: ax; >0
(i.e) : tout ces coefficients non-négatifs avec au moins un coefficient strictement positif, nous
noterons une telle matrice A > 0.



5. MATRICES PARTICULIERES :

Exemple 1.2

3
2 (1.14)
1

W b =
e\ )

A est une matrice positive.

Définition 1.7 A est une matrice strictement positive siVi € nVj € m avec: a;j >0 (i.e) :
tout ces coefficients sont strictement positifs, nous noterons une telle matrice par A > 0.

Définition 1.8 A est une matrice de Metzler siVi € n,je€ maveci# j :a;j =0 (i.e) : tout
ces coefficients hors diagonale sont non-négatifs .

Exemple 1.3
-1 1 3
5 -2 1 2
A= 3 11 (1.15)
2 1 3 -1

A est une matrice de Metzler.

Proposition 1.1 A est une matrice de Metzler si et seulement si
Vi=0,eMeR™™
oit de maniére équivalente, V't = 0 l'orthant positif R" est e invariant (i.e) :
Vi=0,VxeR":eMxeR".
Preuve.
Nécessité :
supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel A > 0 telle que :
(A+AlI,) >0sachant que:
A-Al,+ AL, =(A+ AL, — AL,

Il s’ensuit que

At — e(A+)\In)t+(—)\In)t

pAFALE (ALt
du fait que e AW g R7*7 et AT g RIX,
Suffisance :
Supposons que V¢ = 0,e? > 0.

Ainsi,




5. MATRICES PARTICULIERES :

prenons comme e; le j'*™¢ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i # j :

. (eMej—ej e
ajj = lim ——————
t—0+ t

{ (eMej—ej e;) ~ (ej,ei>}

1l
g

1
—
=n

t—0* t
puisque (e}, e;) =0, Dés lors a;; = 0 pour i # j et la matrice A est donc de Metzler. m

Définition 1.9 (Matrice de permutation)

Une matrice de permutation est une matrice carrée qui vérifie les propriétés suivantes :
— Les coefficients sont O et 1.
— Il n’y a qu'un seul 1 par ligne.
— Illn’ya qu'un seul 1 par colonne.

5.2 Matrice monomiale

Dans cette section, nous présentons une autre classe des matrices : les matrice mono-
miales et matrice de permutation. L'utilité d’'une telle matrice sera mis en évidence lors
de I’étude de I'atteignabilité des modeles linéaires positifs.

Définition 1.10 Soit A une matrice carrée a valeurs réelles d’ordre n A e R™*" :

o A est une matrice monomiale (ot matrice de permutation généralisée) si les entrées
de A sont toutes nulles sauf une dans chaque ligne et chaque colonne, qui strictement
positive .

Exemple 1.4

oS O O

01
00
A= 10

S O = O

1 00

A est une matrice de permutation généralisée.

En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans laquelle
chaque entrée non nulle est égale a 1.

e linverse d'une matrice monomiale est également matrice monomiale.

o linverse d'une matrice de permutation A est égale & sa transposée, (i.e) A~ = AT,
telle que chaque entrée non nulle est remplacée par son inverse.

Proposition 1.2 Une matrice A non singuliere telle que A~* € R"*" si et seulement si A est
une matrice monomiale.

Exemple 1.5 Soit la matrice monomiale A définie par :

A=

S O O

0 3
0 0,
20



6. SYSTEME LINEAIRE A TEMPS INVARIANT

Uinverse de cette matrice est :

C1
0 = 0
5

_ 1

Al=lo 0 =

2

1
0 0 -
| 3 )

Théoreme 1.1 Linverse d'une matrice positive A est une matrice positive si et seulement si
A est une matrice monomiale.

Théoréme 1.2 SoitP = (P;;);j € R"*" une matrice monomiale, on a :
o La matriceB =P~ AP est une matrice positive B > 0 pour toute matrice A > 0.
e Les matrices A et B ont le méme spectre o (A) = o(B).
e La trace de la matrice A (la somme des éléments de la diagonale) est égale a la trace
deB, (i.e) trace(A)=trace (B).

6 Systéme Linéaire a Temps Invariant

Dans ce section nous présentons quelques rappels et définitions sur systeme linéaire
a temps invariant . Dans un premier temps nous introduisons dans ce qui suit, quelques
notions sur I'ateingnabilité et controlabilité.

Définition 1.11 Un systeme est dit linéaire s'il satisfait au théoreme de superposition, c’est
a dire si leffet de la somme des grandeurs d’entrée est égale a la somme de leur effets .

Définition 1.12 Un systeme linéaire est dit a temps invariant si tous les matrices d’évolu-
tion, de controle, d’'observabilité et de transmission sont a coefficients constants. La repré-
sentation d’état d’'un systeme L.T.1 en temps continu est donnée par

x(t) = Ax(t)+Bu(r)
y() = Cx(t)+Du(r) (1.16)
x(0) = Xxp

ol

x e R" : l'état du systeme.

y € RY : vecteur de sortie.

A e R™™" : matrice dynamique (d’évolution).
BeR™™ : matrice de contrile.

C e RP*™ : matrice de sortie.

D e RP*™ : matrice de transmission.

e On applique la transformée de Laplace inverse pour trouver la trajectoire du sys-
teme (1.16) :

Iy
x() :eAtxo+f AUTBu(tydr, Yrelo, .
0

e Réponse du systeme est donnée par :

Iy
y(1) = Celxo+ Cf AU~ YBu(t)dt + Du(t).
0



7. LA NOTION D’ATTEIGNABILITE ET CONTROLABILITE

7 Lanotion d’atteignabilité et controlabilité

L'étude des systemes consiste a vérifier 'existence d'une loi de commande admissible
u(t) qui permet de transférer un état initial x; = x(#;) du systeme vers un état d’arrivé
X2 = x(#1). On introduit pour cela deux notions : la commandabilité de I'état initial vers xy,
et 'atteingnabilité de I'état final a partir de x;. En général, ces deux notions ne coincident
pas et ont amené a la définition du domaine commandable X¢ x» vers I'état x, et du do-
maine atteignable X4 ,; a partir de I'état x; par rapport a l'instant initiale #; et 'instant
.

A

A

i Domaine commandable Domaine atteignable

X,
/N

(13,%;)

k |
Y

Donc, dans cette section on va définir quelque concepts d’atteignabilité et controla-
bilité du systeme (1.16). Donc on regarde deux types de controlabilité :

e La controlabilité a partir de zéro.

» La controlabilité vers zéro.

Définition 1.13 (atteignabilité) Un érat x est dit atteignable s’il existe un moyen u trans-
férant I'état du systeme a partir de zéro vers un état final x, = x¢ en un temps fini T.

Définition 1.14 (contrdlabilité) Un érat x est dit contrélable s'il existe un moyen u trans-
férant l'état du systeme de x( vers zéro en un temps fini T.

Définition 1.15 Un systeme est dit atteignable si tous ces états sont atteignables.

Définition 1.16 On dit qu'un systeme L.T.I a temps continu est atteignable si et seulement
si : pour tout xo, pour tout x¢ il existe u telle que : x(T, xo, u) = x¢

Théoreme 1.3 (Kalman) Le systeme d’ordre n représenté par les équations d’états continu
est atteignable (respectivement controlable) si et seulement si le rang de la matrice d'attei-
gnabilité est égale a n.

C=[B,AB,AB,......,A""!B]
Ceci est donc équivalent a ImC =R”".
Remarque 1.2 Dans le cas des systemes linéaires continus la notion d'atteignabilité est

équivalente avec la notion de controlabilité. C’est la raison pour laquelle pour ce type de
systeme on parle de matrice de commandabilité.

Définition 1.17 le systeme x(t) = Ax(t) + Bu(t) est completement atteignable (respective-
ment completement contrélable ) si et seulement tout les états sont atteignable (respecti-
vement controlable).

10



7. LA NOTION D’ATTEIGNABILITE ET CONTROLABILITE

Définition 1.18 On vérifie facilement que les états commandables (respectivement, non
commandables) du systeme linéaire (1.1) forment un sous-espace commandable (respec-
tivement, non commandable) dans R". En effet, on définit d'abord le grammien de com-
mandabilité : Le sous-espace d’atteignabilité Ly est défini par :

Iy
Lr= {x/x:f eA(tf_T)Bu(T)dT},
0
telle que :

» Lt est sous-espace vectoriel.
e Lt est sous-espace A-invariant.

Théoreme 1.4 le systeme x(t) = Ax(t) +Bu(t) est completement controlable si et seulement
Si LT =R"

11



Chapitre 2

Systemes Linéaires Singuliers Positifs

1 Introduction

Les systemes linéaires sont sans doute ceux qui ont le plus suscité d’intérét dans la
théorie des systemes. A cause de la simplicité des équations, on essaie le plus souvent de
se ramener a cette forme d’équations d’état pendant la phase de modélisation : on peut,
dans de nombreux cas, obtenir une linéarisation approchée en restreignant les domaines
de fonctionnement du processus. Par définition, un modele linéaire permettra 'applica-
tion du principe de superposition.

Nous nous basons pour ce faire sur les références suivantes [1],[2],[9],[10],[11],[12],[13].

Systeme : ensemble d’élément ( "objets" ou concepts), en inter-relation.

Processus : systeme physique agissant et évaluant au cours du temps, soumis a 'effet
de diverses influences externes (environnement, perturbation) et internes (lois de com-
mandes, rétroactions). On distingue en général trois sous-ensembles de variables : le vec-
teur des commandes u du systeme (ou du processus), le vecteur des sorties y et celui des
variables internes x est dit vecteur état .

2 Systemes positifs :

Un systeme positif est un systéme qui a une entrée (controle) positive associe a une
sortie positive. En gros, une représentation d’état avec les mémes conditions que pour les
systemes standards entraine un état positif si I’état initial est positif.

Dans ce qui suit nous allons s’intéresser a la notion de positivité concernant un sys-
téeme L.T.I a temps continu définit par :

Ax(t) +Bu(t)
Cx(t)+Du(t)

{ x(1) 2.1)

(1)

Définition 2.1 Un systeme est dit positif si a toute entrée positive et la condition initiale
positive, correspond un état positif et une sortie positive.
Alors,le systeme(2.1) est positif si et seulement si,

Vxp e R VueR, © x(f) eRyet y(f) e Ry

12



2. SYSTEMES POSITIFS :

2.1 Condition de positivité:

Cas continu :On appelle systéme continu un systéme en temps continu et a état continu.
Nous nous placons dans la classe des systemes a temps continu, pour caractériser la posi-
tivité. Des conditions nécessaires et suffisantes serait cependant établies. Soit le systeme
continu suivant :

x() = Ax(t)+Bu(r)
y@) = Cx(1) (2.2)
x(0) = Xxg

On note le systéme (2.2) par (A.B.C) alors :

Théoreme 2.1 Un systeme linéaire a temps continu (A, B, C) est positif si et seulement si la
matrice A est une matrice de Metzler etB=0,C = 0.

Preuve. Supposons que A de Metzler, B et C positifs, on montre facilement que le systemes
est positif en utilisant la proposition (1.1).

Pour la réciproque on se réfere a [7] .

]

Exemple 2.1 Considérons le circuit électrique représenté par la figure (2.1) avec les para-
metres donnés Ry, Ry, R3,Cq,Co et une source de tension e = e(t).

ug uz
—. ‘—
Cy )
Ry R: R,
(4)e
\Lf
FIGURE 2.1

Choisir les tensions u; = u; (t), uy = up(t) comme variables d’état et la sortie y = y(t), on
peut écrire les équations suivantes

R1C1L't1+u1+R3(C1L't1+C2L't2) = e 2.3)
Rg(clul +C2u2) +u,+RoCotty = e ’
et
y=uy+ up. (2.4)
A partir de ces équations (2.3) et (2.4) que nous avons
Ry +R3)Cy R3Co U _ 1 0|y + 1 e
R3Cy Ro+R3)Co| |11 B 0 1| |u 1
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3. POSITIVITE DES SYSTEMES LINEAIRES :

et )
“U A 4 Be (2.5)
Us [2%)
y=C Z; 2.6)
ou
B Ry, +R3 Rj3
C1|R1(R2+R3)+RyRg Ci1|R; R2+R3]%+R2R3
a=| O RITRR] G R R .
Cy [Rl (Rz + Rg) + RgRg] Co [Rl (Rg + Rg) + RgRg]
Ro
B= C][RI(R2+I1{3)+R2R3] , C:[l 1] (2.8)
Co [RI (R2 + Rg) + R2R3]

Donc de (2.7) nous déduisons que A est une matrice de Matzler, B € R>*! et C € R1*2.
Par conséquent, le circuit RCL est un bon exemple de systéeme positif en temps continu et
pour tous les uy(0) = 0, u2(0) = 0 et e(t) = 0, pour t > 0 nous avons u;(t) =0, ux(t) =0 et
y() =0.

Cas discret : Un systéme est discret s’il est en temps discret et a état continu, c’est-a-dire
siles variables qui le caractérisent ne peuvent évoluer ou étre observées que sur une suite
{xk, k € Z,} d’instants particuliers du temps. Alors, un systeme linéaire discret peut alors
étre décrit par le systeme suivant :

Xp+1 = Axp+Bug
Ve = Cxg (2.9)
x(0) = Xxp

Positivité du systeme (2.9)< Vxp = 0,Vu; =0, alors, Vi =0,x; =0ety; =0

Théoreme 2.2 Un systeme linéaire a temps discret (A, B, C) est positif si et seulement si A =
0,B=0,etC=0

3 Positivité des systémes linéaires :

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la notion de positivité concernant le
systeme (2.1), ainsi que des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un ce dernier
modele soit positif. Nous nous basons sur [2], [7].

3.1 Positivité externe:

Tout d’abord, donnons la premiére définition de positivité des systeme linéaire, la po-
sitivité externe.

Définition 2.2 : Un systeme linéaire (A, B, C) est dit externement positif si la sortie corres-
pondante a l'état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative i.e. pour
Xo=0 et pour tout u(t) eRY',t=0,0ona:y(t) e [Rifpourt >0

14



3. POSITIVITE DES SYSTEMES LINEAIRES :

3.2 Positivité interne :
Nous citons la seconde définition de positivité, qui est appelée positivité interne.

Définition 2.3 Un systéme linéaire (A, B, C) est dit internement positif si pour tout xy € R’
et tout contréleu(t) eR*, t=0,0ona:

x(H) eR" et y(t) e R”

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanent de n'importe quel point dans
Porthant non-négatifR’! (frontiere incluse) de l'espace d’état R, obtenues en appliquant une
entrée non-négative au systeme, demeurent dans l'orthant non-négatif et menent a une
sortie non-négative.

Remarque 2.1 La positivité interne implique la positivité externe, mais l'inverse n'est pas
vrai.

Théoreme 2.3 Un systeme linéaire (A, B, C) est dit internement positif si et seulement si la
matrice A est de Metzler, Be R?*™ C e RY*" etD e RP*™,

Preuve.

Nécessité :

Si le systeme est internement positif, alors,

x(t) eR"et, y(1) e R” pourx, e R" et, u(t) e R™

tel que

t
x(1) = e xg +f AUIBy(T)dT
0

et

Iy
y(t) =Ce xo + Cf A~ YBu(t)dt + Du(t).
0

Lidée est de considérer la i®*° composante de la matrice A, B et C respectivement et
faire étendre pour toutes les composantes.

Suffisance :

Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C et D sont positives,
Alors e est positif d’apres la proposition (1.1) et cela montre que x() € R” et y(t) €
RP,Vt=0.

Lobjectif est d’étendre cette notion importante dans la pratique qui est la positivité
aux systeme différentielle linéaire . m
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4. CAS SINGULIER :

3.3 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, on cite quelques exemples :

e Des systémes a variables physiques positives par nature (niveaux, débits, concen-
trations,...).

e Modeles a compartiments : applications en médecine, cinétique chimique, . . .

e Modeles économiques

e Modeles de dynamiques de population.

¢ Circuit RLC.

» Sciences de la communication et de I'information.

e Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques,...

4 Cas singulier:

4.1 Trajectoire d’états et réponse de systémes singuliers en temps continu

Nous rappelons brievement dans cette section I'expression des trajectoires d’états et
des réponses de systémes linéaires singuliers en temps continu. Nous nous basons sur
(2],4],[8].

4.2 Trajectoire d’état de systemes singuliers en temps continu :

Considérons le systéme linéaire continu suivant,
Ex(t) =Ax(t) + Bu(?) (2.10)

y(1) =Cx () + Du(r) (2.11)

ou x(t) € R" est un vecteur d’état, u(t) € R est le vecteur d’entrée, y(t) € R” est le vecteur
de sortie et E, A, B,C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Définition 2.4
o Lesysteme (2.10) est dit singulier si detE = 0.

e Dans le cas contraire, c'est a dire si detE #0, il est dit standard.
o SiE =1, le systeme est aussi appelé standard (ou explicite).

16



4. CAS SINGULIER :

Exemple 2.2

= R, R,
FEY = — ;
"\i'm Rﬂ*! f\j_l_'i/ &) e(t)
.! R, .
- A
g 1 M
ey O A R; | a0 | |~
e N
Re

FIGURE 2.2 — circuit RLC

Considérons le circuit RL a quatre mailles représenté par la figure (2), ouR;,i=1,2,---,8
sont les résistances données, L1, L, les inductances et ey, ez les sources de voltages. On note
par iy, iz, 13, i4 les intensités du courant dans les quatre mailles. En appliquant la lois des
mailles, nous allons vous montrer que la modélisation a travers les lois de I’électricité abou-
tit a un systeme singulier, on utilise, alors les lois de Kirchoff pour cela la méthode des
mailles sur le circuit donne les équations physiques suivantes

Ll% = —(Ry+R3+Rs)i1(#) + R3iz(#) + Rsig(2)
L, 220 = (R +Rg+Ry)iz(t) + Rais (1) + Ryis(2)
0 = Rsi1(#) +Ryi2(#) — (R2 +R3 +Ry)iz(f) + e

0

Rsi1(f) +Raiz (1) — (Rs + R7 + Rg)i3(1) + €2

Si on pose x1 = i1(t), x2 = i2(t), x3 = i3(t), X4 = i4(t), on peut cependant écrire les quatre
équations sous la forme suivante

Ex(1) =Ax(t) +Bu(r)

Si on pose
x1 (1) = i (0
X2(1) = ix(1)
x3() = i3(1)
xq(2) = iy(0)

R;1 = R;i+R3+Rs;
Ry = Ry4+Rg+Ry;
R3s = Ry+R3+Ry;
Ry = Rs+R7+Rg;
Ris = R3i1=Rg;
Ris4 = Ra1=Rs;
R2z3 = R3=Ry;

Raz = Ra=Ry7

17



4. CAS SINGULIER :

donc on peut écrire les équations précédentes sous forme d’'un systeme de type,

Ex(t) = Ax(f)+Bu(t)
x(0) = Xxp
tels que:
100 0 i1 () -0 g 00
: Rp Ry Ra
E= 01 0O ,x(t): 1‘2(1') ,A: 0 Lo Lo Ly ,B: 00 ,yu= (el)
0000 i3(1) Ry; —Rz» —Rz3 0 10 €2
0000 is(D) Rqy Ri 0 Ry 0 1

Nous avons donc un systéme linéaire singulier. Pour résoudre le systeme (2.10), on dis-
tingue deux cas.

e Premier cas : Si la matrice E est non singuliere (detE #0) donc le systeme (2.10) est
équivalent a
{ x(1)
y(1)

et on obtient un systeme LTI standard a temps continu, en appliquant la transfor-
mée de Laplace, on trouve la solution,

E~'Ax(t) + E"1Bu(p)
Cx(t) +Dx(1)

-1 Lo
x(t) = e* Atx0+f b AUIBy (D) dT
0

La réponse donnée par,

—_ t —_
y(t) = Cet 1Atxo+Cf e AUR L (1) d T + Du(r).
0

e Deuxiéme cas : Sila matrice E est singuliére (detE = 0), pour cela on va considérer
la définition suivante.

Définition 2.5 Le systeme (2.10) est dit régulier si et seulement si

det(Es—A)#0 (2.12)

pour un certain s € C.

Théoreme 2.4 Si la relation (2.12) est vérifiée, alors l'équation (2.10) et 'équation

H . .
= poAx+doBu+ Y (p_j(BuU) + Exoﬁ(])) 2.13)
=1

x(0) = xo possédent la méme solution

t [ . .
x(1) = e®A poExg + f ePAD g Bu(mdT+ Y b (Bu(] D 4 Exo8Y ‘”) (2.14)
0 =1

18



5. SOLUTION D’UN SYSTEME LTI SINGULIER EN TEMPS CONTINU :

5 Solution d’'un systeme LTI singulier en temps continu :

Définition 2.6 Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de
I'Aurent au voisinage de linfini.

m .

i=—p
(0)7]

W est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es — A) W est décrit par

nu=rg(E)—degldet(Es—A)] +1
et O est la matrice fondamentale de (2.10), qui satisfait les équations suivantes
{ Ed;i—Ad;-1 = 8ol

G;E-di1A = dpiln
Vis—-wd;=0

ol

. I si i=0
%= 0 sinon

est le delta de Kronecker.
La solution du systeme (2.10) avec la condition initiale x(ty) = Xy ; et le controle u(t) est
donnée par

t [ . .
x(1) = e®A poExg + f e D hoBu(t)dt+ Y d_jBuY ™V +ExdY™Y) (2.15)
0 j=1
ol
u = du -1
- dl’] )] - L ) H .

La sortie du systeme singulier (2.10) est donnée par :
y(1) =Cx(t)+Du(r)

t [ . .
y(r):Ce¢0AfExo+f Ce‘bOA“‘T)(pOBu(T)dHZcq)_j(Bu(f‘” +Ex06(f"1))+Du(t).
0 j=1

5.1 Positivité de systemes linéaires singuliers en temps continu

Considérons a présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu.
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6. SYSTEMES LINEAIRES SINGULIERS A TEMPS DISCRET

5.2 Positivité externe:

Tout d’abord, donnons la premiere définition de la positivité de systéme linéaires,la
positivité externe.

Définition 2.7 Le systeme singulier (2.10) est dit externement positif si pour xo = 0 et tout

contréle non-négatif u(t) = 0 avec uly) ()=0pourj=1,---,u—1 pourteR;
la sortie est aussi non-négative i.e y(t) =0 pour t > 0.

5.3 Positivité interne:

A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut étre ap-
pelée positivité interne.

Définition 2.8 Le systeme singulier (2.10) est dit internement positif si pour tout état initial
admissible xy € R} et tout controle non-négatif u(t) = 0 avec uV () = 0,j=0,1,---,p—-1

pour t e R, l'état x(t) e R” et la sortie y(t) € IRf pourt=0.

Remarque 2.2 Un systeme singulier internement positif est toujours externement positif

6 Systémes Linéaires Singuliers a Temps Discret

Nous présentons les systemes positifs singuliers en temps discret.

6.1 Trajectoire d’état et réponse de systemes singuliers en temps dis-
cret

Dans cette section, nous considérons les systemes linéaires singuliers discret en temps
invariant. Nous regardons alors comment s’écrivent les trajectoires d’état et les réponses
de tels systemes.

6.2 Trajectoire d’état de systémes singuliers en temps discret
Considérons le systéeme linéaire singulier en temps discret suivant
Ex;+1 = Ax; +Bu; (2.16)

Yi=Cx; +Du; (2.17)

ou x; € R" est un vecteur d’état, u; € R est le vecteur d’entrée, y; € R” est le vecteur
de sortieet E,Ae R Be R™"™ CeRP*" et D e RP*™

Définition 2.9 Le systeme (2.16) est dit singulier si detE = 0. Dans la cas contraire, il sera
dit standard.

On suppose que :

det(Ez—A)#0 (2.18)
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6. SYSTEMES LINEAIRES SINGULIERS A TEMPS DISCRET

pour certain z € C si cette derniére relation est satisfaite, alors

o .
(Ez-A)'= ) ¢z (2.19)
==
ot | est appelé indice de nilpotence du faisceau (zE — A) il est décrit par :

nu=rg(E)—degldet(Ez—A)] +1

d;est appelée la matrice fondamentale de (2.16). 1l s'ensuit directement de la relation
(2.19) que la matrice fondamentale §; satisfait les équations suivantes :

Eb; —Ad;—1 = 0ol
O;E—GisiA = Boil (2.20)
Vis-w¢;=0

oll,

Bu = I si i=0
%=1 0 sinon

est le delta de Kronecker.

Notons que nous avons les mémes propriétés que dans le cas continu. Cependant, l'ap-
plication de la z-transformée au systéeme (2.16) donne

(zE — A)X(2) = zEx( + BU(2) (2.21)
ou enicore
X(z) = (zE—A)"'zEx + (zE—A)"'BU(2) (2.22)
d'apres (2.19), on obtient
= =
X(2)= Y. diz”*YBU@) + Y biz 'Ex (2.23)
i=—q i=—p

Utilisons maintenant la z-transformée inverse pour obtenir la solution du systeme

1 1 ) . 1 o) .
— ¢ X(2)z" ldz= —f BU(z)z" 172 + —f .z VEy 2.24
ot fi X o FZ_:Z_ch, (2) o [,l_:Z_p% 0o (2.29)

par conséquent, la solution du systeme est

o0

x(n) = xp=PpExo+ ) d;Bu(n—i-1)
—H
n+u-1

x(n):=Xxp=GpExo+ Y. $poi—1Buli)
0

Il s'ensuit par suite,

n+p—1

Xn=¢GnExo+ Y. ¢p-i-1Buj,nez, (2.25)

n=0

qui représente la solution du systeme singulier a temps discret.
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6. SYSTEMES LINEAIRES SINGULIERS A TEMPS DISCRET

Exemple 2.3 Dans cet exemple, on considere le systeme (2.16) avec les matrices

000 1 0 0 1
E=|{1 0 0|,A=|0 -1 0|,B=]0[,C=[0 1 0],D=1
001 0 0 0 1
donc
(0 0 0 (1 0 O
det(Ez—A) = det||z 0 0|-|0 -1 0
002z \0 0 0
-1 0 0]
= det|z 10
| 0 0 z]
= -z
tels que

u = rgE-degldet(Ez—A)]+1
= 1-0+1
= 2

donc le systeme est régulier et l'indice de nilpotence L =2 et on a d’apres la définition :

+00 )
Ez-A)" = ) i
i=—pH
¢_2Z1+¢_1ZO+¢)0Z_1+(|)12_2+"'

Donc

-1 0
(Ez-A)"l=|-z 1
0 0

par conséquent les matrices fondamentales sont tels que
0 00 -1 0 O 0 0O
do=[0 0 0|, p_1=[{0 0 0| ¢po=[0 0 1
-1 0 0 0 -1 0 0 0O

000 000
GoA=[0 0 O Pi=PoAP;i_1|0 0 0| pouri=1
000 000

N O O

par suite

alors la solution est donnée par,

Xp = $_2Bupy1+d-1Buy +PoBuy-g
0 -1 0

X, = O |ups1+ |0 |up+ | 1| up—
-1 0 0

22



7. ATTEIGNABILITE ET CONTROLABILITE DES SYSTEMES POSITIFS EN TEMPS
DISCRET

soit encore

—uy,
Xn | Un-1
—Un+1
La sortie du systeme sera cependant égale a

Yn=Unps1+2Up

6.3 Positivité des systéemes singuliers en temps discret

On considere deux types de positivité : la positivité externe et la positivité interne.

6.4 Positivité externe:
Rappelons d’abord la définition de positivité externe,

Définition 2.10 Un systeme linéaire singulier est dit externement positif si la sortie cor-
respondant a l'état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e, u; €
R”,ieZ,:y;eR pouriez,

6.5 Positivité interne:

Etudions a présent la positivité interne de systémes linéaires singuliers en temps dis-
cret.

Définition 2.11 Le systeme linéaire singulier décrit par (2.16) est dit internement positif si
pour des conditions initiales admissibles xy € R" et toute suite de contréle u; e R',i € Z,
onaxgeR"ety; eR?, pouriez,.

Définition 2.12 Le systeme(2.16) singulier avec E™' € R?*,A € R”*", B e R”*™,C e RY™" et
D e R”*™ est un systeme standard positif.

Remarque 2.3 Si le systeme est internement positif, alors il est externement positif.
La réciproque est fausse.

7 Atteignabilité et controlabilité des systémes positifs en
temps discret

Nous allons maintenant énoncer les théoremes sur la commandabilité et I’atteignabi-
lité d'un systéeme linéaire positif a temps discret. On met d’abord en évidence les condi-
tions dans lesquelles un état est commandable ou non.Les définitions et les résultats
concernant les notions importantes d’atteignabilité, de controlabilité pour des systemes
singuliers en temps discret sont exactement les mémes que ceux développés dans le cas
continu, excepté le fait que le temps ¢ est a présent I'entier i. Considérons d’abord le sys-
téme linéaire standard en temps discret décrit par :

Xi+1=Ax; +Bu; (2.26)
¥i=Cx;+Du; (2.27)

ou Fe R et G e R*™
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Définition 2.13 o Le systeme positif (2.26) est dit atteignable au pas h si pour chaque

xr € RY et xg il existe une suite de controle u; e RY',i=0,1,---,h—1
tels que xp = x¢.

o Lesysteme positif (2.26) est dit atteignable si pour chaque x ¢ € R} et x il existeh € Z.,
etu; eRY,i=0,1,---,h—1 tels que x, = x.

o Le systeme positif (2.26) est dit contrélable si pour chaque état non nul xz, xo € RY, il
existehe Z, etu; eRY',i=0,1,---,h—1 tels que x, = xy.

 Le systeme positif (2.26) est dit controlable en zéro si pour chaque x, € R’} il existe
heZ, etu;eRY,i=0,1,---,h—1 tels que xj, = 0.

Théoreme 2.5 Le systeme positif (2.26) est dit atteignable au pas n si et seulement si,

e rangR, =n
e il existe une sous matrice monomiale deR;, oit :

R, =[G,FG,----- JFT1Gl e g7 (2.28)
Remarque 2.4 Si le systeme positif (2.26) est atteignable alors il est atteignable au pas n.

Théoréme 2.6 Le systeme positif (2.26) est dit controlable si et seulement si la matrice R,
est monomiale

Test de contrélabilité :
supposons que pour m =1 les matrices A et B de (2.26) ont le canonique de

0 1 0 0 0
0 1 ... 0 0

A=| O 0 0o ... 1 eR™™, B=|!|eR”
| —dp —d1 —d2 ... —dp-1] [ 1]

telle que A est la matrice compagnon.
Il est facile de voir que :

rang(B,AB,A’B,AB, ------ , A" 1Bl =n (2.29)
CommeR,, est de rang plein, alors le systeme positif (2.26) est controlable.

Nous allons maintenant nous intéresser aux cas de systemes singuliers positifs en
temps discret. Considérons alors le systeme singulier décrit par (2.16)

Définition 2.14

o Le systeme singulier positif (2.16) est dit atteignable au pas h si pour chaque xy €
RY,i=0,1,---,h—1 qui transfert le systeme d'un état initial nul xy = 0 a un état final
Xf .

o Le systeme singulier positif (2.16)est dit atteignable si pour chaque xy € R, il existe
un entier positif h tel que le systeme sera atteignable au pas h.

Théoréme 2.7 Le systeme singulier positif (2.16) est atteignable au pas n si et seulement
Si:
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e rangR,=n,
o ]l existe une sous matrice monomiale deR,, oit

Ry =[¢n-1B,$n2B, -+, $oB,b_1B, -, d_,B] (2.30)

Exemple 2.4 Considérons le systeme (2.16) avec
1 00 1 00 1
E=|0 1 0|,A=]0 0 1|,B={0
0 00O 010 1
alors

1
L0 o0
z—1
(EzA)lz(o 0 —1)
0

-1 -z

par suite les matrices fondamentales sont

1 00
d;={0 0 0
0 0O
pouri=0
0 0 O 0 0 O
G1={0 0 o, d,=[0 0 o0
0 -1 -1 00 -1
par conséquent, la matrice d'atteignabilité sera
1 11 0 O
Rg:((sz,(plB,(poB,cp_lB,cp_zB): 000 0 0

000 -1 -1

Notons que rangR3 =3 mais la condition 2 n'est pas satisfaite du fait que

1 0 0
0 -1 0 |¢grR>3
0 0 -1

Le systeme n'est donc pas atteignable au pas 3.
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Chapitre 3

Le retour d’état (state-feedback)

1 Introduction

En automatique, la commande par retour d’état est un moyen de modifier le compor-
tement en boucle fermée d'un systeme dynamique donné par une représentation d’état.
Cette approche suppose I’état connu.

L'idée consiste toujours a piloter le systeme par un signal de consigne et a générer
automatiquement le signal de commande en confrontant en permanence la valeur de
la consigne et le comportement réel du systéeme. L'écart entre consigne et comportement
réel sert de base au signal de commande du systéme. Dans la commande par retour d’état,
nous n’'allons pas mesurer le signal de sortie pour le boucler sur I'entrée, mais nous allons
nous servir du vecteur d’état complet pour prendre connaissance du comportement du
systeme.

Pour ce faire nous nous basons sur [7],[11],[15].

2 Atteignabilité des systemes linéaires positifs en temps dis-
cret avec retour d’état (state-feedback) :

Latteignabilité et la controlabilité sont des concepts de base de la théorie de controle
moderne. Il est bien connu que I'atteignabilité et la controlabilité des systemes linéaires
standards sont invariants sous retours d’états par contre elle ne le sont pas pour les sys-
temes linéaires standards positifs en temps discret,

il peut I’étre sous un choix d’'une matrice de gain par retour d’état (state feed-back).
Supposons m =1 et choisissons A et B tels que,

0

0 I, 0
A:{%}ERZ”’, B=|.|eR?oua=[-ap,—a1, -+, —an-1]

1

considérons le systeme (2.26) avec retour d’état "feed-back" :
on pose :
u; = v; +Kx; (3.1)

o1 K € R™*! et v; est la nouvelle substitution d’entrée de (3.1) en (2.26) donne
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2. ATTEIGNABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS EN TEMPS DISCRET AVEC
RETOUR D’ETAT (STATE-FEEDBACK) :

Xi+1=Acx;+Bv;,ieZ; 3.
avec
A.=A+BK, K=lag,ay,: -, a,-1]
0 1 0 0 0 01
0 1 0 0 0 1
La matrice A, = 0 0 0o .. 1 +|.|[ao, a1, ,an-1]= 00
: 1
—ag —ad; —ap —An-1 0 0O
on obtient :
[0 0 ... 0 1
00 10
2 3 -1
[B,ACB,ACB,ACB,---,AZ Bl=|: + +
01 ..00
1 0 ... 0 O]

2)

(3.3)

Nous allons alors proposé une extension des résultats aux systemes linéaires singu-
liers positifs en temps discret, autrement dit montrons que si un modele singulier positif
n’est pas atteignable, il peut I'étre sous un choix d’'une matrice de gain par retour d’état

(state feedback)

Supposons m =1 et choisissons E tels que

o o)™

A fin de ne peut pas encombrer les calculs, on préfere choisir

[1 0 0 0 0] [0 1 0 0 0 | 0]
01000 0 0 1 0 0 0
E={0 01 0 0[|eR>A=| 0 0 0 1 0 [eRY°B=|0|eR]
00010 0O 0 0 0 1 0
50 0 0 O OJ —ag —ady —dy —d3z —da _1‘

Ona

det(Ez—A) = a;z* + a3z’ + apz* + af + (1 + ap),

u = rgE—degldet(Ez—A)]+1
4-4+1
1

par suite I'indice de nilpotence est i =2, il s’ensuit alors
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2. ATTEIGNABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS EN TEMPS DISCRET AVEC
RETOUR D’ETAT (STATE-FEEDBACK) :

1
asz*+azz3+ax 22 +at+(1+ag)
Z
asz*+azz3+ap 22 +ai+(1+ag)
2

+00
-1lp _ Z _ —-(+1)
(Ez—A) 'B= azt+azzB+ap 2 +ai+(1+ag) | = Z(PiBZ
z3 i=—p
asz*+azz3+ax 22 +af+(1+ap)
4
z

asz*+azz3+ap 22 +ai+(1+ap)

telle que
0 0 0 0
0 0 0 1
$_1B=|0|, $poB=| 0 |, $1B= 1 |, dB= as
0 1 as as + ap
1 as as + ap as +2aza; + a
1
0
as + ap
$3B=
a; +2aza + a
a3 +3aiay +2aza1 + a5 + ag
Enfin )
0 0 0 1
0 0 0 1 0
(b-1B,$oB, 1B, d2B,p3B)= |0 0 1 as a§ +a
0 1 as as + ap a3 +2azdp + a4y
1 a3 ai+ay aj+2aza;+a1 a;+3a5a;+2asa;+a;+dg)

est de rang égal a 5, par contre la deuxieme condition n’est pas satisfaite si au moins
l'un des a; #0, pour i =0, 1,2,3. Dans ce cas, le systéme n’est pas atteignable au pas 5.
Considérons le systéeme (2.16) avec le feed-back d’état, on pose :

u; =v; +Kx; (3.4)

ou K € R”*! et v; est la nouvelle commande. Une substitution de (3.4) en (2.16) donne

Ex;y1=Arx; +Bu; (3.5)

Ar=A+BK

choisissons K telle que

K= (QO) ai, ap, as, a4)

La matrice Ay sera donc égale a

(aO’ a,, ap, as, a4) =

— o O O
=l elel =
o O - O O
o = O O O

+
— oo oo

‘coc oo o
co oo
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3. L'OBSERVABILITE SANS RETOUR D’ETAT "FEEDBACK"

par conséquent

(®F B, bFB, d*,B, dF,B, ¢* ,B) =

c oo~
ook~ o
o - o o
- o o o

00 0O

— o O O O

qui satisfait les deux conditions du théoreme et la boucle fermée est atteignable au
pas 5. Ceci se généralise si on considere les matrices E, A et B prise au début, dans ce cas
la matrice de gain K sera choisie telle que

K=(ap, a1, -+, an-1)

et la matrice Ax aura la forme suivante

010 0 ... 00
00 1 0 0
000 1 0 0
Ag=]0 00 .. 0
000 0 0 0

3 Lobservabilité sans retour d’état "feedback"

Dans cette partie le probleme consiste a déduire I’état initial du systeme a partir de la
connaissance de la commande u(#) et de la sortie y(f) sur un intervalle de temps [f1, f>].
Dans 'affirmative, on dira que le systeme est observable. Autrement dit, de déterminer x,
de maniere unique a partir de la connaissance de A, C et u. Cette partie a essentiellement
pour objectif de rappeler la notion et les tests d’observabilité. Pour ce faire nous nous
basons sur les références suivantes [7],[11].

3.1 Lobservabilité:

Considérons le systéme suivant :
{ x(1)
y(®)

AeR™" BeR", CeR"

Ax(t) +Bu(r)
Cx(1)

(3.6)

avec:

Définition 3.1 Lesysteme (3.6) est dit observable si x est déterminée d'une maniere unique
connaissant u(t) et y(t).

Théoréme 3.1 (Le critére de Kalman)
Le systeme (3.6) est observable si et seulement si la matrice d’observabilité O est de rang
pleinn .
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3. L'OBSERVABILITE SANS RETOUR D’ETAT "FEEDBACK"

Autrement dit :

[ C
CA
rang(O)=rang CA? =n

CA.n—l

Théoreme 3.2 Le systeme positif (3.6) est dit observable si et seulement si :
e la matrice O,, est monomiale

Rappelons que la forme canonique d’observabilité s’écrit :

000 ..0 —-a] bo
1 00 0 —-a b
010 ... 0 -a :
x(0) = . . . ) . x(O)+ | . | ul)
0 0O 0 —au—
0 0 0 1 —an- b,
y=[0 0 0 - 1]x(
Supposons p =1 et choisissons A et C telles que
00 ..0 =—ap]
1 0 ... 0 —a]
1 0 ... 0 -—-a
A=, . . : . |erR™™ C=[0 0 0 -+ 1]eRl*™
00 0 ... 0 —au—
0 0 0 ... 1 —ay]
il est facile de voir que :
C (0 0 0 0 0 0 1
CA2 00 0 0 0 1 —an_1
CA 000 0o 1 —an-1 —ana+a_,
O0C,A) = : =10 0 0 1 —au— —an_2+ai_1 —an_3+2an_1a”_2—afl_3
CA.”_I 1 * % ... * * * *

e Ainsi le rang de O(C,A) = n et un systéme pouvant se mettre sous la forme cano-
nique d’observabilité est toujours observable dans R"*".

e Silesa; =0pouri=1,---,n—1, alors O(C,A) est monomiale dans € R?*" donc il
existe une matrice inversible O composée de n colonnes de O telle que O~! oi1 de
maniere équivalente O possede n colonnes linéairement indépendantes contenant
chacune une seule entrée positive et le systéme est observable.
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3. L'OBSERVABILITE SANS RETOUR D’ETAT "FEEDBACK"

« Si toutes les les combinaisons a coefficients a; =0 pour i =1,---,n—1, alors O(C,A)
est aussi monomiale dans R?*". Donc il existe une matrice inversible O composée
de n colonnes de O telle que O~! ol1 de maniére équivalente O posséde 7 colonnes
linéairement indépendantes contenant chacune une seule entrée positive et le sys-
teme est observable.

e Silesa; #0pouri=1,---,n—1delamatrice O(C,A).
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Conclusion

Bien que l'atteignabilité des systémes linéaires standards est invariante sous retour
d’état, elle ne I'est pas pour les systemes standards positifs en temps discret . Nous avons
proposé alors des résultats étendus aux systemes linéaires singuliers positifs en temps
discret, autrement dit, nous avons montré que pour un systeme singulier positif I'attei-
gnabilité est non invariante sous retour d’état pour se faire nous nous sommes basé de
certains références. Ce probleme a également été le but d’étude pour la classe bidimen-
sionnelle, tel le modele de Roesser et le modele FM dans ces deux cas. Question de temps
que ce chapitre n’a pas tres bien été développé.
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