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Introduction

La théorie des systèmes dynamiques est une branche des mathématiques qui étudie
les caractéristiques d’un système dynamique. Cette recherche active se développe à fron-
tière de la topologie, de l’analyse, de la géométrie et de la théorie de la mesure.

Un système dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomènes liés entre eux et
isolés artificiellement du monde extérieure. Sa modélisation vise à établir les relations qui
lient les variables caractéristiques de ce processus entre elles et à représenter rigoureu-
sement son comportement dans un domaine de fonctionnement donné. Elle nécessite,
dans cet objectif, un ensemble de techniques permettant de disposer d’une représenta-
tion mathématique du système étudie. Dans le même sens, on peut dire que la modé-
lisation théorique exige une connaissance précise des phénomènes intervenant dans le
système et une aptitude à les représenter par des équations mathématiques .

On s’intéresse dans ce mémoire à l’étude d’Atteingnabilité et contrôlabilité des systèmes
avec Feedback d’état.

En mathématiques, le contrôle désigne la théorie qui vise à comprendre la façon dont
une commande permet aux humains d’agir sur un système qu’ils souhaitent maitriser.
Cette définition recouvre naturellement de très nombreux champs d’applications, par
exemple : un ingénieur qui désire contrôler un systèmes mécanique en lui appliquant
des forces, un économiste qui veut agir sur un équilibre financier en modélisant un taux,
un chimiste qui cherche à améliorer son procéder en régulant la température, et ainsi
d’autres applications dans le domaines : électricité, électronique, biologie, etc.

La contrôlabilité fait partie des propriétés dites structurelles qui caractérisent les sys-
tèmes, et éventuellement permettent de les classifier, par leurs propriétés algébriques et
géométriques. Elle est indispensable dans les applications pour qu’un système puisse être
convenablement commandé et permet de construire des lois de commande de façon ef-
fective. Cependant, elle sert d’introduction à de nombreuses questions d’une grande im-
portance pratique, comme la planification de trajectoires.

Dans le premier chapitre nous présentons : Les notions mathématiques de base (
Transformée de Laplace, transformée en Z, matrices particulières , polynôme caractéris-
tique). Ainsi nous étudierons la classe des systèmes linéaires à temps invariants dans les
deux cas : continu et discret, et nous introduisons un bref rappel sur la contrôlabilité et
l’atteingnabilité .

Dans le deuxième chapitre, nous étudierons : La positivité des systèmes linéaires sin-
guliers. La principale propriétés de ces systèmes est que si l’état initial est positif ( ou au
moins non-négatif), alors la trajectoire se situe entièrement dans l’orthant non-négatif .
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Introduction

Dans le dernier chapitre qui consiste à étudier : Atteignabilité des systèmes linéaires
positifs en temps discret avec retour d’état (state-feedback).

On termine ce manuscrit par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Notions de base

1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de donner les outils de bases nécessaires pour appréhen-
der les notions qu’on manipulera tout au long de ce manuscrit. On en présentera les défi-
nitions, ainsi que les propriétés directement utiles par la suite. Nous nous basons pour ce
faire sur les références suivantes [2],[3],[5],[6],[13],[14].

2 La transformée de Laplace

Définition 1.1 Une fonction de la variable t est dite causale si elle est nulle pour t < 0.

Le vecteur d’état, le vecteur de sortie et le vecteur de contrôle sont des fonctions cau-
sale. Nous définissons donc la transformée de Laplace que pour des fonctions causales.

Définition 1.2 Soit f une fonction du temps t et causale, sa transformée de Laplace notée
F(s) est donnée par :

L[ f (t )] = F(s) =
∫ ∞

0
f (t )e−st d t , (1.1)

où s est à priori un nombre complexe .

La transformée de Laplace d’une fonction f (t ) n’existe pas dans tout les cas : il est
nécessaire que l’intégrale ci-dessus converge. La fonction f (t ) s’appelle l’origine de F(s) .

2.1 Propriétés de la transformée de Laplace

Pour tout α, β dans R et pour f et g deux fonctions causales, nous décrivons les pro-
priétés importantes et utiles de la transformée de Laplace pour répondre à certains pro-
blèmes de résolutions.

• Linéairité : Soient α,β des constantes quelconques et soient f et g des fonctions
dont les transformées de Laplace sont respectivement F(s) et G(s). Alors

L
[
α f +βg

]
(s) = αL

[
f
]
(s)+βL

[
g
]
(s)

= αF(s)+βG(s). (1.2)

3



3. TRANSFORMÉE EN Z

• Dérivation : Soit f : R+ −→C une fonction dérivable et admettant une transformée
de Laplace L

[
f
]
(s). Alors :

L
[

f ′](s) = sL
[

f
]
(s)− f (0)

= sF(s)− f (0)
(1.3)

• Intégration : Soit f : R+ −→C, alors :

L

[∫ t

0
f (τ)dτ

]
=

1

s
L

(
f
)
. (1.4)

• Convolution :
L

[
( f ? g )

]
(s) =L

[
f
]
(s)L

[
g
]
(s) = F(s)G(s), (1.5)

avec

( f ? g )(t ) =
∫ t

0
f (y)g (t − y)d y.

2.2 Transformée de Laplace inverse

La transformée inverse de Laplace notée f (t ) dite aussi originale d’une fonction F(p)
est définie par :

f (t ) =L−1
[

F
]

(t ) =
1

2πi

∫ +∞

0
F(s)e st d s. (1.6)

3 Transformée en Z

La transformée en Z est un outil mathématique de l’automatique et de traitement du
signal, qui est l’équivalent discret de la transformée de Laplace.

Définition 1.3 La transformée en Z est une application qui transforme une suite x (définie
sur les entiers) en une fonction X d’une variable complexe nommée z, telle que :

X(z) = Z
{

x(n)
}

=
+∞∑

n=−∞
x(n)z−n , z ∈Z. (1.7)

où, z est une variable complexe. On appelle encore l’équation (1.7) la transformée di-
recte, car c’est la relation qui permet d’obtenir X(z) à partir de x(n).
Cette transformation est qualifiée de bilatérale par opposition à unilatérale.
La transformée en Z unilatérale est définie par Xu(z), calculée comme suit

Xu(z) =
+∞∑
n=0

x(n)z−n .

Remarque 1.1

– Dans le cas séquences causales, ces deux transformations sont mes mêmes.
– Toute transformée en Z doit être accompagnée de la région pour laquelle elle converge.
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3. TRANSFORMÉE EN Z

Pour déterminer la région de convergence, on utilise le critère de Cauchy sur la série

+∞∑
n=0

un = u0 +u1 +u2 + . . . (1.8)

qui converge si

lim
n→∞ |un |

1
n < 1 (1.9)

Quelques propriétés importantes seront cependant données.

3.1 Propriétés de la transformée en Z

• Linéarité : La linéarité de la transformée en z signifie que la transformée d’une sé-
quence obtenue par combinaison linéaire d’autres séquences n’est rien d’autres
que la combinaison linéaire de la transformée correspondantes .Donc soient deux
suite (Un)n∈N ,(Wn)n∈N admettant des transformée en z , α,β ∈R donc :

Z [αUn +βWn](z) = αZ [Un](z)+βZ [Wn](z). (1.10)

• Dérivation :
Comme

X(z) =
+∞∑

n=−∞
x(n)z−n ,

on a aussi

dX(z)

d z
=

+∞∑
n=−∞

(−n)x(n)z−n−1,

et donc

−z
dX(z)

d z
=

+∞∑
n=−∞

nx(n)z−n .

• Convolution :
Cette propriété est une des plus importantes et justifie à elle seule l’usage qui fait
de la transformée en Z pour étudier les systèmes linéaires permanents en temps
discret.
Si y(n) est obtenue par convolution de x(n) et g (n) , on a que :

y(n) =
+∞∑

m=−∞
x(m)g (n −m), (1.11)

donc

Y(z) =
+∞∑

n=−∞
y(n)z−n =

+∞∑
n=−∞

+∞∑
m=−∞

x(m)g (n −m)z−n ,

=
[ +∞∑

m=−∞
x(m)z−m

][ +∞∑
n=−∞

g (n −m)z−(n−m)
]

,

= X(z)G(z).

5



4. POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE

3.2 Z-Transformée inverse

En prenant la définition de la transformée en Z donnée par (1.7), en multipliant les
deux membres par zk−1 et on intègre le long d’un contour entourant l’origine et apparte-
nant au domaine de convergence, on trouve :

∮
Γ

X(z)zk−1d z =
∮
Γ

+∞∑
n=−∞

x(n)z−n+k−1d z,

= x(n)
∮
Γ

+∞∑
n=−∞

z−n+k−1d z.

En utilisant le théorème de Cauchy , on a finalement :

x(n) =
1

2πi

∮
Γ

+∞∑
n=−∞

z−n+k−1d z.

4 Polynôme caractéristique

Définition 1.4 Soit A = (ai j ) et E sont des matrices de taille n ×m, le polynôme caractéris-
tique est

det (Eλ−A) = zr +ar−1zr−1 + . . .+a1z −a0 (1.12)

5 Matrices particulières :

5.1 Matrice non- négative, Positive, Permutation, Metzler :

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et caractérisations des ma-
trices non-négative, positive, monomiale, Metzler et matrice de permutation.

Soient A = (ai j )i , j ∈ Rn×m et B = (bi j )i , j ∈ Rn×m des matrices à coefficients réels, par
suite nous notons In la matrice identité d’ordre n où bien I, AT la transposée d’une matrice
A , n̄ l’ensemble des n premiers entiers naturels 1, · · · ,n.

Définition 1.5 soit la matrice A ∈Rn×m une matrice non-négative si ∀i ∈ n,∀ j ∈ m : ai j ≥
0 autrement dit si tout ces coefficients sont non-négatifs, nous notons une telle matrice par
A ≥ 0, où encore A ∈Rn×m+ .

Exemple 1.1

A =

0 7 2
5 4 1
3 3 9

 (1.13)

A est une matrice non-négative

Définition 1.6 A est une matrice positive si A est non-négative et ∃k ∈ n̄, ∃l ∈ m̄ : akl > 0
(i.e) : tout ces coefficients non-négatifs avec au moins un coefficient strictement positif, nous
noterons une telle matrice A> 0.

6



5. MATRICES PARTICULIÈRES :

Exemple 1.2

A =

1 1 2 3
5 4 1 2
3 3 4 1

 (1.14)

A est une matrice positive.

Définition 1.7 A est une matrice strictement positive si ∀i ∈ n∀ j ∈ m avec : ai j > 0 (i.e) :
tout ces coefficients sont strictement positifs, nous noterons une telle matrice par A À 0.

Définition 1.8 A est une matrice de Metzler si ∀i ∈ n, j ∈ m avec i 6= j : ai j ≥ 0 (i.e) : tout
ces coefficients hors diagonale sont non-négatifs .

Exemple 1.3

A =


−1 1 2 3
5 −2 1 2
3 3 −1 1
2 1 3 −1

 (1.15)

A est une matrice de Metzler.

Proposition 1.1 A est une matrice de Metzler si et seulement si

∀t ≥ 0,eAt ∈Rn×m
+

où de manière équivalente, ∀t ≥ 0 l’orthant positif Rn+ est eAt invariant (i.e) :

∀t ≥ 0,∀x ∈Rn
+ : eAt x ∈Rn

+.

Preuve.
Nécessité :
supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel λ > 0 telle que :
(A+λIn) > 0 sachant que :

A−λIn +λIn = (A+λIn)−λIn

Il s’ensuit que

eAt = e(A+λIn )t+(−λIn )t

= e(A+λIn )t e(−λIn )t

du fait que e(A+λIn )t ∈Rn×n+ et e(−λIn )t ∈Rn×n+ .

Suffisance :

Supposons que ∀t ≥ 0,eAt ≥ 0.

Ainsi,

A =
d

d t

(
eAt )

t=0 = lim
t→0+

eAt − I

t

7



5. MATRICES PARTICULIÈRES :

prenons comme e j le j i ème vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j :

ai j = lim
t→0+

〈
eAt e j −e j ,ei

〉
t

= lim
t→0+

{〈
eAt e j −e j ,ei

〉
t

−
〈

e j ,e i
〉

t

}

= lim
t→0+

〈
eAt e j −e j ,ei

〉
t

≥ 0,

puisque
〈

e j ,ei
〉

= 0, Dés lors ai j ≥ 0 pour i 6= j et la matrice A est donc de Metzler.

Définition 1.9 (Matrice de permutation)
Une matrice de permutation est une matrice carrée qui vérifie les propriétés suivantes :

– Les coefficients sont 0 et 1.
– Il n’y a qu’un seul 1 par ligne.
– Il n’y a qu’un seul 1 par colonne.

5.2 Matrice monomiale

Dans cette section, nous présentons une autre classe des matrices : les matrice mono-
miales et matrice de permutation. L’utilité d’une telle matrice sera mis en évidence lors
de l’étude de l’atteignabilité des modèles linéaires positifs.

Définition 1.10 Soit A une matrice carrée à valeurs réelles d’ordre n A ∈Rn×n :

• A est une matrice monomiale (où matrice de permutation généralisée) si les entrées
de A sont toutes nulles sauf une dans chaque ligne et chaque colonne, qui strictement
positive .

Exemple 1.4

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


A est une matrice de permutation généralisée.

En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans laquelle
chaque entrée non nulle est égale à 1.

• l’inverse d’une matrice monomiale est également matrice monomiale.
• l’inverse d’une matrice de permutation A est égale à sa transposée, (i.e) A−1 = AT.

telle que chaque entrée non nulle est remplacée par son inverse.

Proposition 1.2 Une matrice A non singulière telle que A−1 ∈Rn×n+ si et seulement si A est
une matrice monomiale.

Exemple 1.5 Soit la matrice monomiale A définie par :

A =

0 0 3
5 0 0
0 2 0

 ,

8



6. SYSTÈME LINÉAIRE À TEMPS INVARIANT

l’inverse de cette matrice est :

A−1 =



0
1

5
0

0 0
1

2

0 0
1

3


.

Théorème 1.1 L’inverse d’une matrice positive A est une matrice positive si et seulement si
A est une matrice monomiale.

Théorème 1.2 Soit P = (Pi j )i j ∈Rn×n une matrice monomiale, on a :
• La matrice B = P−1AP est une matrice positive B > 0 pour toute matrice A > 0.
• Les matrices A et B ont le même spectre σ(A) =σ(B).
• La trace de la matrice A ( la somme des éléments de la diagonale) est égale à la trace

de B, (i.e) trace(A)=trace (B).

6 Système Linéaire à Temps Invariant

Dans ce section nous présentons quelques rappels et définitions sur système linéaire
à temps invariant . Dans un premier temps nous introduisons dans ce qui suit, quelques
notions sur l’ateingnabilité et contrôlabilité.

Définition 1.11 Un système est dit linéaire s’il satisfait au théorème de superposition, c’est
à dire si l’effet de la somme des grandeurs d’entrée est égale à la somme de leur effets .

Définition 1.12 Un système linéaire est dit à temps invariant si tous les matrices d’évolu-
tion, de contrôle, d’observabilité et de transmission sont à coefficients constants. La repré-
sentation d’état d’un système L.T.I en temps continu est donnée par

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )+Du(t )
x(0) = x0

(1.16)

où
x ∈Rn : l’état du système.
y ∈RP : vecteur de sortie.
A ∈Rn×n : matrice dynamique (d’évolution).
B ∈Rn×m : matrice de contrôle.
C ∈Rp×n : matrice de sortie.
D ∈Rp×m : matrice de transmission.

• On applique la transformée de Laplace inverse pour trouver la trajectoire du sys-
tème (1.16) :

x(t ) = eAt x0 +
∫ t f

0
eA(t f −τ)Bu(τ)dτ, ∀t ∈ [0, t f ].

• Réponse du système est donnée par :

y(t ) = CeAt x0 +C
∫ t f

0
eA(t f −τ)Bu(τ)dτ+Du(τ).

9



7. LA NOTION D’ATTEIGNABILITÉ ET CONTRÔLABILITÉ

7 La notion d’atteignabilité et contrôlabilité

L’étude des systèmes consiste à vérifier l’existence d’une loi de commande admissible
u(t ) qui permet de transférer un état initial x1 = x(t1) du système vers un état d’arrivé
x2 = x(t1). On introduit pour cela deux notions : la commandabilité de l’état initial vers x2,
et l’atteingnabilité de l’état final à partir de x1. En général, ces deux notions ne coïncident
pas et ont amené à la définition du domaine commandable XC,x2 vers l’état x2 et du do-
maine atteignable XA,x1 à partir de l’état x1 par rapport à l’instant initiale t1 et l’instant
t2.

Donc, dans cette section on va définir quelque concepts d’atteignabilité et contrôla-
bilité du système (1.16). Donc on regarde deux types de contrôlabilité :

• La contrôlabilité à partir de zéro.
• La contrôlabilité vers zéro.

Définition 1.13 (atteignabilité) Un état x est dit atteignable s’il existe un moyen u trans-
férant l’état du système à partir de zéro vers un état final x1 = x f en un temps fini T.

Définition 1.14 (contrôlabilité) Un état x est dit contrôlable s’il existe un moyen u trans-
férant l’état du système de x0 vers zéro en un temps fini T.

Définition 1.15 Un système est dit atteignable si tous ces états sont atteignables.

Définition 1.16 On dit qu’un système L.T.I à temps continu est atteignable si et seulement
si : pour tout x0, pour tout x f il existe u telle que : x(T, x0,u) = x f

Théorème 1.3 (Kalman) Le système d’ordre n représenté par les équations d’états continu
est atteignable (respectivement contrôlable) si et seulement si le rang de la matrice d’attei-
gnabilité est égale à n.

C = [B, AB, A2B,. . . . . . , An+1B]

Ceci est donc équivalent à ImC =Rn .

Remarque 1.2 Dans le cas des systèmes linéaires continus la notion d’atteignabilité est
équivalente avec la notion de contrôlabilité. C’est la raison pour laquelle pour ce type de
système on parle de matrice de commandabilité.

Définition 1.17 le système ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ) est complètement atteignable (respective-
ment complètement contrôlable ) si et seulement tout les états sont atteignable (respecti-
vement contrôlable).

10



7. LA NOTION D’ATTEIGNABILITÉ ET CONTRÔLABILITÉ

Définition 1.18 On vérifie facilement que les états commandables (respectivement, non
commandables) du système linéaire (1.1) forment un sous-espace commandable (respec-
tivement, non commandable) dans Rn . En effet, on définit d’abord le grammien de com-
mandabilité : Le sous-espace d’atteignabilité LT est défini par :

LT =

{
x/ x =

∫ t f

0
eA(t f −τ)Bu(τ)dτ

}
,

telle que :

• LT est sous-espace vectoriel.
• LT est sous-espace A-invariant.

Théorème 1.4 le système ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ) est complètement contrôlable si et seulement
si LT =Rn

11



Chapitre 2

Systèmes Linéaires Singuliers Positifs

1 Introduction

Les systèmes linéaires sont sans doute ceux qui ont le plus suscité d’intérêt dans la
théorie des systèmes. A cause de la simplicité des équations, on essaie le plus souvent de
se ramener à cette forme d’équations d’état pendant la phase de modélisation : on peut,
dans de nombreux cas, obtenir une linéarisation approchée en restreignant les domaines
de fonctionnement du processus. Par définition, un modèle linéaire permettra l’applica-
tion du principe de superposition.

Nous nous basons pour ce faire sur les références suivantes [1],[2],[9],[10],[11],[12],[13].

Système : ensemble d’élément ( "objets" ou concepts), en inter-relation.

Processus : système physique agissant et évaluant au cours du temps, soumis à l’effet
de diverses influences externes (environnement, perturbation) et internes (lois de com-
mandes, rétroactions). On distingue en général trois sous-ensembles de variables : le vec-
teur des commandes u du système (ou du processus), le vecteur des sorties y et celui des
variables internes x est dit vecteur état .

2 Systèmes positifs :

Un système positif est un système qui à une entrée (contrôle) positive associe à une
sortie positive. En gros, une représentation d’état avec les mêmes conditions que pour les
systèmes standards entraîne un état positif si l’état initial est positif.

Dans ce qui suit nous allons s’intéresser à la notion de positivité concernant un sys-
tème L.T.I à temps continu définit par :{

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )+Du(t )

(2.1)

Définition 2.1 Un système est dit positif si à toute entrée positive et la condition initiale
positive, correspond un état positif et une sortie positive.
Alors,le système(2.1) est positif si et seulement si,

∀x0 ∈R+∀u ∈R+ ⇔ x(t ) ∈R+ et y(t ) ∈R+

12



2. SYSTÈMES POSITIFS :

2.1 Condition de positivité :

Cas continu :On appelle système continu un système en temps continu et à état continu.
Nous nous plaçons dans la classe des systèmes à temps continu, pour caractériser la posi-
tivité. Des conditions nécessaires et suffisantes serait cependant établies. Soit le système
continu suivant : 

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )
x(0) = x0

(2.2)

On note le systéme (2.2) par (A.B.C) alors :

Théorème 2.1 Un système linéaire à temps continu (A,B,C) est positif si et seulement si la
matrice A est une matrice de Metzler et B ≥ 0,C ≥ 0.

Preuve. Supposons que A de Metzler, B et C positifs, on montre facilement que le systèmes
est positif en utilisant la proposition (1.1).

Pour la réciproque on se réfère à [7] .

Exemple 2.1 Considérons le circuit électrique représenté par la figure (2.1) avec les para-
mètres donnés R1,R2,R3,C1,C2 et une source de tension e = e(t ).

FIGURE 2.1

Choisir les tensions u1 = u1(t ),u2 = u2(t ) comme variables d’état et la sortie y = y(t ), on
peut écrire les équations suivantes

R1C1u̇1 +u1 +R3
(
C1u̇1 +C2u̇2

)
= e

R3
(
C1u̇1 +C2u̇2

)+u2 +R2C2u̇2 = e
(2.3)

et

y = u1 +u2. (2.4)

A partir de ces équations (2.3) et (2.4) que nous avons[
(R1 +R3)C1 R3C2

R3C1 (R2 +R3)C2

][
u̇1

u̇2

]
= −

[
1 0
0 1

][
u1

u2

]
+

[
1
1

]
e

13



3. POSITIVITÉ DES SYSTÈMES LINÉAIRES :

et [
u̇1

u̇2

]
= A

[
u1

u2

]
+Be (2.5)

y = C

[
u1

u2

]
(2.6)

où

A =

−
R2 +R3

C1
[
R1

(
R2 +R3

)+R2R3
] R3

C1
[
R1

(
R2 +R3

)+R2R3
]

R3

C2
[
R1

(
R2 +R3

)+R2R3
] − R1 +R3

C2
[
R1

(
R2 +R3

)+R2R3
]
 (2.7)

B =


R2

C1
[
R1

(
R2 +R3

)+R2R3
]

R1

C2
[
R1

(
R2 +R3

)+R2R3
]
 , C =

[
1 1

]
(2.8)

Donc de (2.7) nous déduisons que A est une matrice de Matzler, B ∈R2×1+ et C ∈R1×2+ .
Par conséquent, le circuit RCL est un bon exemple de système positif en temps continu et
pour tous les u1(0) ≥ 0, u2(0) ≥ 0 et e(t ) ≥ 0, pour t > 0 nous avons u1(t ) ≥ 0, u2(t ) ≥ 0 et
y(t ) ≥ 0.

Cas discret : Un système est discret s’il est en temps discret et à état continu, c’est-à-dire
si les variables qui le caractérisent ne peuvent évoluer ou être observées que sur une suite{

xk , k ∈Z+
}

d’instants particuliers du temps. Alors, un système linéaire discret peut alors
être décrit par le système suivant :

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk

x(0) = x0

(2.9)

Positivité du système (2.9)⇔∀x0 ≥ 0,∀ui ≥ 0, alors, ∀i ≥ 0, xi ≥ 0et yi ≥ 0

Théorème 2.2 Un système linéaire à temps discret (A,B,C) est positif si et seulement si A ≥
0,B ≥ 0,etC ≥ 0

3 Positivité des systèmes linéaires :

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la notion de positivité concernant le
système (2.1), ainsi que des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un ce dernier
modèle soit positif. Nous nous basons sur [2], [7].

3.1 Positivité externe :

Tout d’abord, donnons la première définition de positivité des système linéaire, la po-
sitivité externe.

Définition 2.2 : Un système linéaire (A,B,C) est dit externement positif si la sortie corres-
pondante à l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative i.e. pour
x0 = 0 et pour tout u(t ) ∈Rm+ , t ≥ 0, on a : y(t ) ∈Rp

+pour t ≥ 0
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3. POSITIVITÉ DES SYSTÈMES LINÉAIRES :

3.2 Positivité interne :

Nous citons la seconde définition de positivité, qui est appelée positivité interne.

Définition 2.3 Un système linéaire (A,B,C) est dit internement positif si pour tout x0 ∈ Rn+
et tout contrôle u(t ) ∈Rm+ , t ≥ 0, on a :

x(t ) ∈Rn
+ et y(t ) ∈Rp

+
Cette définition indique que toutes les trajectoires émanent de n’importe quel point dans

l’orthant non-négatifRn+(frontière incluse) de l’espace d’étatR, obtenues en appliquant une
entrée non-négative au système, demeurent dans l’orthant non-négatif et mènent à une
sortie non-négative.

Remarque 2.1 La positivité interne implique la positivité externe, mais l’inverse n’est pas
vrai.

Théorème 2.3 Un système linéaire (A,B,C) est dit internement positif si et seulement si la
matrice A est de Metzler, B ∈Rn×m+ ,C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+ .

Preuve.

Nécessité :

Si le système est internement positif, alors,

x(t ) ∈Rn
+et , y(t ) ∈Rp

+pour x0 ∈Rn
+et ,u(t ) ∈Rm

+

tel que

x(t ) = eAt x0 +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

et

y(t ) = CeAt x0 +C
∫ t f

0
eA(t f −τ)Bu(τ)dτ+Du(τ).

L’idée est de considérer la i eme composante de la matrice A, B et C respectivement et
faire étendre pour toutes les composantes.

Suffisance :

Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C et D sont positives,
Alors e(At ) est positif d’après la proposition (1.1) et cela montre que x(t ) ∈ Rn+ et y(t ) ∈
R

p
+,∀t ≥ 0.

L’objectif est d’étendre cette notion importante dans la pratique qui est la positivité
aux système différentielle linéaire .
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4. CAS SINGULIER :

3.3 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, on cite quelques exemples :
• Des systèmes à variables physiques positives par nature (niveaux, débits, concen-

trations,...).
• Modèles à compartiments : applications en médecine, cinétique chimique, . . .
• Modèles économiques
• Modèles de dynamiques de population.
• Circuit RLC.
• Sciences de la communication et de l’information.
• Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques,...

4 Cas singulier :

4.1 Trajectoire d’états et réponse de systèmes singuliers en temps continu

Nous rappelons brièvement dans cette section l’expression des trajectoires d’états et
des réponses de systèmes linéaires singuliers en temps continu. Nous nous basons sur
[2],[4],[8].

4.2 Trajectoire d’état de systèmes singuliers en temps continu :

Considérons le système linéaire continu suivant,

Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ) (2.10)

y(t ) = Cx(t )+Du(t ) (2.11)

où x(t ) ∈Rn est un vecteur d’état, u(t ) ∈Rm est le vecteur d’entrée, y(t ) ∈Rp est le vecteur
de sortie et E, A,B,C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Définition 2.4

• Le système (2.10) est dit singulier si detE = 0.
• Dans le cas contraire, c’est à dire si detE 6= 0, il est dit standard.
• Si E = In , le système est aussi appelé standard (ou explicite).
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4. CAS SINGULIER :

Exemple 2.2

FIGURE 2.2 – circuit RLC

Considérons le circuit RL à quatre mailles représenté par la figure (2), où Ri , i = 1,2, · · · ,8
sont les résistances données, L1,L2 les inductances et e1,e2 les sources de voltages. On note
par i1, i2, i3, i4 les intensités du courant dans les quatre mailles. En appliquant la lois des
mailles, nous allons vous montrer que la modélisation à travers les lois de l’électricité abou-
tit à un système singulier, on utilise, alors les lois de Kirchoff pour cela la méthode des
mailles sur le circuit donne les équations physiques suivantes

L1
di1(t )

d t = −(R1 +R3 +R5)i1(t )+R3i3(t )+R5i4(t )

L2
di2(t )

d t = −(R4 +R6 +R7)i2(t )+R4i3(t )+R7i4(t )
0 = R3i1(t )+R4i2(t )− (R2 +R3 +R4)i3(t )+e1

0 = R5i1(t )+R4i2(t )− (R5 +R7 +R8)i3(t )+e2

Si on pose x1 = i1(t ), x2 = i2(t ), x3 = i3(t ), x4 = i4(t ), on peut cependant écrire les quatre
équations sous la forme suivante

Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )

Si on pose 
x1(t ) = i1(t )
x2(t ) = i2(t )
x3(t ) = i3(t )
x4(t ) = i4(t )

R11 = R1 +R3 +R5;
R22 = R4 +R6 +R7;
R33 = R2 +R3 +R4;
R44 = R5 +R7 +R8;
R13 = R31 = R3;
R14 = R41 = R5;
R23 = R3 = R4;
R42 = R24 = R7;
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4. CAS SINGULIER :

donc on peut écrire les équations précédentes sous forme d’un système de type,
Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )

x(0) = x0

tels que :

E =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, x(t ) =


i1(t )
i2(t )
i3(t )
i4(t )

, A =


−R11

L1
0 R13

L1

R14
L1

0 R22
L2

R23
L2

R24
L2

R31 −R32 −R33 0
R41 R42 0 R44

, B =


0 0
0 0
1 0
0 1

 , u =

(
e1

e2

)

Nous avons donc un système linéaire singulier. Pour résoudre le système (2.10), on dis-
tingue deux cas.

• Premier cas : Si la matrice E est non singulière (detE 6= 0) donc le système (2.10) est
équivalent à {

ẋ(t ) = E−1Ax(t )+E−1Bu(t )
y(t ) = Cx(t )+Dx(t )

et on obtient un système LTI standard à temps continu, en appliquant la transfor-
mée de Laplace, on trouve la solution,

x(t ) = eE−1At x0 +
∫ t

0
eE−1A(t−τ)Bu(τ)dτ

La réponse donnée par,

y(t ) = CeE−1At x0 +C
∫ t

0
eE−1A(t−τ)Bu(τ)dτ+Du(τ).

• Deuxième cas : Si la matrice E est singulière (detE = 0), pour cela on va considérer
la définition suivante.

Définition 2.5 Le système (2.10) est dit régulier si et seulement si

det (Es −A) 6= 0 (2.12)

pour un certain s ∈C.

Théorème 2.4 Si la relation (2.12) est vérifiée, alors l’équation (2.10) et l’équation

ẋ =φ0Ax +φ0Bu +
µ∑

j =1
φ− j

(
Bu( j ) +Ex0δ

( j )
)

(2.13)

x(0) = x0 possèdent la même solution

x(t ) = eφ0Atφ0Ex0 +
∫ t

0
eφ0A(t−τ)φ0Bu(τ)dτ+

µ∑
j =1

φ− j

(
Bu( j−1) +Ex0δ

( j−1)
)

(2.14)
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5. SOLUTION D’UN SYSTÈME LTI SINGULIER EN TEMPS CONTINU :

5 Solution d’un système LTI singulier en temps continu :

Définition 2.6 Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de
l’Aurent au voisinage de l’infini.

(Es −A)−1 =
∞∑

i =−µ
φi s−(i+1)

où

µ est appelé indice de nilpotence du faisceau (Es −A) µ est décrit par

µ = r g (E)−deg [det (Es −A)]+1

et φ est la matrice fondamentale de (2.10), qui satisfait les équations suivantes
Eφi −Aφi−1 = δ0i In

φi E−φi−1A = δ0i In

∀i ≤−µ;φi = 0

où

δ0i =

{
I si i = 0
0 sinon

est le delta de Kronecker.
La solution du système (2.10) avec la condition initiale x(t0) = x0 ; et le contrôle u(t ) est

donnée par

x(t ) = eφ0Atφ0Ex0 +
∫ t

0
eφ0A(t−τ)φ0Bu(τ)dτ+

µ∑
j =1

φ− j (Bu( j−1) +Ex0δ
( j−1)) (2.15)

où

u j =
d j u

d t j
, j = 1, · · · ,µ−1.

La sortie du système singulier (2.10) est donnée par :

y(t ) = Cx(t )+Du(t )

y(t ) = Ceφ0At Ex0 +
∫ t

0
Ceφ0A(t−τ)φ0Bu(τ)dτ+

µ∑
j =1

Cφ− j

(
Bu( j−1) +Ex0δ

( j−1)
)
+Du(t ).

5.1 Positivité de systèmes linéaires singuliers en temps continu

Considérons à présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu.
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6. SYSTÈMES LINÉAIRES SINGULIERS À TEMPS DISCRET

5.2 Positivité externe :

Tout d’abord, donnons la première définition de la positivité de système linéaires,la
positivité externe.

Définition 2.7 Le système singulier (2.10) est dit externement positif si pour x0 = 0 et tout
contrôle non-négatif u(t ) ≥ 0 avec u( j )(t ) ≥ 0 pour j = 1, · · · ,µ−1 pour t ∈R+
la sortie est aussi non-négative i.e y(t ) ≥ 0 pour t > 0.

5.3 Positivité interne :

A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut être ap-
pelée positivité interne.

Définition 2.8 Le système singulier (2.10) est dit internement positif si pour tout état initial
admissible x0 ∈ Rn+ et tout contrôle non-négatif u(t ) ≥ 0 avec u( j )(t ) ≥ 0, j = 0,1, · · · ,µ− 1
pour t ∈Rn+ , l’état x(t ) ∈Rn+ et la sortie y(t ) ∈Rp

+ pour t ≥ 0.

Remarque 2.2 Un système singulier internement positif est toujours externement positif

6 Systèmes Linéaires Singuliers à Temps Discret

Nous présentons les systèmes positifs singuliers en temps discret.

6.1 Trajectoire d’état et réponse de systèmes singuliers en temps dis-
cret

Dans cette section, nous considérons les systèmes linéaires singuliers discret en temps
invariant. Nous regardons alors comment s’écrivent les trajectoires d’état et les réponses
de tels systèmes.

6.2 Trajectoire d’état de systèmes singuliers en temps discret

Considérons le système linéaire singulier en temps discret suivant

Exi+1 = Axi +Bui (2.16)

yi = Cxi +Dui (2.17)

où xi ∈ Rn est un vecteur d’état, ui ∈ Rm est le vecteur d’entrée, yi ∈ Rp est le vecteur
de sortie et E, A ∈Rn×n ,B ∈Rn×m ,C ∈Rp×n et D ∈Rp×m

Définition 2.9 Le système (2.16) est dit singulier si detE = 0. Dans la cas contraire, il sera
dit standard.

On suppose que :

det (Ez −A) 6= 0 (2.18)
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6. SYSTÈMES LINÉAIRES SINGULIERS À TEMPS DISCRET

pour certain z ∈C si cette dernière relation est satisfaite, alors

(Ez −A)−1 =
∞∑

i =−µ
φi z−(i+1) (2.19)

où µ est appelé indice de nilpotence du faisceau (zE−A) il est décrit par :

µ = r g (E)−deg [det (Ez −A)]+1

φi est appelée la matrice fondamentale de (2.16). Il s’ensuit directement de la relation
(2.19) que la matrice fondamentale φi satisfait les équations suivantes :

Eφi −Aφi−1 = δ0i I
φi E−φi−1A = δ0i I

∀i ≤−µ;φi = 0
(2.20)

où,

δ0i =

{
I si i = 0
0 sinon

est le delta de Kronecker.

Notons que nous avons les mêmes propriétés que dans le cas continu. Cependant, l’ap-
plication de la z-transformée au système (2.16) donne

(zE−A)X(z) = zEx0 +BU(z) (2.21)

ou encore

X(z) = (zE−A)−1zEx0 + (zE−A)−1BU(z) (2.22)

d’après (2.19), on obtient

X(z) =
∞∑

i =−µ
φi z−(i+1)BU(z)+

∞∑
i =−µ

φi z−i Ex0 (2.23)

Utilisons maintenant la z-transformée inverse pour obtenir la solution du système

1

2πi

∮
Γ

X(z)zn−1d z =
1

2πi

∮
Γ

∞∑
i =−µ

φi BU(z)z(n−i−2) + 1

2πi

∮
Γ

∞∑
i =−µ

φi z(n−i−1)Ex0 (2.24)

par conséquent, la solution du système est

x(n) := xn =φnEx0 +
∞∑
−µ

φi Bu(n − i −1)

x(n) := xn =φnEx0 +
n+µ−1∑

0
φn−i−1Bu(i )

Il s’ensuit par suite,

xn =φnEx0 +
n+µ−1∑

n=0
φn−i−1Bui ,n ∈Z+ (2.25)

qui représente la solution du système singulier à temps discret.

21



6. SYSTÈMES LINÉAIRES SINGULIERS À TEMPS DISCRET

Exemple 2.3 Dans cet exemple, on considère le système (2.16) avec les matrices

E =

0 0 0
1 0 0
0 0 1

, A =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

, B =

1
0
1

, C =
[
0 1 0

]
, D = 1

donc

det (Ez −A) = det

0 0 0
z 0 0
0 0 z

−
1 0 0

0 −1 0
0 0 0


= det

−1 0 0
z 1 0
0 0 z


= −z

tels que

µ = r g E−deg [det (Ez −A)]+1

= 1−0+1

= 2

donc le système est régulier et l’indice de nilpotence µ = 2 et on a d’après la définition :

(Ez −A)−1 =
+∞∑

i =−µ
φi z−(i+1)

= φ−2z1 +φ−1z0 +φ0z−1 +φ1z−2 +·· ·
Donc

(Ez −A)−1 =

−1 0 0
−z 1 0
0 0 1

z


par conséquent les matrices fondamentales sont tels que

φ−2 =

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 , φ−1 =

−1 0 0
0 0 0
0 −1 0

 , φ0 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0


par suite

φ0A =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 φi =φ0Aφi−1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 pour i ≥ 1

alors la solution est donnée par,

xn = φ−2Bun+1 +φ−1Bun +φ0Bun−1

xn =

 0
0
−1

un+1 +
−1

0
0

un +
0

1
0

un−1
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7. ATTEIGNABILITÉ ET CONTRÔLABILITÉ DES SYSTÈMES POSITIFS EN TEMPS
DISCRET

soit encore

xn

 −un

un−1

−un+1


La sortie du système sera cependant égale à

yn = un+1 +2un

6.3 Positivité des systèmes singuliers en temps discret

On considère deux types de positivité : la positivité externe et la positivité interne.

6.4 Positivité externe :

Rappelons d’abord la définition de positivité externe,

Définition 2.10 Un système linéaire singulier est dit externement positif si la sortie cor-
respondant à l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e, ui ∈
Rm+ , i ∈Z+ : yi ∈Rp

+,pour i ∈Z+

6.5 Positivité interne :

Étudions à présent la positivité interne de systèmes linéaires singuliers en temps dis-
cret.

Définition 2.11 Le système linéaire singulier décrit par (2.16) est dit internement positif si
pour des conditions initiales admissibles x0 ∈ Rnet toute suite de contrôle ui ∈ Rm+ , i ∈ Z+
on a x0 ∈Rn+et yi ∈Rp

+, pour i ∈Z+.

Définition 2.12 Le système(2.16) singulier avec E−1 ∈ Rn+, A ∈ Rn×n+ ,B ∈ Rn×m+ ,C ∈ Rp×n
+ et

D ∈Rp×m
+ est un système standard positif.

Remarque 2.3 Si le système est internement positif, alors il est externement positif.
La réciproque est fausse.

7 Atteignabilité et contrôlabilité des systèmes positifs en
temps discret

Nous allons maintenant énoncer les théorèmes sur la commandabilité et l’atteignabi-
lité d’un système linéaire positif à temps discret. On met d’abord en évidence les condi-
tions dans lesquelles un état est commandable ou non.Les définitions et les résultats
concernant les notions importantes d’atteignabilité, de contrôlabilité pour des systèmes
singuliers en temps discret sont exactement les mêmes que ceux développés dans le cas
continu, excepté le fait que le temps t est à présent l’entier i . Considérons d’abord le sys-
tème linéaire standard en temps discret décrit par :

xi+1 = Axi +Bui (2.26)

yi = Cxi +Dui (2.27)

où F ∈Rn×m+ et G ∈Rn×m+
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Définition 2.13 • Le système positif (2.26) est dit atteignable au pas h si pour chaque
x f ∈Rn+ et x0 il existe une suite de contrôle ui ∈Rm+ , i = 0,1, · · · ,h −1
tels que xh = x f .

• Le système positif (2.26) est dit atteignable si pour chaque x f ∈Rn+ et x0 il existe h ∈Z+
et ui ∈Rm+ , i = 0,1, · · · ,h −1 tels que xh = x f .

• Le système positif (2.26) est dit contrôlable si pour chaque état non nul x f , x0 ∈Rn+, il
existe h ∈Z+ et ui ∈Rm+ , i = 0,1, · · · ,h −1 tels que xh = x f .

• Le système positif (2.26) est dit contrôlable en zéro si pour chaque x0 ∈ Rn+ il existe
h ∈Z+ et ui ∈Rm+ , i = 0,1, · · · ,h −1 tels que xh = 0.

Théorème 2.5 Le système positif (2.26) est dit atteignable au pas n si et seulement si,
• rang Rn = n
• il existe une sous matrice monomiale de Rn où :

Rn = [G,FG, · · · · · · ,Fn−1G] ∈Rn×nm
+ (2.28)

Remarque 2.4 Si le système positif (2.26) est atteignable alors il est atteignable au pas n.

Théorème 2.6 Le système positif (2.26) est dit contrôlable si et seulement si la matrice Rn

est monomiale

Test de contrôlabilité :
supposons que pour m = 1 les matrices A et B de (2.26) ont le canonique de

A =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 1
...

...
...

. . .
...

−a0 −a1 −a2 . . . −an−1

 ∈Rn×n
+ , B =



0
0
...
...
1

 ∈Rn
+

telle que A est la matrice compagnon.

Il est facile de voir que :

r ang [B, AB, A2B, A3B, · · · · · · , An−1B] = n (2.29)

Comme Rn est de rang plein, alors le système positif (2.26) est contrôlable.

Nous allons maintenant nous intéresser aux cas de systèmes singuliers positifs en
temps discret. Considérons alors le système singulier décrit par (2.16)

Définition 2.14

• Le système singulier positif (2.16) est dit atteignable au pas h si pour chaque x f ∈
Rn+, i = 0,1, · · · ,h −1 qui transfert le système d’un état initial nul x0 = 0 à un état final
x f .

• Le système singulier positif (2.16)est dit atteignable si pour chaque x f ∈ Rn+, il existe
un entier positif h tel que le système sera atteignable au pas h.

Théorème 2.7 Le système singulier positif (2.16) est atteignable au pas n si et seulement
si :
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• rang Rn = n,
• Il existe une sous matrice monomiale de Rn où

Rn = [φn−1B,φn−2B, · · · ,φ0B,φ−1B, · · · ,φ−µB] (2.30)

Exemple 2.4 Considérons le système (2.16) avec

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , A =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , B =

1
0
1


alors

(Ez −A)−1 =

 1
z−1 0 0
0 0 −1
0 −1 −z


par suite les matrices fondamentales sont

φi =

1 0 0
0 0 0
0 0 0


pour i ≥ 0

φ−1 =

0 0 0
0 0 0
0 −1 −1

 , φ−2 =

0 0 0
0 0 0
0 0 −1


par conséquent, la matrice d’atteignabilité sera

R3 =
(
φ2B,φ1B,φ0B,φ−1B,φ−2B

)
=

1 1 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 −1


Notons que rang R3 = 3 mais la condition 2 n’est pas satisfaite du fait que1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

 6∈R3×3
+

Le système n’est donc pas atteignable au pas 3.
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Chapitre 3

Le retour d’état (state-feedback)

1 Introduction

En automatique, la commande par retour d’état est un moyen de modifier le compor-
tement en boucle fermée d’un système dynamique donné par une représentation d’état.
Cette approche suppose l’état connu.

L’idée consiste toujours à piloter le système par un signal de consigne et à générer
automatiquement le signal de commande en confrontant en permanence la valeur de
la consigne et le comportement réel du système. L’écart entre consigne et comportement
réel sert de base au signal de commande du système. Dans la commande par retour d’état,
nous n’allons pas mesurer le signal de sortie pour le boucler sur l’entrée, mais nous allons
nous servir du vecteur d’état complet pour prendre connaissance du comportement du
système.

Pour ce faire nous nous basons sur [7],[11],[15].

2 Atteignabilité des systèmes linéaires positifs en temps dis-
cret avec retour d’état (state-feedback) :

L’atteignabilité et la contrôlabilité sont des concepts de base de la théorie de contrôle
moderne. Il est bien connu que l’atteignabilité et la contrôlabilité des systèmes linéaires
standards sont invariants sous retours d’états par contre elle ne le sont pas pour les sys-
tèmes linéaires standards positifs en temps discret,
il peut l’être sous un choix d’une matrice de gain par retour d’état (state feed-back).
Supposons m = 1 et choisissons A et B tels que,

A =

[
0 In−1

a

]
∈Rn×n+ , B =


0
0
...
1

 ∈Rn+ où a =
[−a0,−a1, · · · ,−an−1

]

considérons le système (2.26) avec retour d’état "feed-back" :

on pose :

ui = vi +Kxi (3.1)

où K ∈Rn×1 et vi est la nouvelle substitution d’entrée de (3.1) en (2.26) donne
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RETOUR D’ÉTAT (STATE-FEEDBACK) :

xi+1 = Ac xi +Bvi , i ∈Z+ (3.2)

avec

Ac = A+BK, K = [a0, a1, · · · , an−1]

La matrice Ac =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 1
...

...
...

. . .
...

−a0 −a1 −a2 . . . −an−1

+


0
0
...
1

 [a0, a1, · · · , an−1] =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0


on obtient :

[B, Ac B, A2
c B, A3

c B, · · · , An−1
c B] =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
...

...
...

...
...

0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

 (3.3)

Nous allons alors proposé une extension des résultats aux systèmes linéaires singu-
liers positifs en temps discret, autrement dit montrons que si un modèle singulier positif
n’est pas atteignable, il peut l’être sous un choix d’une matrice de gain par retour d’état
(state feedback)

Supposons m = 1 et choisissons E tels que

E =

[
In−1 0

0 0

]
∈Rn×n

+

A fin de ne peut pas encombrer les calculs, on préfère choisir

E =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 ∈R5×5
+ , A =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 −a3 −a4

 ∈R5×5
+ , B =


0
0
0
0
1

 ∈R5
+

On a

det (Ez −A) = a4z4 +a3z3 +a2z2 +az
1 + (1+a0),

µ = r g E−deg [det (Ez −A)]+1

= 4−4+1

= 1

par suite l’indice de nilpotence est µ = 2, il s’ensuit alors
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2. ATTEIGNABILITÉ DES SYSTÈMES LINÉAIRES POSITIFS EN TEMPS DISCRET AVEC
RETOUR D’ÉTAT (STATE-FEEDBACK) :

(Ez −A)−1B =



1
a4z4+a3z3+a2z2+az

1+(1+a0)
z

a4z4+a3z3+a2z2+az
1+(1+a0)

z2

a4z4+a3z3+a2z2+az
1+(1+a0)

z3

a4z4+a3z3+a2z2+az
1+(1+a0)

z4

a4z4+a3z3+a2z2+az
1+(1+a0)


=

+∞∑
i =−µ

φi Bz−(i+1)

telle que

φ−1B =


0
0
0
0
1

 , φ0B =


0
0
0
1

a3

 , φ1B =


0
0
1

a3

a2
3 +a2

 , φ2B =


0
1

a3

a2
3 +a2

a3
3 +2a3a2 +a1



φ3B =



1
0

a2
3 +a2

a3
3 +2a3a2 +a1

a4
3 +3a2

3a2 +2a3a1 +a2
2 +a0


Enfin

(φ−1B,φ0B,φ1B,φ2B,φ3B) =


0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 a3 a2

3 +a2

0 1 a3 a2
3 +a2 a3

3 +2a3a2 +a1

1 a3 a2
3 +a2 a3

3 +2a3a2 +a1 a4
3 +3a2

3a2 +2a3a1 +a2
2 +a0


est de rang égal à 5, par contre la deuxième condition n’est pas satisfaite si au moins

l’un des ai 6= 0, pour i = 0,1,2,3. Dans ce cas, le système n’est pas atteignable au pas 5.
Considérons le système (2.16) avec le feed-back d’état, on pose :

ui = vi +Kxi (3.4)

où K ∈Rn×1 et vi est la nouvelle commande. Une substitution de (3.4) en (2.16) donne

Exi+1 = Ak xi +Bvi (3.5)

où

Ak = A+BK

choisissons K telle que

K = (a0, a1, a2, a3, a4)

La matrice Ak sera donc égale à
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 −a3 −a4

+


0
0
0
0
1

 (a0, a1, a2, a3, a4) =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
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par conséquent

(φk
−1B,φk

0 B,φk
−2B,φk

−3B,φk
−4B) =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


qui satisfait les deux conditions du théorème et la boucle fermée est atteignable au

pas 5. Ceci se généralise si on considère les matrices E, A et B prise au début, dans ce cas
la matrice de gain K sera choisie telle que

K = (a0, a1, · · · , an−1)

et la matrice AK aura la forme suivante

Ak =



0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0

0 0 0 . . .
. . . . . . 0

...
...

... . . . . . .
. . .

...
...

...
... . . . . . .

... 1
0 0 0 0 0 . . . 0



3 L’observabilité sans retour d’état "feedback"

Dans cette partie le problème consiste à déduire l’état initial du système à partir de la
connaissance de la commande u(t ) et de la sortie y(t ) sur un intervalle de temps [t1, t2].
Dans l’affirmative, on dira que le système est observable. Autrement dit, de déterminer x0

de manière unique à partir de la connaissance de A, C et u. Cette partie a essentiellement
pour objectif de rappeler la notion et les tests d’observabilité. Pour ce faire nous nous
basons sur les références suivantes [7],[11].

3.1 L’observabilité :

Considérons le système suivant :{
ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )

(3.6)

avec :

A ∈Rn×n , B ∈Rn , C ∈Rn

.

Définition 3.1 Le système (3.6) est dit observable si x0 est déterminée d’une manière unique
connaissant u(t ) et y(t ).

Théorème 3.1 (Le critère de Kalman)
Le système (3.6) est observable si et seulement si la matrice d’observabilité O est de rang
plein n .
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Autrement dit :

r ang (O) = r ang


C

CA
CA2

...
CAn−1

 = n

Théorème 3.2 Le système positif (3.6) est dit observable si et seulement si :
• la matrice On est monomiale

Rappelons que la forme canonique d’observabilité s’écrit :

ẋ(t ) =



0 0 0 . . . 0 −a0

1 0 0 . . . 0 −a1

0 1 0 . . . 0 −a2
...

...
... . . .

...
...

0 0 0 . . . 0 −an−2

0 0 0 . . . 1 −an−1


x(t )+



b0

b1
...
...
...

bn−1


u(t )

y(t ) =
[
0 0 0 · · · 1

]
x(t )

Supposons p = 1 et choisissons A et C telles que

A =



0 0 0 . . . 0 −a0

1 0 0 . . . 0 −a1

0 1 0 . . . 0 −a2
...

...
... . . .

...
...

0 0 0 . . . 0 −an−2

0 0 0 . . . 1 −an−1


∈Rn×n+ , C =

[
0 0 0 · · · 1

] ∈R1×n+ .

il est facile de voir que :

O(C, A) =



C
CA
CA2

...

...
CAn−1


=



0 0 0 . . . 0 0 0 1
0 0 0 . . . 0 0 1 −an−1

0 0 0 . . . 0 1 −an−1 −an−2 +a2
n−1

0 0 0 . . . 1 −an−1 −an−2 +a2
n−1 −an−3 +2an−1an−2 −a3

n−3
...

...
...

...
...

...
...

...
1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗


• Ainsi le rang de O(C, A) = n et un système pouvant se mettre sous la forme cano-

nique d’observabilité est toujours observable dans Rn×n .
• Si les ai = 0 pour i = 1, · · · ,n − 1, alors O(C, A) est monomiale dans ∈ Rn×n+ donc il

existe une matrice inversible O composée de n colonnes de O telle que O−1 où de
manière équivalente O possède n colonnes linéairement indépendantes contenant
chacune une seule entrée positive et le système est observable.
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3. L’OBSERVABILITÉ SANS RETOUR D’ÉTAT "FEEDBACK"

• Si toutes les les combinaisons à coefficients ai = 0 pour i = 1, · · · ,n −1, alors O(C, A)
est aussi monomiale dans Rn×n+ . Donc il existe une matrice inversible O composée
de n colonnes de O telle que O−1 où de manière équivalente O possède n colonnes
linéairement indépendantes contenant chacune une seule entrée positive et le sys-
tème est observable.

• Si les ai 6= 0 pour i = 1, · · · ,n −1 de la matrice O(C, A).
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Conclusion

Bien que l’atteignabilité des systèmes linéaires standards est invariante sous retour
d’état, elle ne l’est pas pour les systèmes standards positifs en temps discret . Nous avons
proposé alors des résultats étendus aux systèmes linéaires singuliers positifs en temps
discret, autrement dit, nous avons montré que pour un système singulier positif l’attei-
gnabilité est non invariante sous retour d’état pour se faire nous nous sommes basé de
certains références. Ce problème a également été le but d’étude pour la classe bidimen-
sionnelle, tel le modèle de Roesser et le modèle FM dans ces deux cas. Question de temps
que ce chapitre n’a pas très bien été développé.
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