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Résumé Ce mémoire est dédié à l’étude de la positivité et la stabilité d’une classe de
systèmes linéaires et non linéaires singuliers standard et fractionnaires à temps continu.
Après une large introduction, le second chapitre se focalise sur la classe des systèmes à dé-
rivée d’ordre entier où les conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité des sys-
tèmes linéaires singuliers et des conditions suffisantes pour la stabilité des systèmes non
linéaires positifs sont données. Une autre partie de notre étude s’est portée sur l’extrac-
tion de conditions de stabilité en terme de LMI’s en utilisant une extension de la méthode
de Lyapunov. Les considérations sont étendues aux systèmes non linéaires fractionnaires
dont le dernier chapitre est consacré.

Title On the stability of nonlinear fractional positive systems.

Abstract The focus of this work is the notion of positivity and stability of linear and non-
linear singular continuous time standard and fractional systems. After a general introduc-
tion, the second chapter of this dissertation treat the class of integer order systems. Ne-
cessary and sufficient conditions for the positivity of singular linear systems and sufficient
conditions for the stability of positive nonlinear systems are given. Furthermore,sufficient
conditions for the stability are derived using linear matrix inequalities (LMIs) formulation
and an extension of the Lyapunov method. The Considerations are extended to fractional
nonlinear systems whose last chapter is devoted.

Mots-clés Systèmes différentiels linéaires, Systèmes différentiels non linéaires, Positi-
vité, Stabilité, Fractionnaires, Lyapunov, LMI

Keywords Linear differential systems, Nonlinear differential systems, positivity, Stabi-
lity, fractional, Lyapunov, LMI
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Notations

Ensembles et fonctions

R Ensemble des nombres réels
C Ensemble des nombres complexes
Rn Espace des vecteurs à n entiers réelles
Rn×m Espace des matrices réelles de dimensions n ×m
Rn×m+ Espace des matrices à entrées réelles non négatives de dimensions n ×m
Mn Ensemble des matrices de Metzler de dimensions n
r g (A) Rang d’une matrice A
In Matrice identité de dimension n
L Transformée de Laplace

Matrices, opérations et relations matricielles

Re(Z) Partie réelle d’un nombre complexe Z
σ(A) Spectre d’une matrice A
det (A) Déterminant d’une matrice A
A−1 Inverse d’une matrice A
AT Transposée d’une matrice A
n! Factorielle d’un nombre n
Dα Opérateur de dérivation fractionnaire.

Abréviations

LMI Inégalité Matricielle Linéaire (en anglais, LMI :Linear matrix inequality)
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Chapitre 1

Introduction générale

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique
sous l’effet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigent, du point de vue qua-
lité et performance. En grande partie, ce mémoire est dû au développement qu’a connu
la recherche fondamentale dans divers domaines tels que ceux de l’analyse numérique et
de la théorie des systèmes. Tout ceci a permis de mettre en oeuvre des méthodes et ap-
proches très complexes pour l’identification et la commande des systèmes. Le développe-
ment des mathématiques en générale a été et sera toujours nécessaire pour la résolution
des problèmes de la physique et de l’ingénierie.

De nombreux processus en biologie, en écologie et en économie ainsi qu’en méca-
nique et en chimie peuvent être modélisés par des systèmes non linéaires, en particulier
dont les variables sont par nature positives. Il est bien connu que la positivité et la sta-
bilité sont des notions importantes en théorie des systèmes et de contrôle. La classe des
systèmes positifs est une classe particulière importante et fascinante des systèmes dif-
férentiels. Nous pouvons citer quelques exemples de systèmes positifs tels que : les pro-
cédés industriels impliquant des réacteurs chimiques, des échangeurs de chaleur et des
colonnes de distillation, des systèmes de stockage, des systèmes à compartiments, des
modèles de pollution de l’eau et de l’atmosphère...etc. Une variété de modèles ayant un
comportement non-linéaire positif peut être trouvée dans l’ingénierie, la science de ges-
tion, l’économie, les sciences sociales, la biologie, la médecine, etc. Un aperçu de l’état de
l’art dans la théorie des systèmes positifs est donné dans la monographie [13].

La notion de stabilité est assez intuitive, le premier a avoir formulé mathématique-
ment cette idée est Lyapunov à la fin du 19e siècle. Son nom y est depuis associé, que ce
soit pour s’y référer — “stable au sens de Lyapunov” — ou pour s’en distinguer. Partant
d’une position d’équilibre, elle sera dite stable si, en s’en écartant, on en reste “proche”.
C’est, par exemple, ce que nous observons sur les montagnes russes d’une fête foraine.
Imaginons qu’aucune force ne soit appliquée sur le chariot et qu’il se trouve dans un creux
de la montagne : cette position serait alors une position d’équilibre stable puisqu’un lé-
ger mouvement du chariot ne provoquerait qu’un faible déplacement de ce dernier, les

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

lecteurs pourront se référer à [18].

Le concept de stabilité des systèmes non linéaires a fait l’objet d’une riche littéra-
ture depuis le siècle dernier (Kraokovski, Lasalle, Poincaré) [18]. Par rapport à des mé-
thodes comme les méthodes géométriques ou celles basées sur les normes vectorielles
et les systèmes de comparaison, la stabilité au sens de Lyapunov est une approche large-
ment utilisée pour l’étude des problèmes de stabilité. Dans le cas des systèmes fraction-
naires, l’étude de la stabilité est plus délicate que pour leurs homologues, les systèmes
d’ordre entier. En effet, les systèmes fractionnaires sont, d’une part, considérés comme
des systèmes à mémoire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales, et,
d’autre part, ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe. Dans ce cas, l’ab-
sence d’une formulation adéquate de la méthode de Lyapunov ne permet pas d’utiliser
efficacement cette approche dans la théorie du contrôle. Récemment, Trigeassou [25]
propose l’application de la méthode de Lyapunov aux systèmes linéaires et non linéaires
fractionnaires grâce à la définition d’une fonction spécifique de Lyapunov.

Nous considérons dans ce projet une classe de systèmes dits systèmes standards et
fractionnaires, les résultats proposés dans ce mémoire ont été étendus aux cas des sys-
tèmes algébro-différentiels, aussi appelés systèmes singuliers. Les systèmes fractionnaires
sont décrits par l’équation diférentielle à dérivée fractionnaire et sont d’un grand intérêt
pour modéliser de nombreux procédés pratiques comme pour leurs homologues les sys-
tèmes singuliers linéaires d’ordre entier. Nous signalons que très peu de contributions
traitent les problèmes de la stabilité des systèmes singuliers fractionnaires. Á l’instar des
modèles standards, l’étude de la stabilité des systèmes singuliers est importante pour
comprendre le comportement transitoire du système, en particulier la stabilité asympto-
tique. Nous utiliserons l’approche de Lyapunov qui est réalisée en intégrant des condition
initiales de la stabilité asymptotique. L’approche est basée sur la résolution d’inégalités
matricielles linéaires en anglais LMI (Linear Matrix Inequality) (LMI) appliquées dans un
domaine non convexe (ordre de dérivation compris entre 0 et 1).
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Chapitre 2

Préliminaires et notions fondamentales

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les éléments nécessaires pour la bonne compré-
hension de ce manuscrit. Nous rappelons certaines définitions ainsi que les propriétés
générales des matrices particulières. Ensuite, nous présentons des définitions dans les-
quelles nous différencions les types de systèmes que nous étudierons en détail dans ce
mémoire. La deuxième partie est dédié aux définitions à quelques notions importantes
concernant le calcul fractionnaire. Un rappel historique et une description exhaustive de
la théorie de la dérivation fractionnaire sont proposés : la définition de la dérivation frac-
tionnaire proposées dans la littérature (Caputo), la transformation de Laplace, les fonc-
tions de Mittag-Leffler.

2 Notions de base sur la théorie des matrices

2.1 Introduction

Nous présentons dans cette première partie quelques notions sur la théorie générale
des matrices positives et des matrices de Metzler. Dans la litterature, on peut trouver une
multitude de references sur ces classes de matrices (voir [1, 2, 3]). Nous commençons par
les défnitions et quelques propriétés générales, où nous étudions plus particulièrement
les matrices positives et les matrices de Metzler qui permettent de caractériser la positi-
vité de systèmes linéaires et non linéaires. Ensuite, nous examinerons un autre type de
matrices, dite matrice de permutation généralisé (voir [24]). Une analyse de ces systèmes
fera l’objet des chapitres 2 et 3.

3



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

2.2 Matrices particulières

Soit A = (ai j )i , j ∈ Rn×m une matrice à entrées réelles. Par la suite, nous notons In la
matrice identité d’ordre n, AT la transposée d’une matrice A, n̄ l’ensemble des n premiers
entiers naturels, 1, ...,n.

Définition 2.1 On dit que A est une matrice positive si ∀i ∈ n̄,∀ j ∈ m̄ : ai j ≥ 0 et ∃k ∈
n̄,∃l ∈ m̄ : akl > 0 c’est à dire toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée
strictement positive.

Définition 2.2 On dit que A est une matrice de Metzler si ∀i ∈ n̄,∀ j ∈ n̄, i 6= j : ai j ≥ 0 i.e
toutes ses entrées hors diagonales sont non négatives.

Exemple 2.1 La matrice A suivante est une matrice de Metzler ,

A=


−1 0 4 1
0 6 1 1
1 1 2 0
1 3 0 0


Les matrices de Metzler trouvent leurs applications majeurs dans l’analyse de stabilité et
la positivité des systèmes linéaires. Ces deux livre [4] et [5] sont nos principales références
sur ces classes de matrices et qui donnent des conditions équivalentes pour qu’une ma-
trice de Metzler soit asymptotiquement stable. Nous devons rappeler alors des notions
primaire du calcul matriciel :

Remarque 2.1 Chaque matrice de Metzler A ∈Rn×n a une valeur propre réelleα = max
i

Resi

et Resi < 0 pour i = 1, ...,n si α< 0, où si = si (A), i = 1, ...,n sont les valeurs propres de A.

Théorème 2.1 [14] A est une matrice de Metzler si et seulement si ∀t ≥ 0, eAt ∈Rn×n+ .

Preuve.

- Nécessité : Supposant que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel
λ≥ 0 tel que (A+λIn) > 0. Sachant que

(A+λIn)(−λIn) = (−λIn)(A+λIn)

il s’ensuit que

eAt = e(A+λIn )t+(−λIn )t

= e(A+λIn )t e(−λIn )t

4



2. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

du fait que e(A+λIn )t ∈Rn×n+
et

e−λIn t =
∞∑

k=0

(−λIn)k

k !
=

∞∑
k=0

(−1)kλk Ik
n

k !
=

( ∞∑
k=0

(−λ)k

k !

)
In = e−λIn ∈ Rn×n+ car e−λIn ∈

R+.

- Suffisance : Supposons que ∀t ≥ 0, eAt ≥ 0. Ainsi, puisque

A =
d

d t
(eAt )t=0 = lim

t→0+

eAt − I

t
.

Prenons comme e j le j me vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j ,

ai j = lim
t→0+

〈eAt e j −e j ,ei 〉
t

= lim
t→0+

〈eAt e j ,e j 〉
t

− 〈e j ,ei 〉
t

= lim
t→0+

〈eAt e j ,ei 〉
t

≥ 0,

puisque 〈e j ,ei 〉 = 0. Dés lors, ai j ≥ 0 pour i 6= j et la matrice A est donc une matrice de
Metzler.

Définition 2.3 A est une matrice de permutation généralisée si les entrées de A sont toutes
nulles sauf une qui égale à 1, dans chaque ligne et chaque colonne.

Exemple 2.2 La matrice A suivante est une matrice de permutation généralisée,

A=


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

Lemme 2.1 [11] Soit E ∈Rn×n une matrice singuliere, alors il existe deux matrices P ∈Rn×n

et Q ∈Rn×n inversibles tel que

QEP =

[
In1 0
0 0

]
où n1 étant le rang de la matrice E.

Théorème 2.2 ( Théorème de Koteja ski [13]) Si les entrées hors-diagonales de la matrice
A ∈Rn×n sont non-positifs ai j 6= 0 pour i 6= j et les mineurs principaux sont positifs, i.e

a11 > 0,

[
a11 a12

a21 a22

]
> 0, ...,det A > 0, (2.1)

alors tous les mineurs principaux de la matrice sont positifs, i.e.

Ai1,i2...ik
i1,i2...ik

> 0 pour 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik < n; k = 1,2, ..,n

5



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

3 Trajectoire d’états et réponse de systèmes singuliers en
temps continu

Dans cette section nous rappelons brièvement l’expression des trajectoires d’états et
des réponses de systèmes linéaires singuliers en temps continu, voir [8, 6]. Considérons
le système linéaire à temps continu décrit par les équations

Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ), x(0) = x0 (2.2a)

y(t ) = Cx(t )+Du(t ) (2.2b)

où x = x(t ) ∈ Rn est le vecteur semistate à l’instant t, u = u(t ) ∈ Rm est le vecteur d’en-
trée, y = y(t ) ∈ Rp est le vecteur de sortie et E, A,B,C et D sont des matrices réelles de
dimensions appropriées.

Définition 2.4

- Le système décrit par les équations (2.2a) et (2.2b) est appelé singulier si detE = 0 .

- Dans le cas contraire, c’est à dire si detE 6= 0, il est dit standard.

Définition 2.5 Le système décrit par les équations (2.2a) et (2.2b) est appelé régulier si et
seulement si

det[Es −A] 6= 0

pour certains s ∈C

4 Étude des inégalités matricielles linéaires LMIs

Le terme IML (Inégalité Matricielle Linéaire), (LMI : Linear Matrix Inequality en an-
glais) est maintenant couramment employé dans la littérature liée à l’analyse ou à la com-
mande des systèmes. Nous rappelons néanmoins quelques notions IMLs [12].

Définition 2.6 On appelle une inégalité matricielle linéaire notée (LMI) le problème sui-
vant : étant données les matrices réelles, carrées et symétriques Fi = FT

i ∈ Rn×n , i = 1...m et
x ∈Rm tel que

F(x) = F0 +
m∑

i =1
xi Fi > 0 (2.3)

6



4. ÉTUDE DES INÉGALITÉS MATRICIELLES LINÉAIRES LMIS

L’inégalité (2.3) implique que : F(x) est une matrice défnie positive c’est-à-dire :

uTF(x)u > 0 pour tous u ∈Rn , u 6= 0, (2.4)

De manière équivalente, la valeur propre la plus petite de F(x) est positive.

Remarque 2.2

— L’inégalité (2.3) est une LMI stricte si F(x) est seulement définie positive (non négative)
autrement LMI est dite non stricte.

— Le succès des LMIs vient du développement des méthodes dites du point intérieur qui
permettent de résoudre ces problèmes de manière eficace.

4.1 Problème de faisabilité

Le problème de faisabilité d’une LMI est le problème de trouver l’ensemble des points :
x ∈ C où

C = {x ∈Rn/F(x) > 0} qui vérifient LMI : F(x) > 0, (2.5)

alors le problème F(x) > 0 est dit faisable (ou réalisable) et ces points appelées points
faisables.

Exemple 2.3 Les LMIs ne se présentent pas souvent directement sous la forme (2.3) ; Pre-
nons un exemple classique de l’automatique : la stabilité au sens de Lyapunov pour un
système linéaire

ẋ(t ) = Ax(t ). (2.6)

Il s’agit de trouver une matrice réelle X = XT > 0 de même dimensions que A telle que :

ATX+XA < 0 (2.7)

Considérons à titre d’exemple le cas où A est une matrice 2×2 :

A =

[
a1 a2

a3 a4

]
(2.8)

La matrice symétrique X dépend alors de 3 paramètres xi avec i = 1, 2, 3. Nous pouvons
écrire la matrice X sous la forme :

X =

[
x1 x2

x2 x3

]
(2.9)

La condition de positivité X > 0 s’écrit alors,

x1

[
1 0
0 0

]
+x2

[
0 1
1 0

]
+x3

[
0 0
0 1

]
> 0. (2.10)

7



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

L’inégalité de Lyapunov ATX+XA < 0, peut se réécrire sous la forme suivante :

x1

[
2a1 a2

a3 0

]
+x2

[
a2 +a3 a1 +a4

a1 +a4 a2 +a3

]
+x3

[
0 a2

a3 2a4

]
< 0. (2.11)

Cette inégalité est une LMI affine des éléments : x1, x2, x3.

5 Théorie de la dérivation non entière

5.1 Introduction

Le but de cette partie est de présenter, d’une manière synthétique et unifiée, les élé-
ments sur la théorie du calcul fractionnaire et des systèmes à dérivée d’ordre non entier
sur lesquels s’appuient nos travaux décrits dans le chapitre 3.

En premier nous rappelons l’historique du dérivation fractionnaire ensuite, nous ex-
posons de manière exhaustive la théorie de la dérivation fractionnaire tout en passant par
les différentes définitions de la dérivation fractionnaire. Une évaluation numérique de la
dérivée fractionnaire de quelques fonctions usuelles qui feront le développement d’une
analyse des solutions numériques des équations différentielles fractionnaires .

5.2 Historique

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire à la géné-
ralisation de la dérivation à un ordre quelconque, entier ou non entier, réel ou complexe.

L’histoire du calcul fractionnaire commença par une question clé de Leibniz, à qui on
doit l’idée de la dérivation fractionnaire. Il introduisit le symbole de dérivation d’ordre

n,
d n y

d xn
≡ Dn y , où n est un entier positif. Ce fut peut être un jeu naïf des symboles qui

poussa l’Hospital à s’interroger sur la possibilité d’avoir n dans Q.Il posa la question : et
si n = 1

2 ? En 1695, dans une lettre à l’Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement : « Ainsi il

s’ensuit que d
1
2 x sera égal un paradoxe apparent dont l’on tirera un jour d’utiles consé-

quences ». Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathémati-
ciens tels qu’Euler ou Lagrange au XVIIIe siècle, Laplace, Fourier, Liouville (1832 ; 1837)
ou Riemann (1847) au XIXe siècle, ainsi qu’à Grünwald (1867) et Letnikov (1868) dans
la seconde moitié du même siècle. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par la
compréhension du caractère non local de l’opérateur de dérivation non entière. Pour plus
de détails historiques, nous renvoyons à [10, 20]. Pendant ces trois dernières décennies,
plus d’intérêts ont été prêtés au calcul fractionnaire et les champs d’applications se sont
diversifiés.
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5. THÉORIE DE LA DÉRIVATION NON ENTIÈRE

5.3 Fonctions spécifiques pour la dérivation non entière

Fonctions utiles

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d’Euler et Mittag-Leffler,
qui seront utilisées dans la suite. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théo-
rie du calcul fractionnaire.

la fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler no-
tée Γ(x), et définie par l’intégrale suivante :

Γ(x) =
∫ ∞

0
t x−1e−t d t , Re(x) > 0,

Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(x) est la relation de récurrence sui-
vante

Γ(x +1) = xΓ(x)

qu’on peut démontrer par une intégration par parties

Γ(x +1) =
∫ ∞

0
t xe−t d t = [−e−t t x]∞0 +x

∫ ∞

0
e−t t x−1d t = xΓ(x).

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car Γ(n +1) = n!, n ∈N.

La fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, eλi t , joue un rôle très important dans la théorie des équa-
tions différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul
paramètre a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [21, 22] et désignée par la fonction sui-
vante

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +1)
(2.12)

Une extension de la fonction Mittag-Leffler à un paramètre est la fonction suivante.

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +B)
, (2.13)

est appelé la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres.
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CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

5.4 Définitions et propriétés

Nous utiliserons dans ce mémoire la notation proposée par Davis [9], à savoir

aDα
t f (t )

où les réels a et t désignent respectivement la condition initiale et la variable par rapport
à laquelle on applique l’opérateur de dérivation fractionnaire.

• “L’équation différentielle fractionnaire” est une équation qui contient une ou des
dérivées fractionnaires.

• “Le système fractionnaire” est un système qui est décrit par une équation différen-
tielle fractionnaire.

Nombreuses sont les définitions de cet opérateur de dérivation fractionnaire, malheu-
reusement toutes les définitions proposées ne sont pas toutes équivalentes. Nous présen-
tons dans cette partie celle qui est la plus utilisée.

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Les problèmes appliqués demandent des définitions des dérivés fractionnaires autori-
sant l’utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, les quelles contiennent
f(a), f’(a),etc... Malgré le fait que des problèmes aux valeurs initiales avec de telles condi-
tions initiales peuvent être résolus mathématiquement. La solution de ses problèmes a
été proposé par M.Caputo [7] (dans les années soixante) dans sa défintion qu’il a adapté
avec Mainardi dans la structure de la théorie de visco-elastique. Donc on introduit une
dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville [23].

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f (t )) est définie par la rela-
tion suivante

C
0 Dα

t f (t ) =
1

Γ(α−n)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t −τ)α+1−n
dτ (2.14)

L’avantage principal de l’approche Caputo est que les conditions initiales de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires prennent la
même forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.

5.5 Méthodes opérationnelles fractionnaires

Le calcul opérationnel est un outil souvent utilisé pour la résolution des problèmes
d’ingénierie. Il s’avère être puissant et indispensable notamment dans l’étude des sys-
tèmes fractionnaires. C’est pourquoi, nous allons rappeler dans ce paragraphe quelques
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5. THÉORIE DE LA DÉRIVATION NON ENTIÈRE

éléments de base de la transformée de Laplace dans le cas entier que nous allons par la
suite étendre au cas fractionnaire.

Eléments sur la transformée de Laplace

Soit F(s), la transformée de Laplace de f (t ) définie par

F(s) = L [ f (t )] =
∫ ∞

0
f (t )e−st d t

Le produit de convolution des fonctions f et g est donné par

f (t )∗ g (t ) =
∫ t

0
f (t −τ)g (τ)dτ (2.15)

La transformée de Laplace de la dérivée de premier ordre de la fonction f (t ) a la forme

L

[
d f (t )

d t

]
= sF(s)−F(0+). (2.16)

Preuve.

L [
d f (t )

d t
] =

∫ ∞

0

d f (t )

d t
e−st d t =

∫ ∞

0
e−st d f = e−st f |∞0 +s

∫ ∞

0
f (t )e−st d t

= sF(s)− f (0+)
(2.17)

Généralisant (2.16) pour dérivation d’ordre n nous obtenons

L

[
dα

d t n
f (t )

]
= snF(s)−

n∑
k=1

sn−k f (k−1)(0+). (2.18)

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

La transformée de Laplace de l’intégrale-dérivée (2.14) a la forme

L
[C

0 Dα
t f (t )

]
= sαF(s)−

n∑
k=1

sα−k f (k−1)(0+). (2.19)

11



CHAPITRE 2. PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES

Preuve. En utilisant (2.18), nous obtenons

L
[C

0 Dα
t f (t )

]
= L

[
1

τ(n −α)

∫ t

0

f (n)τ

(t −τ)α+1−n
dτ

]
=

1

Γ(n −α)
L

[
t n−α−1]L

[
f (n)(t )

]
=

1

Γ(n −α)

Γ(n −α)

sn−α

[
snF(s)−

n∑
k=1

sn−k f (k−1)(0+)

]

= sαF(s)−
n∑

k=1
sα−k f (k−1)(0+)

6 conclusion

Ce chapitre a vu l’introduction de quelques concepts fondamentales de la théorie des
matrices et du calcul fractionnaire utilisées essentiellement dans notre travail, la théorie
de la dérivation non entière a été introduite à partir de quelques rappels sur les fonctions
Gamma d’Euler et Mittag-Leffler et sur les différentes définitions et propriétés de la déri-
vée fractionnaire.

Quelques notions sur les inégalités matricielles linéaires (LMI’s) ont été présentées
dans le but de leurs exploitations dans la partie du travail laquelle concerne l’étude de
l’analyse de la stabilité au sens de Lyapunov.
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Chapitre 3

Les systèmes à dérivée d’ordre entier :
Stabilité et positivité

1 Introduction

Nous utilisons dans ce chapitre des résultats largement répandus dans la littérature
sur la stabilité des systèmes linéaires continus. Il se focalise surtout sur l’étude de la sta-
bilité et la positivité pour les systèmes algébro-différentiels où les conditions pour la sta-
bilité sont étudiés via une approche basée sur les LMIs.

2 Les systèmes linéaires à temps continu

Considérons le système linéaire à temps continu décrit par les équations

ẋ = Ax +Bu, x(0) = x0 (3.1a)

y = Cx +Du (3.1b)

où x = x(t ) ∈ Rn est le vecteur d’état à l’instant t, u = u(t ) ∈ Rm est le vecteur d’entrée,
y = y(t ) ∈Rp est le vecteur de sortie, A ∈Rn×n , B ∈Rn×m , C ∈Rp×n , D ∈Rp×m .
Soit Rn×m+ l’ensemble des n ×m matrices avec des entrées non négatives et Rn+ :=Rn×1+ .

Corollaire 3.1 Si A est une matrice de Metzler du système standard (ẋ = Ax) asymptotique-
ment stable alors −A−1 ∈Rn×n+ .
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CHAPITRE 3. LES SYSTÈMES À DÉRIVÉE D’ORDRE ENTIER : STABILITÉ ET POSITIVITÉ

3 Positivité des systèmes linéaires

Définition 3.1 Le système des équations (3.1a) et (3.1b) est appelé intérieurement positif
si et seulement si pour toute conditions initiales x(0) ∈ Rn+ et chaque u(t ) ∈ ℜm+ , t ≥ 0 nous
avons x ∈Rn+ et y ∈Rp

+ pour tous t ≥ 0.

Théorème 3.1 Le système à temps continu dans les équations (3.1a) et (3.1b) est intérieure-
ment positif si et seulement si la matrice A est une matrice de Metzler et B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×n

+ ,
D ∈Rp×m

+ .

Preuve.

- Suffisance :
La solution de l’équation (3.1a) a la forme (voir [15, 16])

x(t ) = eAt x0 +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ (3.2)

Par le théorème (2.1) la matrice eAt ∈ Rn×n+ si et seulement si A est la matrice de
Metzler. Si A est la matrice de Metzler et B ∈ Rn×m+ , x0 ∈ Rn+, u(t ) ∈ Rm+ pour t ≥ 0,
puis de l’quations (3.2) nous obtenons x(t ) ∈ Rn+ pout t ≥ 0 et de l’équation (3.1b)
y(t ) ∈Rp

+, puisque C ∈Rp×n
+ , D ∈Rp×m

+ .

- Nécessité :
Soit u(t ) = 0 pour t ≥ 0 et x0 = ei (la ième colonne de In). La trajectoire ne quitte pas
le quart Rn+ seulement si ẋ(0) = Aei ≥ 0 ce qui implique a j i ≥ 0 pour i 6= j . La matrice
A doit être la matrice de Metzler. Pour les mêmes raisons, pour x0 = 0 nous avons
ẋ(0) = Bu(0) ≥ 0 ce qui implique B ∈Rn×m+ puisque u(0) ∈Rm+ peut être arbitraire. De
l’equation (3.1b)pour u(0) = 0 nous avons y(0) = Cx0 ≥ 0 et C ∈Rp×n

+ puisque x0 ∈Rn+
peut être arbitraire. De la même manière, en supposant que x0 = 0 nous obtenons
y(0) = Du(0) ≥ 0 et D ∈Rp×m

+ puisque u(0) ∈Rm+ peut être arbitraire.

4 Stabilité des systèmes linéaires

Définition 3.2 Le système positif (3.1a) pour u(t ) = 0 est appelé asymptotiquement stable
si

lim
x→∞x(t ) = 0, pour tous x(0) ∈ℜn

+. (3.3)

Théorème 3.2 [17] Le système positif (3.1a) pour u(t ) = 0 est asymptotiquement stable si et
seulement si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaisante :
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5. POSITIVITÉ ET STABILITÉ DES SYSTÈMES SINGULIERS LINÉAIRES

1) Tous les coefficients du polynôme caractéristique

H(s) = det [In s −A] = sn +an−1sn−1 + ...+a1s +a0 (3.4)

sont positifs, i.e. ai > 0 pour i = 0,1, ...,n −1.

Preuve.

- Nécessité.
Les valeurs propres s1, s2, sn de A sont complexes conjuguées ou réellss puisque
les coefficients ai de H(s) sont réels. Donc si Re si < 0,i = 0, l, ..., n-1 alors tous les
coefficients du polynôme H(s) = (s− s1)(s− s2)...(s− sn) sont positifs, ai > 0 pour
i=0,1,...,n-1.

- Suffisance.
Cela sera prouvé par contradiction. Si A est une matrice de Metzler alors par la
remarque 2.1 α = max

i
Resi est sa valeur propre et Resi < 0 si α< 0. Pour ai pour

i = 1,2, ...n−1 et réel s nous avons H(s) = det[In s−A] = sn +an−1sn−1+ ...+a1s+
a0 > 0 et A n’a pas de réelle valeur propre non négative. Ainsi, nous obtenons la
contradiction et α< 0.

2) Tous les principaux mineurs M̄i , i = 1, ...,n de la matrice −A sont positifs, i.e.

M̄1 =| −a11 |> 0,M̄2 =

∣∣∣∣ −a11 −a22

−a21 −a22

∣∣∣∣> 0, ...,det [−A] > 0 (3.5)

Preuve. Notons que le polynôme caractéristique (3.4) peut être écrit comme H(s) =
det[Is −A] = det[se1 − a1, se2 − a2, ..., sen − an], où ai et ei sont respectivement les i-
ième colonnes de A et la matrice I d’identité n ×n.
La décomposition du déterminant sur la somme de 2n donne des déterminants dont

les colonnes sont a1, a2, .., an ou se1, se2, ..., sen . Parmi eux, nous avons
n!

(n − i )!i !
dé-

terminants, qui contiennent des colonnes de la forme sei , i ∈ (1,2, ...,n). Chaque dé-
terminant est égal au principal mineur de l’ordre (n-i)ème de la matrice A. La somme
de ces déterminants est égale au terme ai si , i = 0,1, ...,n −1 de H(s). D’après le théo-
rème de Koteja ski il s’ensuit que si les conditions de l’équation (3.5) sont satisfaites
alors tous les principaux mineurs sont positifs, puisque la matrice −A a toutes les en-
trées non-diagonales non positives pour la matrice de Metzler A.
Par conséquent, tous les coefficients de H(s) sont positifs si et seulement si les condi-
tions de l’équation (3.5) sont satisfaites.

5 Positivité et Stabilité des systèmes singuliers linéaires

Dans cette section, nous proposons une étude du problème de la stabilitée des sys-
tèmes linéaires singuliers.
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CHAPITRE 3. LES SYSTÈMES À DÉRIVÉE D’ORDRE ENTIER : STABILITÉ ET POSITIVITÉ

Considérons le système singulier linéaire à temps continu

Eẋ = Ax +Bu, (3.6)

Etant donné que le système (3.28) est singulier (ie : detE = 0), nous pouvons supposer :

(A1) Le rang de la matrice E vérifie : rg(E)= n1 < n .

(A2) Le faisceau du système (3.28) est régulier, i.e.

det [Es −A] 6= 0 pour certains s ∈C
Définissons le nouveau vecteur d’état

x̄ = x̄(t ) = P−1x(t ) =

[
x̄1

x̄2

]
, x̄1 ∈Rn1 , x̄2 ∈Rn2 ,n2 = n −n1 (3.7)

et prémultiplions l’équation (3.6) par la matrice Q ∈Rn×n nous obtenons

QEPP−1ẋ = QAPP−1x +QBu (3.8)

nous aurons deux nouveaux systèmes l’un différentiel et l’autre algébrique{ ˙̄x1 = Ā11x̄1 + Ā12x̄2 + B̄1u, (3.9)

0 = Ā21x̄1 + Ā22x̄2 + B̄2u, (3.10)

où

QEP =

[
In1 0
0 0

]
, Ā = QAP =

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
, Ā11 ∈Rn1×n1 ,

Ā22 ∈Rn2×n2 , B̄ = QB =

[
B̄1

B̄2

]
, B̄1 ∈Rn1×m , B̄2 ∈Rn2×m

. (3.11)

Les matrices Q et P peuvent être obtenues par l’algorithme suivant[13] :

Algorithm 3.1

(1) Multiplication de la i-ème ligne (colonne) par un nombre réel c. Cette opération sera
notée par L[i × c](R[i × c]).

(2) Ajout à la i-ème ligne (colonne) de la j-ème ligne (colonne) multipliée par un nombre
réel c. Cette opération sera notée par L[i + j × c](R[i + j × c]).

(3) Échange des i-ème et j-ème lignes (colonnes). Ces opérations seront dénotées par L[i , j ](R[i , j ]).

A partir de l’hypothèse (A1), il s’ensuit que la matrice P est une matrice de permutation
et P−1 = PT ∈ Rn×n+ . Donc, si x(t ) ∈ Rn+, t ≥ 0 alors x̄(t ) = P−1x(t ) ∈ Rn+, t ≥ 0. La matrice Q ∈
Rn×n peut être obtenue en effectuant les opérations de lignes élémentaires sur la matrice
d’identification In (voir l’exemple 3.1).
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5. POSITIVITÉ ET STABILITÉ DES SYSTÈMES SINGULIERS LINÉAIRES

Théorème 3.3 Le système singulier linéaire (3.6) satisfaisant aux hypothèses (A1) et (A2)
est positif et stable si et seulement si la matrice Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable et B̄ ∈
Rn×m+ .

Preuve. Si Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable alors Ā22 ∈ Mn2 et par le corollaire 3.1
−Ā−1

22 ∈Rn2×n2+ . De l’équation (3.10) nous avons

x̄2 = −Ā−1
22 Ā21x̄1 − Ā−1

22 B̄2u. (3.12)

Notons que x̄2 ∈Rn2+ pour x̄1(t ) ∈Rn1+ et u(t ) ∈Rm+ , depuis−Ā−1
22 Ā21 ∈Rn2×n1+ et−Ā−1

22 B̄2 ∈
R

n2×m
+ .

La substitution de l’équation (3.12) à l’équation (3.9) donne

˙̄x1 = Ā1x̄1 + B̂1u, (3.13)

où
Ā1 = Ā11 − Ā12Ā−1

22 Ā21, B̂1 = B̄1 − Ā12Ā−1
22 B̄2. (3.14)

De l’hypothèse Ā ∈ Mn , B̄ ∈ Rn×m+ et −Ā11 ∈ Rn2×n2+ il s’ensuit que Ā1 ∈ Mn1 , B̄1 ∈ Rn1×m
+

depuis Ā11 ∈ Mn1 et −Ā12Ā−1
22 Ā21 ∈Rn1×n1+ , −Ā12Ā−1

22 B̄2 ∈Rn1×m
+ .

Donc, x̄1(t ) ∈Rn1+ et x̄2(t ) ∈Rn2+ , t ≥ 0 et le système singulier (3.6) est positif.
Prémultiplions l’équation [

In1 0
0 0

]
d x̄

d t
=

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
x̄ (3.15)

par la matrice [
In1 −Ā12Ā−1

22
0 In2

]
(3.16)

nous obtenons [
In1 0
0 0

]
d x̄

d t
=

[
Ā1 0
Ā21 Ā22

]
x̄. (3.17)

De l’équation (3.17), il s’ensuit que la matrice Ā1 est asymptotiquement stable si et seule-
ment si la matrice Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable.

Exemple 3.1 Considérons le système singulier (3.6) avec les matrices

E =


0 0 0 1
1 0 0 −2
2 0 0 −2
0 0 0 1

 , A =


1 0 2 −4
−3 1 0 1
−8 3 −6 11
2 −2 2 −4

 ,B =


0 2
1 0
2 −3
1 2

 . (3.18)

Le système satisfait les hypothèses (A1) et (A2) puisque la matrice E n’a que n1 = 2 colonnes
non nulles et

det[Es −A] =


−1 0 −2 s +4

s +3 −1 0 −1
2s +8 −3 6 −2s −11
−2 2 −2 s +4

 = 4s2 +22s +24. (3.19)
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La matrice de permutation P a la forme

P =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 (3.20)

et elle peut être obtenu à partir de I4 en effectuant l’opération de colonne R[2,4].
La matrice

Q =


0 1 0 0
1 0 0 0
2 −2 1 0
−1 0 0 1

 (3.21)

peut être obtenu à partir de I4 en effectuant les opérations de ligne L[1,2],L[3+1×(−2)],L[3+
2×2] et L[4+2× (−1)].
En utilisant les équations (3.11), (3.15), (3.20) et (3.21) , nous obtenons

QEP =


0 1 0 0
1 0 0 0
2 2 1 0
−1 0 0 1




0 0 0 1
1 0 0 0
2 0 0 −2
0 0 0 1




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Ā = QAP =


0 1 0 0
1 0 0 0
2 2 1 0
−1 0 0 1




1 0 2 −4
−3 1 0 1
−8 3 −4 11
2 −2 2 −4




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =


−3 1 0 1
1 −4 2 0
0 1 −2 1
1 0 0 −2



B̄ = QB =


0 0 0 1
1 0 0 0
2 0 0 −2
0 0 0 1




0 2
1 0
2 −3
1 2

 =


1 0
0 2
0 1
1 0

 =

[
B̄1

B̄2

]
(3.22)

De l’équation (3.22) il s’ensuit que Ā ∈ M4, B̄ ∈ R4×2+ et la matrice Ā est asymptotiquement
stables puisque tous ses principaux mineurs sont positifs :

M̄1 =| −a11 |= 3 > 0,

M̄2 =

∣∣∣∣ 3 −1
−1 4

∣∣∣∣ = 11 > 0,

M̄3 =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 0
1 4 −2
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 16 > 0,

M̄4 = det | −Ā | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 0 −1
−1 4 −2 0
0 −1 2 −1
−1 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 24 > 0.
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Par conséquent, d’après le théorème 3.2 le système singulier avec l’équation (3.18) est positif.
En utilisant les équations (3.13), (3.14) et (3.22) nous obtenons

Ā1 = Ā11 − Ā12Ā−1
22 Ā21

=

[−3 1
1 −4

]
−

[
0 1
2 0

][−2 1
0 −2

]−1 [
0 1
1 0

]
=

[−2.5 1
1.5 −3

]
,

B̂1 = B̄1 − Ā12Ā−1
22 B̄2

=

[
1 0
0 2

]
−

[
0 1
2 0

][−2 1
0 −2

]−1 [
0 1
1 0

]
=

[
1.5 0
0.5 3

]
,

(3.23)

et le système positif du équations (3.13), (3.14) a la forme

˙̄x1 =

[−2.5 1
1.5 −3

]
x̄1 +

[
1.5 0
0.5 3

]
u (3.24)

et sa solution est donnée par

x̄1 = e Ā1t x̄1(0)+
∫ t

0
e Ā1(t−τ)B̄1u(τ)dτ, (3.25)

où

e Ā1t =

1.5

2.5
e−1.5t + 1

2.5 e−4t 1

2.5
e−1.5t − 1

2.5 e−4t

1.5

2.5
e−1.5t − 1.5

2.5 e−4t 1

2.5
e−1.5t + 1.5

2.5 e−4t

 (3.26)

Connaissant la solution x̄1(t ) de l’équation (3.24) et en utilisant l’équation (3.12), nous
pouvons trouver

x̄2(t ) = −Ā22Ā21x̄1(t )− Ā22B̄2u(t )

= −
[−2 1

0 −2

]−1 [
0 1
1 0

]
x̄1(t )−

[−2 1
0 −2

]−1 [
0 1
1 0

]
u(t )

=

[
0.25 0.5
0.5 0

]
x̄1(t )+

[
0.25 0.5
0.5 0

]
u(t ).

(3.27)

6 Positivité et Stabilité des systèmes singuliers non linéaires

Considérons le système non linéaire à temps continu

Eẋ = Ax + f (x,u), (3.28)
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où x = x(t ) ∈ ℜn ,u = u(t ) ∈ ℜm sont les vecteurs d’état et d’entrée et ,E, A ∈ ℜn×n et
f (x,u) ∈ℜn est la fonction de vecteur continu de x et u.

Nous supposons que les matrices E et A satisfont aux hypothèses (A1) et (A2) de la sec-
tion 5.
Définissant le nouveau vecteur d’état par l’équation (3.7) et prémultipliant les deux me-
mebres du système l’équation (3.28) par la matrice Q et P nous obtenons le système sui-
vant : [

In1 0
0 0

]
˙̄x = Āx̄ +Q f (x,u) (3.29)

où

Ā = QAP =

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
, Ā11 ∈Rn1×n1 , Ā22 ∈Rn2×n2 ,

Q f (x,u) = Q f (Px̄,u) =

[
f1(x̄,u)
f2(x̄,u)

]
, f1(x̄,u) ∈Rn1 , f2(x̄,u) ∈Rn2 .

(3.30)

Remarque 3.1 La matrice P ∈ Rn×n est dite matrice de permutation généralisée et la ma-
trice Q ∈ ℜn×n étant la matrice des opérations élémentaires sur les lignes et sont calculées
avec le même algorithme que celui utilisé pour les systèmes singuliers linéaires.

Nous obtiendrons du système (3.29) un nouveau système de deux equations{ ˙̄x1 = Ā11x̄1 + Ā12x̄2 + f1(x̄,u) (3.31)

0 = Ā21x̄1 + Ā22x̄2 + f2(x̄,u) (3.32)

Théorème 3.4 Le système linéaire singulier (3.28) satisfaisant aux hypothèses (A1), (A2) est
positif si la matrice Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable et[

f1(x̄,u)
f2(x̄,u)

]
∈ℜn

+ pour x̄(t ) ∈ℜn
+ et u(t ) ∈ℜm

+ , t ≥ 0. (3.33)

Preuve.

Si Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable alors Ā22 ∈ Mn2 et par le corollaire 3.1 −Ā−1
22 ∈

R
n2×n2+ . De l’équation (3.32) nous avons

x̄2 = −Ā−1
22 Ā21x̄1 − Ā−1

22 f2(x̄,u) ∈Rn2+ , t ≥ 0. (3.34)

puisque par l’équation (3.33) f2(x̄,u) ∈Rn2+ , t ≥ 0.
La substitution de l’équation (3.34) en équation (3.31) donne

˙̄x1 = Ā1x̄1 + f̄1(x̄,u), (3.35)
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où Ā1 est définit par l’equation (3.14) et

f̄1(x̄,u) = f1(x̄,u)− Ā12Ā−1
22 f2(x̄,u) ∈Rn1+ , t ≥ 0 (3.36)

puisque l’equation (3.33) est vérifiée.
Par conséquent, x̄1 ∈ Rn1+ et x̄2 ∈ Rn2+ pour t ≥ 0 et le système non linéaire singulier (3.28)
est positif.

Exemple 3.2 (Suite d’exemple 3.1) Considérons le système non linéaire singulier avec les
matrices E et A données par l’équation (3.18) et

f (x,u) =


e−t (1− sin t )

x̄2
21 + x̄22

x̄11x̄22

1−e−t

 ∈R4
+, t ≥ 0, x =


x1

x2

x3

x4

 (3.37)

En utilisant les équations matricielles (3.20)-(3.11) obtenues dans l’exemple 3.1, nous avons

˙̄x1 =

[ ˙̄x11
˙̄x12

]
=

[−2.5 1
1.5 −3

][
x̄11

x̄12

]
+

[
e−t (1− sin t )

1−e−t

]
(3.38)

et

˙̄x2 =

[
x̄21

x̄22

]
=

[
0.25 0.5
0.5 0

][
x̄11

x̄12

]
+

[
0.5 0.25
0 0.5

][
e−t (1− sin t )

1−e−t

][
x̄11x̄12

e−t + x̄2
11

]
. (3.39)

Aprés la resolution de système linéaire positif (3.38) pour x̄1(0) ∈ R2+ donné, nous obtenons
x̄1(t ) ∈R2+ et ensuite de l’équation (3.39) x̄2(0) ∈R2+, t ≥ 0.

Par conséquent, le système non linéaire singulier est positif.

Définition 3.3 Le système non linéaire singulier positif (3.28) pour u = 0 est appelé asymp-
totiquement stable dans la région D ∈ℜn+ si x(t ) ∈ℜn+, t ≥ 0 et

lim
t→∞x(t ) = 0 pour tous x(0) ∈ D (3.40)

Pour tester la stabilité asymptotique du système non linéaire positif (3.28), l’extension
suivante de la méthode de Lyapunov sera utilisée. En tant que fonction candidate de Lya-
punov, nous choisissons

V(x) = cTx > 0 pour x = x(t ) ∈ D ∈ℜn
+, t ≥ 0 (3.41)

où c ∈ ℜn+ est un vecteur avec des composants strictement positifs, ck > 0 pour k =
1, ...,n. Notons que le système non linéaire singulier positif (3.28) est asymptotiquement
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stable dans D ∈ Rn+ si le sous-système non linéaire (3.35) pour u = 0 est asymtotiquement
stable dans D et

lim
t→∞ f1(x̄,0) = 0 pour x(t ) ∈ D. (3.42)

En utilisant l’équation (3.41) pour x = x̄1 et l’équation (3.35) nous obtenons

dV(x̄1)

d t
= cT

1
˙̄x1 = cT

1 [Ā1x̄1 + f̄1(x̄,0)] < 0 (3.43)

pour
Ā1x̄1 + f̄1(x̄,0) < 0 pour x(t ) ∈ D (3.44)

puisque,c1 ∈ℜn1+ est strictement positif.

Par conséquent, le théorème suivant a été prouvé.

Théorème 3.5 Le système non linéaire singulier positif (3.28) pour u = 0 est asymptotique-
ment stable dans la région D ∈Rn+ si les conditions (3.42) et la LMI (3.44) sont satisfaites.

Exemple 3.3 (Suite des exemples 3.1 et 3.2) Le sous-système positif (3.38) pour u = 0 est
linéaire et asymptotiquement stable pour tout x̄1(0) ∈ R2+ puisque le polynôme caractéris-
tique

det[I2s − Ā1] =

[
s +2.5 −1
−0.5 s +3

]
= s2 +5.5s +7. (3.45)

a tous les coefficients positifs (théorème 3.2).

Par conséquent la stabilité asymptotyque du système non linéaire (3.18), (3.37) dans la
région D ∈Rn+ est déterminée par l’égalité

[
x̄21

x̄22

]
=

[
0.25 0.5
0.5 0

][
x̄11

x̄12

]
+

[
0.5 0.25
0 0.5

][
x̄11x̄12

x̄2
11

]
, pour x̄1 =

[
x̄11

x̄12

]
∈R2

+ (3.46)

ou

x̄21 = 0.25(x̄11 + x̄2
11)+0.5(x̄12 + x̄11x̄12), x̄22 = 0.5(x̄11 + x̄2

11) pour x̄11, x̄12 ∈R+. (3.47)

7 conclusion

Dans ce chapitre, l’analyse de stabilité pour des systèmes singuliers linears et non li-
nears a été étudiée.
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7. CONCLUSION

Pour la classe des systèmes singuliers non lineaires, la stabilité du système est condi-
tionnée par la stabilité du sous-système différentiel où des conditions suffisantes de sta-
bilité ont été proposées grâce à l’utilisation d’une LMI.
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Chapitre 4

Les systèmes d’ordre fractionnaire :
Stabilité et positivité

1 Introduction

Dans la théorie de la stabilité des systèmes linéaires à temps invariant et à dérivée
d’ordre entier, nous savons bien qu’un système est stable si les racines du polynôme ca-
ractéristique sont à parties réelles strictement négatives, donc situées sur la moitié gauche
du plan complexe. Par ailleurs, dans le cas des systèmes fractionnaires linéaires à temps
invariant, la définition de la stabilité est différente des systèmes d’ordre entier. En effet, les
systèmes fractionnaires ou d’ordre non entier peuvent bel et bien avoir des racines dans
la moitié droite du plan complexe et être stables.

2 Système linéaire fractionnaire à temps continu

Considérons le système linéaire à temps continu décrit par l’équation

aDα
t x(t ) =

dαx(t )

d t
= Ax(t )+Bu(t ), 0 < α< 1 (4.1a)

y(t ) = Cx(t )+Du(t ), (4.1b)

où x = x(t ) ∈ Rn est le vecteur d’état à l’instant t, u = u(t ) ∈ Rm est le vecteur d’entrée,
y = y(t ) ∈Rp est le vecteur de sortie et A ∈Rn×n , B ∈Rn×m , C ∈Rp×n , D ∈Rp×m .
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3. SOLUTION DE L’ÉQUATION D’ÉTAT FRACTIONNAIRE À TEMPS CONTINU

3 Solution de l’équation d’état fractionnaire à temps continu

Théorème 4.1 La solution de l’équation (4.1a) a la forme

x(t ) =Φ0(t )x0 +
∫ t

0
Φ(t −τ)Bu(τ)dτ, x(0) = x0, (4.2)

où

Φ0(t ) = Eα(Atα) =
∞∑

k=0

Ak t kα

Γ(kα+1)
, (4.3)

Φ(t ) =
∞∑

k=0

Ak t (k+1)α−1

Γ[(k +1)α]
(4.4)

Eα(Atα) est la fonction de Mittag-Leffler et Γ(x) est la fonction gamma d’Euler.

Preuve. Par l’application de la transformée de Laplace à (4.1a) et prenant en compte

X(s) = L [ f (t )] =
∫ ∞

0
x(t )e−st d t (4.5)

L [Dαx(t )] = sαX(s)− sα−1x0 (4.6)

nous obtenons

X(s) = [In sα−A]−1[sα−1x0 +BU(s)], U(s) = L [U(t )]. (4.7)

nous pouvons démontrer que [13]

[In sα−A]−1 =
∞∑

k=0
Ak s−(k+1)α (4.8)

la substitution de (4.8) à (4.7), donne
∞∑

k=0
Ak s−(kα+1)x0 +

∞∑
k=0

Ak s−(k+1)αBU(s) (4.9)

En utilisant la transformée inverse de Laplace et le théorème de convolution a (Chapitre
1), nous obtenons

x(t ) = L [X(s)] =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(kα+1)]x0 +

∞∑
k=0

AkL −1[s−(k+1)αBU(s)]

= Φ0(t )x0 +
∫ t

0 Φ(t −τ)Bu(τ)dτ.
(4.10)

où

Φ0(t ) =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(kα+1)] =

∞∑
k=0

Ak t kα

Γ(kα+1
,

Φ(t ) = L −1[In sα−A]−1 =
∞∑

k=0
AkL −1[s−(k+1)α] =

∞∑
k=0

Ak t (k+1)α−1

Γ[(k +1)α]
.
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4 Positivité des systèmes fractionnaires

Définition 4.1 Le système fractionnaire au equations(4.1a) et (4.1b) est appelé (intérieu-
rement) positif si le vecteur d’état x(t ) ∈ Rn+ et le vecteur de sortie y(t ) ∈ Rp

+ pour toutes les
conditions initiales x0 ∈Rn+ et toutes entrées u(t ) ∈Rm+ , t ≥ 0.

Lemme 4.1 Soit A ∈Rn×n et 0 < α< 1. Alors

∞∑
k=0

Ak t kα

Γ(kα+1
∈Rn×n

+ t ≥ 0, (4.11)

∞∑
k=0

Ak t (k+1)α−1

Γ[(k +1)α]
∈Rn×n

+ t ≥ 0. (4.12)

si et seulement si A ∈ Mn .

Théorème 4.2 Le système à temps continu fractionnaire (4.1a), (4.1b) est (intérieurement)
positif si et seulement si : A ∈ Mn , B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×m

+ , D ∈Rp×m
+ .

Si A ∈ Mn alors
Φ0(t ) ∈Rn×n

+ et Φ(t ) ∈Rn×n
+ pour t ≥ 0. (4.13)

Preuve.

- Suffisance. D’après le théorème 4.1, la solution de (4.1a) a la forme (4.2) et x(t ) ∈
Rn+, t ≥ 0, si la condition (4.13) est satisfaite puisque Φ0 ∈ Rn×n+ , x0 ∈ Rn+ et u(t ) ∈ Rm+
pour t ≥ 0.

- Nécessité. Soit u(t ) = 0, t ≥ 0 et x0 = ei (i-ème colonne de la matrice d’identité I). La
trajectoire ne quitte l’orthant Rn+ que si la dérivée d’ordre α, xα(0) = Aei ≥ 0 ce qui
implique ai j ≥ 0 pour i 6= j . La matrice A est une matrice de Metzler. De la même
raison pour x0 = 0, nous avons xα(0) = Bu(0) ≥ 0, ce qui implique B ∈ n×m+ puisque
u(0) ∈Rm+ peut être arbitraire. De (4.1b) pour u(t ) = 0, t ≥ 0 nous avons y(0) = Cx0 ≥ 0
et C ∈Rp×n

+ puisque x0 ∈Rm+ peut être arbitraire. De la même manière en supposant
x0 = 0 nous obtenons y(0) = Du(0) ≥ 0 et D ∈Rp×m

+ , puisque u(0) ∈Rm+ est arbitraire.

5 Stabilité des systèmes singuliers non linéaires fraction-
naires

Nous considérons dans cette section une nouvelle famille de systèmes dits systèmes
singuliers à dérivée d’ordre non entier ou systèmes singuliers fractionnaires.
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5. STABILITÉ DES SYSTÈMES SINGULIERS NON LINÉAIRES FRACTIONNAIRES

Ces systèmes sont décrits par l’équation différentielle à dérivée fractionnaire suivante

E
dαx

d tα
= Ax +Bu, 0 < α< 1 (4.14)

Les modèles de systèmes de la forme (4.14) sont d’un grand intérêt pour modéliser de
nombreux procédés pratiques comme leurs homologues les systèmes singuliers linéaires
de la forme Eẋ(t ) = Ax(t ). L’étude de la stabilité du système (4.14) est importante pour
comprendre le comportement transitoire du système, en particulier la stabilité asympto-
tique. Il faut signaler qu’il y a très peu de contributions qui traitent de l’analyse et de la
commande des systèmes singuliers fractionnaires.

On suppose que le système (4.14) satisfait aux conditions (A1) et (A2) de la section 5.

Pour le système linéaire, nous introduisons la nouvelle équation du vecteur d’état (3.7)
et choisissons la matrice Q ∈Rn×n pour que l’équation (4.14) prenne la forme


dαx̄1

d tα
= Ā11x̄1 + Ā12x̄2 + B̄1u, x̄1 ∈Rn1 , (4.15)

0 = Ā21x̄1 + Ā22x̄2 + B̄2u, x̄2 ∈Rn2 , (4.16)

où Ā11, Ā12, Ā21, Ā22 et B̄1, B̄2 sont définis par l’equation (3.11). Les matrices P et Q
peuvent être obtenues en utilisant des opérations de lignes et de colonnes élémentaires
de la même manière que pour le système linéaire (3.6).

Théorème 4.3 Le système singulier linéaire fractionnaire (4.14) satisfaisant aux hypothèses
(A1) et (A2) est positif si la matrice Ā ∈ Mnest asmptotiquement stable et B̄ ∈Rn×m+ .

Preuve. l’idée principale de la preuve est similaire à la preuve du théorème (3.3) Dans
ce cas, au lieu de la dérivée première du vecteur d’état, la dérivée fractionnaire d’ordre α

devrait être utilisée.

Considérons maintenant le système fractionnaire singulier non linéaire à temps continu

E
dαx

d tα
= Ax + f (x,u), 0 < α< 1, (4.17)

où x = x(t ) ∈Rn ,u = u(t ) ∈Rm sont les vecteurs d’état et d’entrée et E, A ∈Rn×n et f (x,u) ∈
Rn est la fonction fectorielle continue en x et en u. il est supposé que E, A satisfont aux
hypothèses (A1) et (A2) et de la même manière que pour le système (3.28), nous définis-
sons la nouvelle équation du vecteur d’état (3.7) et prémultiplions l’équation (4.17) par la
matrice Q ∈Rn×n nous obtenons
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QEPP−1 dαx

d tα
= QAPP−1x +Q f (x,u), (4.18)

et


dαx̄1

d tα
= Ā11x̄1 + Ā12x̄2 + f1(x̄,u), (4.19)

0 = Ā21x̄1 + Ā22x̄2 + f2(x̄,u), (4.20)

où Ā =

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
est définis par l’equation (3.11) et

[
f1(x̄,u)
f2(x̄,u)

]
par l’equation (3.30).

Théorème 4.4 Le système non linéaire singulier fractionnaire (4.17) satisfaisant aux hypo-
thèses (A1), (A2) est positif si la matrice Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable et l’équation
(3.33) est vérifiée.

Preuve. L’idée principale de la preuve est similaire à la preuve du Théorème 3.2. Dans
ce cas, au lieu de la dérivée première du vecteur d’état, la dérivée fractionnaire d’ordre α

devrait être utilisée

Exemple 4.1 Considérons le système non linéaire fractionnaire (4.17) avec

E =

0 −3 0
0 2 0
0 −1 0

 , A =

−2 2 −2
1 −1 1
2 0 −1

 , f (x,u) =

−(3+2x̄2
11)e−t

(2+ x̄2
11)e−t

(1−e−t )x̄11e−t

 , x̄ =

x̄11

x̄21

x̄22

 ,u = e−t .

(4.21)
Il est facile de vérifier que le système non linéaire fractionnaire satisfait aux hypothèses (A1),
(A2) et n1 = 1,n2 = 2.

Dans ce cas les matrices Q et P ont les formes

Q =

 1 2 0
−2 −3 0
1 2 1

 ,P =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 (4.22)

et peut être obtenu en effectuant des opérations élémentaires de lignes et de colonnes sur
I3.
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En utilisant les équations (4.21) et (4.22), nous obtenons

QEP =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,QAP =

0 0 0
1 −1 1
2 0 −1

 =

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
,

x̄ = P−1x =

x̄11

x̄21

x̄22

 ,Q f (x̄,u) =

 e−t

x̄2
11e−t

x̄11(1−e−t )


(4.23)

et
dαx̄11

d tα
= e−t , (4.24)[

0
0

]
=

[
1
2

]
x̄11 +

[−1 1
0 −1

][
x̄21

x̄22

]
+

[
x̄2

11e−t

x̄11(1−e−t )

]
. (4.25)

La solution de l’équation fractionnaire (4.24) a la forme

x̄11(t ) = Φ0(t )x0 +
∫ t

0 Φ(τ)u(t −τ)dτ

= x0 + e−t

Γ(α)

∫ t
0 τ

α−1eτdτ≥ 0, t ≥ 0.
(4.26)

De l’équation (4.25), nous avons[
x̄21

x̄22

]
= −

[−1 1
0 −1

]−1 {[
1
2

]
x̄11 +

[
x̄2

11e−t

x̄11(1−e−t )

]}

=

[
3
2

]
x̄11 +

[
(x̄2

11 − x̄11)e−t + x̄11

x̄11(1−e−t )

]
∈R2+, t ≥ 0.

(4.27)

De l’équation (4.26) et (4.27), il s’ensuit que le système non linéaire fractionnaire est positif
mais pas asymptotiquement stable.

Si Ā ∈ Mn est asymptotiquement stable alors Ā22 ∈ Mn2 et par le corollaire 3.1 nous avons
Ā−1

22 ∈Rn2×n2+ et à partir de l’équation (4.20) nous obtenons

x̄2 = −Ā−1
22 Ā21x̄1 − Ā−1

22 f2(x̄,u). (4.28)

En substituant l’équation (4.28) dans l’équation (4.19), nous obtenons

dαx̄1

d tα
= Ā1x̄1 + f̄1(x̄,u), (4.29)

où
Ā1 = Ā11 − Ā12Ā−1

22 Ā21, f̄1(x̄,u) = f1(x̄,u)− Ā12Ā−1
22 f2(x̄,u). (4.30)
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CHAPITRE 4. LES SYSTÈMES D’ORDRE FRACTIONNAIRE : STABILITÉ ET POSITIVITÉ

Définition 4.2 Le système non linéaire fractionnaire positif (4.17) pour u = 0 est appelé
asymptotiquement stable dans la région D ∈Rn+ si x(t ) ∈Rn+, t ≥ 0 et

lim
t→∞x(t ) = 0 pour tous x(0) ∈ D. (4.31)

Pour tester la stabilité asymptotique de l’équation (4.17), l’extension suivante de la mé-
thode de Lyapunov sera utilisée.

En tant que fonction candidate de Lyapunov, nous choisissons l’équation (3.41). Notons
que c’est la fonction linéaire du vecteur d’état x et c ∈Rn+ est strictement positif.

Pour le système non linéaire positif (4.17), le théorème de stabilité de Lyapunov peut être
énoncé comme suit : Le système non linéaire fractionnaire positif (4.17) est asymptotique-
ment stable dans D ∈Rn+ si le sous-système non linéaire (4.19) est asymptotiquement stable
dans la région D ∈Rn+ et si la condition (3.43) est satisfaite.
En utilisant l’équation (3.41) pour x = x̄1 et l’équation (4.29), nous obtenons

dαV(x̄1)

d tα
= cT

1
dαx̄1

d tα
= cT

1 [Ā1x̄1 + f̄1(x̄,0)] < 0 (4.32)

pour
Ā1x̄1 + f̄1(x̄,0) < 0 pour x(t ) ∈ D ∈Rn

+ (4.33)

puisque c1 ∈Rn1+ est strictement positif.

Par conséquent, le théorème suivant a été prouvé.

Théorème 4.5 Le système non linéaire singulier fractionnaire (4.14) satisfaisant aux hy-
pothèses (A1), (A2) pour u = 0 est asymptotiquement stable dans la région D ∈ Rn+ si les
conditions (4.31) et (4.33) sont satisfaites.

Exemple 4.2 (Suite de l’exemple 4.1) Il résulte de l’équation (4.26) que x̄11(t ) ne diminue
pas à zéro pour t −→∞ puisque x0 = x̄11(0) 6= 0. En substituant u = e−t = 0 dans l’équation
(4.27) nous obtenons [

x̄21

x̄22

]
=

[
4
2

]
x̄11. (4.34)

Par conséquent, le système non linéaire fractionnaire (4.17) avec l’équation (4.21) n’est pas
asymptotiquement stable.

Corollaire 4.1 Les conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique des systèmes non
linéaires singuliers positifs sont indépendantes de l’ordre de α de l’équation différentielle
décrivant le système (sont les mêmes pour α = 1 et 0 < α< 1).

Notons que pour les systèmes non linéaires positifs, le choix de la fonction de Lyapuno
comme forme linéaire du vecteur d’état x est indépendant de l’ordre α. Par conséquent, la
fonction lyapunov pour 0 < α< 1 a la même forme.
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6. CONCLUSION

Dans le cas particulier pour les systèmes linéaires positifs, le système fractionnaire (0 <
α< 1) est asymptotiquement stable si et seulement si le système standard (α = 1) est asymp-
totiquement stable.

6 conclusion

Revenons un instant sur les différents points abordés dans ce chapitre. Premièrement,
nous avons abordé la stabilité en temps fini des systèmes fractionnaires singuliers linéaire
et non linéaires avec une dérivée d’ordre 0 < α < 1. Des conditions sufisantes pour la
stabilité asymptotique de ses systèmes de type Lyapunov ont été dérivées où l’approche
en formulation LMI a été decrite.

Nous avons scellé ce chapitre en disant que le système fractionnaire (0 < α < 1) est
asymptotiquement stable si et seulement si le système standard (α = 1) est asymptotique-
ment stable.

31



Chapitre 5

Conclusion générale et
perspectives

L’ensemble de ce mémoire est dévolu à la stabilité des systèmes positifs singuliers
standards et fractionnaires de type linéaire et non linéaire.

Le chapitre 1 a fait l’objet d’un rappels de quelques notions fondamentales de la théo-
rie des matrices et du calcul fractionnaire. Nous y avons rappelé quelques propriétés de
la théorie des matrices et quelques grandes notions du calcul fractionnaire au sens de Ca-
puto ainsi que de l’analyse fractionnaire qui feront l’objectif de développemnt des cha-
pitres futurs .

Le chapitre 2 nous plonge dans le vif du sujet. nous avons étudié la stabilité et la positi-
vité des systèmes à dérivée d’ordre entière. Nous nous sommes intéressé à la stabilité des
systèmes singuliers standard, les conditions de stabilité sont obtenues grâce à L’approche
proposée — via les ’LMIs — nous avons illustré le résultat par un exemple numérique.

Enfin, le troisième chapitre du mémoire est dédié à la stabilité des systèmes singuliers
standard et fractionnaires où nous avons conclu que pour le cas particulier des systèmes
linéaires positifs, le système fractionnaire (0 < α < 1) est asymptotiquement stable si et
seulement si le système standard (α = 1) est asymptotiquement stable.

Perspectives Ce travail ouvre la voie à d’autres développements sur les systèmes non li-
néaires standard et fractionnaires qui restent ouverts. Cependant, des extensions peuvent
être apportées à notre travail. Nous pouvons notamment proposer les perspectives sui-
vantes :

• la recherche de nouvelles fonctions de Lyapunov adaptées aux systèmes non li-
néaires fractionnaires

• l’extension des considérations aux systèmes standards et fractionaires singuliers li-

32



neares et non linéaires à temps discret.

Enfin, il serait intéressant de valider les résultats présentés dans ce mémoire sur des pro-
cessus réels.
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