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deste travail.

J’exprime également toute ma profonde gratitude à Monsieur ANDASMAS MAAMAR
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1 Résumé

Dans le présent, nous étudions certains types de surfaces minimales de translation pa-
ramétrisées par X(x, y) = α(x) ∗ β(y) ou X(x, y) = β(y) ∗ α(x), obtenues comme produit de
deux courbes α et β lisses, qui ne sont pas orthogonales , où ∗ désigne l’opération interne dans
le groupe Lorentz-Heisenberg H3 muni d’une métrique plate

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 − [(1− x)dy − dz]2.
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2 Introduction

L’objet de ce travail est la classification des surfaces minimales de translation dans le groupe
de Lorentz-Heisenberg muni d’une métrique plate (i.e de tenseur de courbure nulle).

Dans [11] S.Rahmani a classifié les métriques de Lorentz sur les groupes de Lie unimodu-
laires, de dimension trois.

Dans [8] R.López et M.I.Munteanu donnent une classification de toutes les surfaces mini-
males de translation dans l’espace Sol3.

Dans [7] J.Inoguchi, R.López et M.I.Munteanu ont définié six types des surfaces de transla-
tion dans le groupe de Heisenberg Nil3 de dimention 3 obtenu sous la forme de deux courbes
situées dans des planes qui ne sont pas orthogonales et ils ont étudié la condition de minimalité
pour chaque type.

Dans [17], D.W.Yoon, C.W.Lee et M.K.Karacan ont étudié les surfaces minimales de trans-
lation dans l’espace de Heisenberg H3 de dimention 3 muni d’une métrique Riemannienne.

Dans [9] et [10], ils ont montrer que modulo d’un automorphisme de l’algèbre de Lie du
groupe de Heisenberg existent trois classes de métriques lorentziennes invariantes sur le groupe
de Heisenberg dont l’un est plate.

M.Bekkar et Z.Hanifi ont montré dans leur document [1] que les surfaces planes, hélicoidales,
paraboloides, hyperboliques et certaines surfaces de translation sont définies par des intégrales
elliptiques vérifiant l’équation des surfaces minimales dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3

doté d’une métrique lorentzienne invariante à gauche g3 qui est donnée par :

g3 = dx2 + dy2 − (dz + ξ(ydx− xdy))2.

Dans notre travail précédent [3] nous avons classé trois types de surfaces minimales de trans-
lation dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3 de dimension 3 doté d’une métrique lorentzienne
g3 invariante à gauche donné ci-dessus. Notre but dans ce travail est de classifier certains types
de surfaces minimales de translation de H3 dotées d’une métrique de Lorentz flat invariante à
gauche g3.

Ce mémoire se compose d’une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre est réservé aux rappelles et définitions des outiles mathématiques de
géomètrie euclidienne, Riemannienne et semi-Riemannienne. On rappelle la définition d’une
variété topologique, variété différentielle, l’espace tangent, variété Riemannienne, métrique
Riemannienne, variété pseudo-Riemannienne et métrique pseudo-Riemannienne. On donne la
définition de la connexion linéaire, connexion de Levi-Civita, symboles de Christoffel (la for-
mule de Koszul), et la courbure (tenseur de courbure, courbure sectionnelle, courbure de Ricci
et la courbure scalaire). On rappelle la définition de la première et la deuxième forme fonda-
mentale, la courbure moyenne et la courbure de Gauss.

Le deuxième chapitre est entièrement consacré à l’espace de Lorentz-Heisenberg, on com-
mence d’abord par la métrique de Lorentz-Heisenberg muni d’une métrique plate. On donne la
base orthonormé de H3 et on calcule les crochets de Lie. On cacule la connexion linéaire et la
connexion de Levi-Civita, le tenseur de Ricci, la courbure de Ricci et la courbure scalaire. On
cherche l’équation des surfaces minimales telles que, on calcule les coefficients de la première et
deuxiéme formes fondamentales puis on remplace dans la relation de la courbure moyenne qui
l’on pose égale à zéro on obtient à la fin l’équation des surfaces minimales.

Le derniér chapitre contient et concerne les surfaces minimales de translation dans l’espace
de Lorentz-Heisenberg.
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L’espace de Lorentz-Heisenberg H3 peut être vu comme l’espace R3 doué avec une métrique
plate Lotrentzienne invariante à gauche g3 est donnée par :

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 − [(1− x)dy − dz]2

= (dx, dy, dz)(gij)

 dx
dy
dz


où (dx, dy, dz) est un champ de vecteurs et (gij)1≤i,j≤3 est la matrice donnée par :

(gij) =

 1 0 0
0 2x− 1 1
0 1 0


Nous rappelons que le produit de H3 est donné par :

(x, y, z) ∗ (x, y, z) = (x+ x, y + y, z + z − xy + xy).

Où ∗ désigne l’opération de groupe dans le groupe Lorentz-Heisenberg H3.
H3 est un groupe de Lie tridimensionnel, connecté et simplement connecté.
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3 Chapitre 1 : Préliminaires

3.1 Variétés topologiques :

Définition 3.1. On dit que Ω est un espace topologique séparé si et seulement si :
∀(x; y) ∈ Ω2 : ∃vx et vy voisinage de x et y (respectivement) tels que : vx ∩ vy = ø.

Définition 3.2. Une variété topologique M de dimension n est un espace topologique séparé
non vide et à chaque point x ∈M admet un voisinage homéomorphe à un ouvert de Rn.

Exemple 3.1. R est une variété topologique car R est séparé.

Exemple 3.2. 1. Rn est une variété topologique de dimension n.

2. La sphère Sn =

{
(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1,

n+1∑
i=1

xi
2 = 1

}
est une variété topologique de di-

mension n muni de la topologie induite par celle de Rn.

Les ouverts sont : Ui = {(x1, ..., xn) ∈ Rn, xi > 0} et Uj = {(x1, ..., xn) ∈ Rn, xj < 0}.
Les applications sont :

ϕi : Ui → Rn

x 7→ (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn)

Les ϕi sont des homéomorphismes car pour tout point (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) ∈ ϕi(Ui)

il ne corréspond qu’un seul point xi =

√
1−

∑
i 6=j

xj
2.

ϕ−1i est continue ; ϕi(Ui) est un ouvert de Rn+1.

ϕj ◦ ϕ−1i : (x1, ..., x̂i, ..., xn+1)→ (x1, ...,

√
1−

∑
i 6=j

xj
2, ..., x̂j, ..., xn+1).

3.1.1 Carte :

Définition 3.3. Soit M une variété topologique, et U ⊂ M . On dit que le couple (U,ϕ) est
une carte si et seulement si :

1. U ouvert de M .

2. ϕ(U) est un ouvert de Rn.

3. ϕ : U → ϕ(U) est une application homéomorphisme.

Exemple 3.3. (Rn, IdRn).

Définition 3.4. Soit M un espace topologique, et U un ouvert de M . Une application

ϕ : U → ϕ(U)

est homéomorphisme si ϕ est bijective, continue et l’application

ϕ−1 : ϕ(U)→ U

est continue.
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3.1.2 Atlas :

Définition 3.5. Un atlas sur M est un ensemble des cartes {(Ui, ϕi)} telle que :
⋃
i∈I

Ui = M

et les cartes sont compatibles deux à deux.

Définition 3.6. ( Deux cartes compatibles)
Soit M une variété topologique et soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes de M . On dit que les

deux cartes sont compatibles si et seulement si :

1. U ∩ V = ∅ ou bien

2. ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ U ∩ V → ψ(U ∩ V ) est un difféomorphisme.

Définition 3.7. Un difféomorphisme est une application bijective de classe Ck et dont l’inverse
de classe Ck(k ≥ 1).

Exemple 3.4. Soit la sphère S2 = {(x; y; z) ∈ R3/x2 + y2 + z2 = 1} ,
U1 = S2 − {(0, 0, 1)}, U2 = S2 − {(0, 0,−1)} et on définit les homéomorphismes ϕ1 et ϕ2

comme :

ϕ1 : U1 → R2

(x, y, z)→ ϕ1(x, y, z) = (
x

1− z
,

y

1− z
)

et

ϕ2 : U2 → R2

(x, y, z)→ ϕ2(x, y, z) = (
x

1 + z
,

y

1 + z
)

donc A = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} est un atlas différentielle .

3.2 Variété Différentielle :

Définition 3.8. Soit M une variété topologique et A un atlas sur M , on dit que le couple
(M,A) est une variété différentielle.

Exemple 3.5. Soit la sphère S2 = {(x; y; z) ∈ R3/x2 + y2 + z2 = 1}
et dans l’exemple 3.4 on a :
A = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} est un atlas différentielle de la sphère.
alors (S2;A) est une variété différentielle de dimension 2.

3.2.1 Espace Tangent

Soit M une variété différentielle de classe C∞.

Définition 3.9. On définit une courbe différentielle sur M de classe C∞ comme une application

γ :]− ε, ε[⊂ R→M

est de classe C∞.

Définition 3.10. On appelle vecteur tangent à γ en m si γ :]− ε, ε[⊂ R→ M une courbe sur
M tel que γ(0) = m et la fonction γ′(0) : D ⊂ F(m)→ R définit par

γ′(0)(f) =
d(f ◦ γ)

dt
/t=0

où F(m) = {f : vm → Rn, f ∈ C∞} l’algébre des fonctions différentiables sur le voisinage
vm d’un point m.
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Définition 3.11. Sur les courbes différentielles γ :] − ε, ε[⊂ R → M , on définit une relation
d’équivalence

γ1 ∼ γ2 ⇐⇒ γ′1(0)(f) = γ′2(0)(f) pour tout f de D ⊂ F .

Cette relation signifié qu’on considére deux courbes γ1 et γ2 comme équivalentes si elles ont
le même vecteur tangent en 0 dans Rn, sur n’importe quelle carte locale.

Définition 3.12. L’ensemble des vecteurs tangents à M en m forme un sous-espace vectoriel
de dimension n de Rn+k, notée TmM l’espace tangent de M au point m.

Exemple 3.6. Soit M = {(x, y, z) ∈ R3/z − x2 − y2 = 0R3} = f−1(0R) telle que :

f : R3 → R

(x, y, z)→ z − x2 − y2

M est une sous-variété de R3 de dimension 2 car : ∀(x, y, z) ∈ R3 : la matrice Jacobienne
de f notée : MJacf = (−2x;−2y; 1) 6= 0R3 et f est un submersion car rang de f égale à 1.

l’espace tangent TmM est :
TmM = ker dfm

= {(h1, h2, h3) ∈ R3/dfm

 h1
h2
h3

 = 0}

= {(h1, h2, h3) ∈ R3/− 2xh1 − 2yh2 + h3 = 0}
= {(h1, h2, h3) ∈ R3/h3 = 2xh1 + 2yh2}
= {h1(1; 0; 2x) + h2(0; 1; 2y)/h1, h2 ∈ R}

avec dimension de TmM est égale à 2.

3.2.2 Champ de vecteurs :

Définition 3.13. Un champ de vecteurs sur M est une application X

X : M → TM

de classe C∞, tel que X(m) ∈ TmM.

Exemple 3.7. M = R3, et X = x ∂
∂x

+ (y2 − 1) ∂
∂y

+ ∂
∂z

X est un champ de vecteurs de R3.

Définition 3.14. On définit la somme de deux champs de vecteurs comme étant le champ de
vecteurs

(X + Y )(m) = X(m) + Y (m).

Et la multiplication par une fonction f : M → R comme

(f.X)(m) = f(m)X(m).

Définition 3.15. (Crochet de Lie)
Soient X, Y deux champs de vecteurs (différentielles) sur M , et soit f : M → R une

fonction différentiable. On définit le crochet [X, Y ] (appelé Crochet de Lie noté LXY ) par la
relation suivante :

[X, Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf)

Remarquons que [X, Y ] est aussi un champ de vecteurs sur M (aussi appelé dérivée de Lie
LXY de Y dans la direction de X).
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En terme de coordonnées locales
X =

n∑
i=1

X i ∂

∂xi

Y =
n∑
i=1

Y j ∂

∂xj

Définition 3.16. (Groupe de Lie)
Un groupe de lie G est une variété différentielle au même temp est un groupe telle que les

applications :

G×G −→ G

(x, y) −→ xy

et
G −→ G

x −→ x−1

sont différentiables.

Exemple 3.8. G = M(n,R) l’ensemble des matrices carrées réelles est un groupe de Lie de
dimension n2.

Exemple 3.9. Les groupes matricielles réels :

Groupe linéaire réel :
GL(n,R) = {M ∈M(n,R)/ detM 6= 0} est un groupe de Lie de dimension n2.
Groupe spécial linéaire :
SL(n,R) = {M ∈ GL(n,R)/ detM = 1} est un groupe de Lie de dimension n2 − 1.

3.3 Variété Riemannienne

3.3.1 Métrique Riemannienne

Soit M une variété différentielle, TmM l’espace tangent de M en m.

Définition 3.17. Une métrique Riemannienne dans TmM est un produit scalaire qui est une
forme bilinéaire symétrique définie positive, on note g ou gm telle que :

g : TmM × TmM → C∞(M)

(X, Y )→ g(X, Y )

C∞ : L’ensemble des applications définies sur M et à valeur dans R de classe C∞.

Définition 3.18. On appelle Variété Riemannienne toute variété différentielle muni d’une
métrique Riemannienne, noté (M, g).

Exemple 3.10. (R3, g) est une variété Riemannienne.
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Exemple 3.11. M = R3, g0 : la métrique euclidienne (définie sur R3)

g0 = dx21 + dx22 + dx23

= (dx1, dx2, dx3)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 dx1
dx2
dx3


g = g0 =

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Soit M une variété différentielle et m ∈ M, g est la métrique définie sur TmM . ∀m ∈ M ,

on dit que (M, g) est une Variété Riemannienne.

3.3.2 La connexion linéaire

Soit (M, g) une variété Riemannienne et χ(M) : l’ensemble des champs de vecteurs sur M .

Définition 3.19. Soit M une variété différentielle et ∇ une application telle que :

∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

(X, Y )→ ∇XY,

On dit que ∇ est une connexion si elle vérifie les conditions suivantes :

1. ∇ est R-bilinéaire.

2. pour tout f ∈ C∞(M,R) on a ∇fXY = f∇XY et ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y .

Expression en coordonnés locales : X =
n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
, Y =

n∑
j=1

Yj
∂

∂xj

∇XY =
n∑
i=1

[
n∑
j=1

Xj
∂Yi
∂xj

+
∑
j,k

ΓijkYkXj

]
∂

∂xi

où Γijk est la i-éme composante de ∇ ∂
∂xi

∂

∂xk
.

3.3.3 La connexion de Levi-Civita :

Définition 3.20. Il existe une seule application ∇ telle que :

∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

(X, Y )→ ∇XY,

vérifiant :

1. ∇XY −∇YX = [X, Y ]

2. Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) tels que X, Y et Z ∈ χ(M)
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3.3.4 Symboles de Christoffel d’une variété Riemannienne :

La formule de Koszul :

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z)+Y g(X,Z)−Zg(X, Y )+g([X, Y ], Z)+g([X,Z], Y )−g([Y, Z], X) (1)

tel que : X, Y, Z ∈ χ(M),
On utilisant la formule (1) pour : X = ∂

∂xj
, Y = ∂

∂xi
, Z = ∂

∂xl

on obtient :

2g

(
∇ ∂

∂xj

∂
∂xi
, ∂
∂xl

)
= ∂gil

∂xj
+

∂gjl
∂xi
− ∂gij

∂xl

⇔ 2g

(
n∑
l=1

Γkij
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
= ∂gil

∂xj
+

∂gjl
∂xi
− ∂gij

∂xl

⇔ 2
n∑
l=1

Γkijg

(
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
= ∂gil

∂xj
+

∂gjl
∂xi
− ∂gij

∂xl

⇔ Γkij = 1
2

n∑
l=1

gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

)
.

Définition 3.21. On définit sur (M, g) les symboles de Christoffel Γkij par :

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

)
Exemple 3.12. Dans la carte (R3, IdR3) on a

gij = δij =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


les symboles de Christoffel Γkij = 0 pour tout (i, j, k).

3.3.5 Géodésiques :

Les géodésiques sont des courbes particulières dans un espace Riemannien qui réalisent le
minimum de distance entre deux points.

Définition 3.22. Soit (M, g) une variété Riemannienne muni d’une connexion
de Levi-Civita ∇.
Soit C : I ⊂ R → M une courbe de classe C∞, alors on dit que la courbe C est une

géodésique si et seulement si elle vérifiant ∇C′C ′ = 0, où C ′ est le vecteur dérivé de la courbe
C.

Écrire en coordonnées locales C(t) = (x1(t), ..., xn(t)), les geodésiques C(t) se lisent comme
les solutions de l’équation différentielle suivante :

d2xk
dt2

+
n∑

i,j=1

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0.
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3.4 La courbure :

3.4.1 Tenseur de courbure :

Définition 3.23. Le tenseur de courbure de (M, g) est noté R et donnée par :

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )W,Z)

tel que :
R(X, Y )W = [∇X ,∇Y ]W −∇[X,Y ]W

= ∇X∇YW −∇Y∇XW −∇[X,Y ]W

3.4.2 La torsion :

T : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

(X, Y )→ T (X, Y )

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].
Si ∇ est la connexion du Levi-Civita, Alors T = 0 ( torsion libre ).

3.4.3 La courbure sectionnelle :

Définition 3.24. On définit sur (M, g) la fonction K biquadratique de courbure comme suit :

K(X, Y ) = R(X, Y,X, Y )
= g(R(X, Y )Y,X)

pour tout (X, Y ) ∈ χ(M)× χ(M).
Si {X, Y } est une base orthonormée d’un plan P , on définit alors sa courbure sectionnelle

par :
K(P ) = K(X, Y )

Si {X, Y } n’est pas orthonormée, alors :

K(X, Y ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y )
.

3.4.4 La courbure de Ricci :

Définition 3.25. C’est un 2-tenseur symétrique en point m, on note :Ric(X;Y ) : la trace de
l’endomorphisme

TmM → TmM

V → Ric(V ;X)Y

Si {ei} est une base orthonormée de TmM alors :

Ricm(X;Y ) =
n∑
i=1

R(X; ei;Y ; ei) =
n∑
i=1

g(R(X; ei)ei;Y )

Si {ei} est une base n’est pas orthonormée alors :

Ric(X, Y ) = Rij =
n∑

m=1

Rm
mij.

telque : Rm
mij sont des tenseurs.
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3.4.5 La courbure scalaire :

Définition 3.26. C’est une fonction M → R noté k tel que k(m) est la trace de l’endomor-
phisme symétrique associée à Ricm.

k(m) =
n∑

i,j=1

R(ei; ej; ei; ej)

=
n∑

i,j=1

g(R(ei; ej)ej; ei)

=
n∑

i,j=1

K(ei; ej)

= 2Trace(l).

Exemple 3.13. Soit (R3(x, y, z); g) l’espace noté l’espace symétrique généralisé de dimension
3 tel que :

g = ε(e2zdx2 + e−2zdy2) + µdz2.

où ε = ±1 et µ 6= 0

1. Déterminer la connexion de Levi-Civita.

2. Déterminer les R(∂i, ∂j)∂k.

3. Déterminer les courbures sectionnelles : K(∂1, ∂2), K(∂1, ∂3), K(∂2, ∂3).

4. Déterminer la courbure de Ricci et la courbure scalaire.

Solution
1. Déterminons la connexion de Levi-Civita (en utilisant la formule de Koszul (1)) :

on a :

g =

 εe2z 0 0
0 εe−2z 0
0 0 µ


X =

∂

∂x
= ∂1; Y =

∂

∂y
= ∂2; Z =

∂

∂z
= ∂3.

2g(∇∂1∂1, ∂1) = 0
2g(∇∂1∂1, ∂2) = 0
2g(∇∂1∂1, ∂3) = −2εe2z = g(f∂3, ∂3) = fg(∂3, ∂3) = µf

⇒ ∇∂1∂1 = − ε
µ
e2z∂3


2g(∇∂1∂2, ∂1) = 0
2g(∇∂1∂2, ∂2) = 0
2g(∇∂1∂2, ∂3) = 0

⇒ ∇∂1∂2 = 0


2g(∇∂1∂3, ∂1) = 2εe2z

2g(∇∂1∂3, ∂2) = 0
2g(∇∂1∂3, ∂3) = 0

⇒ ∇∂1∂3 = ∂1


2g(∇∂2∂1, ∂1) = 0
2g(∇∂2∂1, ∂2) = 0
2g(∇∂2∂1, ∂3) = 0

⇒ ∇∂2∂1 = 0


2g(∇∂2∂2, ∂1) = 0
2g(∇∂2∂2, ∂2) = 0
2g(∇∂2∂2, ∂3) = 2εe−2z

⇒ ∇∂2∂2 =
ε

µ
e−2z∂3
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2g(∇∂2∂3, ∂1) = 0
2g(∇∂2∂3, ∂2) = 2εe−2z

2g(∇∂2∂3, ∂3) = 0
⇒ ∇∂2∂3 = −∂2


2g(∇∂3∂1, ∂1) = 0
2g(∇∂3∂1, ∂2) = 0
2g(∇∂3∂1, ∂3) = 0

⇒ ∇∂3∂1 = 0

∇∂3∂2 = 0,∇∂3∂3 = 0.

2. Déterminons les R(∂i, ∂j)∂k :

R(∂1, ∂1)∂1 = 0, R(∂1, ∂2)∂1 = − ε
µ
e2z∂2,

R(∂1, ∂2)∂2 = ∇∂1∇∂2∂2 −∇∂2∇∂1∂2 =
ε

µ
e−2z∇∂1∂2 =

ε

µ
e−2z∂1,

R(∂1, ∂2)∂3 = ∇∂1∇∂2∂3 −∇∂2∇∂1∂3 = 0,

R(∂1, ∂3)∂1 = ∇∂1∇∂3∂1−∇∂3∇∂1∂1 = − ε
µ
e2z∂3+

ε

µ
∇∂3e

2z∂3 = − ε
µ
e2z∂3+

2ε

µ
e2z∂3 =

ε

µ
e2z∂3 = R3

131,

R(∂1, ∂3)∂2 = ∇∂1∇∂3∂2 −∇∂3∇∂1∂2 = 0,

R(∂1, ∂3)∂3 = ∇∂1∇∂3∂3 −∇∂3∇∂1∂3 = −∂1 = R1
133∂1,

R(∂2, ∂3)∂1 = ∇∂2∇∂3∂1 −∇∂3∇∂2∂1 = 0,

R(∂2, ∂3)∂2 = ∇∂2∇∂3∂2 −∇∂3∇∂2∂2 =
ε

µ
e−2z∂3 = R3

232∂3,

R(∂2, ∂3)∂3 = ∇∂2∇∂3∂3 −∇∂3∇∂2∂3 = −∂2 = R2
233.

3. Déterminons les courbures sectionnelles :

K(∂1, ∂2) =
g(R(∂1, ∂2)∂2, ∂1)

g(∂1, ∂1)g(∂2, ∂2)− g2(∂1, ∂2)

= − 1

µ
,

K(∂1, ∂3) =
g(R(∂1, ∂3)∂3, ∂1)

g(∂1, ∂1)g(∂3, ∂3)− g2(∂1, ∂3)

= − 1

µ
,

K(∂2, ∂3) =
1

µ
.
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4. Déterminons la courbure de Ricci :

Rij =
3∑

m=1

Rm
mij

R11 =
3∑

m=1

Rm
m11 = R1

111 +R2
211 +R3

311 = −R2
131 −R3

131 = 0

R12 =
3∑

m=1

Rm
m12 = R1

112 +R2
212 +R3

312 = −R2
122 −R2

132 = 0

R13 =
3∑

m=1

Rm
m13 = R1

113 +R2
213 +R3

313 = −R3
133 = 0

R21 = R1
121 +R2

221 +R3
321 = 0

R22 = R1
122 +R2

222 +R3
322 = 0

R23 = R1
123 +R2

223 +R3
323 = 0

R33 = R1
133 +R2

233 +R3
333 = −2.

5. Déterminons la courbure scalaire :

k =
∑
gijRij = g33R33 = −2

µ
.

Exemple 3.14. Soit H3 l’espace de Heisenberg muni de la métrique :

ds2 = dx2 + dy2 + (
y

2
dx− x

2
dy + dz)2.

et muni de sa base orthonormé : e1 = ∂
∂x
− y

2
∂
∂z
, e2 = ∂

∂y
+ x

2
∂
∂z
, e3 = ∂

∂z
.

1. Calculons les crochet [ei, ej] tel que [ei, ej] = eiej − ejei.
on a [ei, ej] = 0 sauf [e1, e2] = −[e2, e1] = e3.

2. Déterminons (gij) et (gij) :

ds2 = dx2 + dy2 + (y
2
dx− x

2
dy + dz)2

= (dx, dy, dz)

 1 + y2

4
−xy

4
y
2

−xy
4

1 + x2

4
−x

2
y
2
−x

2
1

 dx
dy
dz


Alors

(gij) =

 1 + y2

4
−xy

4
y
2

−xy
4

1 + x2

4
−x

2
y
2
−x

2
1

 .

et (gij) =

 1 0 −y
2

0 1 −x
2

−y
2
−x

2
1

 .
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3. Calculons les Γkij telque :

Γkij = 1
2

3∑
l=1

gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

)
.

Γ1
11 = Γ1

13 = Γ1
31 = Γ1

33 = 0,Γ1
12 = Γ1

21 = y
4
,Γ1

22 = −x,Γ1
23 = Γ1

32 = 1
2

Γ2
11 = −y

2
,Γ2

12 = Γ2
21 = y

4
,Γ2

13 = Γ2
31 = −1

2
,Γ2

22 = 0,Γ2
23 = Γ2

32 = 0,Γ2
33 = 0.

4. Calculons les ∇eiej tel que :∇eiej =
∑n

k=1 Γkijek.

∇e1e1 = ∇e2e2 = ∇e3e3 = 0,∇e1e2 = ∇e2e1 = −1
2
e3,

∇e1e3 = ∇e3e1 = −1
2
e2,∇e2e3 = ∇e3e2 = 1

2
e1.

5. Calculons les courbures sectionnelles K telque :

K(u, v) = R(u; v, u, v) = 〈R(u, v)v, u〉 = g(R(u, v)v, u).

Pour calculer les courbures sectionnelles il faut calculer premièrement les tenseures R tel
que :

R(X, Y )W = ∇X∇YW −∇Y∇XW −∇[X,Y ]W.

R(e1, e1)e1 = 0.

R(e1, e2)e2 = ∇e1∇e2e2 −∇e2∇e1e2 −∇[e1,e2]e2 = −3
4
e1

R(e1, e3)e3 = ∇e1∇e3e3 −∇e3∇e1e3 −∇[e1,e3]e3 = −1
4
e1

R(e2, e3)e3 = ∇e3∇e2e2 −∇e2∇e3e2 −∇[e3,e2]e2 = 1
4
e2.

Puis on calcule les courbures sectionnelles K :

K(e1, e2) = g(R(e1, e2)e2, e1) = g(−3
4
e1, e1) = −3

4
,

K(e1, e3) = g(R(e1, e3)e3, e1) = g(−1
4
e1, e1) = −1

4
,

K(e2, e3) = g(R(e2, e3)e3, e2) = g(1
4
e2, e2) = 1

4
.

6. Calculons les courbures de Ricci Ric tel que :

Ric(ei, ej) = Rij =
n∑
i=1

g(R(ei, ek)ek, ej)

Ric(e1, e1) = R11

= g(R(e1, e1)e1, e1) + g(R(e1, e2)e2, e1) + g(R(e1, e3)e3, e1)
= K(e1, e2) +K(e1, e3) = −3

4
− 1

4
= −1

Ric(e1, e2) = R12 = g(R(e1, e1)e1, e2) + g(R(e1, e2)e2, e2) + g(R(e1, e3)e3, e2) = −3
4

Ric(e2, e2) = R22 = g(R(e2, e1)e1, e2) + g(R(e2, e2)e2, e2) + g(R(e2, e3)e3, e2) = −1
2

Ric(e1, e3) = R13 = g(R(e1, e1)e1, e3) + g(R(e1, e2)e2, e3) + g(R(e1, e3)e3, e3) = −1
4

Ric(e2, e3) = R23 = g(R(e2, e1)e1, e3) + g(R(e2, e2)e2, e3) + g(R(e2, e3)e3, e3) = 0

Ric(e3, e3) = R33 = g(R(e3, e1)e1, e3) + g(R(e3, e2)e2, e3) + g(R(e3, e3)e3, e3) = −1
4
.

7. Calculons la courbure scalaire k :

k(m) =
∑
i,j

R(ei, ej, ei, ej) =
∑
i,j

K(ei, ej) = 2Trace(p) =
∑
i,j

Rij

= K(e1, e2) +K(e2, e3) +K(e1, e3) = −3

4
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3.5 Première et deuxième formes fondamentales

Définition 3.27. On appelle première forme fondamentale de la surface Σ paramétrisé
par

f : U ⊂ R2 → R3

(u, v)→ f(u, v)

la forme quadratique induite par Σ2 sur Σ qu’on note I et qui s’écrit par la matrice symétrique
définie positive suivante :

(gij) =

(
E F
F G

)
=

(
I(∂uf, ∂uf) I(∂uf, ∂vf)
I(∂vf, ∂uf) I(∂vf, ∂vf)

)
=

 〈∂f∂u, ∂f∂u〉 〈∂f∂u, ∂f∂v 〉
〈∂f
∂v
,
∂f

∂u
〉 〈∂f

∂v
,
∂f

∂v
〉


où les quantités E,F et G sont appelées les coefficients de la première forme fondamentale.
On peut écrire la première forme fondamentale sous la forme quadratique comme suit :

I(du, dv) = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

La matrice (gij) est appelée aussi le tenseur de mesure.

Définition 3.28. On appelle deuxième forme fondamentale la forme quadratique II qui s’écrit :

II(du, dv) = ldu2 + 2mdudv + ndv2

où l,m et n sont appelés les coefficients de la deuxième forme fondamentale, et sont exprimés
par 

l =
∂2f

∂u2
N

m =
∂2f

∂u∂v
N

n =
∂2f

∂v2
N.

tel que N : le vecteur normal unitaire qui donné par :

N =

(
∂f
∂u

∧ ∂f
∂v

)
‖∂f
∂u

∧ ∂f
∂v
‖

3.5.1 La courbure moyenne :

Définition 3.29. On appelle courbure moyenne : la moyenne entre les courbures principales
noté H, tel que :

H =
1

2
(k1 + k2) =

EN +GL− 2FM

2(EG− F 2)

Si H = 0, on dit que la surface est minimale.

3.5.2 La courbure de Gauss :

Définition 3.30. On appelle courbure de Gauss le produit des courbures principales noté KG,
tel que :

KG = k1k2 =
LN −M2

EG− F 2

=
det(II)

det(I)
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3.6 Variété Semi-Riemannienne

3.6.1 Rappels sur les formes bilinéaires symétriques

Soit E est un espace vectoriel de dimension finie sur R.

Définition 3.31. Une forme bilinéaire sur K-espace vectoriel E est une application

g : E × E → K, linéaire par rapport à chaque argument, c’est-à-dire :

1. g(λx, y) = g(x, λy) = λg(x, y),∀x, y ∈ E et ∀λ ∈ K.
2. g(x+ y, z) = g(x, z) + g(y, z) et g(x, y + z) = g(x, y) + g(x, z),∀x, y, z ∈ E.

Définition 3.32. On dit qu’une forme bilinéaire g est symétrique si g(x, y) = g(y, x).

Si E est de dimension finie n, et si {e1, ..., en} est une base de E.
Désignons les composantes des vecteurs x et y dans cette base respectivement par (x1, ..., xn)

et (y1, ..., yn), alors d’aprés la définition

g(x, y) = g

(
n∑
i=1

xiei,
n∑
j=1

yjej

)
=

n∑
i=1

xig

(
ei,

n∑
j=1

yjej

)

=
n∑
i=1

xi

(
n∑
j=1

yjg(ei, ej)

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

bijxiyj

où on a posé g(ei, ej) = bij.
On appelle la matrice carrée A = (bij) d’ordre n la matrice de la forme bilinéaire g dans la

base {e1, ..., en}. A l’aide de cette matrice, on peut écrire aussi

g(x, y) = tXAY, X =


x1
.
.
.
xn

 et Y =


y1
.
.
.
yn


-Une forme bilinéaire symétrique g : E × E → R est dite non-dégénérée si :

g(v, w) = 0,∀w ∈ E =⇒ v = 0.

-Une forme bilinéaire symétrique g sur E×E est non-dégénérée si et seulement si sa matrice
(gij) dans une base {ei} de E est inversible, où gij = g(ei, ej).

-Soit F un sous-espace vectoriel de E, l’orthogonal de F pour g est le sous-espace de E
défini par F⊥ = {v ∈ E | g(v, w) = 0,∀w ∈ F}. Ainsi, une forme bilinéaire symétrique g sur
E × E est donc non-dégénérée si et seulement si l’orthogonal de E est {0}.

Un sous-espace F de E s’appelle non-dégénéré si g | F est non-dégénérée, où :

g | F : F × F → R, g |F (x, y) = g(x, y).

Définition 3.33. Soit E un K-espace vectoriel, on appelle forme quadratique sur E, toute
application Q : E → K vérifiant les deux conditions suivantes :

* ∀x ∈ E,∀λ ∈ K : Q(λx) = λ2Q(x).
*L’application (x, y)→ g(x, y) = 1

2
(Q(x+ y)−Q(y)) est bilinéaire sur E

(nécessairement symétrique).
De plus, on a g(x, x) = Q(x).
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Définition 3.34. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire g : E×E → R, symétrique
et non-dégénérée.

Définition 3.35. Étant donné un produit scalaire g sur E, on définit la norme de v ∈ E par
rapport à g de la manière suivante ||v|| =

√
|g(v, v)|.

Proposition 3.1. Soit g un produit scalaire sur E. Alors E admet une base orthonormée {ei},
telle que g(ei, ej) = δijξj et ξj = g(ej, ej) = ±1. De plus,

v =
∑
i

ξig(v, ei)ei,∀v ∈ E

Le nombre de signes négatifs dans {ei} est appelé l’indice de E, et noté IndE.

3.6.2 Métriques Semi-Riemanniennes

Soit M une variété différentielle de dimension n.

Définition 3.36. Un tenseur métrique ou métrique semi-Riemannienne sur M , est une famille
des applications gx : TxM × TxM → R(x ∈M), telle que :

1. Pour tout x ∈M, gx est une forme bilinéaire symétrique et non-dégénérée.

2. Si X, Y ∈ Γ(TM), la fonction g(X, Y )(x) = gx(Xx, Yx) est différentiable.

3. L’indice de g est constant, et noté IndM , c’est-à-dire :

∃p ∈ N,∀x ∈M, Ind(TxM) = p(par rapport à gx).

Définition 3.37. Une variété Semi-Riemannienne est un couple (M, g), où M est une
variété différentielle de dimension n, et g est un tenseur métrique sur M .

Remarque 1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :
•0 ≤ IndM ≤ dimM ,

• Si IndM = 0, (M, g) est dite variété Riemannienne,
• Si p = 1 et dimM ≥ 2, (M, g) est dite variété de Lorentz ou variété Lorentzienne.

Exemple 3.15. L’espace Euclidien Rn muni de la métrique :

g = −dx21 − dx22 − ...− dx2p + dx2p+1 + ...+ dx2n.

noté Rn
p , est une variété semi-Riemannienne, et IndRn

p = p. Soit ξi = g(∂i, ∂i), alors :

ξi =

{
−1 si i = 1, ..., p
+1 si i = p+ 1, ..., n

Pour n ≥ 2, l’espace Rn
1 est appelé espace de Minkowski, et

Les composantes de la métrique g est données par gij = δijξj, c’est-à-dire :

g =
n∑

i,j=1

δijξidxi ⊗ dxj.

Exemple 3.16. 1. L’espace Résoluble de dimension trois muni d’une métrique Lorentzienne :

ds2 = e2zdx2 − e−2zdy2 + dz2.

2. L’espace symétrique généralisé de dimension 4 :

g = µ(dx2 + dy2 + dxdy) + e−y(2dx+ dy)dv + e−x(dx+ 2dy)du, µ ∈ R.

C’est une métrique semi-Riemannienne de signature (2; 2).
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4 Chapitre 2 : L’espace de Lorentz-Heisenberg

Soit H3 le groupe de Lorentz-Heisenberg doté d’une métrique lorentzienne invariante à
gauche est donnée par :

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 − [(1− x)dy − dz]2

= (dx, dy, dz)(gij)

 dx
dy
dz

 .

où (dx, dy, dz) est un champ de vecteurs et (gij)1≤i,j≤3 est la matrice donnée par

(gij) =

 1 0 0
0 2x− 1 1
0 1 0


Nous rappelons que le produit de H3 est donné par :

(x, y, z) ∗ (x, y, z) = (x+ x, y + y, z + z − xy + xy).

Où ∗ désigne l’opération de groupe dans le groupe Lorentz-Heisenberg H3.
H3 est un groupe de Lie tridimensionnel.
L’algèbre de Lie de H3 a une base pseudo-orthonormée B = {e1, e2, e3} telle que :

e1 =
∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
+ (1− x)

∂

∂z
, e3 =

∂

∂y
− x ∂

∂z
.

qui vérifient :
g3(e1, e1) = g3(e2, e2) = 1, g3(e3, e3) = −1.

Nous avons les crochets de Lie :

[e2; e3] = 0; [e3; e1] = [e2; e1] = e2 − e3

La connexion de Levi-Civita ∇ de g3 satisfait

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

3∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
.

Où (Γkij)1≤i,j≤3 sont les symboles de Christoffel de g3.
et est explicitement donné comme suit :

∇e1e1 = 0,∇e1e2 = 0,∇e1e3 = 0
∇e2e1 = e2 − e3,∇e2e2 = −e1,∇e2e3 = −e1
∇e3e1 = e2 − e3,∇e3e2 = e1,∇e3e3 = −e1.

Le tenseur de Ricci est défini par :

Ricc(X, Y ) =
3∑
i=1

εig3(R(X, ei)Y, ei).

Où X, Y sont deux champs de vecteurs sur H3, ε1 = ε2 = 1 et ε3 = −1.
Ainsi les composantes sont :

R11 = R33 =
1

2
, R22 = −1

2
, Rij = 0 pour tout i 6= j .
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Equation des surfaces minimales :
Soit Σ une surface dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3 qui est donnée comme un graphe

de la fonction z = f(x, y), il est paramétrisé par

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x, y, f(x, y))

Le vecteur de position X(x, y) de Σ est exprimé sous la forme d’un vecteur fonctionel évaluée
X(x, y) = (x, y, f(x, y)).

Les vecteurs tangents

Xx =
∂

∂x
+ fx

∂

∂z
et

Xy =
∂

∂y
+ fy

∂

∂z

sont décrits par {
Xx(x, y) = e1 + fxe2 − fxe3
Xy(x, y) = (fy + x)e2 + (1− fy − x)e3.

La première forme fondamentale I de la surface Σ est définie par :

I = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2

avec
E = g3(Xx, Xx) = 1

F = g3(Xx, Xy) = fx

G = g3(Xy, Xy) = 2(x+ fy)− 1.

La deuxième forme fondamentale II de la surface Σ est

II = ldx2 + 2mdxdy + ndy2

où l = g3(∇XxXx, N),m = g3(∇XxXy, N), n = g3(∇XyXy, N).
∇XxXx = fxx(x, y)e2 − fxx(x, y)e3
∇XxXy = [fxy(x, y) + 1]e2 − [fxy(x, y) + 1]e3
∇XyXy = −e1 + fyy(x, y)e2 − fyy(x, y)e3.

et N est le vecteur normal unitaire à Σ, il satisfait donc le système suivant :
g3(Xx, N) = 0
g3(Xy, N) = 0
g3(N,N) = 1

Donc

N =
−fxe1 + (1− fy − x)e2 + (fy + x)e3√

f 2
x + 1− 2(fy + x)

=
1

W
[−fxe1 + (1− fy − x)e2 + (fy + x)e3]

où W =
√
f 2
x + 1− 2(fy + x).

On a :
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l =
1

W
fxx,m =

1

W
(1 + fxy), n =

1

W
(fx + fyy)

Définition 4.1. Dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3 de dimension 3, les surfaces qui mi-
nimisent localement les aires sont appelées surfaces minimales.

Ces surfaces Σ satisfont à la condition H = 0, où H est le champ de vecteurs de courbure
moyenne donné par la formule :

H =
En + Gl− 2Fm

2(EG− F2)
(2)

Proposition 4.1. La surface Σ définie ci-dessus est une surface minimale dans l’espace de
Lorentz-Heisenberg H3 de dimension 3 si et seulement si sa courbure moyenne H satisfait à la
condition suivante :

H =
1

2W 3
[fyy + [−1 + 2(fy + x)]fxx − 2fxfxy − fx] = 0. (3)

Exemple 4.1. Il est clair que si f(x, y) = ay+ b ou f(x, y) = −1
2
xy+ cx+dy+ e avec a, b, c, d

et e sont des constantes réelles, alors la condition (3) est satisfait. Par conséquent les surfaces
paramétrisées par X(x, y) = (x, y, ay + b) et X(x, y) = (x, y,−1

2
xy + cx + dy + e) sont des

surfaces minimales dans l’espace H3.
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5 Chapitre 3 : Les surfaces minimales de translation

dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3

Maintenant, nous classons toutes les types de surfaces de translation dans l’espace de
Lorentz-Heisenberg H3 de dimension 3.

Obtenus comme produit de deux courbes génératrices non orthogonales.

Type 1 : Considérons d’abord une surface de translation Σ paramétrisé par :

X(x, y) = (x, 0, g(x)) ∗ (0, y, h(y)) = (x, y, g(x) + h(y)− xy)

Où g et h sont deux surfaces arbitraires. La condition de minimalité est donnée par le
paramètre d’équation (3) devient

h′′(y) + (−1 + 2h′(y))g′′(x) + (g′(x)− y) = 0 (4)

En prenant la dérivé par rapport à x de l’équation (4), on obtient :

(−1 + 2h′(y))g′′′(x) + g′′(x) = 0 (5)

Nous remarquons que si g est affine, satisfaire l’équation (4).
Pour résoudre l’équation (4), on distingue deux cas :

Première cas :

Si g′′(x) = 0, nous avons g(x) = ax+ x0 où a et x0 sont deux constantes réelles.

En remplaçant g dans l’équation (4), on obtient h(y) = 1
6
y3 − a

2
+ y1y + y0, y0, y1 ∈ R

Deuxième cas :

Si g′′(x) 6= 0, nous avons :

g′′′(x)

g′′(x)
=

1

1− 2h′(y)
= ξ, ξ ∈ R

et nous obtenons :

g(x) =
k

ξ2
eξx + c1x+ c2,

et

h(y) =
ξ − 1

2ξ
y + δ,

Où δ, c1, c2 ∈ R.

Théorème 5.1. Les surfaces minimales de translation Σ de type 1 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par : X(x, y) = (x, y, g(x) + h(y) − xy) où
g(x) et h(y) sont données par :

g(x) = ax+ x0

et

h(y) =
1

6
y3 − a

2
y2 + y1y + y0.
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Où a, x0, y0, y1 sont des constantes réelles.
Ou

g(x) =
k

ξ2
eξx + c1x+ c2,

et

h(y) =
ξ − 1

2ξ
y + δ

où δ, c1, c2 ∈ R, k ∈ R∗+.

Type 2 : Maintenant, la surface de translation Σ est paramétrisée par :

X(x, y) = (0, y, h(y)) ∗ (x, 0, g(x)) = (x, y, g(x) + h(y) + xy)

Où g et h sont deux surfaces arbitraires.
La condition de minimalité donnée par l’équation (3) devient :

h′′(y) + [2(h′(y) + 2x)− 1]g′′(x)− 3(g′(x) + y) = 0 (6)

Nous prenons la dérivé de l’équation (6) par rapport à x (à y) (respectivement), nous
trouvons

2h′′(y)g′′′(x) = 0 (7)

ce qui implique h′′(y) = 0 ou g′′′(x) = 0.
Si h′′(y) = 0 alors h(y) = ay + y0 où a et y0 sont deux constantes réelles.
En remplaçant dans (6), on obtient :

[−1 + 2(a+ 2x)]g′′(x)− 3g′(x) = 3y. (8)

Le côté droit de l’égalité (8) ne dépend que de x et le côté gauche de l’égalité ne dépend
que de y c’est une contradiction, et l’équation (7) est satisfait si et seulement si : g′′′(x) = 0.

Si g′′′(x) = 0 alors g(x) = ax2 + bx+ c telle que a, b et c sont trois constantes réelles.

En remplaçant cette résultat dans (6) on obtient :

h′′(y) + 4ah′(y)− 3y = −2ax+ 2a+ 3b. (9)

Cette derniére équation est vérifié si et seulement si a = 0, ce qui donne :

h(y) =
1

2
y3 +

3

2
by2 + y1y + y0. (10)

où y1, y0 sont des constantes réelles.
Donc nous établissons le résultat suivant :

Théorème 5.2. Les surfaces minimales de translation Σ de type 2 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par :

X(x, y) = (0, y, h(y)) ∗ (x, 0, g(x)) = (x, y, g(x) + h(y) + xy)

Où g(x) et h(y) sont données par :
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g(x) = bx+ c

et

h(y) =
1

2
y3 +

3

2
by2 + y1y + y0

Où b, c, y1 et y0 sont des constantes réelles.

Type 3 : Nous supposons maintenant que la surface de translation Σ est donnée
par le produit :

X(x, y) = (x, 0, g(x)) ∗ (h(y), y, 0) = (x+ h(y), y, g(x)− xy)

donc il est paramétrisé par :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x+ h(y), y, g(x)− xy)

où X(x, y) = (x+h(y), y, g(x)−xy) est le vecteur de position et les composantes du vecteur
tangent sont donnés par :{

Xx(x, y) = e1 + (g′(x)− y)e2 − (g′(x)− y)e3
Xy(x, y) = h′(y)e1 + e3.

Les coefficients du première forme fondamentale sont :
E = g3(Xx, Xx) = 1, F = g3(Xx, Xy) = h′(y) + g′(x)− y,G = g3(Xy, Xy) = (h′(y))2 − 1.
avec 

∇XxXx = g′′(x)e2 − g′′(x)e3
∇XxXy = 0
∇XyXy = [h′′(y)− 1]e1 + h′(y)e2 − h′(y)e3.

et le vecteur normal unitaire N de la surface Σ est donnée par :

N =
1

W
[(g′(x)− y)e1 − (1 + h′(y)(g′(x)− y))e2 + (h′(y)(g′(x)− y))e3]

où

W =
√

[g′(x)− y]2 + 2h′(y)(g′(x)− y) + 1

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l = − 1

W
g′′(x),m = 0, n =

1

W
[(h′′(y)− 1)(g′(x)− y)− h′(y)]

Nous suivons les mêmes étapes que les types précédents pour calculer la courbure principale
de la surface de translation Σ, nous cédont :

H =
1

2W 3
[(g′(x)− y)[h′′(y)− 1]− h′(y)− g′′(x)(h′2(y)− 1)] (11)

La condition de minimalité H = 0 implique l’équation :

(g′(x)− y)[h′′(y)− 1]− h′(y)− g′′(x)(h′2(y)− 1) = 0 (12)

27



On dérive par rapport à x et par rapport à y (respectivement), on obtient le système
différentiel suivant :

g′′′(x)

g′′(x)
=
h′′(y)− 1

h′2(y)− 1
(13)

le côté gauche de l’égalité (13) ne dépend que de y et le côté droit ne dépend que de x pour
tout λ ∈ R, on a :

g′′′(x)

g′′(x)
=
h′′(y)− 1

h′2(y)− 1
= λ, λ ∈ R

Ce qui implique le système différentiel suivant :{
g′′′(x) = λg′′(x)

h′′(y)− 1 = λ[h′2(y)− 1]

En résolvant ce système, on obtient d’abord dans le cas particulier λ = 0 :
g′′′(x) = 0, alors g(x) = ax2 + bx+ c avec a, b et c sont des constantes réelles.
En remplaçant g dans la condition de minimalité (12), on obtient :

(2ax+ b–y)(h′′(y)− 1)− h′(y) = 2a[(h′(y))2 − 1] (14)

L’équation (12) est satisfait si h′′(y)− 1 = 0 ou a = 0.
De plus, si h′′(y)− 1 = 0 alors on a h′(y) = y+ y0 où y0 ∈ R et 2a[(h′(y))2− 1] + h′(y) = 0,

ce qui implique :

2a[(y + y0)
2 − 1] + (y + y0) = 0 (15)

Cette dernière équation n’est pas vraie pour tout y ∈ R, donc nous conclurons que
h′′(y)− 1 6= 0.
Par conséquent, nous avons a = 0 et l’équation (14) devient :

(b− y)h′′(y)− h′(y) = b− y,

qui a la solution :

h(y) =
1

4
(b− y)2 − c1 ln |b− y|+ c0

où c1, c0 ∈ R.
On suppose maintenant que λ 6= 0 alors

g(x) = C(x+
1

λ
) + C1 exp(λx) + C0

Où C0, C1, C ∈ R. En remplaçant g dans l’équation (12), on obtient :

(C − y)(h′′(y)− 1)− h′(y) = C1λ exp(λx)[1− h′′(y) + λ((h′(y))2 − 1)]

Puisque le côté droit de cette égalité ne dépend que de y et que le côté gauche dépend de x
et y alors la condition de minimalité est satisfait si et seulement si C1 = 0 alors nous obtenons :

(C − y)h′′(y)− h′(y) = C − y

qui est déjà résolu ci-dessus. Enfin, nous annonçons le théorème suivant résumant cette
résultat.
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Théorème 5.3. Les surfaces minimales de translation Σ de type 3 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x + h(y), y, g(x)− xy) Où g
et h sont données par :

g(x) = bx+ c

et

h(y) =
1

4
(b− y)2 − c1 ln |b− y|+ c0,

où b, c, c1 et c0 sont des constantes réelles.

Type 4 : On suppose maintenant que la surface de translation Σ de type 4 est donnée par
le produit

X(x, y) = (x, 0, g(x)) ∗ (h(y), y, 0) = (x+ h(y), y, g(x) + xy)

donc il est paramétrisé par :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x+ h(y), y, g(x) + xy)

où X(x, y) = (x+h(y), y, g(x)+xy) est le vecteur de position et les composantes de vecteur
tangent sont donnés par :{

Xx(x, y) = e1 + (g′(x)− y)e2 − (g′(x) + y)e3
Xy(x, y) = h′(y)e1 + 2xe2 + (1− 2x)e3

les coefficients du première forme fondamentale de la surface Σ sont :

E = g3(Xx, Xx) = 1,
F = g3(Xx, Xy) = h′(y) + g′(x) + y,
G = g3(Xy, Xy) = (h′(y))2 + 4x− 1.

et on a : 
∇XxXx = g′′(x)e2 − g′′(x)e3
∇XxXy = 2e2 − 2e3
∇XyXy = [h′′(y)− 1]e1 + h′(y)e2 − h′(y)e3

et le vecteur normal unitaire N de Σ est donné par :

N =
1

W
[−(g′(x) + y)e1 + (1− 2x+ h′(y)(g′(x) + y))e2 + (2x− h′(y)(g′(x) + y))e3]

où

W =
√

[g′(x) + y]2 + 2h′(y)(g′(x) + y) + 1− 4x,

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l =
1

W
g′′(x),

m =
2

W
,
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n =
1

W
[(1− h′′(y))(g′(x) + y) + h′(y)].

La courbure principale de la surface de translation Σ de type 4 :

H =
1

2W 3
[(1− h′′(y)(g′(x) + y) + h′(y) + (h′2(y) + 4x− 1)g′′(x)− 4(h′(y) + g′(x) + y)] (16)

avec

W =
√

[g′(x) + y]2 + 2h′(y)(g′(x) + y) + 1− 4x

La condition de minimalité H = 0 céde l’équation :

[1− h′′(y)](g′(x) + y) + (h′2(y) + 4x− 1)g′′(x)− 3h′(y)− 4(g′(x) + y) = 0. (17)

En dérivant par rapport à x puis par rapport à y, on obtient :

−g′′′(x)

g′′(x)
=

h′′′(y)

2h′(y)h′′(y)
(18)

Le côté gauche de l’égalité (18) ne dépend que de y et le côté droit ne dépend que de x pour
tout λ ∈ R, on a :

−g′′′(x)

g′′(x)
=

h′′′(y)

2h′′(y)h′(y)
= λ, λ ∈ R

ce qui implique le système différentiel suivant :{
g′′′(x) = −λg′′(x)
h′′′(y) = 2λh′′(y)h′(y).

En résolvant ce système, on distingue deux cas :

1. λ = 0 : on a

g(x) = ax2 + bx+ c

avec a, b et c sont des constantes réelles.

En remplaçant g dans la condition de minimalité (17), on obtient :

[1− h′′(y)](b+ y) + 2a(h′2(y)− 1)− 3h′(y)− 4(b+ y) = −2ax(1− h′′(y)).

cette équation est vérifié si a = 0 ou (1− h′′(y)) = 0.

De plus, si (1− h′′(y)) = 0 alors on a la fonction h′(y) = y + y0 où y0 ∈ R est la solution
de l’équation 2a[(h′(y))2 − 1]− 3h′(y)− 4(b+ y) = 0 n’est pas vraie pour tout y ∈ R.
Si a = 0 alors

(b+ y)h′′(y) + 3h′(y) = −3(b+ y),

qui a la solution

h(y) = −3

8
(b+ y)2 − c0

2
(b+ y)−2 + c1,

où c1, c0 sont des constantes réelles.
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2. λ 6= 0 : en résoudre l’équation

g(x) =
1

λ
(b1x+ b0)−

b1
λ2

+ b1 exp(−λx),

Où b0, b1 et b2 sont des constantes réelles. En remplaçant cette résultat dans la condition
de minimalité dans (17), on obtient :

[1−h′′(y)](
b1
λ

+y)−3h′(y)−4(
b1
λ

+y) = λb2 exp(−λx)[1−h′′(y)−λ((h′(y))2 +4x−1)−4]

(19)

et b2 = 0, par conséquent, g(x) = 1
λ
(b1x + b0)− b1

λ2
= bx + c où b, c ∈ R. dans l’addition,

l’équation (19) devient :

(b+ y)h′′(y) + 3h′(y) = −3(b+ y),

qui a la solution

h(y) = −3

8
(b+ y)2 − c0

2
(b+ y)−2 + c1,

où c0 et c1 sont des constantes réelles.

Nous résumons par le théorème suivant :

Théorème 5.4. Les surfaces minimales de translation Σ de type 4 dans l’espaces de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x + h(y), y, g(x) + xy) Où g
et h sont données par :

g(x) = bx+ c

et

h(y) = −3

8
(b+ y)2 − c0

2
(b+ y)−2 + c1,

où b, c, c1 et c0 sont des constantes réelles.

Type 5 :
Soit les courbes β(y) = (0, y, h(y)) et α(x) = (x, g(x), 0). La surface de translation Σ est

donnée par le produit Σ = β(y) ∗ α(x) est paramétrisé par :

X(x, y) = (0, y, h(y)) ∗ (x, g(x), 0) = (x, y + g(x), h(y) + xy)

donc on a :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x, y + g(x), h(y) + xy){
Xx(x, y) = e1 + (y + xg′(x))e2 − (xg′(x) + y − g′(x))e3
Xy(x, y) = (h′(y) + 2x)e2 − [h′(y) + 2x− 1]e3

les coefficients du première forme fondamentale de la surface Σ sont :

E = 1 + (g′(x))2(2x− 1) + 2yg′(x),
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F = y + g′(x)[h′(y) + 3x− 1],

G = 2(h′(y) + 2x)− 1.

et on a :


∇XxXx = −(g′(x))2e1 + (2g′(x) + xg′′(x))e2 − [2g′(x) + xg′′(x)− g′′(x)]e3
∇XxXy = −g′(x)e1 + 2e2 − 2e3
∇XyXy = −e1 + h′′(y)e2 − h′′(y)e3.

et le vecteur normal unitaire N de Σ est donné par :

N =
1

W
([g′(x)(h′(y) + x)− y]e1 − [h′(y) + 2x− 1]e2 + [h′(y) + 2x]e3)

où

W =
√

[g′(x)(h′(y) + x)− y]2 − 2(h′(y) + 2x) + 1,

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l =
1

W
[−(g′(x))3(h′(y) + x) + y(g′(x))2 + 2g′(x)− g′′(x)(h′(y) + x)],

m =
1

W
[−(g′(x))2(h′(y) + x) + yg′(x) + 2],

n =
1

W
[−g′(x)(h′(y) + x) + h′′(y) + y]

La condition de minimalité donnée dans la définition (2) implique l’équation suivante :

(2x− 1)(g′(x))2h′′(y) + (x+ h′(y) + 2yh′′(y))g′(x) + g′′(x)[(x+ h′(y))(1− 2(2x+ h′(y)))] = 3y − h′′(y)
(20)

Le premier côté de l’égalité (20) ne dépend que de y et le dérnier côté droit ne dépend que
de x et y alors pour toute surfaces minimales de translation de type 5, on a : g′′(x) = g′(x) = 0.

Par conséquent, g est une fonction constante et h(y) = 1
2
y3 + y1y + y0, où y0, y1 sont des

integrations constantes.

Théorème 5.5. Les surfaces minimales de translation Σ de type 5 dans l’espace de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x, y + g(x), h(y) + xy) Où
g(x) est une fonction constante et h(y) = 1

2
y3 + y1y + y0, où y0, y1 ∈ R.

Type 6 :
Soit les courbes α(x) = (x, g(x), 0) et β(y) = (0, y, h(y)). La surface de translation Σ donnée

par le produit Σ = α(y) ∗ β(x) est paramétrisé par :

X(x, y) = ((x, g(x), 0) ∗ (0, y, h(y)) = (x, y + g(x), h(y)− xy)

donc on a :

X : U ⊂ R2 → H3

(x, y) 7→ (x, y + g(x), h(y)− xy)
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{
Xx(x, y) = e1 + (xg′(x)− y)e2 − (xg′(x)− y − g′(x))e3
Xy(x, y) = h′(y)e2 + [1− h′(y)]e3

les coefficients du première forme fondamentale de la surface Σ sont données par :

E = 1 + (g′(x))2(2x− 1)− 2yg′(x),
F = −y + g′(x)[h′(y) + x− 1],
G = 2h′(y)− 1.

et on a :


∇XxXx = −(g′(x))2e1 + (2g′(x) + xg′′(x))e2 − [2g′(x) + xg′′(x)− g′′(x)]e3
∇XxXy = −g′(x)e1
∇XyXy = −e1 + h′′(y)e2 − h′′(y)e3.

et le vecteur normal unitaire N de Σ est donné par :

N =
1

W
([g′(x)(h′(y)− x) + y]e1 + [1− h′(y)]e2 + h′(y)e3)

où

W =
√

[g′(x)(h′(y)− x) + y]2 − 2h′(y) + 1,

et les coefficients de la deuxième forme fondamentale de Σ sont :

l = 1
W

[−(g′(x))3(h′(y)− x)− y(g′(x))2 + 2g′(x) + g′′(x)(x− h′(y))],
m = 1

W
[−(g′(x))2(h′(y)− x)],

n = 1
W

[−g′(x)(h′(y)− x) + h′′(y)− y].

La courbure moyenne de la surface de translation Σ de type 6 est donné par :

H =
1

2W 3
[(g′(x))2((2x− 1)h′′(y)− 2y + (x+ h′(y)− 1))

+g′(x)(−2yh′′(y) + 3h′(y) + 2y2 + x− 2) + g′′(x)(x− h′(y))(2h′(y)− 1)− y + h′′(y)]

la condition de minimalité céde :

(g′(x))2((2x− 1)h′′(y)− 2y + (x+ h′(y)− 1)) + g′(x)(−2yh′′(y) + 3h′(y)

+2y2 + x− 2) + g′′(x)(x− h′(y))(2h′(y)− 1) = y − h′′(y)
(21)

Il est clair que le côté droit de l’égalité (21) dépend de x et de y, et le côté gauche ne dépend
que de y. Donc, pour toute surfaces minimales de translation de type 6, on a : g′′(x) = g′(x) = 0.

Par conséquent, g est une fonction constante et h(y) = 1
6
y3 + y1y + y0, où y0, y1 sont des

integrations constantes.

Théorème 5.6. Les surfaces minimales de translation Σ de type 6 dans l’espaces de Lorentz-
Heisenberg H3 de dimension 3 sont paramétrisées par X(x, y) = (x, y + g(x), h(y) − xy) Où
g(x) est une fonction constante et h(y) = 1

6
y3 + y1y + y0, où y0, y1 ∈ R.

33



6 Conclusion

Le but de ce travail est de classifier les surfaces minimales de translation, c’est à dire le
produit de deux courbes dans l’espace de Lorentz-Heisenberg H3, de six types de surfaces
qu’ont a classifier d’après López et Munteanu.
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