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Résumé

La théorie de R. Nevanlinna, parue en 1925, est une théorie moderne permet d’étudier la
distribution des valeurs d’une fonction entiére ou méromorphe dans le plan complexe, elle est
considée parmis des rares événements mathématiques du vingtieme siécle, elle a donné des
outils trés efficaces pour I'é¢tude de la croissance et 1'oscillation des solutions des équations
différentielles linéaires ou non linéaires dans le plan complexe voir les livres [16], [8], [6], [10].
Ce travail se compose d’une intoduction et deux chapitres.

Le premier chapitre présente les notations standards et les résultats principaux de la théorie
de Nevanlinna utilisés dans notre mémoire.

Le deuxiéme chapitre est consacré pour 1’étude de 1’équation au différence non linéaire dans
le plan complexe, de la forme suivante

FR)" +p(2)f(z +n) = 517 + 5,77 + .+ fe™7,

o n, s sont des entiers positifs, p(z) # 0 est un polynome et 7, 84, ..., B, a1, ..., as sont des
constantes avec 1f3;...0,a1...a; # 0. On montre le résultat principale obtenu dans l’article
[22] ; que les solutions méromorphes de cette équation ont un hyper ordre au moins un lorsque
n>=2+s.
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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs de Nevanlinna et ses contreparties est un outil
indispensable de plusieurs auteurs pour ’étude des propriétés des solutions entiéres ou mé-
romorphes, des équations non-linéaires différentielles, ou aux différences, ou différentielles-
différences dans des domaines complexes, voir par exemple, [1], [10],[9]-[11],[13],[14] .

Le lemme de la dérivée logarithmique et son analogue la différence logarithmique jouent un
role clé dans I’étude des équations non linéaires ; Le lemme de la dérivée logarithmique est va-
lable pour toutes les fonctions méromorphes, tandis que son analogue différence logarithmique
est valable seulement pour les fonctions méromorphes avec un ordre de croissance fini ou avec
un ordre infini tel que son hyper ordre inférieur & un (voir [2], [7]). Donc, pour les équations
différentielles non linéaires, il n’est pas nécessaire de restreindre l'ordre de croissance des
solutions entiéres ou méromorphes, voir par exemple, les théoremes A et B ci-dessous
Théoréme (A) Soit n > 4 un entier et Py(f) un polynome différentiel de f(z) de degré
d <n—3.85ipi(z), pa(2) sont deuz polynoémes non nuls et oy, as sont deuz constantes non

aq . .
nulles tel que — n’est pas rationnel, I’équation
Qo

f(2)" + Pa(f) = p1(2)e™” + pa(2)e™” (0.0.1)

n’admet pas de solution entiére transcendante.

Théoréme (B) Soit n > 3 un entier et P;(f) un polynome différentiel de f(z) de degré
d <n—2.5ipi(z), p2(2) sont deuz polynémes non nuls et oy, ag sont deuzr constantes non
nulles tels que % # (2)*1, 1. Alors, toute solution entiére transcendente f(z) de Uéquation
vérifie quz 00, f) =0.

Pour les équations non linéaires aux différences ou différentielles-différences, seule les solu-
tions entiéres ou méromorphes d’ordre fini ou d’hyper ordre inférieur a un ont été discutées,
voir par exemple, les théorémes C, D et F ci-dessous :

Théoréme (C) Soit p(z), q(z) des polynémes. Alors, I’équation non linéaire aux différences

f(2)* +a(2) f(z + 1) = p(2)
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n’admet pas de solution entiére transcendante d’ordre fini.

Théoréme (D) L’équation non linéaire aux différences
f(2)?+q(2)f(z +1) = csinbz,

ot q(z) est un polynéome non constant et b, ¢ € C sont des constantes non nulles, n’admet
pas des solutions entiéres d’ordre fini. Si q(z) = q est une constante non nulle, alors cette
équation posséde trois solutions entiéres distinctes d’ordre fini, a condition que b = 3mn et
¢* = (—1)"™ 2L pour un entier non nul n.

Théoréme (E) Soit n > 4 un entier et soit Py(f) un polynéme différentiel-différence de
f(z) de degré d < n —3. Si p1(z), pa(z) sont deux polynémes non nuls et oy, as sont deux
constantes non nulles avec t #+ (%)il, 1, alors [’équation n’admet pas de solution
entiére transcendante d ’07’d7’32ﬁni.

Dans les théorémes A, B et E, le coté droit de la Eq. a seulement deux termes. Ainsi,
une question naturelle est : Que peut-on dire si le coté droit de ((0.0.1)) est remplacé par s (> 1)

termes ? Pour I'Eq. (0.0.1), L’idée de base est d’éliminer e*# et 2% en différenciant les deux
cotés de (0.0.1). Quand p;(2)e™* et po(z)e®2* sont remplacés par 3,7, $,e2%, ..., 3,7, si
on veut utiliser la méme idée, nous serons confrontés a des calculs compliqués.

Dans ce mémoire, on traite le probleme posé, c’est des résultats de R.R. Zhang et Z.B. Huang
dans [22], ils ont étudié le probléme en combinant la théorie de la distribution des valeurs de
Nevanlinna avec la théorie de ’algébre linéaire, ils ont étudié les solutions méromorphes a la

place des solutions entieres de 1’équations

FQR)" +p(2)f(z4m) = P1eM7 + Boe™" + - 4 fge7.

Sous certaines conditions on donne des estimations sur ’ordre et '’hyper ordre des solutions.
Notre mémoire est composé de deux chapitres;

Le premier chapitre présente les notations standards et les résultats principaux de la théorie
de Nevanlinna utilisés dans notre mémoire.

Le deuxiéme chapitre est consacré pour ’étude de 1’équation au différence non linéaire dans

le plan complexe, de la forme suivante

FR)" +p(2)f(z +n) = 517 + 5,77 + .+ fe™7,

ou n,s sont des entiers positifs, p(z) # 0 est un polynéme et 7,4, ..., B, a1, ..., g sont
des constantes avec nf3;...0,a1...a5 # 0. On montre le résultat principal obtenu dans 'article
[22] ; que les solutions méromorphes de cette équation sont d’hyper ordre au moins un lorsque
n > 2+ s; ce résultat est le théoréme suivant :

Théoréme Soient n > 2+ s un entier, p(z) £ 0 un polynéme, n une constante, 3, By, ..., B4

des constantes non nulles et aq, s, ..., as des constantes distinctes non nulles. On suppose
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que 5t # n pour tous i, j € {1,2,...,s}. De plus quand s > 5, on suppose que noy, # I +
J
lpeaa+...+lksas pour k =5,6,....8, ot Ly, lkay oy s € {0,1, ... ,;n—1} et Ly +lgo+... 4 ks = n.

Alors, toute solution méromorphe f(z)de l’équation
FR)"+p(2)f(z +n) = 517 + foe™* + -+ 4 Bge™*

est d’hyper ordre oo(f) > 1.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna.

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les définitions de base de la théorie de Nevan-
linna sur les fonctions méromorphes, et de rappeler quelques propriétés sur la croissance des

fonctions méromorphes.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

1.1.1 La formule de Jensen.

Théoréme 1.1.1 Soit f(z) une fonction méromorphe telle que f (0) # 0,400 et soient a;
(7 =1,2,...,m) (respectivement by (k =1,2,...,n)) les zéros (respectivement les poles) de
f(2) dans le disque |z| < R (0 < R < +00), chaque zéro et pole est pris selon sa multiplicité.
Alors,

1 s i m a; n b
log |f(0)] = 2—f02 log | f (Re™)|dp + X 1ogu — Y log M. (1.1.1)
7T j=1 R = R
On donne la preuve pour le cas ot f n’a aucun zéro ou pdle sur le cercle |z| = R, (Si les

zéros ou les poles de la fonction f apparaissent sur le cercle |z| = R, on se référe a [8, p. 2
deuzxiéme cas.], [17, p. 43-47]).

Preuve. On pose

ITiy e

=1 R2 b,z

F ()= f (o) ot e, (112)
H]:1 RQ—EJ'Z

La fonction F' n’admet pas de zéros et de poles dans |z| < R, donc log F'(2) est analytique

dans |z| < R. Alors, par le théoréme de la valeur moyenne des fonctions analytiques [?, p.

165], nous obtenons

1 on .
log F' (0) = o 02 log F' (R ew) dop.
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Prenant les parties réelles, en utilisant Re (log £ (2)) = log |F' (z)|, nous obtenons

1 Lo ;
log |F(0)| = %f; log |F (R )| de. (1.1.3)
De ({1.1.2)) , on trouve
noob
F(0) = f(0) 3reak. (1.1.4)
Hj:l R
Pour tout z = R.e® et pour tout j =1, 2, ..., m, k=1, 2, ..., n,on a
R=b)| _|RB=a)l (1.1.5)
R2 — bz R? —a;z
De (1.1.2)) et ([1.1.5)), on trouve
|F (Re)| = | f (Re™)|. (1.1.6)

En combinant (|1.1.6)) avec ([1.1.3) et (1.1.4]), nous obtenons 'affirmation

10|

log|f (0)] = 21 log!f(Re“p)‘dgo—l—Zlog’ 9| Zl 7

- (1.1.7)

L’équation (1 est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre les zéros
et les poles situés a l'intérieur d'un disque |z| < R avec la valeur moyenne de log|f (z)| sur

la frontiere |z| = R. O
Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent
+00 &
f(z)= > Cpz", Cp #0, melZ,
k=m

a l'origine. Alors,

1 n
log |Cy| = o log|f (Re™)|dy + Zlog 4,1 Z ’—};’ —mlog R. (1.1.8)
ou les a; (j =1,2,...,m) (respectivement b, (k =1,2,...,n)) sont les zéros (respectivement

les poles) de f (z) dans le disque |z| < R.

1.1.2 Reformulation de la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0, on définit log™ = par

logt x = max {0, logx} . (1.1.9)
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Lemme 1.1.1

(1) logz < log* . (2) logt x < log" y pour v < y.

1 (4) logz| = log™ x + log™* 1

(5) log™* (Hk L Tk) < Zzzl log™ . (6) log™* (Z}Zzl xy) < logn + Zzzl log™ .

(3) logz = log™ x — log

Preuve. (1), (2), (3) et (4) sont des conséquences immédiates de la définition 1.1.1 et la
monotonie de la fonction logarithme ordinaire.
(5) Si]l;_, zx <1, alors Paffirmation est triviale. D’autre part, si [[,_, z > 1, alors
log™® (H xk) = log (H xk) =>_logz <> log" xp.
k=1 k=1
(6) Par (2) et (5) ci-dessus, on a

log™ <Z xk) <log™ (n max {xk}) <logn + log™ <11£1]?<x {xk}> <logn+ > log* .
— n <k<n =1

1<k<

g

Définition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +00. Alors, on définit m (r,a, f) la fonction de prozimité de la fonction f au point a

par
2w
(r,a, f) =m( 1) 1/1 (R S R #+ (1.1.10)
m(r,a, —mr,f_a 5 og”" Foeh —al si a 00 1.
0
et par
m (r,+o0 , f) =m(r, f):%/logﬂf(reie)‘d@ st a = +oo. (1.1.11)
T

Corollaire 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,

A 1
2 0
5-Jo log }f (re )! df =m(r, f)—m(r, ?) (1.1.12)
Preuve. En utilisant la troisiéme propriété du log™, on obtient
1 1
5o “log | f (re’ )|d9:27rf log™ | f (re” \de——f Wdﬁ,

par les définitions (1.1.10), (1.1.11]), nous constatons que

1

27 7 — — —
arto log|f (re?)[d8 = m(r, f) —m(r, 5).
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Définition 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe
ou a = +oo. On définit N (r,a, f) (respectivement N (r,a, f)) la fonction a-points (respecti-

vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque |z| < r par

N (r,a,f) = N(r ! ):/Orn(t,a,f);n(o,a,f)

dt +n(0,a, f)logr sia# +oo,

"Fa
(1.1.13)
N (r,+o00,f)=N(r,f) = /?“ n (t, 400, f) ;n(o’+oo’f)dt+n(0,+oo,f) logr sia=+o0
’ (1.1.14)

et

(r,a, f) = N(r, ﬁ) = /Orﬁ(t,a, /) ;ﬁ(()’a’ f)dt—i-ﬁ(O,a,f) logr sia # 400,

(1.1.15)
N (r,+o0, f) = N(r, f) = /T n{t, oo, /) ;ﬁ((), +oo’f)dt—l—ﬁ((), +o00, f)logr sia = +oo,
’ (1.1.16)

on
n(t,a, f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros de l'équation f (z) = a

dans le disque |z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

n (t, 400, f) désigne le nombre des péles de la fonction f (z) dans le disque |z| < t, chaque
pole étant compté avec son ordre de multiplicité.

n(t,a, f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros distincts de l’équation
f(2) = a dans le disque |z| <t

7 (t,+o0, f) désigne le nombre des pdles distincts de la fonction f(z) dans le disque

2] <t

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec les a-points a; (j = 1,2,...,n) dans le
disque |z| < R telle que 0 < |a1] < |ag] < --+ < |a,| < R, chacune est comptée selon sa
multiplicité. Alors,

fORlog(t—a fo f);n(O,a ) Zlog

(1.1.17)
|a3|

Corollaire 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent
+00
f(z)=Y Cf Cn#0, meZ
k=m
a l'origine. Alors,

log |C,,| = % “Tlog|f (Re*)|de + N (R, f) — N <R, %) : (1.1.18)



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna. 6

Corollaire 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent
+oo
f(2)= > Cps* Cn#0, mecZ
k=m
a lorigine. Alors,

log |Cin| = m(r, f)—m(r, %) LN(R,f) = N <R, %) | (1.1.19)

1.1.3 La fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Définition 1.1.4 Soit f une fonction méromorphe non constante. On définit la fonction

caractéristique T (r, f) de la fonction f par
T(r,f)y=m(r,f)+ N(r f). (1.1.20)

Exemple 1.1.1 Soit f(z) = e*. Nous avons n(t,+oo, f) = 0 car f n’admet pas de poles,
par conséquent N(r, f) = 0.

De plus on a

2
1 i
m(r, f) = %/log’L e’ | do,
0
d’ot
1 27
rcos 6
m(r, f) = %/long e | do.
0
Donc
1 % 27
m(r, f) = Py /(rcos@)d9+/(rcosé’)d9 :
T
0 3n
2
alors
r
m<r7 f) - ;
Par conséquent
r
T = —. 1.1.21
(r f) = - (11.21)
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Exemple 1.1.2 Soit P (z) = Zakzk un polynéme non constant de degré n > 1 tel que
k=0
aj (j =0, 1, ---, n) sont des nombres complexes avec a, # 0, et soit f (2) =e

calculer T (7’, eP(z)) .

D’abord on caleule T(r, f) lorsque P (2) = a,2™. Soient a,, = |a,| e, z = re. Alors,

P On veut

£ (2)] = elonl™ ostro)

Par conséquent

1] )
m(?”, f) = %/ lOng e‘an|T Cos(n9+¢)d9_

Par changement de variable, on a

2nm+p

1 n
m(r, f) = T log™ elanlr™ cos(7) gr.
%)

Puisque 2nm est une période de la fonction cos, alors

2nm

1
m(r. f) = / log* elonl"” =gy,

2nm
0

d’ot
m(r, f) = _/log;Jr janir™ cos(r) g — il /Cos (r)dr = Jan[ 7" .

Comme f est entiére, donc

T(r,f)=m(r f)=——. (1.1.22)

Généralement, pour f (z) = e’®) et P (z) = Z apz® on a
k=0

If (2)| = elanlr™ cos(nf+¢)(1+0(1)) pour r — +0o0.

Par conséquent, pour r suffisamment grand on obtient

27
1 n n n
m(r, f) = 27T/10g elanlr™ cos(ndt+e)(1+o(1) g — |a7|T7“ (1+o0(1))
0
D’ou
T(r,f)=m(r f)~ LT LIRS (1.1.23)
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Exemple 1.1.3 ( Pratique ) Soit P(z) = 3iz* un polynéme non constant de degré 4 et
soit f (z) = 3= On veut calculer T (7’, €3i24> .

on a pour z = re?,

’f (Z)‘ _ e3r4cos<49+§)'

Par conséquent

2
1 ﬂ
m(r, f) = 5- / log™ 3" «s(49+3) g
0

Par changement de variable, on trouve

Tz4e+g:>dfz4d9
Alors

5+8m
1

m(r, f) o / log™ e3rieos(r) g

(VB

Puisque 2nm est une période de la fonction cos, alors

8w
1 4
- 1 + 3r cos(T)d
0
d’ot
1 7 34 [ 34
m(r, f) = o log* €% () g7 = % cos (1) dr %
0

(1.1.24)

Généralement, pour f (z) = e¥** et P(z) = 3iz* on a

|f (Z)| _ 637“4 cos(40+%)(1+o(1)) pour r — —+00.

Par conséquent, pour r suffisamment grand on obtient

2T
1 x 3rt
m(r, f) = %/ log™ o3 cos(49+§)(l+o(l))d9 _or
0

D’ot

3rd
T(r,f)y=m(r, f) ~ — r— +oc. (1.1.25)
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Exemple 1.1.4 Soit f wune fonction rationnelle

P (z) 2™ 4+ Ap12" L4+ ag
CQ(2)  bma™ F by 2 4+ by

telle que lesa; (j=0, 1,---, n),b; (i=0, 1,---, m) sont des nombres complezes avec
anby 0 et m = n. On a deg (Q

(
que n(r, 400, f) = m pour tout r = ry. Alors,
To
N(r,f):/ n (t,+oo, f) —n (0,400, f) dt~|—/ m —n (0,400, f)
0

d’ot

z)) = m. 1l existe donc un nombre réel positif ro = 0 tel

, dt +n (0,400, f)logr,
N(r,f)=0@1)+ (m—n (0,400, f)) (logr —logry) + n (0, +o0, f)logr.

Par conséquent
N(r,f) =mlogr+0O(1). (1.1.26)

Par les propriétés des polynomes complexes (voir [11, Lemme 1.3.1 p. 9]). Pour tout € > 0,
il existe r1 > 0 tel que pour tout |z| =r > 11, on a

[P (2)] = lan| " (1+0(1)) et |Q(2)] = [bm|r™ (L+0(1)).

Par conséquent
P(z)
Q(2)

1 2w
m(ﬁf):% 0 lOng

1 2m |a’n‘ n—m
df = %fo log™* ( (1 + 0(1))) do,
d’ot
m(r, f)=0(1). (1.1.27)
En combinant entre (1.1.26]) et (1.1.27), on obtient

T (r,f) =mlogr+ 0O (1) =0 (logr).

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna.

Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et soit

+o0 .
f(z)—a=> Cz', C,#0, meZ

i=m

la série de Laurent de (f — a) a Uorigine. Alors, pour tout nombre complexe a, on a

T (n ﬁ) — T (r, f) —log |C| + & (r, ) (1.2.1)

ot | (r,a)| <log2 +log™ |al.
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Remarque 1.2.1 Le premier théoréeme principal peut étre exprimé sous la forme :

1
pour tout a € C. On note que le terme d’erreur O (1) dépend de a.

Exemple 1.2.1 Dans l'exemple précédent, on a calculé la fonction T (r, f) pour la fonction

rationnelle
1) P(z)  ap2"+an 12" '+ +ag
Z) = = s
Q(2)  bpzm+by_1zm 4+ by
telle que lesa; (j=0, 1,---, n), b (i=0, 1,---, m) sont des nombres complezes ou

apby # 0 et m = n. Maintenant on va calculer le T (r, f) de la fonction f mais pour le cas
m < n.

On a la fonction % est une fonction rationnelle qui vérifie les conditions de l’exemple précé-
dent.

En appliquant le premier théoréme fondamental (1.2.2)), on obtient

S

nous pouvons appliquer la méme méthode de ’exemple précédent pour obtenir

T(r,f):T(r,l> +0(1),

T(r,f)=mnlogr+0(1) =0 (logr).

Remarque 1.2.2 Nous constatons que la fonction caractéristique d’une foncton rationnelle
est toujours donnée par
T (r,f) =0 (logr). (1.2.3)

En outre, linverse de cet assertion est vrai. Autrement dit, si f est une fonction méromorphe

avec T'(r, f) = O(logr), alors f est une fonction rationnelle (voir [10, Théoréme 2.2.3 p. 26]).

Proposition 1.2.1 Soient f, f1,..., fn des fonctions méromorphes et o, 3,v,0 € C, telles
que ad — By # 0. Alors

(@) T (r, [ Tjey fo) < 2 T, fi), n=1,

(b) T (r, f*) =nT(r,f),neN
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@OT(REh) <ET0S) 4o, 01,

i=1

(d) T (T, %ig) =T (r,f)+O(1), en supposant que f % —0/7.

Preuve. (a) et (c), en utilisant les propriétés (5) et (6) de log" on peut facilement déduire

que si fr (k=1,...,n) sont des fonctions méromorphes, alors
m (1, [Toey &) < D pmym (7, fi) (1.2.4)
et
m(r, Y i fi) <> ym(r, fi) + logn. (1.2.5)
En outre, puisque 'ordre du pole de ZZ:1 fr en zp ne dépasse pas la somme des ordres des
poles des fr (k =1, 2, ..., n) en zp, alors
N (r, ZZ=1 fr) < ZZZI N (r, fx) . (1.2.6)

De méme, on a

N (0TI fi) < S N (1, fe). (1.2.7)
En combinant ( resp. - avec - resp. - on trouve

T (r, 2 k1 fi) < 2oja T fo) +logn

et

T (r, [Tjmy fr) < 22 T, fi) -
(b) 11 suffit d’observer que |f™| = |f|" <1 si et seulement si |f]| < 1.
(d) On suppose que v # 0. On pose f1 = f+3/v, fo=7f1, fs=1/fa, f1= 57 a9)fs alors

Maintenant, en utilisant les inégalités (a) et (c¢) dans la proposition précédente, nous trouvons

(O‘Hﬁ) = T(rf)+0(0

Lecasouy=0 (6 #0). On pose f; = f + ﬁ (‘avec a # 0) donc o<f5_+ﬁ = 2 f1. Alors,

r(nE2) = r(n5a) row
= T(rf)+0()
= T(r,f)+0(1).
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Théoréme 1.2.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour tout R > 0, on a

1 o |
T(r, f)= Py 02 N (r,e") df +1log™ |f (0)| avec 0<r <R. (1.2.8)

) T (r, f) est une fonction croissante de r.

Remarque 1.2.3 L’équation (1.2.8) est appelée 'Identité de Henri Cartan, c’est une autre
représentation de T (v, f) . Puisque N (r, ﬁ) est une fonction croissante de r. A Uaide de
cette identité (1.2.8), on peut dire que la fonction T(r, f) est une fonction croissante de r.

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction méromorphe.

1.3.1 L’ordre et ’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe. p (f) Uordre de f est défini par

log T
p(f) =1lim sup—Og (r, f)
r—to0  lOgT

Y

et on définit Uhyper ordre py (f) de la fonction f par

) loglog T (r, f
pe (f) = hmsup%.

Exemple 1.3.1 Soit f une fonction rationnelle non constante

2) P(2)  ap2"+ ap12" 14 +ag
z = = s
Q(2)  bpz™+byp_12m 4+ by

telle que lesa; (j=0, 1,---, n),b; (i=0, 1,---, m) sont des nombres complezes avec

anby # 0 et n, m sont des entiers positifs. Alors, de (1.2.3) on a

T(r,f)=0/(logr),

d’ot oz Ol
,o(f):limsup—og (log )

=0.
00 log r
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Exemple 1.3.2 Soit f(z) =e*. De (1.1.21)) on a
”
T(r, f) = .
) =1
Dot
lo

%) =i T =1
) = Imsng

Exemple 1.3.3 Soit f(z) = 3= D'apres (1.1.24)), on obtient

D’ot

On peut constater ces résultats

P (ez?’) =3, p (eiZSJrl) =5, py (ez3> =0, p, (eizsﬂ) =0.

1.3.2 L’exposant et ’hyper exposant de convergence des zéros et
des points fixes.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, l’exposant (respectivement hyper
exposant) de convergence des zéros de la fonction f est noté par X (f) (respectivement \s (f))

tel que

log N (r, %) log log N (7", %)
A(f) =limsup———— et Ao (f) =limsup .
r—s—4o00 log r r—+00 log r

On note respectivement par

_ log N (r, %) _ loglog N <r, %)
A(f) =limsup et par Ay (f) = limsup

r—too  lOgT r—st00 log r

a l’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f .

Exemple 1.3.4 Comme la fonction f (z) = exp(e*) n’a pas de zéros, alors

Alexp(e?)) = 0 = Nexp(e?)).
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1.3.3 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Définition 1.3.3 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par

me)= [ et d.

ot X (t) est la fonction indicatrice de l’ensemble E.
La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,+00) est définie par
+o00 t
Im (F) = / X ()
0 t
Exemple 1.3.5 1) La mesure linéaire de l’ensemble E = [1,6] U [7,8.5] C [0,400) est

—+00

m(E):/XE(t)dt:/6dt+/dt:6.5.

0

2) La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [e,e?] C [1,+00) est

+oo e
dt dt
1 e

1.4 La fonction élémentaire symétrique.

Définition 1.4.1 Soient ay, as, ..., a,, des constantes complexes, n un entier strictement po-

sitif. La fonction symétrique élémentaire E; de n variables o, s, ..., o, est définie par :

Ei (Oél,OéQ, ...,Oén) = E 10O = E Ay v Oy O,
7

1<j15 525 55i<n
= Q030+ QO3 - Q101 + QOO - - 010y + =+ 2y - - - 1Oy
Fao0g - Qg Qo0 Qo1 Qg e o0y e QG0
+o Qi1 Qg2 Oy
Exemple 1.4.1
Ei(an, oy 0) = a1 +ag+-+ay
Ey (o, a9, .ya) = aqag + ajag + apoy + -+ + aray,
+062043 + oy + Qs + -+ oy,

‘oz + -+ gy, + 0+ a0,

E, (01,00, .yq) = qao0sou0s - 10y,
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Exemple 1.4.2

Ei (a1, ag, a3) = a1+ az+ag
Ey (a1, ag, a3) = oqas + oqas + asas
Es (041, Qg, 043) = 10203

Remarque 1.4.1 La fonction élémentaire est symétrique car elle est invariante par permu-

tation des variables.

1.5 Déterminant de vandermonde :

Définition 1.5.1 Soient oy, ao, ..., «, des constantes complexes tel que n un entier stricte-

ment positif. Le déterminant de vandermonde de n variables est défini par

1 1 ... 1
a]_ 0{2 ) an
V=|a} aF - a?|, (1.5.1)
—1 n—1 n—1
251 Qy an,

et egal a

1<j<i<n
Définition 1.5.2 On définit le déterminant secondaire de vandermonde noté V., tel que

k=1,2,...n (n>1), par

1 1 1
03] (8% (079
n—k—1 n—k—1 n—k—1
Vnk_a1k1a2k1 “n
n—k+ n—k+ n—k+1
&3 o2 o,
n n n
a;y Qg an,

En enlevant la ligne o les puissances des «; est [n — k| ; d’ordre (k + 1) dans le sens inverse
( du bas vers le haut ) ; la ligne enlevée est : (a7%, a8 af™% ..., a"*). On remarque que
le déterminant Vo est le déterminant de Vandermonde (1.5.1)) , ¢’est le déterminant principal

de Vandermonde.

Remarque 1.5.1 La relation entre Vy et Vi, est donnée dans le Lemme (2.1.4]).



Chapitre 2

Sur les soulustions méromorphes des
équations non linéaire aux différences

Dans ce chapitre, on traite les résultats de R.R. Zhang et Z.B. Huang dans [22], c’est 'étude

de I’équation au différence non linéaire dans le plan complexe suivante :

f(2)" +p(2)f(z + 1) = B1™7 4 B2e™** + .. + e,

ou n,s sont des entiers positifs, p(z) # 0 est un polynome et 7,3, ..., 5,, a1, ..., a5 sont
des constantes avec nf3;...0,a1...a5 # 0. On montre le résultat principal obtenu dans 'article
[22] ; que les solutions méromorphes de cette équation sont d’hyper ordre au moins un lorsque
n > 24s; en combinant la théorie de la distribution des valeurs de Nevanlinna avec la théorie

de I’algebre linéaire on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.0.1 Soient n > 2 + s un entier, p(z) % 0 un polynéme, 1 une constante,
B1, By, -y By des constantes non nulles et oy, aa, ..., a5 des constantes distinctes non nulles.
On suppose que 3—3 # n pour tous i, j € {1,2,...,s}. De plus quand s > 5, on suppose que
noy # oy + loas + .o+ s pour k = 5,6, ..., o Iy, lkay -y lgs € {0,1,...,m — 1} et

le1 + la + ... + lgs = n. Alors, toute solution méromorphe f(z)de l’équation

F)" +p(2)f(z + 1) = B1e%7 + 39672 + - + [ge257 (2.0.1)

est d’hyper ordre oo(f) > 1.
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2.1 Lemmes préliminaires

On a besoin des lemmes suivants. Le premier de ces lemmes aux différences est une version

analogue du lemme de la dérivée logarithmique.

Lemme 2.1.1 Soient f(z) une fonction méromorphe non constante et ¢ € C. Si oo(f) < 1

(557 = (i)

pour tout r en dehors d’un exceptionnel ensemble de mesure logarithmique finie.

et € >0, alors

Laine-Yang [8] a cité un lemme aux différences analogue a celui du lemme de Clunie comme

suit :

Lemme 2.1.2 Soit f(z) une solution méromorphe transcendante d’ordre fini p, d’une équa-

tion aux différences de la forme

Uz, f)P(z f) = Qz f),

ou Ul(z, f), P(z,f) et Q(z, f) sont des polynomes aux différences tels que le degré total de
Ul(z, f) dans f(z) et ses déplacements est n, et que le degré total de Q(z, f) est au plus n.
De plus, on suppose que U(z, f) contient seulement un terme de degré total mazimal en f(z)
et ses déplacements.

Alorts, pour chaque ¢ > 0,
m(r, P(z, f)) = O(r"=%%) + o(T(r, f)),
pour tout r en dehors d’un exceptionnel ensemble de mesure logarithmique finie.

Lemme 2.1.3 (/3, pp. 69-70], [12, p. 82]) Soient fi(z), f2(2),..., fu(2) des fonctions méro-

morphes et g1(z), ga(2), ..., gn(2) des fonctions entiéres satisfaisant les conditions suivantes.
(1) 32 i (2) e =0

(2) Zgzjl(z) — gr(2) ne sont pas des constantes pour 1 < j <k <mn;

(8) pour 1 <j<n,1<h<k<n,

T(r, f;) = o{T(r,e” )} (r — o0, ¢ E),

ot E C (1,00) est un ensemble de mesure linéaire finie ou de mesure logarithmique finie.
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Alors fij(2) =0 (j =1,2,...,n).

Le lemme suivant donne la relation entre V,,g et V.

Lemme 2.1.4 (/6]) Soient ay, as, ..., a, des constantes complexes tel que n un entier stric-

tement positif. La fonction symétrique (1.4.1)) élémentaire

Ei (a1, ag,...;ap) = ZO&lOéQ...OZi

de n variables o, ao, ..., est le quotient du determinant secondaire de vandermonde noté

Vi par le determinant principal de vandermonde Vo ot V,o # 0.

preuve :

On a, dans C, tout polynome de degré n admet n solution (aq, ag, ..., ;) ; d’ott pour py # 0

on a "
Do H (33 — Oéj) = poz” +p1$n71 + oo + Pr—1T + D,
j=1
tel que
% (_1)iEi (1,0, 50) 5 0=1,-+,m, (2.1.1)
Po

n

car le dévelopement du polyndéme pg H (z — ;) donne

j=1
n po 2" — By (ay, a0, .yan) x + By (ay, ag, ..., a) 22
po;lct_(%)__—%”.+(—IYEQQM,a%“wawaﬂ+a“+»(—D"E%(aha%“wan)
et on a

poct + praf ™t 4 4 pporar + py = 0,
Doy +p10f3_1 + ..+ ppo1ag +py, =0,

n n—1 _
Pot, +prag, + .+ pao10y +py =0,
_n — p1,n-1 p2 n—2 Pn—1 Pn
041 goal 1—{—20041 2“|‘..-+pp0 al—'l_gog
n 1 n— 2 nN— n—1 n
—Qy = = = —Q —
1 po 2 + po 2 + + po 2 + po’

_n _ p1,n—1 p2 n—2 Pn—1 Pn
a1 po M +p0a" Tt Po a”+p0'

Le déterminant du systeme est

1 1 1
al a2 . e an
2 2 2
det(s)=| 01 0 - 0 | =V,
—1 n—1 n—1
251 %) ay
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d’ou v
bi _ (_1>i ni
Po Vo
Alors de (2.1.1]), on trouve
Vm' .
Ei(Oél,Oéz,---,Oén):V , (1=1,...,n).
n0

Dans le lemme suivant, on a besoin des transformations élémentaires sur les lignes d’un
déterminant, qui sont les suivantes :

(7) Permutation de deu lignes.

(#4) Multiplier une ligne par un nombre non nul.

(#71) Remplacer une ligne par la méme ligne en lui ajoutant une somme linéaires des autres

lignes.

Lemme 2.1.5 Soient n > 2, s > 1 deux entiers, aq,qs,...,as des constantes non nulles,
dy,ds, ...,ds des constantes et ¢y, ca, c3,cq des fonctions rationnelles. Pour tous i = 1,2,3,4,

on suppose que o; # o (i #j € {1,2,...,s}) et que noy; # o, (p=1,2,...,5). Si
(c16™% + pe®?* + 3™ + c4™7)" = d1e™* + dpe®® + - + d e, (2.1.2)
alors c; =cy =c3 =c¢4 =0.

Preuve. De (2.1.2), on en déduit que

alz az agz
d1eM? + dye®®® + -+ 4+ dge?
— C?enalz + Cgenagz + CgLena&z + Czen(mz
E mial+maas+msaz+maay)z
+ le’ m2, ms, m4€( )

(ml, mg, ms, m4)

OU Cpymamsm, SONt des fonctions rationnelles et la somme Z< est réalisée telle que

Cm1m2m3m4)
m; € {O,l,...,n— 1} (j = 1,2,3,4) et my +mg +ms +my = n.
SllppOSOIlS qu’il existe bij € {0, 1,...,n — 1} (l,j = 172,3,4) avec bjy + bjs + bz + by = n
(1=1,2,3,4), tel que

noy = by + baag + bizaz + by,
nag = bajay + bagarg + bazarz + bagay,
nag = bsjo + bsacrg + byza + bygau,
nay = by oy + bapay + byzarg + bagauy,

(2.1.3)



2.1 Lemmes préliminaires 20

peut étre vu comme un systéme d’équations linéaires de ay, s, a3, ag. Nous en dédui-
rons une contradiction.

Evidemment b;; > 0 (i,j = 1,2, 3,4). Pour i = 1,2, 3,4, si seulement un des b;; (j = 1,2,3,4
avec j # 1) est supérieur & zéro, on en déduit immédiatement une contradiction; en effet,
sans perte de généralité, on peut supposer que by; > 0 et bog = boy = 0. Puis par la deuxiéme
équation du systéme ([2.1.3)), on a (n — bas)as = byjay. Puisque boy + boy = n et by # 0, on a

1 = Qip, une contradiction.

Maintenant, nous supposons que, pour tous ¢ = 1,2,3,4, au moins deux des b;; (j = 1,2, 3,4
avec j # i) sont supérieurs a zéro. Pour tous i = 1,2,3,4, on a bij < n — by (j # i). Le
systéme (12.1.3)) peut étre écrit comme suit

(bn — TL) a1 + b12052 + b13053 + b140é4 = O,
bgloél -+ (b22 — TL) (0] + b23053 + b240é4 = 0,
bsiar + bsacvy + (bgz — n) avg + bagcrg = 0,
by + basas + bagaz + (bag — n) oy = 0.

(2.1.4)

Noter la matrice correspondante au systéme (2.1.4)) est

bii —n bi2 bi3 bi4
A — ba1 by — 1 bas b4
b3y ba bss —n bay

by bao bas bayg —m

On discute le rang de la matrice A. Puisque b;; + bjo + b3 + by = n (i = 1,2, 3,4), Pajout des
colonnes 2, 3 et 4 a la colonne 1, donne det(A) = 0.

On discute maintenant, en deux cas, les déterminants des sous-matrices 3 x 3 de la matrice

A.

Cas 1. byz = bz = by3 = 0.

On Note que pour tous ¢ = 1,2,3,4, au moins deux des b;; ( j = 1,2,3,4 avec j # i ) sont
supérieurs & zéro, on a bys > 0, byy > 0, byy > 0, boy > 0, byy > 0, bge > 0.

Pour la sous-matrice 3 x 3

b1 —n bio b14
A = b3 bsa b3a = Ass
ba by bag —m

de la matrice A, on a

det(A;) = (b1 — n)bsa(bag — 1) + b12bssbar + b14bs1byo
—b14b3obsy — 512531(544 - n) - (511 - n)b34b42-
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Puisque pour tous i = 1,2,3,4, b;; <n—1b; (j#i),onabip<n—byetby <n—by.
Si b32 > 0, alors b14b32b41 < (TL — b11)<n — b44)b32. Donc

det(Al) > b12b34ba1 + b14b31042 — 512531(544 - n) - (511 - 71)534542 > 0.
Si b3y = 0, alors b3y > 0, b3y > 0 et donc
det(A1) = b12b34ba1 + b14b31bs0 — 512531(544 - n) - (bn - n)b34b42 > 0.

Ainsi dans ce cas, on a prouvé det(A;) >0 .

Cas 2. Au moins un des by3, bo3, by3 est supérieur a zéro. Pour la sous-matrice 3 x 3

b1 —n b12 bia
Ay = by by —n by
ba bao bas

de la matrice A, on a

det(A;) = (b1 —n) (baa — ) byz + b12bazbay + b13b21baa
—bi3 (522 - n) ba1 — b12b21bys — (511 - n)b23b42.

Si by3 > 0, alors par by < n—byy et byy < 1 — bag, on a byaba1byz < (1 — by1)(n — bes)bss. Donc
det(Az) > b12b23ba1 + b13b21b42 — b13(b22 - n)b41 - (bu - n)b23b42 > 0.

Si bys = 0, alors by > 0, bys > 0 et au moins un des by3, bag est supérieur & zéro. Donc
det(AQ) = b12bo3by1 + b13bo1bgn — 513(522 - n)b41 - (bn - n)b23b42 > 0.

Ainsi dans ce cas, on a prouvé det(As) > 0.
Puisque det(A) = 0 et il existe une sous-matrice 3 x 3 de la matrice A avec déterminant non
nul, donc le rang de la matrice A est 3.

Par transformations élémentaire des lignes, on déduit que la matrice du systéme ([2.1.4]) devient

100 -1
010 -1
001 1 (2.1.5)
000 0

De (2.1.4)) et (2.1.5)), on trouve

Q1 = Qg = (i3 = Oy,

une contradiction avec les hypotheéses du Lemme. Alors (2.1.3) ne tient pas.
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Sans perte de généralité, on peut supposer ( La négation de (2.1.4]) ) que
Nnoy 7£ miQy + Maolig + M3z + My0ly

pour tous my, me, ms,my € {0,1,...;n — 1} tel que my + my + mg + my = n.
Puisque

nag # o,  (p=1,2,...,9)

et
noy # oy (¢g=1,2,3),

par (2.1.3) et lemma 2.3, on a ¢4 = 0.

Donc I'Eq. (2.1.2)) devient

(1€ + €% + 3e™7)" = dye™® + dge™?® + - - - + d e,

En utilisant une preuve similaire a celle de (2.1.2)~(2.1.5)), on a ¢35 = 0 et 'équation (?7?)
devient
(c1€™7 4 2e™?*)" = d1e™* + dae™ + - - - + dge™*. (2.1.6)

Par (Z1.0), on a

d1€%Y + dae™?® + - + de™F = 1e"MF 4 cpe" (2.1.7)

n—1
j=1

ou < j > sont les coefficients binomiaux.

Puisque a1 # ay , on a pour tout j =1,2,....,n — 1,
nay # jag + (n — jag, nag # jag + (n — j)as.

Donc par (2.1.7)) et lemma 2.3, on a ¢; = ¢ = 0.

2.2 Preuve du théoréme

Preuve. [Preuve du Théoréme 1.1] Supposons que ’Eq. (2.0.1)) a une solution méromorphe
f(z) avec o2(f) < 1. On déduit une contradiction pour le cas f(z) a au moins un pole et le

cas ou f(z) est une fonction entiére.
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Cas 1. f(z) a au moins un pole.
Dans ce cas, si n = 0, en comparant le nombre des poéles des deux cotés de (2.0.1)), nous
obtenons immeédiatement une contradiction.

Si n # 0, on suppose que z soit un pole de f(z) d’ordre q.

De , on a
p(2)f(z+n)=—f(2)" + Be™" + By + o 4 e

on déduit que zp+ 7 est un pole de f(z) avec ordre au moins ng.
En remplagant z par z+ n dans (2.0.1)), on obtient

fEHn)"+plz+n)f(z+2n) = BB 4 gye2tHn (2.2.1)
et ﬁseas(z-i-n)‘

puisque 2o +7 est un pole de f(z)" avec ordre au moins n?q, de , on déduit que zg + 27
est un pole de f(z) with order at least n%q.

En suivant les étapes ci-dessus, on trouve une séquence {zo + jn};";o de poles de f(z) avec
ordre au moins n/q.

Donc pour m =1,2,..., on a
n(minl+ |zl +1, f(2)) > q+ng+---+n"q.

En outre, n > 2 + s > 3. Ainsi,
1 — logl
)\2 _ hm Og Og n (717 f(Z))
f(2) r—00 log r
— loglogn (m[n] +[z0| + 1, f(2))
m—oc log (m |n| + |z0] +1)
loglogn™ B

v

vV

m—oo  logm
Cela contredit oo(f) < 1.
Donc Teq. n’a aucune solution méromorphe avec au moins un poéle, d’hyper-ordre
inférieure & un.
Cas 2. f(z) est une fonction entiére. Si f(z)est un polynéme, puis en comparant les deux
cotés de I’équation , on obtient que l'ordre de croissance du coté gauche est 0, alors
que 'ordre de croissance du coté droit est 1. C’est impossible. Alors f(z) est transcendentale.

Puisque s > 1, nous divisons notre discussion en deux sous-cas : s =1 et s > 1.
Sous-cas 2.1. s = 1. L’eq. (2.0.1)) devient

f@)" +p()f(z+n) = B, (2.2.2)
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Différencier les deux cotés de (2.2.2), on a

nf(2)"7 ' (2) + (p(2) f (2 + 1) = a1 Bye.

Combinant cette équation avec (2.2.2)), on a

FE" T (nf'(2) = an f(2)) = aap(2) f(z +n) = (p(2) f (= + )" (2.2.3)

Sinf'(z) — aif(z) # 0, alors on déduit de (2.2.3), n > 2+ s = 3 et le Lemme (2.1.2),
T(r,nf'(z) — anf(2)) = m(r,nf'(z) — an f(2)) = S(r, f), (2.2.4)
T(r, f(2)(nf'(2) — enf(2))) = m(r, f(2)(nf'(2) — a1 f(2))) = S(r, f). (2.2.5)

La combinaison de (2.2.4)) avec (2.2.5)), donne
1
nf'(z) — on f(2)

T(r, f(2)) <T(r, f(2)(nf'(2) —enf(2))) + T (7“, ) =5(r, f),

une contradiction.
Sinf'(z) — aif(z) =0, alors f(z) = ce™ , ol ¢ est une constante. En remplacant f(z) =

cen? dans I'équation (2.0.1)), on trouve
c"e™® +p(z)cea71”ea71z = ﬁle%z (2.2.6)

Par (2.2.6)) et lemma 2.3, on ap(z)ce%l” = 0. Alors ¢ = 0 et donc f(z) = 0, une contradiction.
Donc, nous avons prouvé que ’Eq. (2.0.1)) n’a pas de solution entiére d’hyper-ordre inférieure
a un lorsque s = 1.

Sous-cas 2.2. s > 1. Soit

F= 7"+ p(e) =+ ).
Alors I’équation ([2.0.1)) devient
F = By 4 Bye 4.+ e, (2.2.7)

Différencier les deux cotés de 1’équation (2.2.7) (s — 1) fois, on a
F' = 0q3,e + agf3,eY%% 4 - - - 4 o, 3,677
F® = aff,e™ + a3fye™ + - + alf e
FG-D = 8713 2% 4§71 B,e%2% 4 - - a1 B e,
En combinant ces équations avec et en utilisant la régle de Cramer, on a

a1z
Be Pk
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Ou
F 1 1
FI (D) e Qg
_ ” 2. 2
Dy=| F as o (2.2.8)
F(s—=1) O&;il ag—l
et
1 1 ... 1
al a2 DY as
_ 2 2 . 2
D=1 o a3 o
s—1 s—1 s—1
al a2 DY as
evidemment, D est un déterminant vandermondien principal d’ordre s. Puisque a4, asg, - - -,

sont des constantes distinctes, nous obtenons
D= [[ (xi—ay)#0. (2.2.9)
1<i<j<s
En développant le déterminant D; (2.2.8) le long de la premiére colonne, on trouve

1 : .
Bre™ = = (=)™ My FOD o (<™ M PO g My F)  (2:2.10)

ouMs_j1(j =0,1,...,s—1) est le déterminant formé en iliminant la colonne 1 et la rangée s—j

du déterminant (2.2.8)), i.e.,

1 1 1
%) a3 Qg
Mg=] a3 o3 a? |, (2.2.11)
aS_Q a§_2 oz§*2
1 1 1
%) a3 as
[ [P . s—j2 -
Mg ji= a7 a3’ - ag”’ , (J=1,+,5=1). (2.2.12)
S S .. s—J
o™ Qs as
s—1 s—1 s—1
as as as

De (2.2.11)) et (2.2.12)), on voit que M, est un déterminant principal de Vandermonde avec

les variables s, as, . .., ag, et My_j1(j =1,2,...,s — 1) est un vandermondien secondaire

avec les variables as, g, . . ., ag. soient

oj = Zagag...&jH Pour j=1,2,...,s — 1, (2.2.13)
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étre la fonction élémentaire symétrique de s — 1 variables aws, as, . . . , ag. Par (2.2.11)),
(2.2.12) et lemma 2.4, on a

M1

=1,2,..,s—1). 2.2.14
e =125 1) (2:2.14)

O'j:

Différencier les deux cotés de (2.2.10]), on trouve

1 . .
o1 = & ((—1)s+1 M F© oo (=17 M FED 4y MMF’> . (2.2.15)

En éliminant e**de (2.2.10)) et (2.2.15)), on a

(1) M FO o (—1)° Myoyg — (1) o My, ) FOY
+ .o+ <<—1)3—j+1 Msfj,l . (_1>8—j OélMsfj+1,1> F(sfj) 4= OélMl’lF
0 (2.2.16)

Soit
(—1)8 Msfl,l - (—1)8+1 OélMs,l

L(w) = w® + w4
( ) (_1)8—‘1-1 ]\4’81
s—j+1 s—J
LBV M ;(1—1) oM jirr g L
(=17 Mg

OélMHF

L (2.2.17)
- s,1

L est un opérateur différentiel linéaire. Puisque F = f(2)" 4+ p(z)f(z + 1), de et
, on déduit que

L(f(2)") = —L(p(2)f(z + n)). (2.2.18)
Pour j =1,2,.... s, on pose

Tj = Zalag...aj (2219)

la fonction symétrique élémentaire de s variables oy, ao, ..., as. De (2.2.13), (2.2.14]) et (2.2.19)),

on déduit que

(—=1)" Ms_11 — (1) o M,
(_1)S+1 ]\4871

= —01—m
= —(m+ay+-a5) = -7,

(1) 7 M1 — (=17 e M_ji

(_1)s+1 M51 = (_]‘>J U] + (_1)] 0610']‘_1

= (=1Y7j, (j=2,3,....,s — 1),
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et
o M s s s
~Cyar = D e = () (eaag- ) = (<1)
- sl

Alors L(w) devient
L(w) = w® — 7wt 4o 4 (=1 w9 4 s 4 (=1)*Tw. (2.2.20)

Puisque

(F(2)") = nf(z)"f'(2),
(f()™)" = nln—1)f(2)" 2(f(2) +nf(z)" " f'(2),

on déduit par récurrence que, pour tout m = 1,2, .... s,
FEM™ = nln—1)..(n— (m = 1) fE" ()"
- mz S f @ () (@) - () )
+§;2<z;n—1 i (2). (2.2.21)

ou 7, sont des entiers positifs, Aj1, Aja, . . ., Ajm—1 sont des entiers non négatifs et la somme
>, est réalisée de telle sorte que A\ji+Njo+...+Xjm_1 = j et A\j1+2Xjo+...+(m —1) \j 1 =
m. Par (2.2.20)) et (2.2.21)), on a

L(f(2)") = f(z)n"%p, (2.2.22)

oul o est un polynome différentiel en f(z) de degré s avec des coefficients constants. Par
(2.2.18)), (2.2.20) et (2.2.22)), on a

f(2)" 9 = =L(p(2)f(z +n)), (2.2.23)

ou L(p(z)f(z 4+ n)) est un polynome de différence différentielle en f(z) de degrél avec des

coefficients polynomiaux.

Si ¢ # 0, alors par (2.2.23), n > s + 2, Lemme (2.1.2)), on a

T(r,p) = m(r,o)=S(rf)
T(r,f(z)e) = m(r, f(z)e)=5(,f). (2.2.24)

Les deux égalités ci-dessus donnent

T f(2) <T(rf(2)6) +T (
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une contradiction. Donc nous devons avoir ¢ = 0, qui donne L(f(2)") = 0et L(p(2) f(z+n)) =
0.

Par L(p(2)f(z+1n)) = 0 et (2.2.20), on a
(p(Z)f(Z + 77))(8) — Tl(p(z)f(z + 77))(3_1) 4o

(=157 () f (2 + 1) -+ (1) 7ep(2) f (2 + 1) = 0.

L’équation caractéristique de cette équation est
N — TN b (1) e (—1) 7, = 0. (2.2.25)
Puisque (2.2.25)) a s racines distinctes oy, ag, -+, a5 , on voit que p(z)f(z + n)a la forme

p(2)f(z+n) = 1" + 2" + - + ™7,

oucj (j=1,2---,s) sont des constantes. Alors
f(2) = 167 4 2% + -+ + e, (2.2.26)
ce g . . .
ollcj=——"=(j=1,2---,5) sont des fonctions rationnelles.
P(z—1n)

De méme, de L(f(2)") = 0 on déduit que

F(2)" = die®® + dye® + o + d e, (2.2.27)

oud; (j=1,2---,s) sont des constantes. Par (2.2.26]) et (2.2.27), on a

d1e® 4 doe™* + - - -+ de™F = e 4 cye M 4 o 4 cle M (2.2.28)
+ E R

OU Cpyy ..

£l

sont les fonctions rationnelles et la somme Z(mhm’ms) est réalisée de telle sorte
Q4

quem; € {0,1,--- ,n—1} (j =1,2,...,5) et my+mao+- - -+my = n. Puisque — # n pour tous
57

i,j € {1,2,--+ s} et nay # lpoq + lkga+-+lgsas pour k = 5,6,...,5, o0 L1, lg2, -+, lks €

{0,1,...;n — 1} et Uy + g2 + - - - + lgs = n, par (2.2.28) et le Lemme (2.1.3) , on a

s=cg=--=cs =0.

Alors f(z) devient
f(Z) = 17 4 ™" 4 - + g™t (2'2'29)
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Par (2.2.27), (2.2.29)) et le lemme (2.1.5)), on obtient ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 0, qui donne
f(z) = 0, une contradiction. Donc, nous avons prouvé que I'Eq. (2.0.1)) n’a pas de solution

entiére d’hyper-ordre inférieure & un lorsque s > 1. De la discussion ci-dessus, on voit que
toute solution méromorphe f(z) de I'équation (1.2) doit satisfaire oo(f) > 1. O
Remarque 1.1

(1) Similaire & la preuve du théoréme 1.1, en utilisant le lemme de Clunie des polynomes
différentiels, on peut facilement montrer que n’a pas de solutions méromorphes si
n=20.

(2) L’exemple ci-dessous montre que la condition “n > 2 + s” est nécessaire.

Exemple L’équation au différence
f(2)° —10f(z + 10mi) = 5es? £ Be 3% 4 % 4 e F

a une solution entiére

f(z) = €57 + 5%,
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