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Résumé

La théorie de R. Nevanlinna, parue en 1925, est une théorie moderne permet d�étudier la
distribution des valeurs d�une fonction entière ou méromorphe dans le plan complexe, elle est
considée parmis des rares événements mathématiques du vingtième siècle, elle a donné des
outils trés e¢ caces pour l�étude de la croissance et l�oscillation des solutions des équations
di¤érentielles linéaires ou non linéaires dans le plan complexe voir les livres [16], [8], [6], [10].
Ce travail se compose d�une intoduction et deux chapitres.
Le premier chapitre présente les notations standards et les résultats principaux de la théorie
de Nevanlinna utilisés dans notre mémoire.
Le deuxième chapitre est consacré pour l�étude de l�équation au di¤érence non linéaire dans
le plan complexe, de la forme suivante

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z + �2e

�2z + :::+ �se
�sz;

où n; s sont des entiers positifs, p(z) 6= 0 est un polynôme et �; �1; :::; �s; �1; :::; �s sont des
constantes avec ��1:::�s�1:::�s 6= 0: On montre le résultat principale obtenu dans l�article
[22] ; que les solutions méromorphes de cette équation ont un hyper ordre au moins un lorsque
n > 2 + s.
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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs de Nevanlinna et ses contreparties est un outil

indispensable de plusieurs auteurs pour l�étude des propriétés des solutions entières ou mé-

romorphes, des équations non-linéaires di¤érentielles, ou aux di¤érences, ou di¤érentielles-

di¤érences dans des domaines complexes, voir par exemple, [1], [10],[9]-[11],[13],[14] .

Le lemme de la dérivée logarithmique et son analogue la di¤érence logarithmique jouent un

rôle clé dans l�étude des équations non linéaires ; Le lemme de la dérivée logarithmique est va-

lable pour toutes les fonctions méromorphes, tandis que son analogue di¤érence logarithmique

est valable seulement pour les fonctions méromorphes avec un ordre de croissance �ni ou avec

un ordre in�ni tel que son hyper ordre inférieur à un (voir [2], [7]). Donc, pour les équations

di¤érentielles non linéaires, il n�est pas nécessaire de restreindre l�ordre de croissance des

solutions entières ou méromorphes, voir par exemple, les théorèmes A et B ci-dessous

Théorème (A) Soit n � 4 un entier et Pd(f) un polynôme di¤érentiel de f(z) de degré

d � n� 3. Si p1(z); p2(z) sont deux polynômes non nuls et �1; �2 sont deux constantes non
nulles tel que

�1
�2
n�est pas rationnel, l�équation

f(z)n + Pd(f) = p1(z)e
�1z + p2(z)e

�2z (0.0.1)

n�admet pas de solution entière transcendante.

Théorème (B) Soit n � 3 un entier et Pd(f) un polynôme di¤érentiel de f(z) de degré

d � n� 2. Si p1(z); p2(z) sont deux polynômes non nuls et �1; �2 sont deux constantes non
nulles tels que

�1
�2
6= ( d

n
)�1; 1. Alors, toute solution entière transcendente f(z) de l�équation

(0:0:1) véri�e que �(0; f) = 0.

Pour les équations non linéaires aux di¤érences ou di¤érentielles-di¤érences, seule les solu-

tions entières ou méromorphes d�ordre �ni ou d�hyper ordre inférieur à un ont été discutées,

voir par exemple, les théorèmes C, D et E ci-dessous :

Théorème (C) Soit p(z); q(z) des polynômes. Alors, l�équation non linéaire aux di¤érences

f(z)2 + q(z)f(z + 1) = p(z)
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n�admet pas de solution entière transcendante d�ordre �ni.

Théorème (D) L�équation non linéaire aux di¤érences

f(z)3 + q(z)f(z + 1) = c sin bz;

où q(z) est un polynôme non constant et b; c 2 C sont des constantes non nulles, n�admet
pas des solutions entières d�ordre �ni. Si q(z) = q est une constante non nulle, alors cette

équation possède trois solutions entières distinctes d�ordre �ni, à condition que b = 3�n et

q3 = (�1)n+1 27
4
c2 pour un entier non nul n.

Théorème (E) Soit n � 4 un entier et soit Pd(f) un polynôme di¤érentiel-di¤érence de

f (z) de degré d � n� 3. Si p1(z); p2(z) sont deux polynômes non nuls et �1; �2 sont deux
constantes non nulles avec

�1
�2
6= ( d

n
)�1; 1, alors l�équation (0:0:1) n�admet pas de solution

entière transcendante d�ordre �ni.

Dans les théorèmes A, B et E, le côté droit de la Eq. (0:0:1) a seulement deux termes. Ainsi,

une question naturelle est : Que peut-on dire si le côté droit de (0:0:1) est remplacé par s (� 1)
termes ? Pour l�Eq. (0:0:1), L�idée de base est d�éliminer e�1z et e�2z en di¤érenciant les deux

côtés de (0:0:1). Quand p1(z)e�1z et p2(z)e�2z sont remplacés par �1e
�1z, �2e

�2z; :::; �se
�sz, si

on veut utiliser la même idée, nous serons confrontés à des calculs compliqués.

Dans ce mémoire, on traite le problème posé, c�est des résultats de R.R. Zhang et Z.B. Huang

dans [22], ils ont étudié le problème en combinant la théorie de la distribution des valeurs de

Nevanlinna avec la théorie de l�algèbre linéaire, ils ont étudié les solutions méromorphes à la

place des solutions entières de l�équations

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z + �2e

�2z + ���+ �Se�Sz:

Sous certaines conditions on donne des estimations sur l�ordre et l�hyper ordre des solutions.

Notre mémoire est composé de deux chapitres ;

Le premier chapitre présente les notations standards et les résultats principaux de la théorie

de Nevanlinna utilisés dans notre mémoire.

Le deuxième chapitre est consacré pour l�étude de l�équation au di¤érence non linéaire dans

le plan complexe, de la forme suivante

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z + �2e

�2z + :::+ �se
�sz;

où n; s sont des entiers positifs, p(z) 6� 0 est un polynôme et �; �1; :::; �s; �1; :::; �s sont

des constantes avec ��1:::�s�1:::�s 6= 0: On montre le résultat principal obtenu dans l�article
[22] ; que les solutions méromorphes de cette équation sont d�hyper ordre au moins un lorsque

n > 2 + s ; ce résultat est le théorème suivant :
Théorème Soient n � 2+ s un entier, p(z) 6� 0 un polynôme, � une constante, �1; �2; :::; �s
des constantes non nulles et �1; �2; :::; �s des constantes distinctes non nulles. On suppose
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que �i
�j
6= n pour tous i; j 2 f1; 2; :::; sg. De plus quand s � 5, on suppose que n�k 6= lk1�1+

lk2�2+:::+lks�s pour k = 5; 6; :::; s, où lk1; lk2; :::; lks 2 f0; 1; :::; n�1g et lk1+lk2+:::+lks = n.
Alors, toute solution méromorphe f(z)de l�équation

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z + �2e

�2z + ���+ �Se�Sz

est d�hyper ordre �2(f) � 1.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna.

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les dé�nitions de base de la théorie de Nevan-

linna sur les fonctions méromorphes, et de rappeler quelques propriétés sur la croissance des

fonctions méromorphes.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

1.1.1 La formule de Jensen.

Théorème 1.1.1 Soit f (z) une fonction méromorphe telle que f (0) 6= 0;+1 et soient aj
(j = 1; 2; : : : ;m) (respectivement bk (k = 1; 2; : : : ; n)) les zéros (respectivement les pôles) de

f (z) dans le disque jzj < R (0 < R < +1) ; chaque zéro et pôle est pris selon sa multiplicité.
Alors,

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
: (1.1.1)

On donne la preuve pour le cas où f n�a aucun zéro ou pôle sur le cercle jzj = R, (Si les

zéros ou les pôles de la fonction f apparaissent sur le cercle jzj = R, on se réfère à [8, p. 2
deuxième cas.], [17, p. 43-47]).

Preuve. On pose

F (z) = f (z)

Qn
k=1

R(z�bk)
R2�bkzQm

j=1
R(z�aj)
R2�ajz

: (1.1.2)

La fonction F n�admet pas de zéros et de pôles dans jzj � R, donc logF (z) est analytique
dans jzj � R: Alors, par le théorème de la valeur moyenne des fonctions analytiques [?, p.

165], nous obtenons

logF (0) =
1

2�

R 2�
0
logF

�
R ei'

�
d':
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Prenant les parties réelles, en utilisant Re (logF (z)) = log jF (z)j ; nous obtenons

log jF (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��F �R ei'��� d': (1.1.3)

De (1:1:2) ; on trouve

F (0) = f (0)

Qn
k=1

bk
RQm

j=1
aj
R

: (1.1.4)

Pour tout z = R:ei' et pour tout j = 1; 2; :::; m, k = 1; 2; :::; n, on a����R (z � bk)R2 � bkz

���� = ����R (z � aj)R2 � ajz

���� = 1. (1.1.5)

De (1:1:2) et (1:1:5), on trouve ��F �Rei'��� = ��f �Rei'��� : (1.1.6)

En combinant (1:1:6) avec (1:1:3) et (1:1:4), nous obtenons l�a¢ rmation

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
: (1.1.7)

L�équation (1:1:7) est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre les zéros

et les pôles situés à l�intérieur d�un disque jzj < R avec la valeur moyenne de log jf (z)j sur
la frontière jzj = R. �

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z;

à l�origine. Alors,

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+ mP

j=1

log
jajj
R
�

nP
k=1

log
jbkj
R
�m logR: (1.1.8)

où les aj (j = 1; 2; : : : ;m) (respectivement bk (k = 1; 2; : : : ; n)) sont les zéros (respectivement

les pôles) de f (z) dans le disque jzj < R:

1.1.2 Reformulation de la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0; on dé�nit log+ x par

log+ x = max f0; log xg : (1.1.9)
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Lemme 1.1.1

(1) log x 6 log+ x: (2) log+ x 6 log+ y pour x 6 y:
(3) log x = log+ x� log+ 1

x
: (4) jlog xj = log+ x+ log+ 1

x
:

(5) log+ (
Qn
k=1 xk) 6

Pn
k=1 log

+ xk: (6) log+ (
Pn

k=1 xk) 6 log n+
Pn

k=1 log
+ xk:

Preuve. (1) ; (2) ; (3) et (4) sont des conséquences immédiates de la dé�nition 1.1.1 et la

monotonie de la fonction logarithme ordinaire.

(5) Si
Qn
k=1 xk � 1; alors l�a¢ rmation est triviale. D�autre part, si

Qn
k=1 xk > 1; alors

log+
�

nQ
k=1

xk

�
= log

�
nQ
k=1

xk

�
=
Pn

k=1 log xk �
Pn

k=1 log
+ xk:

(6) Par (2) et (5) ci-dessus, on a

log+
�

nP
k=1

xk

�
� log+

�
nmax
1�k�n

fxkg
�
� log n+ log+

�
max
1�k�n

fxkg
�
� log n+

nP
k=1

log+ xk:

�

Dé�nition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +1. Alors, on dé�nit m (r; a; f) la fonction de proximité de la fonction f au point a
par

m (r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

2�Z
0

log+
1

jf (rei�)� ajd� si a 6= +1 (1.1.10)

et par

m (r;+1 ; f) = m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei���� d� si a = +1: (1.1.11)

Corollaire 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors,

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = m(r; f)�m(r; 1

f
): (1.1.12)

Preuve. En utilisant la troisième propriété du log+, on obtient

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = 1

2�

R 2�
0
log+

��f �rei���� d� � 1

2�

R 2�
0
log+

1

jf (rei�)jd�;

par les dé�nitions (1:1:10), (1:1:11), nous constatons que

1

2�

R 2�
0
log
��f �rei���� d� = m(r; f)�m(r; 1

f
):

�
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Dé�nition 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe

ou a = +1. On dé�nit N (r; a; f) (respectivement N (r; a; f)) la fonction a-points (respecti-
vement a-points distincts) de la fonction f dans le disque jzj 6 r par

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a) =
Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) log r si a 6= +1;
(1.1.13)

N (r;+1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)
t

dt+ n (0;+1; f) log r si a = +1
(1.1.14)

et

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a) =
Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) log r si a 6= +1;
(1.1.15)

N (r;+1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)
t

dt+ n (0;+1; f) log r si a = +1;
(1.1.16)

où

n (t; a; f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros de l�équation f (z) = a

dans le disque jzj 6 t; chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
n (t;+1; f) désigne le nombre des pôles de la fonction f (z) dans le disque jzj 6 t; chaque

pôle étant compté avec son ordre de multiplicité.

n (t; a; f) (a un nombre complexe) désigne le nombre des zéros distincts de l�équation

f (z) = a dans le disque jzj 6 t:
n (t;+1; f) désigne le nombre des pôles distincts de la fonction f (z) dans le disque

jzj 6 t.

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec les a-points aj (j = 1; 2; : : : ; n) dans le

disque jzj 6 R telle que 0 < ja1j 6 ja2j 6 � � � 6 janj 6 R, chacune est comptée selon sa

multiplicité. Alors,R R
0
log

n (t; a; f)

t
dt =

R R
0
log

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt =
nP
j=1

log
R

jajj
: (1.1.17)

Corollaire 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors,

log jCmj =
1

2�

R 2�
0
log
��f �Rei'��� d'+N (R; f)�N �R; 1

f

�
: (1.1.18)
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Corollaire 1.1.3 Soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent

f (z) =
+1P
k=m

Ckz
k; Cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors,

log jCmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N (R; f)�N

�
R;
1

f

�
: (1.1.19)

1.1.3 La fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Dé�nition 1.1.4 Soit f une fonction méromorphe non constante. On dé�nit la fonction

caractéristique T (r; f) de la fonction f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) : (1.1.20)

Exemple 1.1.1 Soit f (z) = ez. Nous avons n(t;+1; f) = 0 car f n�admet pas de pôles,
par conséquent N(r; f) = 0:

De plus on a

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
���erei���� d�;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��er cos ��� d�:

Donc

m(r; f) =
1

2�

0B@
�
2Z
0

(r cos �) d� +

2�Z
3�
2

(r cos �) d�

1CA ;
alors

m(r; f) =
r

�
:

Par conséquent

T (r; f) =
r

�
: (1.1.21)
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Exemple 1.1.2 Soit P (z) =
nX
k=0

akz
k un polynôme non constant de degré n > 1 tel que

aj (j = 0; 1; � � � ; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit f (z) = eP (z): On veut
calculer T

�
r; eP (z)

�
:

D�abord on calcule T (r; f) lorsque P (z) = anzn: Soient an = janj ei'; z = rei�: Alors,

jf (z)j = ejanjrn cos(n�+'):

Par conséquent

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(n�+')d�:

Par changement de variable, on a

m(r; f) =
1

2n�

2n�+'Z
'

log+ ejanjr
n cos(�)d� :

Puisque 2n� est une période de la fonction cos, alors

m(r; f) =
1

2n�

2n�Z
0

log+ ejanjr
n cos(�)d� ;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(�)d� =

janj rn
2�

�
2Z

��
2

cos (�) d� =
janj rn
�

:

Comme f est entière, donc

T (r; f) = m(r; f) =
janj rn
�

: (1.1.22)

Généralement, pour f (z) = eP (z) et P (z) =
nX
k=0

akz
k on a

jf (z)j = ejanjrn cos(n�+')(1+o(1)) pour r ! +1:

Par conséquent, pour r su¢ samment grand on obtient

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ ejanjr
n cos(n�+')(1+o(1))d� =

janj rn
�

(1 + o (1)) :

D�où

T (r; f) = m(r; f) � janj rn
�

r ! +1: (1.1.23)



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna. 8

Exemple 1.1.3 ( Pratique ) Soit P (z) = 3iz4 un polynôme non constant de degré 4 et

soit f (z) = e3iz
4
: On veut calculer T

�
r; e3iz

4
�
:

on a pour z = rei�;

jf (z)j = e3r4 cos(4�+
�
2 ):

Par conséquent

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ e3r
4 cos(4�+�

2 )d�:

Par changement de variable, on trouve

� = 4� +
�

2
=) d� = 4d�

Alors

m(r; f) =
1

8�

�
2
+8�Z
�
2

log+ e3r
4 cos(�)d� :

Puisque 2n� est une période de la fonction cos, alors

m(r; f) =
1

8�

8�Z
0

log+ e3r
4 cos(�)d� ;

d�où

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ e3r
4 cos(�)d� =

3r4

2�

�
2Z

��
2

cos (�) d� =
3r4

�
:

Comme f est entière, donc

T (r; f) = m(r; f) =
3r4

�
: (1.1.24)

Généralement, pour f (z) = e3iz
4
et P (z) = 3iz4 on a

jf (z)j = e3r4 cos(4�+
�
2 )(1+o(1)) pour r ! +1:

Par conséquent, pour r su¢ samment grand on obtient

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+ e3r
4 cos(4�+�

2 )(1+o(1))d� =
3r4

�
(1 + o (1)) :

D�où

T (r; f) = m(r; f) � 3r4

�
r ! +1: (1.1.25)
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Exemple 1.1.4 Soit f une fonction rationnelle

f (z) =
P (z)

Q (z)
=
anz

n + an�1z
n�1 + � � �+ a0

bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0
;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes avec
anbm 6= 0 et m > n. On a deg (Q (z)) = m: Il existe donc un nombre réel positif r0 > 0 tel
que n(r;+1; f) = m pour tout r > r0: Alors,

N (r; f) =

Z r0

0

n (t;+1; f)� n (0;+1; f)
t

dt+

Z r

r0

m� n (0;+1; f)
t

dt+ n (0;+1; f) log r;

d�où

N (r; f) = O (1) + (m� n (0;+1; f)) (log r � log r0) + n (0;+1; f) log r:

Par conséquent

N (r; f) = m log r +O (1) : (1.1.26)

Par les propriétés des polynômes complexes (voir [11, Lemme 1.3.1 p. 9]). Pour tout � > 0;

il existe r1 > 0 tel que pour tout jzj = r > r1; on a

jP (z)j = janj rn (1 + o (1)) et jQ (z)j = jbmj rm (1 + o (1)) :

Par conséquent

m (r; f) =
1

2�

R 2�
0
log+

����P (z)Q (z)

���� d� = 1

2�

R 2�
0
log+

�
janj
jbmj

rn�m (1 + o (1))

�
d�;

d�où

m (r; f) = O (1) : (1.1.27)

En combinant entre (1:1:26) et (1:1:27), on obtient

T (r; f) = m log r +O (1) = O (log r) :

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna.

Théorème 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe non constante et soit

f (z)� a =
+1P
i=m

Ciz
i; Cm 6= 0; m 2 Z

la série de Laurent de (f � a) à l�origine. Alors, pour tout nombre complexe a, on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jCmj+ ' (r; a) ; (1.2.1)

où j' (r; a)j 6 log 2 + log+ jaj.
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Remarque 1.2.1 Le premier théorème principal peut être exprimé sous la forme :

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) (1.2.2)

pour tout a 2 C: On note que le terme d�erreur O (1) dépend de a:

Exemple 1.2.1 Dans l�exemple précédent, on a calculé la fonction T (r; f) pour la fonction

rationnelle

f (z) =
P (z)

Q (z)
=
anz

n + an�1z
n�1 + � � �+ a0

bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0
;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes où
anbm 6= 0 et m > n. Maintenant on va calculer le T (r; f) de la fonction f mais pour le cas
m < n:

On a la fonction 1
f
est une fonction rationnelle qui véri�e les conditions de l�exemple précé-

dent.

En appliquant le premier théorème fondamental (1:2:2), on obtient

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) ;

nous pouvons appliquer la même méthode de l�exemple précédent pour obtenir

T (r; f) = n log r +O (1) = O (log r) :

Remarque 1.2.2 Nous constatons que la fonction caractéristique d�une foncton rationnelle

est toujours donnée par

T (r; f) = O (log r) : (1.2.3)

En outre, l�inverse de cet assertion est vrai. Autrement dit, si f est une fonction méromorphe

avec T (r; f) = O(log r), alors f est une fonction rationnelle (voir [10, Théorème 2.2.3 p. 26]).

Proposition 1.2.1 Soient f; f1; : : : ; fn des fonctions méromorphes et �; �; ; � 2 C; telles
que �� � � 6= 0: Alors
(a) T (r;

Qn
k=1 fk) 6

Pn
k=1 T (r; fk) ; n > 1;

(b) T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N;
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(c) T

�
r;

nP
i=1

fi

�
6

nP
i=1

T (r; fi) + log n; n > 1;

(d) T
�
r; �f+�

f+�

�
= T (r; f) +O (1) ; en supposant que f 6� ��=:

Preuve. (a) et (c) ; en utilisant les propriétés (5) et (6) de log+ on peut facilement déduire

que si fk (k = 1; : : : ; n) sont des fonctions méromorphes, alors

m (r;
Qn
k=1 fk) �

Pn
k=1m (r; fk) (1.2.4)

et

m (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1m (r; fk) + log n: (1.2.5)

En outre, puisque l�ordre du pôle de
Pn

k=1 fk en z0 ne dépasse pas la somme des ordres des

pôles des fk (k = 1; 2; :::; n) en z0, alors

N (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1N (r; fk) : (1.2.6)

De même, on a

N (r;
Qn
k=1 fk) �

Pn
k=1N (r; fk) : (1.2.7)

En combinant (1:2:6) ( resp. (1:2:7) ) avec (1:2:5) ( resp. (1:2:4) ), on trouve

T (r;
Pn

k=1 fk) �
Pn

k=1 T (r; fk) + log n

et

T (r;
Qn
k=1 fk) �

Pn
k=1 T (r; fk) :

(b) Il su¢ t d�observer que jfnj = jf jn � 1 si et seulement si jf j � 1:
(d) On suppose que  6= 0: On pose f1 = f + �=; f2 = f1; f3 = 1=f2; f4 = (����)f3


; alors

�f+�
f+�

= f4 + �=:

Maintenant, en utilisant les inégalités (a) et (c) dans la proposition précédente, nous trouvons

T

�
r;
�f + �

f + �

�
= T (r; f4) +O (1)

= T (r; f3) +O (1)

= T (r; f2) +O (1)

= T (r; f1) +O (1)

= T (r; f) +O (1) :

Le cas où  = 0 (� 6= 0) : On pose f1 = f + �
�
( avec � 6= 0) donc �f+�

�
= �

�
f1. Alors,

T

�
r;
�f + �

�

�
= T

�
r;
�

�
f1

�
+O (1)

= T (r; f1) +O (1)

= T (r; f) +O (1) :



1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une fonction méromorphe. 12

�

Théorème 1.2.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour tout R > 0; on a

T (r; f) =
1

2�

R 2�
0
N
�
r; ei�

�
d� + log+ jf (0)j avec 0 < r < R: (1.2.8)

�) T (r; f) est une fonction croissante de r:

Remarque 1.2.3 L�équation (1:2:8) est appelée l�Identité de Henri Cartan, c�est une autre

représentation de T (r; f) : Puisque N
�
r; 1
f�ei�

�
est une fonction croissante de r. À l�aide de

cette identité (1:2:8), on peut dire que la fonction T (r; f) est une fonction croissante de r.

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction méromorphe.

1.3.1 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction

Dé�nition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe. � (f) l�ordre de f est dé�ni par

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
;

et on dé�nit l�hyper ordre �2 (f) de la fonction f par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.3.1 Soit f une fonction rationnelle non constante

f (z) =
P (z)

Q (z)
=
anz

n + an�1z
n�1 + � � �+ a0

bmzm + bm�1zm�1 + � � �+ b0
;

telle que les aj (j = 0; 1; � � � ; n), bi (i = 0; 1; � � � ; m) sont des nombres complexes avec
anbm 6= 0 et n; m sont des entiers positifs. Alors, de (1:2:3) on a

T (r; f) = O (log r) ;

d�où

� (f) = lim sup
r!+1

logO (log r)

log r
= 0:
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Exemple 1.3.2 Soit f (z) = ez: De (1:1:21) on a

T (r; f) =
r

�
:

D�où

�(ez) = lim sup
r!+1

log r
�

log r
= 1:

Exemple 1.3.3 Soit f (z) = e3iz4. D�après (1:1:24), on obtient

T (r; f) =
3r4

�
:

D�où

�(ez
2

) = lim sup
r!+1

log 3r
4

�

log r
= 4:

On peut constater ces résultats

�
�
ez

3
�
= 3; �

�
eiz

5+1
�
= 5; �2

�
ez

3
�
= 0; �2

�
eiz

5+1
�
= 0:

1.3.2 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros et
des points �xes.

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors, l�exposant (respectivement hyper

exposant) de convergence des zéros de la fonction f est noté par � (f) (respectivement �2 (f))

tel que

� (f) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

et �2 (f) = lim sup
r�!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

:

On note respectivement par

� (f) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

et par �2 (f) = lim sup
r�!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

à l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f :

Exemple 1.3.4 Comme la fonction f (z) = exp(ez) n�a pas de zéros, alors

�(exp(ez)) = 0 = �(exp(ez)):
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1.3.3 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Dé�nition 1.3.3 On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E:

La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

0

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.3.5 1) La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; 6] [ [7; 8:5] � [0;+1) est

m (E) =

+1Z
0

�
E
(t) dt =

6Z
1

dt+

8:5Z
7

dt = 6:5:

2) La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e; e2] � [1;+1) est

lm (F ) =

+1Z
1

�
F
(t)
dt

t
=

e2Z
e

dt

t
= 1:

1.4 La fonction élémentaire symétrique.

Dé�nition 1.4.1 Soient �1; �2; :::; �n des constantes complexes, n un entier strictement po-

sitif. La fonction symétrique élémentaire Ei de n variables �1; �2; :::; �n est dé�nie par :

Ei (�1; �2; :::; �n) =
X
i

�1�2 � � ��i =
X

1�j1�j2�����ji�n

�j1 : : : �j2 :::�ji

= �1�2�3 � � ��i + �1�2�3 � � ��i�1�i+1 + �1�2�3 � � ��i�1�i+2 + � � �+ �1�2�3 � � ��i�1�n
+�2�3 � � ��i+1 + �2�3 � � ��i�1�i+2 + � � �+ �2�3 � � ��i�n
+ � � �+ �n�i+1�n�i+2 � � ��n

Exemple 1.4.1

E1 (�1; �2; :::; �n) = �1 + �2 + � � �+ �n
E2 (�1; �2; :::; �n) = �1�2 + �1�3 + �1�4 + � � �+ �1�n

+�2�3 + �2�4 + �2�5 + � � �+ �2�n
+�3�4 + � � �+ �3�n + � � �+ �n�1�n
...

En (�1; �2; :::; �n) = �1�2�3�4�5 � � ��n�1�n
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Exemple 1.4.2

E1 (�1; �2; �3) = �1 + �2 + �3

E2 (�1; �2; �3) = �1�2 + �1�3 + �2�3

E3 (�1; �2; �3) = �1�2�3

Remarque 1.4.1 La fonction élémentaire est symétrique car elle est invariante par permu-

tation des variables.

1.5 Déterminant de vandermonde :

Dé�nition 1.5.1 Soient �1; �2; :::; �n des constantes complexes tel que n un entier stricte-

ment positif. Le déterminant de vandermonde de n variables est dé�ni par

V =

����������
1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �n
�21 �22 � � � �2n
� � � � � � � � � � � �
�n�11 �n�12 � � � �n�1n

����������
; (1.5.1)

et egal à

V =
Y

1�j<i�n
(�i � �j) :

Dé�nition 1.5.2 On dé�nit le déterminant secondaire de vandermonde noté Vnk; tel que

k = 1; 2; :::; n (n � 1), par

Vnk =

��������������

1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �n
� � � � � � � � � � � �

�n�k�11 �n�k�12 � � � �n�k�1n

�n�k+11 �n�k+12 � � � �n�k+1n

� � � � � � � � � � � �
�n1 �n2 � � � �nn

��������������
En enlevant la ligne où les puissances des �i est [n� k] ; d�ordre (k + 1) dans le sens inverse
( du bas vers le haut ) ; la ligne enlevée est : (�n�k1 ; �n�k2 ; �n�k3 ; : : : ; �n�kn ): On remarque que

le déterminant Vn0 est le déterminant de Vandermonde (1:5:1) ; c�est le déterminant principal

de Vandermonde:

Remarque 1.5.1 La relation entre Vn0 et Vnk, est donnée dans le Lemme (2:1:4).



Chapitre 2

Sur les soulustions méromorphes des
équations non linéaire aux di¤érences

Dans ce chapitre, on traite les résultats de R.R. Zhang et Z.B. Huang dans [22], c�est l�étude

de l�équation au di¤érence non linéaire dans le plan complexe suivante :

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z + �2e

�2z + :::+ �se
�sz;

où n; s sont des entiers positifs, p(z) 6� 0 est un polynôme et �; �1; :::; �s; �1; :::; �s sont

des constantes avec ��1:::�s�1:::�s 6= 0: On montre le résultat principal obtenu dans l�article
[22] ; que les solutions méromorphes de cette équation sont d�hyper ordre au moins un lorsque

n > 2+s ; en combinant la théorie de la distribution des valeurs de Nevanlinna avec la théorie
de l�algèbre linéaire on a le théorème suivant :

Théorème 2.0.1 Soient n � 2 + s un entier, p(z) 6� 0 un polynôme, � une constante,

�1; �2; :::; �s des constantes non nulles et �1; �2; :::; �s des constantes distinctes non nulles.

On suppose que �i
�j
6= n pour tous i; j 2 f1; 2; :::; sg. De plus quand s � 5, on suppose que

n�k 6= lk1�1 + lk2�2 + ::: + lks�s pour k = 5; 6; :::; s, où lk1; lk2; :::; lks 2 f0; 1; :::; n � 1g et
lk1 + lk2 + :::+ lks = n. Alors, toute solution méromorphe f(z)de l�équation

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z + �2e

�2z + ���+ �Se�Sz (2.0.1)

est d�hyper ordre �2(f) � 1.
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2.1 Lemmes préliminaires

On a besoin des lemmes suivants. Le premier de ces lemmes aux di¤érences est une version

analogue du lemme de la dérivée logarithmique.

Lemme 2.1.1 Soient f(z) une fonction méromorphe non constante et c 2 C. Si �2(f) < 1
et " > 0, alors

m

�
r;
f (z + c)

f (c)

�
= o

�
T (r; f)

r1��2(f)�"

�
pour tout r en dehors d�un exceptionnel ensemble de mesure logarithmique �nie.

Laine-Yang [8] a cité un lemme aux di¤érences analogue à celui du lemme de Clunie comme

suit :

Lemme 2.1.2 Soit f(z) une solution méromorphe transcendante d�ordre �ni �; d�une équa-

tion aux di¤érences de la forme

U(z; f)P (z; f) = Q(z; f);

où U(z; f), P (z; f) et Q(z; f) sont des polynômes aux di¤érences tels que le degré total de

U(z; f) dans f(z) et ses déplacements est n, et que le degré total de Q(z; f) est au plus n.

De plus, on suppose que U(z; f) contient seulement un terme de degré total maximal en f(z)

et ses déplacements.

Alorts, pour chaque " > 0,

m(r; P (z; f)) = O(r��1+") + o(T (r; f));

pour tout r en dehors d�un exceptionnel ensemble de mesure logarithmique �nie.

Lemme 2.1.3 ([3, pp. 69�70], [12, p. 82]) Soient f1(z), f2(z); :::; fn(z) des fonctions méro-

morphes et g1(z), g2(z); :::; gn(z) des fonctions entières satisfaisant les conditions suivantes.

(1)
nP
i=1

fi (z) e
gi(z) � 0;

(2) gj(z)� gk(z) ne sont pas des constantes pour 1 � j < k � n ;
(3) pour 1 � j � n, 1 � h < k � n,

T (r; fj) = ofT (r; egh�gk)g (r !1; r =2 E);

où E � (1;1) est un ensemble de mesure linéaire �nie ou de mesure logarithmique �nie.
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Alors fj(z) � 0 (j = 1; 2; :::; n).
Le lemme suivant donne la relation entre Vn0 et Vnk.

Lemme 2.1.4 ([6]) Soient �1; �2; :::; �n des constantes complexes tel que n un entier stric-

tement positif. La fonction symétrique (1:4:1) élémentaire

Ei (�1; �2; :::; �n) �
X

�1�2:::�i

de n variables �1; �2; :::; �n est le quotient du determinant secondaire de vandermonde noté

Vni par le determinant principal de vandermonde Vn0 où Vn0 6= 0:

preuve :

On a, dans C; tout polynôme de degré n admet n solution (�1; �2; :::; �n) ; d�où pour p0 6= 0
on a

p0

nY
j=1

(x� �j) = p0xn + p1xn�1 + :::+ pn�1x+ pn;

tel que
pi
p0
= (�1)iEi (�1; �2; :::; �n) ; i = 1; � � � ; n ; (2.1.1)

car le dévelopement du polynôme p0
nY
j=1

(x� �j) donne

p0

nY
j=1

(x� �j) =
p0 [x

n � E1 (�1; �2; :::; �n)x+ E2 (�1; �2; :::; �n)x
2

+ : : :+ (�1)iEi (�1; �2; :::; �n)xi + :::+ (�1)nEn (�1; �2; :::; �n)
i

et on a

(s)

8>>><>>>:
p0�

n
1 + p1�

n�1
1 + :::+ pn�1�1 + pn = 0;

p0�
n
2 + p1�

n�1
2 + :::+ pn�1�2 + pn = 0;

...
p0�

n
n + p1�

n�1
n + :::+ pn�1�n + pn = 0;

()

8>>><>>>:
��n1 = p1

p0
�n�11 + p2

p0
�n�21 + :::+ pn�1

p0
�1 +

pn
p0
;

��n1 = p1
p0
�n�12 + p2

p0
�n�22 + :::+ pn�1

p0
�2 +

pn
p0
;

...
��n1 = p1

p0
�n�1n + p2

p0
�n�2n + :::+ pn�1

p0
�n +

pn
p0
:

Le déterminant du système est

det (s) =

�����������

1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �n
�21 �22 � � � �2n
...

... � � � ...
�n�11 �n�12 � � � �n�1n

�����������
= Vn0 ;
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d�ou
pi
p0
= (�1)i Vni

Vn0
:

Alors de (2:1:1), on trouve

Ei (�1; �2; :::; �n) =
Vni
Vn0
; (i = 1; : : : ; n) :

Dans le lemme suivant, on a besoin des transformations élémentaires sur les lignes d�un

déterminant, qui sont les suivantes :

(i) Permutation de deu lignes.

(ii) Multiplier une ligne par un nombre non nul.

(iii) Remplacer une ligne par la même ligne en lui ajoutant une somme linéaires des autres

lignes.

Lemme 2.1.5 Soient n � 2, s � 1 deux entiers, �1; �2; :::; �s des constantes non nulles,

d1; d2; :::; ds des constantes et c1; c2; c3; c4 des fonctions rationnelles. Pour tous i = 1; 2; 3; 4,

on suppose que �i 6= �j (i 6= j 2 f1; 2; :::; sg) et que n�i 6= �p (p = 1; 2; :::; s). Si

(c1e
�1z + c2e

�2z + c3e
�3z + c4e

�4z)n = d1e
�1z + d2e

�2z + ���+ dse�sz; (2.1.2)

alors c1 � c2 � c3 � c4 � 0.

Preuve. De (2.1.2), on en déduit que

d1e
a1z + d2e

a2z + ���+ dseasz

= cn1e
na1z + cn2e

na2z + cn3e
na3z + cn4e

na4z

+
X

(m1; m2; m3; m4)

cm1; m2; m3; m4e
(m1�1+m2�2+m3�3+m4�4)z

où cm1m2m3m4 sont des fonctions rationnelles et la somme
P
(cm1m2m3m4)

est réalisée telle que

mj 2 f0; 1; :::; n� 1g (j = 1; 2; 3; 4) et m1 +m2 +m3 +m4 = n.

Supposons qu�il existe bij 2 f0; 1; :::; n � 1g (i; j = 1; 2; 3; 4) avec bi1 + bi2 + bi3 + bi4 = n

(i = 1; 2; 3; 4), tel que 8>><>>:
n�1 = b11�1 + b12�2 + b13�3 + b14�4;
n�2 = b21�1 + b22�2 + b23�3 + b24�4;
n�3 = b31�1 + b32�2 + b33�3 + b34�4;
n�4 = b41�1 + b42�2 + b43�3 + b44�4;

(2.1.3)
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(2:1:3) peut être vu comme un système d�équations linéaires de �1; �2; �3; �4. Nous en dédui-

rons une contradiction.

Evidemment bij � 0 (i; j = 1; 2; 3; 4). Pour i = 1; 2; 3; 4; si seulement un des bij (j = 1; 2; 3; 4
avec j 6= i) est supérieur à zéro, on en déduit immédiatement une contradiction ; en e¤et,

sans perte de généralité, on peut supposer que b21 > 0 et b23 = b24 = 0. Puis par la deuxième

équation du système (2:1:3), on a (n� b22)�2 = b21�1. Puisque b21 + b22 = n et b21 6= 0, on a
�1 = �2, une contradiction.

Maintenant, nous supposons que, pour tous i = 1; 2; 3; 4, au moins deux des bij (j = 1; 2; 3; 4

avec j 6= i) sont supérieurs à zéro. Pour tous i = 1; 2; 3; 4, on a bij < n � bii (j 6= i). Le

système (2:1:3) peut être écrit comme suit8>><>>:
(b11 � n)�1 + b12�2 + b13�3 + b14�4 = 0;
b21�1 + (b22 � n)�2 + b23�3 + b24�4 = 0;
b31�1 + b32�2 + (b33 � n)�3 + b34�4 = 0;
b41�1 + b42�2 + b43�3 + (b44 � n)�4 = 0:

(2.1.4)

Noter la matrice correspondante au système (2:1:4) est

A =

0BB@
b11 � n b12 b13 b14
b21 b22 � n b23 b24
b31 b32 b33 � n b34
b41 b42 b43 b44 � n

1CCA :
On discute le rang de la matrice A. Puisque bi1+ bi2+ bi3+ bi4 = n (i = 1; 2; 3; 4), l�ajout des

colonnes 2, 3 et 4 à la colonne 1, donne det(A) = 0.

On discute maintenant, en deux cas, les déterminants des sous-matrices 3� 3 de la matrice
A.

Cas 1. b13 = b23 = b43 = 0.

On Note que pour tous i = 1; 2; 3; 4, au moins deux des bij ( j = 1; 2; 3; 4 avec j 6= i ) sont
supérieurs à zéro, on a b12 > 0; b14 > 0, b21 > 0; b24 > 0; b41 > 0; b42 > 0.

Pour la sous-matrice 3� 3

A1 =

0@b11 � n b12 b14
b31 b32 b34
b41 b42 b44 � n

1A = A23

de la matrice A, on a

det(A1) = (b11 � n)b32(b44 � n) + b12b34b41 + b14b31b42
�b14b32b41 � b12b31(b44 � n)� (b11 � n)b34b42:
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Puisque pour tous i = 1; 2; 3; 4, bij < n� bii ( j 6= i ), on a b12 < n� b11 et b41 < n� b44.
Si b32 > 0, alors b14b32b41 < (n� b11)(n� b44)b32. Donc

det(A1) > b12b34b41 + b14b31b42 � b12b31(b44 � n)� (b11 � n)b34b42 � 0:

Si b32 = 0, alors b31 > 0, b34 > 0 et donc

det(A1) = b12b34b41 + b14b31b42 � b12b31(b44 � n)� (b11 � n)b34b42 > 0:

Ainsi dans ce cas, on a prouvé det(A1) > 0 .

Cas 2. Au moins un des b13; b23; b43 est supérieur à zéro. Pour la sous-matrice 3� 3

A2 =

0@b11 � n b12 b14
b21 b22 � n b24
b41 b42 b43

1A
de la matrice A, on a

det(A1) = (b11 � n) (b22 � n) b43 + b12b23b41 + b13b21b42
�b13 (b22 � n) b41 � b12b21b43 � (b11 � n)b23b42:

Si b43 > 0; alors par b12 < n� b11 et b21 < n� b22, on a b12b21b43 < (n� b11)(n� b22)b43. Donc

det(A2) > b12b23b41 + b13b21b42 � b13(b22 � n)b41 � (b11 � n)b23b42 � 0:

Si b43 = 0, alors b41 > 0, b42 > 0 et au moins un des b13, b23 est supérieur à zéro. Donc

det(A2) = b12b23b41 + b13b21b42 � b13(b22 � n)b41 � (b11 � n)b23b42 > 0:

Ainsi dans ce cas, on a prouvé det(A2) > 0.

Puisque det(A) = 0 et il existe une sous-matrice 3� 3 de la matrice A avec déterminant non
nul, donc le rang de la matrice A est 3.

Par transformations élémentaire des lignes, on déduit que la matrice du système (2.1.4) devient0BB@
1 0 0 �1
0 1 0 �1
0 0 1 �1
0 0 0 0

1CCA : (2.1.5)

De (2.1.4) et (2.1.5), on trouve

�1 = �2 = �3 = �4;

une contradiction avec les hypothèses du Lemme. Alors (2.1.3) ne tient pas.
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Sans perte de généralité, on peut supposer ( La négation de (2:1:4) ) que

n�4 6= m1�1 +m2�2 +m3�3 +m4�4

pour tous m1;m2;m3;m4 2 f0; 1; :::; n� 1g tel que m1 +m2 +m3 +m4 = n.

Puisque

n�4 6= �p (p = 1; 2; :::; s)

et

n�4 6= �q (q = 1; 2; 3);

par (2.1.3) et lemma 2:3, on a c4 � 0.
Donc l�Eq. (2.1.2) devient

(c1e
�1z + c2e

�2z + c3e
�3z)n = d1e

�1z + d2e
�2z + � � �+ dse�sz:

En utilisant une preuve similaire à celle de (2.1.2)�(2.1.5), on a c3 � 0 et l�équation (??)

devient

(c1e
�1z + c2e

�2z)n = d1e
�1z + d2e

�2z + � � �+ dse�sz: (2.1.6)

Par (2.1.6), on a

d1e
�1z + d2e

�2z + � � �+ dse�sz = c1e
n�1z + c2e

n�2z (2.1.7)

+
n�1X
j=1

�
n
j

�
cj1c

n�j
2 e(j�1+(n�j)�2)z

où
�
n
j

�
sont les coe¢ cients binomiaux.

Puisque �1 6= �2 , on a pour tout j = 1; 2; :::; n� 1,

n�1 6= j�1 + (n� j)�2; n�2 6= j�1 + (n� j)�2:

Donc par (2.1.7) et lemma 2:3, on a c1 � c2 � 0.
�

2.2 Preuve du théorème

Preuve. [Preuve du Théorème 1.1] Supposons que l�Eq. (2.0.1) a une solution méromorphe

f(z) avec �2(f) < 1. On déduit une contradiction pour le cas f(z) a au moins un pôle et le

cas où f(z) est une fonction entière.
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Cas 1. f(z) a au moins un pôle.

Dans ce cas, si � = 0, en comparant le nombre des pôles des deux côtés de (2.0.1), nous

obtenons immédiatement une contradiction.

Si � 6= 0, on suppose que z0 soit un pôle de f(z) d�ordre q.
De (2.0.1), on a

p(z)f(z + �) = �f(z)n + �1e�1z + �2e�2z + ���+ �te�tz

on déduit que z0+ � est un pôle de f(z) avec ordre au moins nq.

En remplaçant z par z+ � dans (2.0.1), on obtient

f(z + �)n + p(z + �)f(z + 2�) = �1e
�1(z+�) + �2e

�2(z+�) (2.2.1)

+ � � �+ �se�s(z+�):

puisque z0+� est un pôle de f(z)n avec ordre au moins n2q, de (2.2.1), on déduit que z0+2�

est un pôle de f(z) with order at least n2q.

En suivant les étapes ci-dessus, on trouve une séquence fz0 + j�g1j=0 de pôles de f(z) avec
ordre au moins njq.

Donc pour m = 1; 2; :::, on a

n (m j�j+ jz0j+ 1; f(z)) � q + nq + � � �+ nmq:

En outre, n � 2 + s � 3. Ainsi,

�2

�
1

f(z)

�
= lim

r!1

log log n (r; f(z))

log r

� lim
m!1

log log n (m j�j+ jz0j+ 1; f(z))
log (m j�j+ jz0j+ 1)

� lim
m!1

log log nm

logm
= 1:

Cela contredit �2(f) < 1.

Donc l�eq. (2.0.1) n�a aucune solution méromorphe avec au moins un pôle, d�hyper-ordre

inférieure à un.

Cas 2. f(z) est une fonction entière. Si f(z)est un polynôme, puis en comparant les deux

côtés de l�équation (2.0.1), on obtient que l�ordre de croissance du côté gauche est 0, alors

que l�ordre de croissance du côté droit est 1. C�est impossible. Alors f(z) est transcendentale.

Puisque s � 1, nous divisons notre discussion en deux sous-cas : s = 1 et s > 1.
Sous-cas 2.1. s = 1. L�eq. (2.0.1) devient

f(z)n + p(z)f(z + �) = �1e
�1z: (2.2.2)
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Di¤érencier les deux côtés de (2.2.2), on a

nf(z)n�1f 0(z) + (p(z)f(z + �))0 = �1�1e
�1z:

Combinant cette équation avec (2.2.2), on a

f(z)n�1 (nf 0(z)� �1f(z)) = �1p(z)f(z + �)� (p(z)f(z + �))0 : (2.2.3)

Si nf 0(z)� �1f(z) 6� 0, alors on déduit de (2.2.3), n � 2 + s = 3 et le Lemme (2:1:2),

T (r; nf 0(z)� �1f(z)) = m(r; nf 0(z)� �1f(z)) = S(r; f); (2.2.4)

T (r; f(z)(nf 0(z)� �1f(z))) = m(r; f(z)(nf 0(z)� �1f(z))) = S(r; f): (2.2.5)

La combinaison de (2.2.4) avec (2.2.5), donne

T (r; f(z)) � T (r; f(z)(nf 0(z)� �1f(z))) + T
�
r;

1

nf 0(z)� �1f(z)

�
= S (r; f) ;

une contradiction.

Si nf 0(z) � �1f(z) � 0, alors f(z) = ce
�1
n
z , où c est une constante. En remplaçant f(z) =

ce
�1
n
z dans l�équation (2.0.1), on trouve

cne�1z + p(z)ce
�1
z
�e

�1
n
z = �1e

�1
n
z (2.2.6)

Par (2.2.6) et lemma 2:3, on a p(z)ce
�1
z
� � 0. Alors c = 0 et donc f(z) � 0, une contradiction.

Donc, nous avons prouvé que l�Eq. (2.0.1) n�a pas de solution entière d�hyper-ordre inférieure

à un lorsque s = 1.

Sous-cas 2.2. s > 1. Soit

F = f(z)n + p(z)f(z + �):

Alors l�équation (2.0.1) devient

F = �1e
�1z + �2e

�2z + � � �+ �se�sz: (2.2.7)

Di¤érencier les deux côtés de l�équation (2.2.7) (s� 1) fois, on a8>><>>:
F 0 = �1�1e

�1z + �2�2e
�2z + � � �+ �s�se�sz

F (2) = �21�1e
�1z + �22�2e

�2z + � � �+ �2s�se�sz
� � �
F (s�1) = �s�11 �1e

�1z + �s�12 �2e
�2z + � � �+ �s�1s �se

�sz:

En combinant ces équations avec (2.2.7) et en utilisant la règle de Cramer, on a

�1e
�1z =

D1

D
:
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Où

D1 =

0BBBB@
F 1 � � � 1
F 0 �2 � � � �s
F" �22 � � � �2s
� � � � � � � � � � � �
F (s�1) �s�12 � � � �s�1s

1CCCCA (2.2.8)

et

D =

0BBBB@
1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �s
�21 �22 � � � �2s
� � � � � � � � � � � �
�s�11 �s�12 � � � �s�1s

1CCCCA
evidemment,D est un déterminant vandermondien principal d�ordre s. Puisque �1; �2; � � � ; �s
sont des constantes distinctes, nous obtenons

D =
Y

1�i<j�s
(�i � �j) 6= 0: (2.2.9)

En développant le déterminant D1 (2.2.8) le long de la première colonne, on trouve

�1e
�1z =

1

D

�
(�1)s+1Ms;1F

(s�1) + � � �+ (�1)s�j+1Ms�j;1F
(s�j�1) + � � �+M1;1F

�
; (2.2.10)

oùMs�j;1(j = 0; 1; :::; s�1) est le déterminant formé en iliminant la colonne 1 et la rangée s�j
du déterminant (2.2.8), i.e.,

Ms;1 =

0BBBB@
1 1 � � � 1
�2 �3 � � � �s
�22 �23 � � � �2s
� � � � � � � � � � � �
�s�22 �s�23 � � � �s�2s

1CCCCA ; (2.2.11)

Ms�j;1 =

0BBBBBBBB@

1 1 � � � 1
�2 �3 � � � �S
� � � � � � � � � � � �
�s�j�22 �s�j�23 � � � �s�j�2s

�s�j2 �s�j3 � � � �s�js

� � � � � � � � � � � �
�s�12 �s�13 � � � �s�1s

1CCCCCCCCA
; (j = 1; ���; s� 1): (2.2.12)

De (2.2.11) et (2.2.12), on voit que Ms;1 est un déterminant principal de Vandermonde avec

les variables �2, �3, . . . , �S , et Ms�j;1(j = 1; 2; :::; s� 1) est un vandermondien secondaire
avec les variables �2, �3, . . . , �S. soient

�j �
X

�2�3:::�j+1 Pour j = 1; 2; :::; s� 1; (2.2.13)
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être la fonction élémentaire symétrique de s � 1 variables �2, �3, . . . , �S. Par (2.2.11),
(2.2.12) et lemma 2:4, on a

�j =
Ms�j;1

Ms;1

; (j = 1; 2; :::; s� 1) : (2.2.14)

Di¤érencier les deux côtés de (2.2.10), on trouve

�1�1e
�1z =

1

D

�
(�1)s+1Ms;1F

(s) + � � �+ (�1)s�j+1Ms�j;1F
(s�j) + � � �+M1;1F

0
�
: (2.2.15)

En éliminant e�1zde (2.2.10) et (2.2.15), on a

(�1)s+1Ms;1F
(s) + � � �+

�
(�1)sMs�1;1 � (�1)s+1 �1Ms;1

�
F (s�1)

+ � � �+
�
(�1)s�j+1Ms�j;1 � (�1)s�j �1Ms�j+1;1

�
F (s�j) + � � � � �1M1;1F

= 0: (2.2.16)

Soit

L (w) = w(s) +
(�1)sMs�1;1 � (�1)s+1 �1Ms;1

(�1)s+1Ms1

w(s�1) +

� � �+ (�1)
s�j+1Ms�j;1 � (�1)s�j �1Ms�j+1;1

(�1)s+1Ms1

w(s�j) + � � �

� �1M11F

(�1)s+1Ms;1

w (2.2.17)

L est un opérateur di¤érentiel linéaire. Puisque F = f(z)n + p(z)f(z + �), de (2.2.16) et

(2.2.17), on déduit que

L(f(z)n) = �L(p(z)f(z + �)): (2.2.18)

Pour j = 1; 2; :::; s, on pose

� j �
X

�1�2:::�j (2.2.19)

la fonction symétrique élémentaire de s variables �1; �2; :::; �s. De (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.19),

on déduit que

(�1)sMs�1;1 � (�1)s+1 �1Ms;1

(�1)s+1Ms;1

= ��1 � �1

= � (�1 + �2 + � � ��s) = �� 1;

(�1)s�j+1Ms�j;1 � (�1)s�j �1Ms�j+1;1

(�1)s+1Ms1

= (�1)j �j + (�1)j �1�j�1

= (�1)j � j; (j = 2; 3; :::; s� 1);
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et

� �1M11

(�1)s+1Ms1

= (�1)s �1�s�1 = (�1)s (�1�2 � � ��s) = (�1)s � s:

Alors L(w) devient

L(w) = w(s) � � 1w(s�1) + ���+ (�1)j� jw(s�j) + ���+ (�1)s� sw: (2.2.20)

Puisque

(f(z)n)0 = nf(z)n�1f 0(z);

(f(z)n)00 = n (n� 1) f(z)n�2 (f 0(z))2 + nf(z)n�1f q(z);

on déduit par récurrence que, pour tout m = 1; 2; :::; s,

(f(z)n)(m) = n(n� 1):::(n� (m� 1))f(z)n�m(f 0(z))m

+
m�2X
j=2

X
�

j�f (z)
n�j

�
(f 0 (z))

�j1
���

f q (z)
��j2� � � ���f (m�1) (z)��j;m�1�

+nf (z)n�1 f (m) (z) : (2.2.21)

où j� sont des entiers positifs, �j1, �j2, . . . , �j;m�1 sont des entiers non négatifs et la sommeP
� est réalisée de telle sorte que �j1+�j2+:::+�j;m�1 = j et �j1+2�j2+:::+(m� 1)�j;m�1 =

m. Par (2.2.20) et (2.2.21), on a

L(f(z)n) = f(z)n�s'; (2.2.22)

où ' est un polynôme di¤érentiel en f(z) de degré s avec des coe¢ cients constants. Par

(2.2.18), (2.2.20) et (2.2.22), on a

f(z)n�s' = �L(p(z)f(z + �)); (2.2.23)

où L(p(z)f(z + �)) est un polynôme de di¤érence di¤érentielle en f(z) de degré1 avec des

coe¢ cients polynomiaux.

Si ' 6� 0, alors par (2.2.23), n � s+ 2, Lemme (2:1:2), on a

T (r; ') = m (r; ') = S (r; f)

T (r; f (z)') = m (r; f (z)') = S (r; f) : (2.2.24)

Les deux égalités ci-dessus donnent

T (r; f (z)) � T (r; f (z)�) + T
�
r;
1

�

�
= S (r; f) ;
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une contradiction. Donc nous devons avoir ' � 0, qui donne L(f(z)n) � 0 et L(p(z)f(z+�)) �
0.

Par L(p(z)f(z + �)) � 0 et (2.2.20), on a

(p(z)f(z + �))(s) � � 1(p(z)f(z + �))(s�1) + � � �

+(�1)jj�(p(z)f(z + �))(s�j) + � � �+ (�1)s� sp(z)f(z + �) � 0:

L�équation caractéristique de cette équation est

�s � � 1�s�1 + ���+ (�1)j� j�s�j + ���+ (�1)s� s = 0: (2.2.25)

Puisque (2.2.25) a s racines distinctes �1; �2; � � � ; �s , on voit que p(z)f(z + �)a la forme

p(z)f(z + �) = ec1e�1z + ec2e�2z + ���+ ecse�sz;
où ecj (j = 1; 2 � � � ; s) sont des constantes. Alors

f(z) = c1e
�1z + c2e

�2z + ���+ cse�sz; (2.2.26)

où cj =
ecje��j�
P (z � �) (j = 1; 2 � � � ; s) sont des fonctions rationnelles.

De même, de L(f(z)n) � 0 on déduit que

f(z)n = d1e
�1z + d2e

�2z + ���+ dse�sz; (2.2.27)

où dj (j = 1; 2 � � � ; s) sont des constantes. Par (2.2.26) et (2.2.27), on a

d1e
�1z + d2e

�2z + � � �+ dse�sz = cn1e
n�1z + cn2e

n�2z + ���+ cns en�sz (2.2.28)

+
X

(m1;��� ;ms)

cm1;��� ;mse
(m1�1+���+ms�s)z

où cm1;��� ;ms sont les fonctions rationnelles et la somme
P

(m1;��� ;ms)
est réalisée de telle sorte

quemj 2 f0; 1; � � � ; n�1g (j = 1; 2; :::; s) etm1+m2+� � �+ms = n. Puisque
�i
�j
6= n pour tous

i; j 2 f1; 2; � � � ; sg et n�k 6= lk1�1 + lk2�2+���+lks�s pour k = 5; 6; :::; s, où lk1; lk2; � � � ; lks 2
f0; 1; :::; n� 1g et lk1 + lk2 + � � �+ lks = n, par (2.2.28) et le Lemme (2:1:3) , on a

c5 � c6 � � � � � cs � 0:

Alors f(z) devient

f(z) = c1e
�1z + c2e

�2z + ���+ c4e�4z: (2.2.29)
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Par (2.2.27), (2.2.29) et le lemme (2:1:5), on obtient c1 � c2 � c3 � c4 � 0, qui donne

f(z) � 0, une contradiction. Donc, nous avons prouvé que l�Eq. (2:0:1) n�a pas de solution

entière d�hyper-ordre inférieure à un lorsque s > 1. De la discussion ci-dessus, on voit que

toute solution méromorphe f(z) de l�équation (1:2) doit satisfaire �2(f) � 1. �
Remarque 1.1

(1) Similaire à la preuve du théorème 1:1, en utilisant le lemme de Clunie des polynômes

di¤érentiels, on peut facilement montrer que (2:0:1) n�a pas de solutions méromorphes si

� = 0.

(2) L�exemple ci-dessous montre que la condition �n � 2 + s�est nécessaire.
Exemple L�équation au di¤érence

f(z)5 � 10f(z + 10�i) = 5e 35 z + 5e� 3
5
z + ez + e�z

a une solution entière

f(z) = e
1
5
z + e�

1
5
z:
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