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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna joue un rôle très important dans la théorie des fonctions, en par-
ticulier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes no-
tammenent la croissance et l�oscillation des solutions.

En e¤et de puis 1925, l�année où R.Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la
théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de
publier dans le même thématique et plusieurs problèmes ont été étudiés et résolus. Des liens
étroits avec d�autres domaines sont mis en évidence, en particulier avec la théorie analytique
des équations di¤érentielle.

Ce mémoire se compose d�une introduction et de deux chapitres.

Le premier chapitre présente une introduction à la théorie de R.Nevanlinna, dans lequel on
donne des notations, dé�nitions et résultats dont on aura besoin dans le deuxième chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à l�étude quelques estimations precises de l�hyper
ordre des solutions des équations di¤érentielles linéaires dans le plan complexe



Chapitre 1

Théorie de R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va présenter les notions de base nécéssaire et donner quelques dé�nitions
et résultats dont on aura besoin tout au long de notre travail.

1.1 Formule de Poisson-Jensen et Formule de Jensen

Théorème 1.1.1 ([7, 12], Formule de Poisson-Jensen) Soit f(z) une fonction méro-
morphe dans le domaine jzj < R (0 < R � 1) non identiquement nulle, et a�(� = 1; 2; :::; h)
(respectivement b�(� = 1; 2; :::; k)) ses zéros (respectivement ses pôles), chacun étant
compté avec son ordre de multiplicité. Alors dans le disque jzj < � on a

ln jf(z)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��f(�ei�)��Re��ei� + z

�ei� � z

�
d�

�
hX
�=1

ln

���� �2 � a�z�(z � a�)

����+ kX
�=1

ln

���� �2 � b�z�(z � b�)

���� :
Nevanlinna appelé cette formule la formule de Poisson-Jensen.
Le cas où f n�admet ni zéros ni plôes généralement la formule s�appelle la formule de Poisson.
Le cas où z = 0 s�appelle la formule de Jensen.

Théorème 1.1.2 ([7, 6], Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que
f(z) 6� 0;1 et a1; a2; ::::; an (respectivement b1; b2; :::; bn ) ses zéros (respectivement ses poles)
, chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

log jf(rei�)jd� +
X
jbj j<r

log
r

jbjj
�
X
jaj j<r

log
r

jajj
:
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Preuve. . On démontre le théorème dans le cas où f n�admet ni zéros ni pôles sur le cercle
jzj = r. Considérons la fonction

g(z) = f(z)
Y
jaj j<r

r2 � ajz
r(z � aj)

0@ Y
jaj j<r

r2 � bjz
r(z � bj)

1A�1

:

On a g 6= 0;1 dans le disque jzj < r et ln jg(z)j est une fonction harmonique. D�après la
formule de la moyenne, on a

ln jg(0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��g �rei���� d�:

D�autre part,

jg(0)j = jf(0)j
Y
jaj j<r

r

jajj

0@Y
jbj j<r

r

jbjj

1A�1

d�où
ln jg(0)j = ln jf(0)j+

X
jaj j<r

ln
r

jajj
�
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
:

Pour z = rei�, on a ���� r2 � ajzr(z � aj)

���� = ���� r2 � ajrei�r(rei� � aj)

���� = ����ei�(re�i� � aj)rei� � aj

���� = 1
et ���� r2 � bjzr(z � bj)

���� = ���� r2 � bjrei�r(rei� � bj)

���� = ����ei�(re�i� � bj)rei� � bj

���� = 1:
D�où

��g(rei�)�� = ��f(rei�)�� : D�où, on obtient le formule de Jensen. �

1.2 Fonction caractéristique de R.Nevalinna

Fonction a-point

Dé�nition 1.2.1 ([1]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on
désigne par n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation f (z) = a situées dans le disque
jzj � t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n (t;1; f) le
nombre de pôles de la fonction f dans le disque jzj � t. On dé�nit

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) log r; a 6=1

et

N (r;1; f) = N (r; f) =
Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) log r;

où N (r; f) est appelée la fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:
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Fonction de proximité

Dé�nition 1.2.2 ([1]) Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre com-
plexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m (r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

Z r

0

log+
1

jf (rei�)� ajd�; a 6=1

et m (r; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a:

Fonction caractéristique de R.Nevanlinna

Dé�nition 1.2.3 ([1]) On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction
f par

T (r;1; f) = T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.2.1 Pour la fonction f (z) = ez=z, cette fonction admet un pôle simple z = 0.
Alors

N(r; f) =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) log r

=

Z r

0

1� 1
t
dt+ log r

= log r

De plus

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d� = 1

2�

Z 2�

0

log+
����er cos �r

���� d�
=

1

2�

Z �
2

��
2

log

�
er cos �

r

�
d�

=
1

2�

Z �
2

��
2

r cos �d� � 1

2�

Z �
2

��
2

log rd�

=
r

�
� 1
2
log r:

D�où

T (r; ez=z) = m(r; ez=z) +N(r; ez=z)

=
r

�
� 1
2
log r + log r

=
r

�
+
1

2
log r:
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Proposition 1.2.1 ([7]) Soit f un fonction méromorphe, f est rationnelle si seulement si

T (r; f) = O(log r):

Proposition 1.2.2 ([7]) Soit f une fonction méromorphe avec le developpment de Laurent

f(z) =

+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0;m 2 Z:

Alors

log jcmj =
1

2�

Z 2�

0

log jf(rei�)jd� +N(r; f)�N(r; 1
f
):

Preuve du proposition (1:2:2). On Considère la fonction

h(z) = f(z)z�m, z 2 C

il est clair que m = n(0; 0; f)� n(0;1; f) et h(0) 6= 0;1: /a fonctions h et f ont les même
pôles et zéros dans le disque 0 < jzj � r: Par la formule de Jensen on obtient

log jcmj = log jh(0)j

=
1

2�

Z 2�

0

log
��h(rei')�� d'+ X

jbkj<r

log

�
r

jbkj

�
�
X
jaij<r

log

�
r

jaij

�

=
1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')r�m�� d'

+

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt�
rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)
t

dt

=
1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')�� d'+�m log r

+

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt�
rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)
t

dt

=
1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')�� d'+� [n(0; 0; f)� n(0;1; f)] log r

+

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt�
rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)
t

dt

=
1

2�

Z 2�

0

log
��f(rei')�� d'+N(r; f)�N �r; 1

f

�
:

Dé�nition 1.2.4 ([2]) Pour tout réel x � 0; on dé�nit

log+ x = max (log x; 0) =

�
log x; si x > 1;
0; si 0 � x � 1:
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Il est clair que

lnx = log+ x� log+ 1
x
; x � 0:

Lemme 1.2.1 ([7]) On a les propriétés suivantes
a)

log x � log+ x
b)

log+ x � log+ y (si 0 < x < y):
c)

log x = log+ x� log+ 1
x
:

d)

jlog xj = log+ x+ log+ 1
x
:

e)

log+(
nY
i=1

xi) �
nX
i=1

log+ xi:

f)

log+(
nX
i=1

xi) � log n+
nX
i=1

log+ xi:

Preuve du lemme (1:2:1). Montrons c) d) e) et f)
c) On a

log+ x� ln+ 1
x
= max(log x; 0)�max(log 1

x
; 0)

= max(log x; 0)�max(� log x; 0)
= max(log x; 0) + min(log x; 0)

= log x:

d) On a

log+ x+ log+
1

x
= max(log x; 0) + max(� log x; 0)

= max(log x; 0)�min(log x; 0)
= jlog xj :

e) Si
nY
i=1

xi � 1; alors l�inégalité est évidente.
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Supposons que
nY
i=1

xi > 1: Alors

log+(

nY
i=1

xi) = log(

nY
i=1

xi)

=

nX
i=1

log xi .

f) On a d�après b) et e)

log+(
nX
i=1

xi) � log+(n max
1�i�n

xi)

� log n+ log+ max
1�i�n

xi

� log n+
nX
i=1

log+ xi:

Proposition 1.2.3 ([7]) Soient f , f1, f2, . . . , fn des fonctions méromorphes. Alors

a) m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m(r; fi) + log n:

b) m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m(r; fi):

c) N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N(r; fi):

d) N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N(r; fi):

e) T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + log n; n � 1:

f) T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi); n � 1:

g) T (r; fn) = nT (r; f); n�N�:

Preuve. Montrons e) f) g) �

e) On a si z0 est un pôle de degré �i pour la fonction fi, alors il est de degré égale au plus

max1�i�n �i �
nX
i=1

�i pour la fonction
nX
i=1

fi. Alors

N(r;
nX
i=1

fi) �
nX
i=1

N(r; fi)
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et

m(r;
nX
i=1

fi) =
1

2�

2�Z
0

log+

�����
nX
i=1

fi
�
rei�
������ d�

�
nX
i=1

1

2�

2�Z
0

log+

�����
nX
i=1

fi
�
rei�
������ d� + log n

=
nX
i=1

m(r; fi) + log n:

Donc

T (r;
nX
i=1

fi) = m(r;
nX
i=1

fi) +N(r;
nX
i=1

fi)

�
nX
i=1

T (r; fi) + log n:

f) On a

m(r;
nY
i=1

fi) =
1

2�

Z 2�

0

ln+

�����
nY
i=1

fi(re
i�)

����� d�
�

nX
i=1

(
1

2�

Z 2�

0

ln+
��fi(rei�)�� d�

=
nX
i=1

m(r; fi):

si z0 est un pôle de degré �i pour la fonction fi, alors z0 est un pôle de la fonction
nY
i=1

fi de

degré égale au plus
nX
i=1

�i. Donc

N(r;

nY
i=1

fi) �
nX
i=1

N(r; fi):

Ainsi

T (r;

nY
i=1

fi) = m(r;

nY
i=1

fi) +N(r;

nY
i=1

fi)

�
nX
i=1

(m(r; fi) +N(r; fi))

=
nX
i=1

T (r; fi):
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g) On a jfnj = jf jn � 1 () jf j � 1. Alors si jf j � 1, on a

m(r; fn) =
1

2�

2�Z
0

log+
��fn �rei���� d� = 0

N(r; fn) = nN(r; f)

Donc

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn) = nN(r; f)

= n(m(r; f) +N(r; f)) = nT (r; f):

Si jf j > 1, alors

m(r; fn) =
1

2�

2�Z
0

log
��fn(rei�)�� d� = n 1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d�

= nm(r; f)

et
N(r; fn) = nN(r; f):

Donc

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn) = n(m(r; f) +N(r; f))

= nT (r; f)

Proposition 1.2.4 ([7]) Si f est une fonction méromorphe non-constante, et si

g =
af + b

cf + d
;

tels que a; b; c; et d sont des constantes avec ad� bc 6= 0, alors

T (r; g) = T (r; f) +O(1):

Preuve. Si c = 0, alors

T

�
r;
af + b

d

�
= T

�
r;
a

d
f +

b

d

�
� T (r;

a

d
) + T (r; f) + T (r;

b

d
) + ln 2

� T (r; f) + ln+
���a
d

���+ ln+ ���� bd
����+ ln 2

= T (r; f) +O(1)
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Si c 6= 0, alors on écrit

af + b

cf + d
=

a(f + b
a
)

c(f + d
c
)
=
a

c

f + d
c
+ b

a
� d

c

f + d
c

=
a

c

"
1 +

bc� ad
ac

1

f + d
c

#

=
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

:

�
D�où

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

!

� ln+
���a
c

���+ ln+ ����bc� adc2

����+ T (r; f + dc ) + ln 2 +O(1)
� T (r; f) +O(1):

1.3 Premier théorème fondamental de R.Nevanlinna

Avant d�énoncer le premier théorème fondamental de R.Nevanlinna on a besoin d�utiliser les
lemmes suivants

Lemme 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe avec a-points ; �1;�2; :::; �n dans le disque
jzj � r tels que 0 < j�1j � j�2j � ::: � j�nj � r:Alors

rZ
0

n(t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt =
X
j�jj�r

log
r

j�jj

Théorème 1.3.1 ([7], Premier théorème fondamental) Soit f une fonction méromorphe
avec le dévelopement de Laurent de f � a (a 2 C) à l�origine,

f(z)� a =
+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m�Z; z�C:

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ '(r; a)

où j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Preuve. Montrons le théorème pour a = 0, d�après la proposition 1:2:2 et lemme 1:2:1 c)
on a �
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log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N �r; 1

f

�

=
1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d� � 1

2�

2�Z
0

log+
1

jf(rei�)jd� +N(r; f)�N
�
r;
1

f

�

= m(r; f)�m(r; 0; f) +N(r; f)�N
�
r;
1

f

�
:

Donc

T

�
r;
1

f

�
= m

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

f

�
(1.1)

= m(r; f) +N(r; f)� log jcmj
= T (r; f)� log jcmj (I)

où '(r; a) = 0.
Montrons le théorème dans le cas général a 6= 0: Posons h = f � a. Dans ce cas

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
N (r; h) = N(r; f � a) = N(r; f):

On a
log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2. (1.2)

log+ jf j = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log 2: (1.3)

En intégrant (1:2) et (1:3) on aura

m(r; h) � m(r; f) + log+ jaj+ log 2

m(r; f) � m(r; h) + log+ jaj+ log 2:
Posons '(r; a) = m(r; h)�m(r; f); on obtient

�(log+ jaj+ ln 2) � '(r; a) � log+ jaj+ log 2, j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:
D�après (I), on a

T (r;
1

f � a) = T (r;
1

h
) = m(r;

1

h
) +N(r;

1

h
)

= m(r; h) +N(r; h)� ln jcmj
= m(r; f) + '(r; a) +N(r; f)� ln jcmj
= T (r; f) + '(r; a)� ln jcmj :

Où '(r; a) � log+ jaj+ log 2:
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Remarque 1.3.1 Le premier théorème fondamental peut être formulé comme suit : Soit f
une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout a 2 C

T (r;
1

f � a) = T (r; f) +O(1); r !1

Exemple 1.3.1 On a

tan z =
sin z

cos z
=
eiz � e�iz

2i

2

eiz + e�iz

= �ie
2iz � 1
e2iz + 1

=
�ie2iz + i
e2iz + 1

:

D�après propositoion (1:2:4) on a

T (r; tan z) = T (r; e2iz) +O(1)

=
2r

�
+O(1)

1.4 L�ordre et le type de croissance d�une fonction

Dé�nition 1.4.1 ([7]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont
dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg : Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et
l�hyper-ordre de f sont dé�nis par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.4.1 La fonction g (z) = exp(zn) est d�ordre � (g) = n et d�hyper ordre �2 (g) = 0:

Exemple 1.4.2 Soit f (z) = exp(z)
z

, on a T (r; f) = r
�
+O(ln r): De plus

�

�
exp(z)

z

�
= lim

r!+1

log T (r; f)

log r
= lim

r!+1

log
�
r
�
+O(log r)

�
log r

= lim
r!+1

log r
�

�
1 +O( log r

r
)
�

log r

= lim
r!+1

log r + log
�
1 +O( log r

r
)� log �

�
log r

= 1
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�2

�
exp(z)

z

�
= lim

r!+1

ln lnT (r; f)

ln r
= lim

r!+1

ln ln
�
r
�
+O(ln r)

�
ln r

= lim
r!+1

ln ln r
�

�
1 +O( ln r

r
)
�

ln r

= lim
r!+1

ln
�
ln r � ln � + ln

�
1 +O( ln r

r
)
��

ln r

= lim
r!+1

ln ln r

�
1� ln�

ln r
+

ln[1+O( ln rr )]
ln r

�
ln r

= lim
r!+1

ln ln r + ln

�
1� ln�

ln r
+

ln[1+O( ln rr )]
ln r

�
ln r

= 0

Remarque 1.4.1 Si f est d�ordre �ni, Alors l�hyper-ordre de cette fonction est nulle.

Mesure linéaire et logarithmique

Dé�nition 1.4.2 ([7]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1[ est dé�nie par

m(E) =

+1Z
0

�E(t)dt;

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un
ensemble F � [1;+1[ est dé�nie par

Lm(F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.4.3 La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 6] [ [7; 8] � [0;1) est

m (E) =

1Z
0

�
E
(t) dt =

6Z
2

dt+

8Z
7

dt = 5:

Exemple 1.4.4 La mesure linéaire de l�ensemble E = N est nulle, de plus la mesure linéaire
de chaque ensemble dénombrable est nulle.

Exemple 1.4.5 La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; 5] � [1;1) est

Lm (F ) =

1Z
1

�
F
(t)
dt

t
=

5Z
1

dt

t
= ln 5:
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1.5 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.5.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper
exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � r:

1.6 Deuxième théorème fondamental de Nevanlinna

A�n de prouver le deuxième théorème fondamentale de R. Nevanlinna, on a besoin d�abord
du lemme suivant.

Lemme 1.6.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe non constante sur jzj < R et aj
(j = 1; 2; :::; q) des des nombres complexes �nis distincts. Alors l�égalité

m

 
r;

qX
j=1

1

f � aj

!
=

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
+O (1) (1.4)

est vrai pour 0 < r < R:

Théorème 1.6.1 ([7]) Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le disque jzj <
R et aj (j = 1; 2; :::; q) des nombres complexes �nis distincts. Alors pour 0 < r < R; on a

m (r; f) +

qX
j=1

m

�
r;

1

f � ai

�
� 2T (r; f)�N1 (r) + S (r; f) ; (1.5)

où

N1 (r) = 2N (r; f)�N (r; f 0) +N
�
r;
1

f 0

�
; (1.6)

et

S (r; f) = m

�
r;
f 0

f

�
+m

 
r;

qX
j=1

f 0

f � aj

!
+O (1) : (1.7)
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Preuve du Thèorème (1:6:1). Soit

F (z) =

qX
j=1

1

f (z)� aj

D�après le Lemme (1:6:1), on a

m (r; F ) =

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
+O (1) ; (1.8)

d�autre part, on a

m (r; F ) � m (r; f 0F ) +m

�
r;
1

f 0

�
� m (r; f 0F ) + T

�
r;
1

f 0

�
�N

�
r;
1

f 0

�
� m (r; f 0F ) + T (r; f 0)�N

�
r;
1

f 0

�
+O (1) : (1.9)

Comme

T (r; f 0) = m (r; f 0) +N (r; f 0)

� m (r; f) +m

�
r;
f 0

f

�
+N (r; f 0)

� T (r; f) +m

�
r;
f 0

f

�
+N (r; f 0)�N (r; f) ; (1.10)

il resulte de (1:7)� (1:9) que

m (r; f) +

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
� 2T (r; f)�

�
2N (r; f)�N (r; f 0) +N

�
r;
1

f 0

��

+m

�
r;
f 0

f

�
+m

 
r;

qX
j=1

f 0

f � aj

!
+O (1) ;

ce cqui complète la preuve du Théorème (1:6:1).

1.7 L�éstimation de S(r; f)

Nous avons besoin d�éstimer le terme S (r; f) ; c�est a dire on a besoin d�étudier la croissance

dum
�
r; f

(k)

f

�
: dans cette section on va introduire un lemme qui s�apelle le lemme des dérivées

logarithmiques.
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Lemme 1.7.1 ([1]) Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante et pour k un entier
positif dans le plan complexe. Si f est d�ordre �ni, Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) ; (r !1) :

Si f est d�ordre in�ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log (rT (r; f))) ; (r !1; r =2 E0) ;

où E0 est un ensemble de mésure linéaire ne dépasse pas 2:

Dé�nition 1.7.1 ([1]) Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan
complexe, on dé�nit la quantité S (r; f) par

S (r; f) = o (T (r; f)) ; (r !1) :

Si f est d�ordre �ni,et

S (r; f) = o (T (r; f)) ; (r !1; r =2 E0) ;

où E0 est un ensemble de mésure linéaire �nie si f est d�ordre in�ni.



Chapitre 2

Quelques estimations précises de
l�hyper ordre des solutions des
équations di¤érentielles linéaires
complexes

Soit � (f) et �2 (f) désignent respectivement l�ordre et l�hyper ordre d�une fonction entière f .
Dans cet chapitre, nous obtenons des estimations précises de l�hyper ordre des solutions des
équations di¤érentielles linéaires non homogène d�ordre supérieur suivantes

f (k) +
k�1X
j=0

Aj (z) e
P (z)f (j) = 0

et

f (k) +
k�1X
j=0

�
Aj (z) e

P (z) +Bj (z)
�
f (j) = 0

où k � 2; Pj (z) (j = 0; :::; k � 1) sont des polynômes non constants tels que
degPj = n (j = 0; :::; k � 1) et Aj (z) ( 6� 0) ; Bj (z) ( 6� 0) (j = 0; :::; k � 1) sont entiers fonc-
tionnent avec �(Aj) < n; � (Bj) < n (j = 0; :::; k � 1). Dans certaines conditions. nous prou-
vons que chaque solution f (z) 6� 0 des équations ci-dessus est d�ordre in�ni et �2 (f) = n:
Dans [9], Kwon a étudié l�ordre et l�hyper ordre des solutions de l�équation (1:2)

f 00 + A1 (z) e
P1(z)f 0 + A0 (z) e

P0(z)f = 0 (1.2)

dans le cas où degP1(z) = degP0(z) et a obtenu le résultat suivant.
Théorème (A [9]) Soit P1(z) et P0(z) des polynômes non constants, tels que

P1 (z) = anz
(n) + an�1z

(n�1) + :::+ a1z + a0 (1.3)

P0 (z) = bnz
(n) + bn�1z

(n�1) + :::+ b1z + b0 (1.4)
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où ai; bi (i = 0; 1; :::; n) sont des nombres complexes, an 6= 0; bn 6= 0. SoientA1 (z) etA0 (z) ( 6� 0)
les deux fonctions entières tel que � (Aj) < n (j = 0; 1). et véri�ant aux conditions suivantes :
(i) Si arg an 6= arg bn ou an = cbn (0 < c < 1), chaque solution non constante f de (1:2) a un
ordre in�ni avec �2 (f) � n.
(ii) Soit an = bn et deg (P1 � P0) = m � 1; et � (Aj) < m; (j = 0; 1). Alors chaque solution
non constante f de (1:2) a ordre in�ni avec �2 (f) � m.
(iii) Soit an = cbn avec c � 1 et (P1 � cP0) = m � 1: Suppose que �(A1) < m et A0(z) est
une fonction entière avec 0 < � (A0) < 1=2:Alors chaque solution non constante f de (1:2) a
un ordre in�ni avec �2 (f) � � (A0) :
(iv) Soit an = cbn avec c � 1 et soit P1(z)� cP0(z) est constante. Suppose que
�(A1) < � (A0) < 1=2: Alors chaque solution non constante f de (1:2) a ordre in�ni et
�2 (f) � � (A0) :
Dans [2], Chen améliore les résultats du Théorème A(i), du Théorème A(iii) pour l�équation
di¤érentielle linéaire (1:2) comme suit :
Théorème (B [2]) Soient P1(z) =

Pn
i=0 aiz

i et P0(z) =
Pn

i=0 biz
i deux polynômes non

constants où ai; bi (i = 0; 1; :::; n) sont des nombres complexes an 6= 0; bn 6= 0; et soit A1 (z),
A0 (z) ( 6� 0) être fonction entière. Supposons que soit (i) ou (ii) ci-dessous, soit :
(i) arg an 6= arg bn ou an = cbn (0 < c < 1) ; � (Aj) < n (j = 0; 1) ;
(ii) an = cbn (c > 1) et deg (P1 � P0) = m � 1; � (Aj) < m (j = 0; 1) :
Alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1:2) satisfait �2 (f) = n:
Récemment, Chen et Shon ont obtenu le résultat suivant :
Théorème (C [3]) Soient h0 6� 0; h1; :::; hk�1 des fonctions entières avec � (hj) < 1 (j =
0; :::; k � 1). Soit a0 6= 0; a1; :::; ak�1 des nombres complexes tels que pour j = 1; :::; k � 1
(i) aj = 0;ou
(ii) arg aj = arg a0 et aj = cja0 (0 < c < 1) ; ou
(iii) arg aj = arg a0:
Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + hk�1(z) e
ak�1zf (k�1) + :::+ h1(z) e

a1zf 0 + h0(z) e
a0zf = 0 (1.5)

satisfait � (f) = 1 et �2 (f) = 1:
L�objectif principal de cet chapitre est d�étendre et d�améliorer les résultats du Théorème B
et Théorème C à certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. En fait, nous
allons prouver les résultats suivants.

Théorème 2.0.1 Soit Pj(z) =
Pn

i=0 ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) sont des polynômes non constants

où a0;j; :::; an;j (j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que :
an;jan;0 6= 0 (j = 1; :::; k�1) et que Aj (z) (6� 0) (j = 1; :::; k�1) soient des fonctions entières.
Supposons que arg an;j 6= arg an;0 ou an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; :::; k � 1) et � (Aj) < n
(j = 0; :::; k � 1). Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation

f (k) + Ak�1(z) e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+ A1(z) e

P1(z)f 0 + A0(z) e
P0(z)f = 0 (1.6)

où k � 2, est d�ordre in�ni et �2 (f) = n:

Exemple 2.0.1 on considèr l�équation di¤erentielle
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f" + cos zeiz
2+5f 0 + sin ze4z

2+2zf = 0 (2.0.1)

On a : n = 2; a12 = i; a02 = 4; et arg a12 6= arg a02;
A1 (z) = cos z et A0 (z) = sin z on a � (Aj) < 2 (j = 0; 1)

Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation 2.0.1 est d�ordre in�ni et �2 (f) = 2:
Théorème 2.0.2 Soit Pj(z) =

Pn
i=0 ai;jz

i (j = 0; :::; k � 1) sont des polynômes non constants
où a0;j; :::; an;j (j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que
an;jan;0 6= 0 (j = 1; :::; k�1) et que Aj (z) ( 6� 0) ; Bj (z) ( 6� 0) (j = 1; :::; k�1) soient des fonc-
tions entières. Supposons que arg an;j 6= arg an;0 ou an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; :::; k � 1)
et � (Aj) < n; � (Bj) < n (j = 0; :::; k � 1). Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation dif-
férentielle

f (k)+(Ak�1(z) e
Pk�1(z)+Bk�1(z)) f

(k�1)+:::+ (A1(z) e
P1(z)+B1(z)) f

0+(A0(z) e
P0(z)+B0(z)) f = 0

(1.7)
où k � 2, est d�ordre in�ni et �2 (f) = n:
Exemple 2.0.2 on considèr l�équation di¤erentielle

f" +
�
cos ze2iz

3+5 + (1� z2
�
f 0 +

�
sin ze�4iz

3+2z + 1� e�z
�
f = 0 (2.0.2)

On a : a13 = 2i; a03 = �4i; n = 3 et arg a13 6= arg a03;
A1 (z) = cos z et A0 (z) = sin z ,B1 (z) = 1�z2 et B0 (z) = 1�e�z on a � (Aj) < 3, � (Bj) < 3
(j = 0; 1)
Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation 2.0.2 est d�ordre in�ni et �2 (f) = 3:
Théorème 2.0.3 Soit Pj(z) =

Pn
i=0 ai;jz

i (j = 0; :::; k � 1) sont des polynômes non constants
où a0;j; :::; an;j (j = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que
an;jan;0 6= 0 (j = 1; :::; k � 1) et que Aj (z) ( 6� 0) (j = 1; :::; k � 1) soient des fonctions
entières. Supposons que an;j = cjan;0 (c > 1) et deg (Pj � cP0) = m � 1 (j = 0; :::; k � 1),
� (Aj) < m (j = 0; :::; k � 1). Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation (1.6) est d�ordre
in�ni et �2 (f) = n:

Exemple 2.0.3 on considèr l�équation di¤erentielle :

f" + 2ze3iz
4+5f 0 + eiz

4+2zf = 0 (2.0.3)

On a : a14 = 3i; a04 = i; n = 4 et a14 = ca04; c = 3 > 1
et

P2 (z)� cP0 (z) = 3iz4 + 5� 1
3

�
iz4 + 2z

�
=

�
8

3
i� 6

�
z4 + 5:

donc
deg (P2 (z)� 3P0 (z)) = 4 � 1:

Alors chaque solution f(z) 6� 0 de l�équation 2.0.3 est d�ordre in�ni et �2 (f) = 4:



2.1 Lemmes Requis Pour Prouver Le Théorème 2.1.1 Et Le Théorème 2.1.2 21

2.1 Lemmes Requis Pour Prouver Le Théorème 2.1.1
Et Le Théorème 2.1.2

Nous avons besoin des lemmes suivants dans les preuves du Théorème (2:1:1) et du Théorème
(2:1:2).

Lemme 2.1.1 ([5]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendantale, et donnons des
constantes � > 1 et " > 0. Ensuite, les deux propriétés suivantes sont véri�ées :

(i) Il existe une constante A > 0 et un ensemble E1 � [0;1) ayant une mesure linéaire �nie
telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E1, on a����f (j) (z)f (z)

���� � A [T (�r; f) r" log T (�r; f)]j (j 2 N) : (2.1)

(ii) Il existe une constante B > 0 et un ensemble E2 � [0; 2�) qui a la mesure linéaire zéro,
telle que si � 2 [0; 2�)nE2, alors il existe une constante R1 = R1(�) > 1 telle que pour tout z
satisfaisant arg z = � et jzj = r � R1, on a

Lemme 2.1.2����f (j) (z)f (z)

���� � B �T (�r; f)r
(log� r) log T (�r; f)

�j
(j 2 N) : (2.2)

Lemme 2.1.3 ([3]) Soit P (z) = anz
n + ::: + a0; (an = �+ i� 6= 0) un polynôme de degré

n � 1 et A(z) (6� 0) une fonction entière avec � (A) < n. Dé�nissez f (z) = A (z) eP (z);
z = rei�; � (P; �) = � cosn� � � sinn�. Ensuite, pour tout " > 0, il existe un ensemble
E3 � [0; 2�) qui a la mesure linéaire zéro, tel que pour tout � 2 [0; 2�) n (E3 [ E4), où
E4 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble �ni, il existe R2 > 0 tel que pour
jzj = r > R2, les instructions suivantes sont véri�ées :

(i) si � (P; �) > 0, donc

expf(1� ") � (P; �) rng � jf(z)j � expf(1 + ") � (P; �) rng (2.3)

(ii) si � (P; �) < 0, donc

expf(1 + ") � (P; �) rng � jf(z)j � expf(1� ") � (P; �) rng (2.4)

Lemme 2.1.4 ([3]) Soit A0(z); :::; Ak�1(z) des fonctions entières d�ordre �ni. Si f est une
solution de l�équation

f (k) + Ak�1(z) f
(k�1) + :::+ A1(z) f

0 + A0(z) f = 0; (2.5)

puis

�2(f) � maxf�(A0); :::; �(Ak�1)g:
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Lemme 2.1.5 Soit P (z) = bmzm + bm�1zm�1 + ::::b1z + b0 avec bm 6= 0 un polynôme.

Alors pour chaque " > 0, il existe R3 > 0 tel que pour tout jzj = r > R3 les inégalités

(1� ") jbmj rm � jP (z)j � (1 + ") jbmj rm (2.6)

véri�ée.
Preuve : Clairement,

jP (z)j = jamj jzjm
����1 + am�1am

1

z
+ :::+

a0
am

1

zm

���� :
on note

Rm (z) =
am�1
am

1

z
+ :::+

a0
am

1

zm
:

Évidemment, jRm (z)j < "; si jzj > R3 pour quelque " > 0. Cela signi�e que

(1� ") jamj rm � (1� jRm (z)j) jamj rm

� j1 +Rm (z)j jamj rm

= jP (z)j
� (1 + jRm (z)j) jamj rm

� (1 + ") jamj rm:

2.2 Preuve Du Théorème 2.1.1 Et Du Théorème 2.1.2

1. Preuve du Théorème 2.1.1 :
Supposons que f(z) 6� 0 soit une solution complète transcendante de (1:6).Par le Lemme
(2:2:1) (ii),il existe un ensemble E2 � [0; 2�) avec mesure linéaire zéro, tel que si � 2
[0; 2�)nE2; et R1 = R1 (�) > 1 tel que pour toute z véri�er arg z = � et jzj � R1;alors����f (j) (z)f(z)

���� � B [T (2r; f)]k+1 (j = 1; :::; k) ; (B > 0) : (3.1)

Soit P0(z) = an;0zn + ::: + a0;0 (an;0 = � + i� 6= 0); �(P0; �) = � cosn� � � sinn�.Supposons
d�abord que arg an;j 6= arg an;0 (j = 1; :::; k�1):Par Le Lemme (2:2:2), pour tout " (0 < " < 1) ;il
y a un ensemble E3 une mesure linéaire et un rayon arg z = � 2 [0; 2�)n (E3 [ E4) ; où
E4 = f� 2 [0; 2�) : � (P0; �) = 0 ou � (Pj; 0) = 0 (j = 1; :::; k � 1)g (E4 est un ensemble �ni),
tel que � (P0; �) > 0; � (Pj; 0) < 0 (j = 1; :::; k � 1) et pour jzj = r su¢ samment grand, on a��A0 (z) eP0(z)�� � expf(1� ") � (P0; �) rng: (3.2)

et ��Aj (z) ePj(z)�� � expf(1� ") � (Pj; �) rng < 1 (j = 1; :::; k � 1) : (3.3)
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D�après (1:6) on a

��A0 (z) eP0(z)�� � ����f (k) (z)f(z)

����+ ��Ak�1 (z) ePk�1(z)�� ����f (k�1) (z)f(z)

����+ :::+ ��A1 (z) eP1(z)�� ����f 0 (z)f(z)

���� : (3.4)
Maintenant, prenons un rayon � 2 [0; 2�)n (E2 [ E3 [ E4). Par conséquent, par (3:1) �(3:3)
et (3:4), nous obtenons su¢ samment grand jzj = r

expf(1� ") � (P0; �) rng �
 
1 +

k�1P
j=1

expf(1� ") � (Pj; �) rng
!
B[T (2r; f)]k+1 � kB[T (2r; f)]k+1:

(3.5)

Par 0 < " < 1 et (3:5) on obtient que � (f) = +1 et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
� n: (3.6)

Par le lemme (2:2:3), nous avons �2 (f) = n:
supposons maintenant an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; :::; k � 1).
Alors � (Pj; �) = cj� (P0; �) (j = 1; :::; k � 1) :Mettez c = maxfcj : j = 1; :::; k � 1g:
Alors 0 < c < 1. En utilisant le même raisonnement que ci-dessus, pour tout "

�
0 < 2" < 1�c

1+c

�
donné un rayon arg z = � 2 [0; 2�)n (E5 [ E6) ; où E5 et E6 sont dé�nis comme dans le
lemme 2:2:2, E5 [ E6 est de mesure linéaire zéro, satisfaisant � (Pj; �) = cj� (P0; �) > 0
(j = 1; :::; k � 1) et pour jzj = r su¢ samment grand, nous avons��A0 (z) eP0(z)�� � expf(1� ") � (P0; �) rng (3.7)

et

��Aj (z) ePj(z)�� � expf(1 + ") � (Pj; �) rng (3.8)

� expf(1 + ") c� (P0; �) rng (j = 1; :::; k � 1) :

Maintenant, prenez un rayon � 2 [0; 2�)n (E2 [ E5 [ E6). En substituant (3:1), (3:7) et (3:8)
en (3:4), on obtient pour jzj = r su¢ samment grand,

expf(1� ") � (P0; �) rng � (1 + (k � 1) exp f(1 + ") c� (P0; �) rng)B [T (2r; f)]k+1(3.9)
� kB exp f(1 + ") c� (P0; �) rng [T (2r; f)]k+1 :

Par 0 < 2" < 1�c
1+c

et (3; 9) nous avons

exp

�
(1� c)
2

� (P0; �) r
n

�
� kB [T (2r; f)]k+1 : (3.10)

Ainsi, (3:10) implique � (f) = +1 et



2.2 Preuve Du Théorème 2.1.1 Et Du Théorème 2.1.2 24

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
� n: (3.11)

D�après le lemme (2:2:3), nous avons � (f) = n.
On montre maintenant que l�équation (1:6) ne peut avoir une solution polynomiale non nulle.
Supposons d�abord que arg an;j 6= arg an;0 (j = 1; :::; k � 1) : Supposons que f (z) 6� 0 est
une solution polynomiale de (1:6). D�après le lemme (2:2:2), pour tout " (0 < " < 1) donné
arg z = � 2 [0; 2�)n (E3 [ E4) satisfaisant � (P0; �) > 0; � (Pj; �) < 0 (j = 1; :::; k � 1) et pour
jzj = r su¢ samment grand; les inégalités (3:2), (3:3) sont valables. Par (1:6) nous pouvons
écrire

A0 (z) e
P0(z)f = f (k) + Ak�1(z) e

Pk�1(z)f (k�1) + :::+ A1(z) e
P1(z)f 0: (3.12)

En utilisant (3:2), (3:3), (3:12) et le lemme (2:2:4), on obtient pour assez grand jzj = r

(1� ") jbmj rm expf(1� ") � (P0; �) rng �
��A0 (z) eP0(z)f �� (3.13)

=
��f (k) + Ak�1(z) ePk�1(z)f (k�1) + :::+ A1(z) e

P1(z)f 0
��

� k (1 + ")m jbmj rm�1;
où f (z) = bmzm + bm�1zm�1 + ::: + b1z + b0 avec bm 6= 0: De (3:13) on obtient pour jzj = r
su¢ samment grand

expf(1� ") � (P0; �) rng � k
1 + "

1� "m
1

r
: (3.14)

C�est absurde depuis 0 < " < 1: En utilisant le même raisonnement que ci-dessus, nous
pouvons prouver que si an;j = cjan;0 (0 < cj < 1), alors l�équation (1:6) ne peux pas de
solution polynomiale non nulle. Par conséquent, toute solution f (z) 6� 0 sur (1:6) est d�ordre
in�ni et � (f) = n:
2. Preuve du Théorème 2.1.2 :
Supposons que f (z) 6� 0 soit une solution de (1; 7). En utilisant un raisonnement similaire
à celui de la démonstration du Théorème (2:1:1), il s�ensuit que f (z) doit être une solution
transcendant. Supposons d�abord que arg an;j 6= arg an;0 (j = 1; :::; k � 1). D�après le lemme
(2:2:2), pour tout " (0 < 2" < min f1; n� �g) donné, où � = max f� (Bj) : j = 0; :::; k � 1g,
il existe un rayon arg z = � tel que � 2 [0; 2�)n (E3 [ E4), où E3 et E4 sont dé�nis comme
dans le lemme (2:2:2), E3 [ E4 est de mesure linéaire zéro et � (P0; �) > 0; � (Pj; �) < 0
(j = 1; :::; k � 1) et pour jzj = r su¢ samment grand, nous avons��A0 (z) eP0(z) +B0 (z)�� � (1� � (1)) exp f(1� ") � (P0; �) rng (4.1)

et

��Aj (z) ePj(z) +Bj (z)�� � exp f(1� ") � (P0; �) rng+ exp
�
r�(Bj)+

"
2

	
(4.2)

� exp

�
r
�(Bj)+"

�
� exp

n
r
�+"
o

(j = 1; :::; k � 1) :
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Il résulte de (1:7) que

��A0 (z) eP0(z) +B0 (z)�� �
����f (k)(z)f(z)

����+ ��Ak�1 (z) ePk�1(z) +Bk�1 (z)�� ����f (k�1)(z)f(z)

���� (4.3)

+:::+
��A1 (z) eP1(z) +B1 (z)�� ����f 0(z)f(z)

���� :
Maintenant, prenez un rayon � 2 [0; 2�)n (E2 [ E3 [ E4). Donc par (3:1) et (4:1) �(4:3), on
obtient pour jzj = r su¢ samment grand

(1� � (1)) exp f(1� ") � (P0; �) rng (4.4)

�
�
1 + (k � 1) exp

n
r
�+"
o�
B [T (2r; f)]k+1

� kB exp
n
r
�+"
o
[T (2r; f)]k+1 :

Ainsi, 0 < 2" < min f1; n� �g0 <n implique � (f) = +1 et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
� n: (4.5)

Par le lemme (2:2:3), nous avons � (f) = n:
Supposons maintenant que an;j = cjan;0 (0 < cj < 1) (j = 1; :::; k � 1).
Alors � (Pj; �) = cj� (P0; �) (j = 1; :::; k � 1). Mettez c = maxfcj : j = 1; :::; k � 1g. Alors
0 < c < 1. En utilisant le même raisonnement que ci-dessus, pour tout "

�
0 < 2" < 1�c

1+c

�
donné, il existe un rayon arg z = � 2 [0; 2�)n(E5 [ E6); E5 [ E6, est de mesure linéaire zéro,
satisfaisant � (Pj; �) = cj� (P0; �) > 0 (j = 1; :::; k � 1) et pour jzj = r su¢ samment grand,
on a ��A0 (z) eP0(z) +B0 (z)�� � (1� � (1)) exp f(1� ") � (P0; �) rng (4.6)

et

��Aj (z) ePj(z) +B0 (z)�� � (1 + � (1)) exp f(1 + ") c� (P0; �) rng (j = 1; :::; k � 1) : (4.7)

Maintenant, prenez un rayon � 2 [0; 2�)n(E2 [ E5 [ E6). En substituant (3:1), (4:6) et (4:7)
en (4:3), on obtient pour jzj = r su¢ samment grand,

(1� � (1)) exp f(1� ") � (P0; �) rng (4.8)

� (1 + (k � 1) (1 + � (1)) exp f(1 + ") c� (P0; �) rng)B [T (2r; f)]k+1

� kB (1 + � (1)) exp f(1 + ") c� (P0; �) rng [T (2r; f)]k+1 ;

Par
�
0 < 2" < 1�c

1+c

�
<0 et (4:8) nous avons
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exp

�
1� c
2
� (P0; �) r

n

�
� kBd [T (2r; f)]k+1 ; (4.9)

où d > 0 est une constante. Ainsi, (4:9) implique � (f) = +1 et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
� n: (4.10)

D�après le lemme (2:2:3), nous avons �2 (f) = n.

2.3 Lemmes Nécessaires Pour Prouver Le Théorème
2.1.3

nous avons besoin des lemmes suivants dans la preuve du Théorème (2:1:3).

Lemme 2.3.1 ([10, pp. 253-255]). Soit P0(z) =
Pn

i=0 biz
i; où n est un entier positif et

bn = �ne
i�n ; �n > 0; �n 2 [0; 2�): Pour tout " (0 < " < �=4n) ; nous introduisons 2n angles

fermés

Sj : �
�n
n
+ (2j � 1) �

2n
+ " � � � ��n

n
+ (2j + 1)

�

2n
� " (j = 0; 1; :::; 2n� 1) : (5.1)

Il existe alors un nombre positif R4 = R4 (") tel que pour jzj = r > R4,

ReP0 (z) > �nr
n (1� ") sin (n") ; (5.2)

si z = rei� 2 Sj, quand j est pair ; alors que

ReP0 (z) < ��nrn (1� ") sin (n") ; (5.3)

si z = rei� 2 Sj, quand j est impair.
Maintenant pour tout � 2 [0; 2�), si � 6= � �n

n
+ (2j � 1) �

2n
(j = 0; 1; :::; 2n� 1), alors nous

prenons " su¢ samment petit et il y a quelques Sj (j = 0; 1; :::; 2n� 1) tels que z = rei� 2 Sj.

Lemme 2.3.2 ([2]). Soit f(z) une fonction entière d�ordre � (f) = � < +1. Ensuite, pour
tout " > 0, il existe un ensemble E7 � [1;+1) qui a une mesure linéaire �nie et une mesure
logarithmique �nie, telles que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E7, nous avons

exp
�
�r�+"

	
� jf(z)j � exp

�
r�+"

	
: (5.4)

Lemme 2.3.3 ([2]). Soit f(z) =
P1

n=0 anz
n une fonction entière d�ordre in�ni avec l�hyper

ordre � (f) = �; �(r) le terme maximal, i:e:; � (r) = max fjanj rn;n = 0; 1; :::g et v(r), l�indice
central de f, i:e:; �f (r) = fmaxm;�(r) = jamj rmg. Puis
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lim
r!+1

log log �f (r)

log r
= �: (5.5)

Lemme 2.3.4 (Wiman-Valiron, [8, 12]). Soit f(z) une fonction entière transcendantale et
z un point avec jzj = r au quel jf(z)j =M (r; f). Puis pour tout jzj en dehors d�un ensemble
E8 de r de mesure logarithmique �nie, on a

f (J)(z)

f(z)
=

�
�f (r)

z

�
(1 + � (1)) (j est un entier; r =2 E8): (5.6)

Lemme 2.3.5 ([2]). Soit f(z) une fonction entière avec � (f) = +1 et �2 (f) = � < +1,
donnons à un ensemble E9 � [1;+1) une mesure logarithmique �nie. Ensuite, il existe�
zp = rpe

i�p
	
tel que jf(zp)j = M (r; f) ; limp!+1 �p = �0 2 [0; 2�); rp =2 E9; rp ! +1, et

pour tout " > 0, pour rp su¢ samment grand, nous avons

lim
p!+1

log log �f (rp)

log rp
= +1: (5.7)

exp
�
r��"p

	
� �f (rp) � exp

�
r�+"p

	
: (5.8)

Lemme 2.3.6 Soit Pj(z) =
Pn

i=0 ai;jz
i (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non constants a0;j; :::; an;j

(j = 0; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que an;j; an;0 (j = 0; :::; k � 1) :
soit Aj (z) ( 6� 0) (j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières. Supposons que an;j = can;0 (c > 1)
et deg (Pj � cP0) = m � 1 (j = 0; :::; k � 1) ; � (Aj) < m (j = 0; :::; k � 1) : Alors chaque
solution f (z) 6� 0 de l�équation (1:6) soit d�ordre in�ni et que �2 (f) < m.

Preuve. �

��A0 (z) e(1�c)P0(z)�� �
��e�cP0(z)�� ����f (k) (z)f (z)

����+ ��Ak�1 (z) ePk�1(z)�cP0(z)�� ����f (k�1) (z)f (z)

���� (5.9)

+:::+
��A1 (z) eP1(z)�cP0(z)�� ����f 0 (z)f (z)

���� :
D�après le lemme (2:2:1) (i), il existe une constante A > 0 et un ensemble E1 � [0;1) ayant
une mesure linéaire �nie telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E1, on a����f (j) (z)f (z)

���� � Ar [T (2r; f)]k+1 (j = 0; :::; k � 1) : (5.10)

Par (5:9) et (5:10), on a pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E1

��A0 (z) e(1�c)P0(z)�� � ���e�cP0(z)��+ ��Ak�1 (z) ePk�1(z)�cP0(z)��+ :::+ ��A1 (z) eP1(z)�cP0(z)���Ar [T (2r; f)]k+1 :
(5.11)
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Comme deg (Pj � cP0) = m < degP0 = n (j = 0; :::; k � 1) ; d�après le lemme (2:3:1) (voir
aussi [9, p.385]), il existe un nombre reél positif b et une courbe � tend vers l�in�ni tel que
pour tout z 2 � avec jzj = r, on a

ReP0 (z) = 0; Re (Pj (z)� cP0 (z)) � �brm (j = 0; :::; k � 1) : (5.12)

Soit max f� (Aj) (j = 0; :::; k � 1)g = � < m: Ensuite, par le lemme (2:3:2), il existe un
ensemble E7 � [1;+1) qui a une mesure linéaire �nie, telle que pour tout z satisfaisant
jzj = r =2 [0; 1] [ E7, nous avons

exp
�
�r�+"

	
� jAj (z)j � exp

�
r�+"

	
(j = 0; :::; k � 1) : (5.13)

Donc par (5:11) _ (5:13), on obtient pour tout z 2 � avec jzj = r =2 [0; 1] [ E1 [ E7

exp
�
�r�+"

	
�
�
1 + (k � 1) exp

�
r�+"

	
exp f�brmg

�
Ar [T (2r; f)]k+1 : (5.14)

Ainsi, � + " < m implique � (f) = +1 et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
� m:

2.4 Preuve du Théorème 2.1.3 :

Supposons que f (z) 6� 0 soit une solution de (1:6). Ensuite, par les lemmes (2:3:6) et (2:2:3),
nous avons � (f) = +1 et m � �2 (f) � n. nous montrons que �2 (f) = n. Nous supposons
que �2 (f) = � (m � � < n) ; et nous prouvons que �2 (f) = � échoue. Selon la théorie de
Wiman-Valiron, il existe un ensemble E8 � [1;+1) avec la mesure logarithmique lm (E8) <
+1 et nous pouvons choisir z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8 et jf(z)j = M (r; f), tel que
(5:6) soit vrai. Dé�nissez max f� (Aj) (j = 0; :::; k � 1)g = � < m. D�après le lemme (2:3:2),
pour tout " (0 < 3" < min (m� �; n� �)) donné, il existe un ensemble E7 � [1;+1) qui a
une mesure logarithmique �nie, telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E7, les
inégalités (5:13) tiennent et

exp
�
�rm+"

	
� jexpfPj (z)� cP0 (z)gj � exp

�
rm+"

	
(j = 0; :::; k � 1) : (6.1)

D�après le lemme (2:3:5), on peut choisir des points
�
zp = rpe

i�p
	
telle que jf(zp)j =M (rp; f),

�p 2 [0; 2�); limp!+1 �p = �0 2 [0; 2�); rp =2 [0; 1] [ E7 [ E8; rp ! +1; et pour le " > 0;
précédent, pour un rp su¢ samment grand, on a

exp
�
r��"p

	
� � (rp) � exp

�
r�+"p

	
; (6.2)

lim
p!+1

log log �f (rp)

log rp
= +1: (6.3)

Soit P0(z) =
Pn

i=0 biz
i où n est un entier positif et bn = �nei�n ; �n > 0. Par le lemme (2:3:1),

pour tout " (0 < 3" < min (m� �; n� �; �=4n)), donné, il y a 2n angles fermés
Sj : � �n

n
+ (2j � 1) �

2n
+ " � � � � �n

n
+ (2j + 1) �

2n
� " (j = 0; :::; 2n� 1) :
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Pour �0 et 0 < 3" < min (m� �; n� �; �=4n) ci-dessus, il y a trois cas :
(1) rpei�0 2 Sj où j est impair ;
(2) rpei�0 2 Sj où j est pair ;
(3) �0 = � �n

n
+ (2j � 1) �

2n
pour une certaine j = 0; :::; 2n� 1:

Nous avons maintenant trois cas pour prouver le Théorème (2:2:3).
Cas (1) : rpei�0 2 Sj où j est impair. Depuis limp!+1 �p = �0, il existe un N > 0 tel que
rpe

i�p 2 Sj lorsque p > N . D�aprés Lemme (2:3:1), nous avons

Re
�
P0
�
rpe

i�p
�	
< ��rnp (� > 0) ; i.e., Re

�
�P0

�
rpe

i�p
�	
> �rnp : (6.4)

De (6:1) et (6:4), on obtient pour p su¢ samment grand,

Re
�
Pj
�
rpe

i�p
�
� P0

�
rpe

i�p
�	

= Re f(c� 1)P0 + (Pj � cP0)g (6.5)

< rm+"p � (c� 1) �rnp (j = 0; :::; k � 1) :

Par (1:6), nous avons

� e�P0(z)f
(k)

f
= Ak�1 (z) e

Pk�1(z)�P0(z)f
(k�1)

f
+ :::+ A1 (z) e

P1(z)�P0(z)f
0

f
+ A0 (z) : (6.6)

En substituant (5:6) en (6:6), on obtient pour zp = rpei�p

��kf (rp) (1 + � (1)) exp f�P0 (zp)g (6.7)

= Ak�1 (zp) exp fPk�1 (zp)� P0 (zp)g zp�k�1f (rp) (1 + � (1)) + :::
+A1 (zp) exp fP1 (zp)� P0 (zp)g zp�k�1f (rp) (1 + � (1)) + zkpA0 (zp) :

Nous avons donc, de (6:2) et (6:4)����kf (rp) (1 + � (1)) exp f�P0 (zp)g�� � 1

2
exp

�
�rnp
	
exp

�
kr��"p

	
> exp

�
�rnp
	
: (6.8)

Et par (5:13), (6:5) et (6:2), nous avons

��Ak�1 (zp) exp fPk�1 (zp)� P0 (zp)g zp�k�1f (rp) (1 + � (1))+ (6.9)

:::+ A1 (zp) exp fP1 (zp)� P0 (zp)g zp�k�1f (rp) (1 + � (1)) + zkpA0 (zp)
��

� 2 (k � 1) rk�1p exp
�
r�+"p

	
exp

�
rm+"p � (c� 1) �rnp

	
� exp

�
(k � 1) r�+"p

	
+ rkp exp

�
r�+"p

	
� exp

�
(k � 1) r�+2"p

	
:

De (6:7) nous voyons que (6:8) on trouve (6:9).
Cas (2) : rpei�0 2 Sj où j est pair. Depuis limp!+1 �p = �0, il existe un N > 0 tel que
rpe

i�p 2 Sj lorsque p > N . D�aprés Lemme (2:3:1), nous avons
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Re
�
P0
�
rpe

i�p
�	
> �rnp (� > 0) ; Re

�
�cP0

�
rpe

i�p
�	
< �c�rnp ; (6.10)

Re
�
(1� c)P0

�
rpe

i�p
�	

< (1� c) �rnp ;Re
�
Pj
�
rpe

i�p
�
� cP0

�
rpe

i�p
�	

(6.11)

< �c�rnp (j = 2; :::; k � 1) :

Par (1:6), nous avons

� A1 (z) eP1(z)�cP0(z)
f 0

f
= e�cP0(z)

f (k)

f
+ Ak�1 (z) e

Pk�1(z)�cP0(z)f
(k�1)

f
(6.12)

+:::+ A2 (z) e
P2(z)�cP0(z)f

00

f
+ A0 (z) e

(1�c)P0(z):

En substituant (5:6) en (6:12) on obtient pour zp = rpei�p

�A1 (zp) exp fP1 (zp)� cP0 (zp)g zk�1p �f (rp) (1 + � (1)) (6.13)

= �kf (rp) (1 + � (1)) exp f�cP0 (zp)g+ �k�1f (rp) (1 + � (1))
�zpAk�1 (zp) exp fPk�1 (zp)� cP0 (zp)g
+:::+ zk�2p �2f (rp) (1 + � (1))� A2 (zp) exp fP2 (zp)� cP0 (zp)g+ zkpA0 (zp) exp f(1� c)P0 (zp)g :

On obtient donc de (5:13), (6:1) et (6:2)

���A1 (zp) exp fP1 (zp)� cP0 (zp)g zk�1p �f (rp) (1 + � (1))
�� (6.14)

� 1=2rk�1p exp
�
�r�+"p

	
exp

�
�rm+"p

	
exp

�
�r��"p

	
> exp

�
�rm+"p

	
:

Et de (5:13), (6:2) et (6:10), (6:11) nous avons pour p su¢ samment grand

���kf (rp) (1 + � (1)) exp f�cP0 (zp)g+ �k�1f (rp) (1 + � (1)) (6.15)

�zpAk�1 (zp) exp fPk�1 (zp)� cP0 (zp)g+ :::+ zk�2p �2f (rp) (1 + � (1))
�A2 (zp) exp fP2 (zp)� cP0 (zp)g+ zkpA0 (zp) exp f(1� c)P0 (zp)g

��
� 2 exp

�
kr�+"p

	
exp

�
�crnp

	
+ 2 (k � 2) rk�2p exp

�
(k � 1) r�+"p

	
� exp

�
r�+"p

	
exp

�
�c�rnp

	
+ rkp exp

�
r�+"p

	
exp

�
(1� c) �rnp

	
< exp

�
(1� c)
2

�rnp

�
:

Ainsi (6:13) �(6:15) implique une contradiction.
Cas (3) : �0 = � �n

n
+ (2j � 1) �

2n
pour une certaine (j = 0; 1; :::; 2n� 1) : Puisque

Re
�
P0
�
rpe

i�p
�	
= 0 lorsque rp est su¢ samment grand et qu�une droite arg z = �0 est une

droite asymptotique de
�
rpe

i�p
	
, il existe un N > 0 tel que lorsque p > N , on a
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� 1 < Re
�
P0
�
rpe

i�p
�	
< 1; � c < Re

�
Pj
�
rpe

i�p
�	
< c (j = 1; :::; k � 1) : (6.16)

En considérant Re
�
P0
�
rpe

i�p
�
� cP0

�
rpe

i�p
�	
, nous divisons encore ceci en trois cas.

Cas (i) :

Re
�
Pj
�
rpe

i�p
�
� cP0

�
rpe

i�p
�	
< �drmp (j = 1; :::; k � 1) (6.17)

(d > 0 est une constante) lorsque p est su¢ samment grand. Nous avons légèrement modi�é
à partir de (6:7)

��kf (rp) (1 + � (1)) exp f�cP0 (zp)g (6.18)

= Ak�1 (zp) exp fPk�1 (zp)� cP0 (zp)g zp�k�1f (rp) (1 + � (1)) + :::
+A1 (zp) exp fP1 (zp)� cP0 (zp)g zk�1p �f (rp) (1 + � (1))
+zkpA0 (zp) exp f(1� c)P0 (zp)g :

On obtient donc de (5:13) et (6:16) _ (6:18)

1

2
�kf (rp) exp f�cg <

����kf (rp) (1 + � (1)) exp f�cP0 (zp)g��
�

��Ak�1 (zp) exp fPk�1 (zp)� cP0 (zp)g zp�k�1f (rp) (1 + � (1))
��

+:::+
��A1 (zp) exp fP1 (zp)� cP0 (zp)g zk�1p �f (rp) (1 + � (1))

��
+
��zkpA0 (zp) exp f(1� c)P0 (zp)g��

� 2 (k � 1) rk�1p �k�1f (rp) exp
�
r�+"p � drmp

	
+rkp exp

�
r�+"p

	
exp f(1� c)g

� �k�1f (rp) exp
�
r�+2"p

	
i.e.,

1

2
�kf (rp) < exp fcg exp

�
r�+2"p

	
:

Ceci est en contradiction avec �f (rp) � exp
�
r��"p

	
.

Cas (ii) :

Re
�
Pj
�
rpe

i�p
�
� cP0

�
rpe

i�p
�	
> drmp (j = 1; :::; k � 1) ;

i.e.,

Re

�
P0
�
rpe

i�p
�
� 1
c
Pj
�
rpe

i�p
��
< �d

c
rmp (j = 1; :::; k � 1) (6.19)

(d > 0 est une constante) lorsque p est su¢ samment grand. À partir de (6:16), on obtient
pour p su¢ samment grand,
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Re

�
Ps
�
rpe

i�p
�
� 1
c
Pj
�
rpe

i�p
��

= Re
�
Ps
�
rpe

i�p
�	
� 1
c
Re
�
Pj
�
rpe

i�p
�	

(6.20)

< c+ 1 (s = 1; :::; j � 1; j + 1; :::; k � 1) :

nous avons un légèrement modi�é de (6:7)

��kf (rp) (1 + � (1)) exp
�
�1
c
Pj (zp)

�
(6.21)

= Ak�1 (zp) exp

�
Pk�1 (zp)�

1

c
Pj (zp)

�
zp�

k�1
f (rp) (1 + � (1)) + :::

+Aj (zp) exp

��
1� 1

c

�
Pj (zp)

�
zk�jp �jf (rp) (1 + � (1)) + :::

+A1 (zp) exp

�
P1 (zp)�

1

c
Pj (zp)

�
zk�1p �f (rp) (1 + � (1))

+zkpA0 (zp) exp

�
P0 (zp)�

1

c
Pj (zp)

�
:

On obtient donc, de (5:13), (6:16) et (6:19) �(6:21)

1

2
�kf (rp) exp f�1g <

������kf (rp) (1 + � (1)) exp��1cPj (zp)
�����

�
����Ak�1 (zp) exp�Pk�1 (zp)� 1cPj (zp)

�
zp�

k�1
f (rp) (1 + � (1))

����
+:::+

����Aj (zp) exp��1� 1c
�
Pj (zp)

�
zk�jp �jf (rp) (1 + � (1))

����
+:::+

����A1 (zp) exp�P1 (zp)� 1cPj (zp)
�
zk�1p �f (rp) (1 + � (1))

����
+

����zkpA0 (zp) exp�P0 (zp)� 1cPj (zp)
�����

� 2 (k � 1) �k�1f (rp) r
k�1
p exp

�
r�+"p

	
� exp fc+ 1g+ rkp exp

�
r�+"p

	
exp

�
�d
c
rmp

�
� �k�1f (rp) exp

�
r�+2"p

	
i.e.,

�f (rp) exp f�1g < 2 exp
�
r�+2"p

	
:

Ceci est en contradiction avec �f (rp) � exp
�
r��"p

	
.

Cas (iii) : lorsque p est su¢ samment grand,
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�1 < Re
�
Pj
�
rpe

i�p
�
� cP0

�
rpe

i�p
�	
< 1 (j = 1; :::; k � 1) :

En utilisant le même raisonnement que dans le cas (ii), nous obtenons une contradiction. La
preuve du Théorème (2:1:3) est terminée.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons obtenu des estimations précises de l�hyper ordre des solutions
des équations di¤érentielles linéaires non homogène d�ordre supérieur suivantes

f (k) +

k�1X
j=0

Aj (z) e
P (z)f (j) = 0

et

f (k) +
k�1X
j=0

�
Aj (z) e

P (z) +Bj (z)
�
f (j) = 0

où k � 2; Pj (z) (j = 0; :::; k � 1) sont des polynômes non constants tels que
degPj = n (j = 0; :::; k � 1) et Aj (z) ( 6� 0) ; Bj (z) ( 6� 0) (j = 0; :::; k � 1) sont entiers fonc-
tionnent avec �(Aj) < n; � (Bj) < n (j = 0; :::; k � 1). Dans certaines conditions. Nous
avons démontré que chaque solution f (z) 6� 0 des équations ci-dessus est d�ordre in�ni
et �2 (f) = n:L�outil principal utilisé dans étude étant la théorie de Nevalinna. Cette théorie
est la plus approprié dans l�étude des équations di¤érentielles.
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