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Introduction

La théorie du controdle est une branche des mathématiques permettant de controler
un systeme sur lequel on a une action, une commande (comme une réaction chimique,
un systeme biologique, un marché financier, etc). Le probleme de controlabilité consiste
alors a déterminer une loi de controle permettant d’emmener, de guider ce systeme vers
un certain état final désiré.

Lobjectif de ce mémoire est ]’étude de la controlabilité des systemes linéaires positifs
de Lyapunov a temps continu, la controlabilité qui nous intéresse est I’étude des systemes
commandés, c’est a dire des systémes dynamiques (dépendant du temps noté t) sur les-
quels on agit a I'aide d'une commande (ou controle).

La notion de la contrélabilité est d'une grande importance dans la théorie du controle,
c’est une propriété de base dans I’analyse des systemes dynamiques. De nombreux pro-
blemes fondamentaux de la théorie du controle ( stabilité et stabilisation, controle opti-
mal) ne peuvent étre résolus que sous '’hypothese que le systeme soit controlable.

Tout au long de ce travail, une analogie entre un systéme linéaire standard et un sys-
teme linéaire positif de Lyapunov tous deux a temps continu a été faite pour déduire que
tous les résultats sur le controle des systemes linéaires standards sont étendus au cas des
systemes linéaires de Lyapunov.

Notre travail a été structuré en quatre chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre nous avons introduit les notions mathématiques de base
d’algebre linéaire (le produit de Kronecker, la vectorisation, etc) nécessaire dans notre
travail.

Le second chapitre a été consacré a la controlabilité des systemes linéaires standards
a temps continu .

Dans le troisieme chapitre nous caractérisons les systemes linéaires positifs avec quelques
applications .

Le dernier chapitre aborde une étude, sur la controlabilité des systemes linéaires po-
sitifs de Lyapunov a temps continu, en appliquant des critéeres et des résultats obtenues
dans les deux premiers chapitres .



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous proposons quelques notions de bases qui sont trés utiles dans
notre travail.
Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [4], [6], [8], [9], [12],
[15], .

1 Matrices Particuliéres

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et caractérisations des ma-
trices non-négatives, positives, de Metzler et monomiales.
Soit A = (a; ;) une matrice a coefficients réels, telleque i =1...n,et j=1...m.

Définition 1.1 Soit la matrice A M"™™ :
On dit que A est une matrice non-négative si

ViEQ,VjEﬂZaijEO

Autrement dit toutes ses entrées sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice
par:A =0 oitencore, Ae R},

Exemple 1.1 Soit la matriceA :

~ o1 N
S w o

est une matrice non-négative.
Définition 1.2 A est une matrice strictement positive si
VienVjem:a;j>0

C'est a dire toutes ses entrées sont (strictement) positives. Nous noterons une telle ma-
trice par : A >> 0. Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs
de dimension n, n = 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positifa >> 0
coincide avec a > 0.

Définition 1.3 A est une matrice de Metzler si
VienVjem,i#j:a;j=0

Autrement dit toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives.

2



1. MATRICES PARTICULIERES

Exemple 1.2 Soit la matrice A :

est une matrice de Metzler.
Proposition 1.1 /8] A est une matrice de Metzler si et seulement si
Vi=0; eMeRM
Oil de maniére équivalente, V't = 0, Uorthant positif R est e - invariant, c'est a dire :
Vi=0, VxeR! eMxeR”

Preuve.
Nécessité :

Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel A > 0 tel que
(A+AI,) >0.00,

(A+ ALy + (=AL,) = (=ALy) + (A+ALy).

Il s’ensuit que,

At _ e(A+)\In)t+(—)\In)t

pAFALN T G (AT ¢ RI*",
Du fait que :

e(A+)\In)t € szn et e(—)\I,,)t € szn.

suffissante :

Supposons que ¢ = 0, e’ = 0. Ainssi, puisque :

A1

d .
A= a(e“)t:o = lim

Prenons comme e; le j'"™€ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i # j,

t

A

<eMej—eje; >

lim
t—0* t

- <eMej,e;> eje
t—0* t t

a,-j

< eAtej,ei >
lim ———— >0,
t—0* t



1. MATRICES PARTICULIERES

puisque < ej,e; >=0, on a alors a;; = 0 pouri # j et la matrice A est une matrice de
Metzler alors e’ x € R”.
||

Définition 1.4 ( Matrice définie positive)
Une matrice symétrique A dont les éléments sont des nombres réels, est définie positive si
pour tout vecteur x € R" non nulona:

x;£0:>xTAx>O

Exemple 1.3 Soit la matrice A :

2 -1 0
A=]-1 2 -1
0o -1 2

est définie positive. En effet :

Pour tout x un vecteur deR® tel que x = (x1, Xo, x3)T, Ona:

T

X1 2 -1 0 X1
xTAx = X2 -1 2 -1 |x
X3 o -1 2 X3

= fo —2X1X2 — 2x§ + 2x§ +2Xx2X3

= xf+(x1—x2)2+(x2—x3)2+x§>0

Définition 1.5 Soit A une matrice carée réelle d’ordre n .

On dit que A est une matrice monomiale ou matrice de permutation généralisée si les en-
trées de A sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est stricte-
ment positive .

Exemple 1.4
0 010
0 001
A= 01 00
1 000

est une matrice de permutation généralisée .

En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans la quelle
chaque entrée non nulle est égale a 1.

Proposition 1.2 [12] Une matrice A non singuliére telle que, Ale R si et seulement si,
A est une matrice monomiale.



2. POLYNOME CARACTERISTIQUE

2 Polynome caractéristique

Définition 1.6 (Valeurs et vecteurs propres)
Soit A une matrice carée réelle de dimension n, et A € R. On dit que A est une valeur propre
de la matrice A s’il existe un vecteur non nulX € R" vérifiant,

AX = AX. (1.1)
et on dit aussi queX est le vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Définition 1.7 (Polyndéme caractéristique)
On définit le polynéme caractéristique de la matrice carée réelle A de dimension n par :

Pa(A) =det(Al,—A) ,AeR. (1.2)
Les valeurs propres de A sont les racines de son polynome caractéristique.

Exemple 1.5 soit la matrice A

A=

10
3 4
Le polynome caractéristique de la matrice A est :

A-1 0
-3 A-4
= M -5\+4

Donc les valeurs propres de A sont: A\y =4 et Ay =1.

Pa(A) =det(Al, —A)

3 Exponentielle des matrices

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions , propriétés et techniques
existent pour calculer I'exponentielle d'une matrice .

Définition 1.8 Soit A une matrice carée de dimension n, l'exponentielle de A se définit par
son développement en série entiere :

A ol i 1 2 1 3
expA)=e =) —A'=I,+A+ A"+ =A’+---, (1.3)
A 21 3!

Quelque propriétés importantes concernant 'exponentielle d’'une matrice.

e Pour toutes A et Bdeux matrices de dimensions n qui commutent, i.e. AB=BA.ona:

e(A+B) — eAeB.

e Pour toute matrice carée A de dimension n,on a:
(eA)_1 —e A,
e Pour toute matrice carée A de dimension n,on a:

%(eAt) =AM,



3. EXPONENTIELLE DES MATRICES

3.1 Quelque méthode de calcul de 'exponentielle d'une matrice

Le cas d'une matrice niplotente
Si A une matrice carrée nilpotente I'indice m ( A¥ = 0 pour un tout k = m), alors :

AEL 1o 1.3 1 m-1
=) A=l +A+ AT+ A+ ——— AT
! 2! !

i~0 L 3 (m—-1)!

Exemple 1.6 Soit

0 2
A=lo o)
Ona:
» [0 0
w=[o o
Par conséquent :
00
m_ —_—
A™M = 0 0]_0, VYm=2.
On a donc
1 1
A=Y — = I,+A
izo 1!
~[1 0] [o 2
01 00
(12
0 1
Le cas d’'une matrice diagonale
Si D une matrice diagonale, c’est a dire :
d 0 - 0
0 do -~ 0
o 0 - d,

Alors son exponentielle est obtenue par :

e 0 0
0 e® 0
eD =
0 0 ... efn

Le cas d'une matrice diagonalisable
Soit A une matrice diagonalisable,c’est a dire(il existe une matrice P inversible et une ma-
trice diagonale D telles que A=PDP™!), alors son exponentielle est donnée par :

e =pePp!



4. NOTIONS SUR LE PRODUIT DE KRONECKER

Exemple 1.7 Soit

4 -2

A=l]

Pour calculer les valeurs propres de cette matrice on doit d’'abord calculer son polynome
caractéristique.

det(A—AD) =(A1 —2)(A2—3).

Aprés le calcul des valeurs propres et leurs vecteurs propres associées, on obtient la ma-
trice de passage et son inverse :

Donc,

—e2l 42630 2212631

2t

—e?ty 3t 20203t

4 Notions sur le produit de Kronecker

En mathématiques, le produit de Kronecker est une opération importante pour le cal-
cul matricielle. Il est ainsi dénommé du hommage au mathématicien allemand Leopold
Kronecker.

Dans cette section, nous définissons le produit de Kronecker et nous citons ces pro-
prités.

Définition 1.9 (9] Le produit de kronecker de deux matrices A= (a;j) € R"*" et B = (b;;) €
RP*9 est la matrice A® B définie par :

A®B= [aijB]izl,-~-,mj=1,--~,n e RMP*14 (1.4)
[ a1 B apB - oo a1y B aipB ]
a B apB - e azpB anB
peBo| G e f 0
am-1B am-12B -+ -+ o amo1p1B am-14B
i amlB amZB amn—lB amnB ]




4. NOTIONS SUR LE PRODUIT DE KRONECKER

Exemple 1.8 Soient les matrices A et B suivantes :

10 2 1 -2
A‘[4 6 -3 etB‘[s 5]
[ (1 -2] [1 -2]_[1 -2]]
1[8 5 0[8 5]2[8 5]
A®B =
1 -2] [1 -2 1 -2
_4[8 5]6[8 5]_3[8 5]‘
(1 -2 0 0 2 -4
8 6 0 0 16 10
AeB = |, 8 6 _12 -3 ¢
32 20 64 30 -24 -15

4.1 Quelques propriétés de produit de Kronecker

[15] Soient A € R™*" B e RP*9, Ce R4, D e Re*S,

1. Le produit de Kronecker est associatif c’est a dire,

(A®B)®C=A® (B ().
. Le produit de Kronecker n’est pas commutatif :

A®B#B®A.

. Le produit de Kronecker est distributif par rapport a 'addition,

(A+B)®(C+D)=(A®C)+(A®D)+(B®C)+ (B®D).

. Le produit de kronecker est également distributif par rapport au produit,
(A®C)(B®D)=(AB®CD).

. Pour toute matrice AetB,ona:

(AeB) =AT®B".

. Si Aet B sont des matrices de dimensions résepectivement m, n,
det(A®B) = (det(A)" (det(B))".

. Si A et B sont inversibles alors,

A®B)"'=A"1B7L.

. Onaaussi:

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



5. VECTORISATION D’UNE MATRICE

5 Vectorisation dune matrice

La vectorisation d’'une matrice est une transformation qui convertit la matrice dans
un vecteur de colonne.

Définition 1.10 [15] Soit A € R™*" une matrice d'ordre m x n, on associe a A le vecteur mn
lignes qu'on note par vec(A) et qui est définit par :

T
VeC(A): [all’a217'.. )..' )aml!aIZ)"' )"'amZ!"')"'raln)"' ’.'.’amn] (]-'14)
Exemple 1.9 Soit la matrice A suivante :
3 45
A= [1 0 6]
Donc, o
3
1
4
vec(A) = 0
5
.6.4
5.1 Quelque Propriétés
1. Lopérateur vec est linéaire, pour tout A,B eto, R :
vec(aA+PB) =avec(A) +Prec(B). (1.15)

2. Soient A,B et X des matrices de dimensions n x m, m x [ et l x k respectivement, on a
alors,

vec(AXB) = (B' ® A)vec(X). (1.16)
3. On a aussi deux autres formules :
vec(AX) = (I®A)vecX). (1.17)

vec(XA) = (AT ®Dvec(X). (1.18)

Tel quel est la matrice identité de dimension appropriée.

Exemple 1.10 Application aux équations matricielles :
1. AX=B & (I®A)Vec(X) =Vec(B).
2. AX+XB=C & (I®A)BT ®I))VecX) = Vec(C).
3. AX+YB=C & (I®A)VecX) + (BT @ )Vec(Y) = Vec(C).
4. AXB=C & (B! ® A)Vec(X) =Vec(C).



6. NOTIONS DES SYSTEMES

Définition 1.11 Une norme N sur E est une application de Edans R, vérifiant les 3 pro-
priétés suivantes :

1. N(x) =0 ssi x=0.
2. NOAx)=|AIN(x) VAeRetVx el
3. N(x+y)=Nx)+N((y) Vx,y ek.

6 Notions des systéemes

Définition 1.12 Un systeme est un ensemble de pieces ou objets qui réalise une opération
spécifique, il y a donc une notion d’action sur l'environnement en fonction d’excitation ex-
térieure.

Utt Y{t)

Systeme

Un systeme est ainsi défini par ses entrées et ses sorties qui le relient a l'environnement
extérieur.

10



Chapitre 2

Controlabilité des Systemes Linéaires
Standards en Temps Continu

Dans ce chapitre, nous intéressons a la controlabilité des systemes linéaires en temps
continu .
Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [2], [3], [5].

1 Déscription d’'un systeme linéaire standard en temps continu

Dans cette section, nous présentons la description d'un systeme linéaire en temps
continu: La représentation d’état permet de modéliser un systeme dynamique sous forme
matricielle en utilisant des variables d’état. On se place alors dans un espace d’état. Cette
représentation qui peut étre linéaire ou non-linéaire.

Dans notre cas, nous nous intéressons a la classe des systémes linéaires en temps
continu.

Définition 2.1 La représentation d'état d’'un systeme linéaire en temps continu est repré-
sentée par :
{ x(1)
y(®)

Ot x(t) € R" représente l'état du systeme, u(t) € R™ le controle (la commande) du sys-
teme appelé aussi entrée, y(t) € RP la sortie de systeme,
AeR™"™" BeR™™ CeRP*" etD e RP*™ sont des matrices de dimensions appropiées
telles que :

Ax(t) +Bu(t).
Cx(t) +Du(1).

(2.1)

e A:matrice d’état,
e B:matrice de commande (d'entrée),
o C:matrice de mesure (sortie),

e D: matrice de transfert direct,

11



1. DESCRIPTION D’UN SYSTEME LINEAIRE STANDARD EN TEMPS CONTINU

e Xx(1): vecteur d’état,
e u(t) : vecteur d'entrée,

e y(t) : vecteur de sortie.

1.1 Solution d’'un systéme linéaire en temps continu

Théoreme 2.1 La solution de systéme (2.1) est donnée par :

t
x() = X0 x(1) + f e AIBy (1) d.
To

et la sortie définie par :

t
y(1) = CeM0) x (1) + cf e AU"UBy(t)dT + Du(T).
To

Preuve.
» Trajectoire d’état :Nous cherchons a résoudre I'équation d’état précédemment in-

troduite et qui s’écrit dans le cas général :

dx

I
Le cas des équations différentielles matricielles se traite de manieére similaire au cas
scalaire. Léquation homogene associée s’écrit :

Ax(t) +Bu(r).

w1 =  Ax(p).
= ax _ Ax(1)
dr '

t 1 t
f —dx = f Adr.
o X(t) I

Sa solution est :

x(1) = 270 x ().

Ou t = ty est I'instant initial.
La résolution avec second membre s’effectue comme dans le cas scalaire :

AX _ px(t)+ Bu()
dt '
‘At% = e MAx(D) + e MBu(p).

Ae M x () + e MBu(r).

12



1. DESCRIPTION D’UN SYSTEME LINEAIRE STANDARD EN TEMPS CONTINU

d
e‘Atd—)tC —Ae Mx(t) = e MBu(r).

N i(e—Afx(t)): e MBu(r).
dt

t
= e Mx(t) = e Mo x (1) +f e ABu(t)dT.
fo
Donc

t
x(1) =270 x(1) + f e AMIBy (1) d.
fo

» Réponse du systeme::
t
y(t) = Clrl=x()+C | e A" YBu(t)dt+Du(1).

fo

Exemple 2.1 On considere le systeme formé d’'une masse m liée a un ressort de raideur k et
soumise a l'action d’'une force u.

k
= m "W

Oscillateur harmonique commandé

Si z désigne l'écart a la position d'équilibre du centre de gravité de la masse (z = 0 est
l'abscisse du systeme au repos, ressort non tendus), alors le principe fondamental de la dy-
namique fournit 'équation :

mz=—kz+u

. T ’ )z ~
Soit le vecteur X = [xl, X2] , est appellé vecteur I'état du systeme.

On pose :

13



2. NOTIONS DE CONTROLABILITE

Aprés dérivation, on obtient :

561 = z= X2
X = Z=—2z+—u
m m
Ce qui peut s’écrire :
0 1 0
X= X+ u.
-k 1
— 0 I
m m

Remarque 2.1 La représentation d’état n'est pas unique pour le méme systeme physique.

2 Notions de controlabilité

Dans cette section, on va définir quelques concepts de controlabilités du systeme (2.1)
et son caractérisation algbrique.

Définition 2.2 Un systeme est controlable si on peut U'amener, en un temps fini, d’'un état
initial x(ty) = xo vers un état final x(tf) = x ¢ désiré au moyen d’'un controle.

Autrement dit, pour tout xo, x¢ € R", il existe un contole u telque la trajectoire associée relie
Xo 4 Xr en temps t, c'est adire, x5 = x(t, Xo, U).

Etat initial

A0

2.1 Ciriteres de la controlabilité

Théoreme 2.2 Le systeme (2.1) est controlable si et seulement si la matrice de Kalman C
définie par :

C=[B AB A?B --- --- A"™IB]. (2.2)

est de rang plein.
Exemple 2.2 On considere le systeme suivant :

Xx(t) =Ax(r) +Bu.

14



2. NOTIONS DE CONTROLABILITE

Ou,

la matrice de Kalman C corespondante est

C=[B AB]:1 )

0 0 ]
C'est clair que rgC #2, donc le systéme n'est pas controlable.

Exemple 2.3

-

la matrice de kalman C corespondante est ,

0 1
C=[B AB]_(1 0)
Cest clair que rgC =2, donc le systéeme controélable.

Définition 2.3 Le Grammien de contrélabilité est la matrice symétrique définie positive
noté W, € R™*"* définie par :

N -AtpRpT ATt
W, = e “'BB'e dat.
0
Le controle qui transfere xo en x1 = x(t, xo, u) est simplement donné par :
T
U(t)=-BTe™ "W, x. 2.3)

Proposition 2.1 La paire (A, B) est dit controlable si et seulement si le grammien de contro-
labilité défini par :

N -AtpRpT ATt
W.= e “'BB'e dr.
0
est inversible.

Preuve.
Supposons que W, est inversible, alors le contréle défini par la formule (2.3) existe. donc,
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2. NOTIONS DE CONTROLABILITE

x(1)

t T
erMxg +f eA(t_T)B( —Ble™® TWc_lxo)d'r.
0

t
_ AT
eAtxo—f eMe ABB e TW 1 xyd.
0

eAt(xo —chc_lxo)

=0

Donc la paire (A, B) est controlable.

Inversement, supposons que le systeme (2.1) est controlable, alors nous devons montrer
que W, est inversible.

Si on suppose que W, n'est pas inversible c’est a dire, 3Z#0 tgW.Z =0

Donc,
= 7Z'wW.z=0
tf
= ZT(f e A BBTe A Tgt|z=0
0
Iy
= f ZTe_ATBBTe_ATTZdT:O
0
Iy
N f 1Ze A B|?2dt =0
0
= ||ZTe ™ ATB|I2=0
Alors

ZYe ™ ATB=0 (2.4)

D’autre parts, on a
la paire (A, B) est contrélable < Y xo3u tq x(t) =0

t
x(t) = eAtxo+f AU IBu(n)dt=0
0

t
— N x0+f e ABu(t)dt|=0
0

t
— f e MBu(t)dt=-x
0
t
— f xge_ATBu(T)dT = —xgxo
0
Si on pose : xy =Z, alors
Iy
f Z'e MBu(t)dt=-2"'2
0

16



2. NOTIONS DE CONTROLABILITE

d'aprés (2.4) ,

-7Z'7-0

Ceci est vrai siZ. =0 (contradiction aves la supposition) donc, le grammien W, est inver-
sible.

Exemple 2.4 On consideére le systeme linéaire en temps continu décrit par l'équation sui-
vante:
X=Ax+Bu

A~(o o

-

On remarque que A est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence égal 2, donc

AU = LAl -T)

1 lF—1
0 1

D'ou,

W (0, £7)

LG e of,5 e
fotf(tfl_T)(tf—T 1)dt

fff =0 -1
0 tf—T 1

Donc,

det(W(0,2p)) = 1—121‘;%
# 0

D’oui, le systeme est controlable.

17



Chapitre 3

Systemes Positifs

Dans ce chapitre, nous diffinissons les systémes linéaires positifs en temps continu.
Ainsi nous présentons les conditions nécessaires et suffisante pour qu'un systéme linéaires
soit positif. Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes [1], [7], [8],
[11], [14].

1 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, on cite quelques exemples :

» Des systemes a variables physiques positives par nature (niveaux, débits,ect) .

e Modeles a compartiments : Applications en médecine , cinétique chimique,ect.
» Modeles économiques.

¢ Circuits RLC.

 Sciences de la communication et de I'information.

e Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques.

e Modeles de dynamiques de population.

2 Principales Propriétés

SiI’états initial est positif (ou au moins non-négatif), alors la trajectoired’état se situe
entierement dans I’orthant non- négative.
Notons que les systéemes linéaires standards positifs sont définis dans des cones et non
pas dans des espaces linéaires.

18



3. POSITIVITE DES SYSTEMES LINEAIRES EN TEMPS CONTINU

3 Positivité des systémes linéaires en temps continu

Considérons le systéeme linéaire en temps continu suivant :

x(t) Ax(t) +Bu(t). 3.1)
y(1) Cx(t) +Du(t). '

Définition 3.1 Un systeme est dit positive si a toute entrée positive et condition initiale po-
sitive, correspond un état positive et une sortie positive.

Alors le systeme (3.1) est par définition dit positif si et seulement si
Vxpoe R VueR: < x(t) e Ryet y(£) € Ry (3.2)

Considérons a présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu.

3.1 Positivité externe

Définition 3.2 Un systeme linéaire est dit externement positif si la sortie correspondante
a létat initial nul est non-négative pour chaque entrée non -négative, i.e. pour
Xo =x(0) =0 et pour tout u(t) eRY', ona y(t) € IR%f, pourt=0.

3.2 Positivité interne

Définition 3.3 Un systeme linéaire est dit internement positif si pour x, € R'! et tout controle
u(t) eR"™ pourt=0onax(t) eR” et y(t) e RY pourt=0.

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n'importe quel point
dans lorthant non-négative R (frontiere incluse) de l'espace d’état R, obtenues en appli-
quant une entrée non-négative au systeme, demeurent dans l'orthant non-négatif et ménent
a une sortie non-négative .

Remarque 3.1 La positivité interne implique la positivité externe mais l'inverse n'est pas
vrai.

4 Condition de positivité

Dans cette section, Nous nous placons dans la classe des systémes linéaires standards
a temps continu, pour caractériser la positivité des conditions nécessaires et suffisantes
serait cependant établies.

Théoreme 3.1 Le systéme est dit internement positif si et seulement si A est une matrice
de Metzler et Be R™, Ce RV, De R,

Preuve.

Nécessité :

Si le systeme est internement positif, alors,

x(t) eR" et y(1) e RY

pour
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4. CONDITION DE POSITIVITE

X0 € R et u(t) e RY

tel que,

t
x(8) = e xg +f ADBy (1) d.
0

t
y(1) = Cellxg + Cf A UBy(t)dT + Dulr).
0

L'idée est de considérer la i°"™° composante de la matrice A,B et C respectivement et faire
étendre pour toutes les composentes. Pour cela, on se réfere a [14] et [7], d'oit le résultat.
Suffisance :

Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C et D sont positives, alors
el est positive d’aprés la proposition (1.1) et cela montre que x(t) e R? et y(t) e RY, V=0,
[

Théoréme 3.2 Un systeme linéaire a temps continu (A, B, C) est positif si et seulement si
la matrice A est une matrice de MetzleretB =0, C = 0.
Exemple 3.1 On considere le systéme RLC

T VWVHR
it) N

R L

G

\_/
"y
P
A
'.f

s(i)

L'équation physique de ce systeme éléctronique est comme Suit :

e(t) = (R1+RIi(D) +L% +v(1t)

i dv
dt’

s(t) = Roi(t)+v(1).
AvecR;,Ry; >0etL,C>0.

Suite a l'application des lois physiques notamment lois de Kirchhoff on obtient le sys-
teme d'équation suivant :
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4. CONDITION DE POSITIVITE

. R1 + Rg 1
x(1) = - x1(8) + ixz(t)
1
X2() = Exl(l‘)
On pose : x1(t) = i(t) et xo(t) = v(t). Et aprés modélisation, il s'écrit le modeéle :
(0 _RirR) 1 o1 (2
= L L + u
X (1) C 0 X (1) 0
1
x1(1)
y@® = [Rz 1]
X (1)
Ceci est équivalent a
x(t) = Ax(0)+Bu(p
y() = Cx(t)+Du(r)
avec
X0 —(R1+Rp) 1
x(t) = JA = L L ’
X2(1) C 0
1
_|L _ _
B= ,C=[R2 0] etD=0.
0

Le systeme (3.1) est positif car A est une matrice de Metzler et B, C et D sont des matrices

non-négatives.
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Chapitre 4
Systéme linéaire de Lyapunov

Ce chapitre sera consacré a I’étude de controlabilité des systemes linéaires positifs de
Lyapunov en temps continu .
Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [9], [10], [13].

1 Introduction

Un systeme décrit par les équations :

(1) Cx(t) +Du(r).

est appelé un systeme lineaire de Lyapunov a temps continu, ou :
x(t) € R™*" représente I'état du systeme, u(t) € R”™*" le contréle (la commande) du sys-
teme appelé aussi entrée, y(t) € R”*" la sortie de systeme, A € R"*"", Be R"*™, Fe R™",
C e RP*™ et D € RP*™ sont des matrices de dimensions appropiées .

{ x(1) Ax(t) +x(8)B+Fu(z). @.1)

Théoreme 4.1 La solution de l'équation :

Xx(t) =Ax(r) + x(£)B + Fu(1).

avec la condition x(ty) = xy est donnée par :

t
x() = M) g B~ 10) +f MRy (1) BT, (4.2)
Ip

Preuve.
Voir la référence [10].

2 Lapositivité des systemes linéaires de Lyapunov

Définition 4.1 Le systeme (4.1) est dit internnement positif si seulement si x(t) € R™*" et
y(1) e RP™" pour tout xo € R™*" et tout u(t) € R™*", avec t = t.

Théoreme 4.2 [9] Le systeme (4.1) est positif si et seulement si A et B sont des marices de
metzler etFe R™", Ce RV, De RP*™.
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2. LA POSITIVITE DES SYSTEMES LINEAIRES DE LYAPUNOV

Preuve.

Dans un premier temps nous allons transformé le systeme linéaire de Lyapunov en
temps continu a un systeme linéaire standard a temps continu. La technique utilisée est
la vectorisation moyennant le produit de kronecker. En effet,

x() Ax(t) + x()B + Fu(1).

= vec(x(1)) vec(Ax(1) +Bx(t) + Fu(p)).
= vec(Ax(t) +Bx(1)) + vec(Fu(1)).
= (@peA) + BT ®1,))vec(x(n) + (I, ® F)vec(u(d).

= AX(H)+Bx(p).
De méme on trouve :
7(t) = Cx(t) + Dii(p).

Donc le systeme (4.1) est un systéme équivalent a un systeme (4.3) qui est :

{50 2 & @

Avec X(tp) = Xo.
Ou:

A = (1,8A)+(BT®lL,)eRM™*"

B = (I,eF)eR"*m

¢ = (I,8C)eRP™",

D = (I,®D)eRrP™"m

a = vec(u(r)eR™™. (4.4)

() = vec(x(n)e R™.

x(0) = vec(x(n)e R™ .

g = vec(y(r) eRP",

Donc le systeme linéaire a temps continu de Lyapunov (4.1) est positif si et seulement
si, le systeme standard équivalent (4.3) est positif. D’aprés le theoreme de la positivité
d’'un systeme linéaire standard (3.1), A est de Metzler et B, C, D sont des matrices non
négatives. De (4.4) suit 'hypothése du théoreme (4.2).

[
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

3 Controlabilité des systéemes lineaires positifs de Lyapu-
nov

Définition 4.2 Le systeme positif (4.1) est dit controlable sur l'intervalle fini [ty, tf] si et
seulement si pour tout état de départ x(ty) = Xo, et tout état d'arrivée x(tf) = Xy et tous
temps fini non nul T il existe une fonction commande u(t) : [t), T] — R7**", telle que la
trajectoire associée relie xo a xy en tamps t .

caractérisation
n2 I’L2 mxn
Vxg €RY ,VxpeRL VT >0:u(t): [5, T] — R} /x(T,xO,u):xf.

Définition 4.3 Le systeme positif (4.1) est dit completement contrélable si et seulement si
tout les états sont contrélables .

3.1 Criteres de controlabilité
Théoreme 4.3 [9] le systeme positif (4.1) est controlable si et seulement si la matrice :

Iy T
Rf :f eA(l’f—T)FFTeA (tf—‘l')dT

Iy
est une matrice monomiale .
Dans ce cas, Le controle qui transfere xo en x¢ est simplement donné par :

u(r) =FTe R L P10 Ve 1o, 1] (4.5)

Preuve.
Si Ry est une matrice monomiale, alors R}l e R*" existe et le contrdle défini par (4.5)
existe. En utilisant (4.2) et (4.5) avec xy =0, donc,

Iy T
X(tf) = f eA([f_T)FFTeA (tf_T)R]_cl.XffeB(T_tf) eB(tf_T)dT.
To

tf
= f Mt~ ORRT A (=0 dTR}le.
11

0
-1
= RfRf Xp=Xxf

Avec: BT BU~D _
|

Exemple 4.1 On considere le systeme linéaire positif de Lyapunov en temps continu décrit
par l'équation suivante :

X=Ax+xB+Fu

Ou

Ao 3
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

1 0
01

On remarque que A est une matrice diagonale, donc

F=

A=) _

A 0
0 eZ([f—T)

Dott,

R, = [T(e“7 0 (1 01 o\ 0
=) Lo u o 1flo 1 o o)

tf e(tf—T) 0 e(tf—T) 0
j; ( 0 ezuf—ﬂ)( 0 ezuf—T))dT

0

If eZ(tf—T) 0
[ET b
P 0 ert'f

0

%(eZ(tf—to) _1) 0

1
0 1(64(tf_t0) _ 1)

Donc, Ry est une matrice monomiale et d'aprés le theoréme (4.3) le systéme est contro-
lable.

Théoreme 4.4 (Le critere de Kalman) Le systeme positif (4.3) est controlable si et seule-
ment si la matrice $ définie par :

¢p=[B AB A’B - - A"'B|.
est de rang plein c’est  dire rg(p) = n? avec :

A = (1,8A)+B'eIL,).

B = (1,9F.

La matrice § est appelée la matrice de controlabilité, dans ce cas , la paire (A, B) est dite
controlable.

Exemple 4.2 On considere le systéeme linéaire de lyapunov suivant :

{ x(1)
(1)

Ax(t) +x(t)B +Fu(1).

Cx(t) + Du(r). (4.6)

Avec:

S P IR P N P
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

s ol 4

0 1 0 0

4 2 0 0
AoV Ol [t 2], 8 1] [t 0|0 -2 0 o
“lo 1]%lo 170 -2 "lo 1]7]0 0 -3 2

[1 0 0 0
5_[1 0] 1 o]_[0o1 00
‘[0 1]®[0 1]‘ 0010
0001
1 0 0 0]
C_[10®10]_0100
0 1/%lo 1/7lo o1 o0
0001
0000
D:[10®00]:0000
0 1/%lo o]7|o 0 0 0
0000

La matrice de controlabilité ¢ corespandante est :

op=[B AB A’B A’H|.

1000 -4 2 0 0 16 -12 0 0 -64 5 O 0
({0 1ro00 0 -2 0 0 O 4 0 O 0 -8 0 0
b= 0010 0 O -3 2 O 0 9 -8 0 0 -27 26

0001 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1

Le rang de la matrice  est :

rgd)=4

Par conséquent, le systéme de Lyapunov (4.3) est contrélable. Et puisque la matrice A est
de Metzler et B, C, D sont des matrices non négative alors le systeme de Lyapunov (4.3) est

positif.

Proposition 4.1 Le systeme positif (4.3) est controlable si et seulement si la matrice de

controlabilité de dimenssion n? x n?

t
Wity tf) = f ! PG(to, VI, e F) I, @ F) d(to, ) dT. (4.7)
To

est inversible.
Ot : G(t, ty) = b1 (1, to) b2 (1, to) est la matrice de transition définie par :
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

PG1(t, 1) = exp(l,®A)(f—1p))
et
PGolt ty) = exp(BT®1,)(f— 1)

Dans ce cas, le controle est défini par :

i1(6) =~ ® B) d(to, )W (20, £p) %o — (1o, £7) X (4.8)

sur to < t < ty, et transférant X(ty) = Xo en X(tf) = Xr .

Preuve.
Pour la preuve on a besoin de theoréeme suivant :

Théoreme 4.5 La solution du systeme (4.3) est donnée par :

t
X(t—ty) + (b(to,‘r)ﬁﬁ(‘r)d‘r) 4.9)
fo

x(1) =d(to, 1)

Voir la référence [13].

Donc, on supposons que W(f, tr) est inversible, alors le controle définie par (4.8)
existe . Donc en remplagant (4.8) dans (4.9) avec ¢ = {¢ , nous obtenons,

20 = Gl 1)

t
X(1o) - f P10, DI @ F) 1, @ ) 1, "W ko, 1) %o — (1o, ) XpdT|.
]

P17, t0)P(t0, 1) X g

= Xf.

Donc, (4.3) est controlable.

Inversement, supposons que le systeme est controlable, alors nous devons montrER
que W(1, tr) est inversible. On a W est symétrique, car,

T
WT

74
[ P(to, DI, @ F) I, ®F) (15, 1) dt

Ip

t
"0 (o, ) (1, 0 DT (1, 8 B T (10, T) .
1))

= W.

Puisque W est symétrique nous pouvons construire la forme quadratique

Iy
o'Wa= [ 0T, 1)0(t, to)d. (4.10)
]
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

Iy
:f 18112dT = 0. (4.11)
11

0

Ot a est un vecteur colonne constant arbitraire de dimenssion n? et

01, %) = 1,8 F) ¢ (1), Day, (4.12)
De (4.10) , W(t, tf) est semi définie positive.

Supposons qu'il existe un certain p # 0 tel que, BTW(tp, tf)p =0, puis a partir deI'équa-
tion (4.10) avec 6 =n quand o =f, ceci implique

Iy
f IInll2dT = 0. (4.13)
1

0

En utilisant les propriétés des normes , nous aurons,

n(t, ) =0, H=T= tr. (4.14)

Comme (4.3) est controlable donc il existe un controle #(¢) rendant X(¢¢) =0 si X(f) =
B. Par conséquent, a partir de (4.9) nous aurons,

Iy
— O(to, VI, @ F)i(t)d. (4.15)

To

&

On obtient par suite,

Iy
I = pTp=- f i (01, 0 B0 (1, DP.

fo

lff T
—f i (t)n(t, tp)dT =0.
11

0

D’ou =0, qui est une contradiction aves notre supposition, donc W(f, tr) est symé-
trique et définie positive et elle est par conséquent inversible.
|

Exemple 4.3 On considere le systeme linéaire positif de Lyapunov en temps continu décrit
par l'équation suivante :

x=Ax+xB+Fu

oll,
20 00
A<[p 3)8=[o 1)
10
o )
Avec,
20 00
01 00O
('"®A)‘ 002 ol
0 0 01
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

000 0
(BTen)={0 o 1 of
0001
1000
(hoF)=lo o ¥ o
0001

On remarque que (In ® A) et (BT ® In) sont des matrices diagonales, donc

207D 0 0 0
(|n®A)(to—T) 0 el 0 0
¢ “ | o 0 e o |’
0 0 0 el ®
(00 o 0
(BT®In)(t0—T) 00 0 00
¢ o o e ™ g
00 0 b

Dott,

b(1o, T)

b1 (2, T) 2 (1, T)

o) o)

00 0 0
00 0 0

~ o 0o WD g
00 0 D

On ad(ty, )" =P(ty, T) (car ¢ est une matrice symétrique).
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3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS DE LYAPUNOV

Donc,
00 0 0 1 000
r1o 0 0 0 0100
Wit 1) = fto 00 &®D o /0010
00 0 -0 flo 0 0 1
00 0 0 00 0
rlo o 0 0 00 0
~J, |00 S0P o [fo 0 0
00 0 200 0 0
00 0 0
~ fff 00 0 0 it
~ J, [0 0 €8 g
0 0 0 etlh—1
00 0 0
00 0 0
=100 é(eﬁ“ﬁf)—l) 0
00 0 1(e‘“fo—ff)—l)
4
Donc,

det(W(0,1£)) =0

D'oui, le systeme n'est pas controlable.

S o o -

o o~ O
o = O O
—_ o O O

0

0 dt

g2l

o O © O

S O O O

e

0

0
3(tp—T1)

0

0
0

eZ(tg—T)

30
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Conclusion

Dans notre mémoire, nous avons étudié la controlabilité des systemes linéaires posi-
tifs de Lyapunov a temps continu. Pour ce faire, nous avons introduit la notion de contro6-
labilité pour un systeme linéaire standard a temps continu , on basons sur deux criteres
importants : critere de kalman et le gramien de controlabilité , ainssi, nous avons cité des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un tel systéme soit positif.

Afin d’étudier la controlabilité des systemes linéaires positifs de Lyapunov a temps
continu , nous avons transformé cette classe des systémes a des systémes standards

Tout on long de ce travail, des examples d’applications ont été introduits pour mieu
illustré cette étude .
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La controlabilité des systeme linéaires positif de Lyapunov a temps
continu

Résumé: ['étude du probleme de contrdlabilité est une notion imporatante pourl’ana-
lyse des systemes. Nous considérons dans ce contexte la classe des systemes linéaires po-
sitif de Lyapunov a temps continu pour dériver des conditions et des tests de contrdlabi-
lité.

Dans un premier temps, nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes
pour la controlabilité et positivité des systemes linéaires standars. Dans un second temps,
nous présentons une classe des systemes de Lyapunov, ensuite nous étudions la contro-
labilité et la positivité de cette classe de systeme a l’aide des systémes linéaires standards.

The controlanility of Lyapunov positive linear systems at continuous
time

Abstract: The study of the problem of the controlability is an important notion for sys-
tems analysis. We consider in this context the class of Lyapunov positif linear systems at
continuous time to drive conditions and controlability tests.

Firstly, We provide necessary and sufficient conditions for the controlability and the
positivity of standard linear systems. In a second, time we present a class of lyapunov sys-
tems,then we study the controlability and positivity of this class of system using standard
linear systems.
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