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Introduction

La théorie du contrôle est une branche des mathématiques permettant de contrôler
un système sur lequel on a une action, une commande (comme une réaction chimique,
un système biologique, un marché financier, etc). Le problème de contrôlabilité consiste
alors à déterminer une loi de contrôle permettant d’emmener, de guider ce système vers
un certain état final désiré.

L’objectif de ce mémoire est l’étude de la contrôlabilité des systèmes linéaires positifs
de Lyapunov à temps continu, la contrôlabilité qui nous intéresse est l’étude des systèmes
commandés, c’est à dire des systèmes dynamiques (dépendant du temps noté t) sur les-
quels on agit à l’aide d’une commande (ou contrôle).

La notion de la contrôlabilité est d’une grande importance dans la théorie du contrôle,
c’est une propriété de base dans l’analyse des systèmes dynamiques. De nombreux pro-
blèmes fondamentaux de la théorie du contrôle ( stabilité et stabilisation, contrôle opti-
mal) ne peuvent être résolus que sous l’hypothèse que le système soit contrôlable.

Tout au long de ce travail, une analogie entre un système linéaire standard et un sys-
tème linéaire positif de Lyapunov tous deux à temps continu a été faite pour déduire que
tous les résultats sur le contrôle des systèmes linéaires standards sont étendus au cas des
systèmes linéaires de Lyapunov.

Notre travail a été structuré en quatre chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre nous avons introduit les notions mathématiques de base
d’algèbre linéaire (le produit de Kronecker, la vectorisation, etc) nécessaire dans notre
travail.

Le second chapitre a été consacré à la contrôlabilité des systèmes linéaires standards
à temps continu .

Dans le troisième chapitre nous caractérisons les systèmes linéaires positifs avec quelques
applications .

Le dernier chapitre aborde une étude, sur la contrôlabilité des systèmes linéaires po-
sitifs de Lyapunov à temps continu, en appliquant des critères et des résultats obtenues
dans les deux premiers chapitres .
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous proposons quelques notions de bases qui sont trés utiles dans
notre travail.
Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [4], [6], [8], [9], [12],
[15], .

1 Matrices Particulières

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et caractérisations des ma-
trices non-négatives, positives, de Metzler et monomiales.
Soit A =

(
ai j ) une matrice à coefficients réels, telle que i = 1. . .n, et j = 1. . .m.

Définition 1.1 Soit la matrice A ∈Mn×m :
On dit que A est une matrice non-négative si

∀i ∈ n,∀ j ∈ m : ai j ≥ 0

Autrement dit toutes ses entrées sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice
par : A ≥ 0 où encore, A ∈Rn×m+ .

Exemple 1.1 Soit la matrice A :

A =

1 2 0
0 5 3
0 4 0


est une matrice non-négative.

Définition 1.2 A est une matrice strictement positive si

∀i ∈ n,∀ j ∈ m : ai j > 0

C’est à dire toutes ses entrées sont (strictement) positives. Nous noterons une telle ma-
trice par : A >> 0. Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs
de dimension n, n ≥ 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif a >> 0
coïncide avec a > 0.

Définition 1.3 A est une matrice de Metzler si

∀i ∈ n,∀ j ∈ m, i 6= j : ai j ≥ 0

Autrement dit toutes ses entrées hors diagonales sont non-négatives.
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1. MATRICES PARTICULIÈRES

Exemple 1.2 Soit la matrice A :

A =


−1 0 4 1
0 2 1 1
1 1 −1 0
1 3 0 −1


est une matrice de Metzler.

Proposition 1.1 [8] A est une matrice de Metzler si et seulement si

∀t ≥ 0; eAt ∈Rn×n
+ .

Où de manière équivalente, ∀t ≥ 0, l’orthant positif Rn+ est eAt - invariant, c’est à dire :

∀t ≥ 0, ∀x ∈Rn
+ eAt x ∈Rn

+.

Preuve.
Nécessité :

Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel λ> 0 tel que
(A+λIn) > 0. Où,

(A+λIn)+ (−λIn) = (−λIn)+ (A+λIn).

Il s’ensuit que,

eAt = e(A+λIn )t+(−λIn )t .

= e(A+λIn )t e(−λIn )t ∈Rn×n
+ .

Du fait que :

e(A+λIn )t ∈Rn×n+ et e(−λIn )t ∈Rn×n+ .

suffissante :

Supposons que t ≥ 0, eAt ≥ 0. Ainssi, puisque :

A =
d

d t
(eAt )t=0 = lim

t→0+
eAt − I

t
.

Prenons comme e j le j i me vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j ,

ai j = lim
t→0+

< eAt e j −e j ,ei >
t

= lim
t→0+

{
< eAt e j ,ei >

t
− e j ,ei

t

}

= lim
t→0+

< eAt e j ,ei >
t

≥ 0,

3



1. MATRICES PARTICULIÈRES

puisque < e j ,ei >= 0, on a alors ai j ≥ 0 pour i 6= j et la matrice A est une matrice de
Metzler alors eAt x ∈Rn+.

Définition 1.4 ( Matrice définie positive)
Une matrice symétrique A dont les éléments sont des nombres réels, est définie positive si
pour tout vecteur x ∈Rn non nul on a :

x 6= 0 ⇒ xTAx > 0

Exemple 1.3 Soit la matrice A :

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


est définie positive. En effet :

Pour tout x un vecteur de R3 tel que x = (x1, x2, x3)T, On a :

xTAx =

x1

x2

x3

T  2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

x1

x2

x3


= 2x2

1 −2x1x2 −2x2
2 +2x2

3 +2x2x3

= x2
1 + (x1 −x2)2 + (x2 −x3)2 +x2

3 > 0

Définition 1.5 Soit A une matrice carée réelle d’ordre n .
On dit que A est une matrice monomiale ou matrice de permutation généralisée si les en-
trées de A sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est stricte-
ment positive .

Exemple 1.4

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


est une matrice de permutation généralisée .

En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans la quelle
chaque entrée non nulle est égale à 1.

Proposition 1.2 [12] Une matrice A non singulière telle que, A−1 ∈ Rn×n+ si et seulement si,
A est une matrice monomiale.

4



2. POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE

2 Polynôme caractéristique

Définition 1.6 (Valeurs et vecteurs propres)
Soit A une matrice carée réelle de dimension n, et λ ∈R. On dit que λ est une valeur propre
de la matrice A s’il existe un vecteur non nul X ∈Rn vérifiant,

AX = λX. (1.1)

et on dit aussi que X est le vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.

Définition 1.7 (Polynôme caractéristique)
On définit le polynôme caractéristique de la matrice carée réelle A de dimension n par :

PA(λ) = det (λIn −A) , λ ∈R. (1.2)

Les valeurs propres de A sont les racines de son polynôme caractéristique.

Exemple 1.5 soit la matrice A

A =

[
1 0
3 4

]
Le polynôme caractéristique de la matrice A est :

PA(λ) = det (λIn −A) =

[
λ−1 0
−3 λ−4

]
= λ2 −5λ+4

Donc les valeurs propres de A sont : λ1 = 4 et λ2 = 1.

3 Exponentielle des matrices

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions , propriétés et techniques
existent pour calculer l’exponentielle d’une matrice .

Définition 1.8 Soit A une matrice carée de dimension n, l’exponentielle de A se définit par
son développement en série entière :

exp(A) = eA =
+∞∑
i =0

1

i !
Ai = In +A+ 1

2!
A2 + 1

3!
A3 +·· · , (1.3)

.

Quelque propriétés importantes concernant l’exponentielle d’une matrice.

• Pour toutes A et B deux matrices de dimensions n qui commutent, i.e. AB = BA. on a :

e(A+B) = eAeB.

• Pour toute matrice carée A de dimension n, on a :

(eA)−1 = e−A.

• Pour toute matrice carée A de dimension n, on a :

d

d t
(eAt ) = AeAt .

5



3. EXPONENTIELLE DES MATRICES

3.1 Quelque méthode de calcul de l’exponentielle d’une matrice

Le cas d’une matrice niplotente
Si A une matrice carrée nilpotente l’indice m ( Ak = 0 pour un tout k ≥ m), alors :

eA =
m−1∑
i≥0

1

i !
Ai = In +A+ 1

2!
A2 + 1

3!
A3 +·· ·+ 1

(m −1)!
Am−1,

Exemple 1.6 Soit

A =

[
0 2
0 0

]
On a :

A2 =

[
0 0
0 0

]
Par conséquent :

Am =

[
0 0
0 0

]
= 0, ∀m ≥ 2.

On a donc

eA =
1∑

i =0

Ai

i !
= I1 +A

=

[
1 0
0 1

]
+

[
0 2
0 0

]

=

[
1 2
0 1

]
Le cas d’une matrice diagonale

Si D une matrice diagonale, c’est à dire :

D =


d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dn


Alors son exponentielle est obtenue par :

eD =


ed1 0 · · · 0
0 ed2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · edn


Le cas d’une matrice diagonalisable

Soit A une matrice diagonalisable,c’est à dire(il existe une matrice P inversible et une ma-
trice diagonale D telles que A = PDP−1), alors son exponentielle est donnée par :

eA = PeDP−1

6



4. NOTIONS SUR LE PRODUIT DE KRONECKER

Exemple 1.7 Soit

A =

[
4 −2
1 1

]
Pour calculer les valeurs propres de cette matrice on doit d’abord calculer son polynôme

caractéristique.

det (A−λI) = (λ1 −2)(λ2 −3).

Aprés le calcul des valeurs propres et leurs vecteurs propres associées, on obtient la ma-
trice de passage et son inverse :

P =

[
1 2
1 1

]
,P−1 =

[−1 2
1 −1

]
Donc,

eAt = PeDt P−1

=

(
1 2
1 1

)(
e2t 0
0 e3t

)(−1 2
1 −1

)

=

−e2t +2e3t 2e2t −2e3t

−e2t +e3t 2e2t −e3t



4 Notions sur le produit de Kronecker

En mathématiques, le produit de Kronecker est une opération importante pour le cal-
cul matricielle. Il est ainsi dénommé du hommage au mathématicien allemand Leopold
Kronecker.

Dans cette section, nous définissons le produit de Kronecker et nous citons ces pro-
prités.

Définition 1.9 [9] Le produit de kronecker de deux matrices A = (ai j ) ∈ Rm×n et B = (bi j ) ∈
Rp×q est la matrice A⊗B définie par :

A⊗B = [ai j B]i =1,··· ,m j =1,··· ,n ∈Rmp×nq (1.4)

A⊗B =



a11B a12B · · · · · · · · · a1n−1B a1nB
a21B a22B · · · · · · · · · a2n−1B a2nB

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

am−11B am−12B · · · · · · · · · am−1n−1B am−1nB
am1B am2B · · · · · · · · · amn−1B amnB


(1.5)

7



4. NOTIONS SUR LE PRODUIT DE KRONECKER

Exemple 1.8 Soient les matrices A et B suivantes :

A =

[
1 0 2
4 6 −3

]
et B =

[
1 −2
8 5

]

A⊗B =


1

[
1 −2
8 5

]
0

[
1 −2
8 5

]
2

[
1 −2
8 5

]

4

[
1 −2
8 5

]
6

[
1 −2
8 5

]
−3

[
1 −2
8 5

]


A⊗B =


1 −2 0 0 2 −4
8 6 0 0 16 10
4 −8 6 −12 −3 6

32 20 64 30 −24 −15


4.1 Quelques propriétés de produit de Kronecker

[15] Soient A ∈Rm×n , B ∈Rp×q , C ∈Rc×d , D ∈Re× f .

1. Le produit de Kronecker est associatif c’est à dire,

(A⊗B)⊗C = A⊗ (B⊗C). (1.6)

2. Le produit de Kronecker n’est pas commutatif :

A⊗B 6= B⊗A. (1.7)

3. Le produit de Kronecker est distributif par rapport à l’addition,

(A+B)⊗ (C+D) = (A⊗C)+ (A⊗D)+ (B⊗C)+ (B⊗D). (1.8)

4. Le produit de kronecker est également distributif par rapport au produit,

(A⊗C)(B⊗D) = (AB⊗CD). (1.9)

5. Pour toute matrice A et B , on a :

(A⊗B)T = AT ⊗BT. (1.10)

6. Si Aet B sont des matrices de dimensions résepectivement m,n ,

det (A⊗B) = (det (A))m(det (B))n . (1.11)

7. Si A et B sont inversibles alors,

(A⊗B)−1 = A−1B−1. (1.12)

8. On a aussi :
In ⊗ Ip = Inp . (1.13)

8



5. VECTORISATION D’UNE MATRICE

5 Vectorisation d’une matrice

La vectorisation d’une matrice est une transformation qui convertit la matrice dans
un vecteur de colonne.

Définition 1.10 [15] Soit A ∈Rm×n une matrice d’ordre m×n, on associe à A le vecteur mn
lignes qu’on note par vec(A) et qui est définit par :

vec(A) =
[
a11, a21, · · · , · · · , am1, a12, · · · , · · ·am2, · · · , · · · , a1n , · · · , · · · , amn

]T
(1.14)

Exemple 1.9 Soit la matrice A suivante :

A =

[
3 4 5
1 0 6

]
Donc,

vec(A) =



3
1
4
0
5
6


5.1 Quelque Propriétés

1. L’opérateur vec est linéaire, pour tout A,B et α,β ∈R :

vec(αA+βB) =αvec(A)+βvec(B). (1.15)

2. Soient A,B et X des matrices de dimensions n ×m, m × l et l ×k respectivement, on a
alors,

vec(AXB) = (BT ⊗A)vec(X). (1.16)

3. On a aussi deux autres formules :

vec(AX) = (I⊗A)vec(X). (1.17)

vec(XA) = (AT ⊗ I)vec(X). (1.18)

Tel que I est la matrice identité de dimension appropriée.

Exemple 1.10 Application aux équations matricielles :

1. AX = B ⇔ (I⊗A)Vec(X) = Vec(B).

2. AX+XB = C ⇔ ((I⊗A)(BT ⊗ I))Vec(X) = Vec(C).

3. AX+YB = C ⇔ (I⊗A)Vec(X)+ (BT ⊗ I)Vec(Y) = Vec(C).

4. AXB = C ⇔ (BT ⊗A)Vec(X) = Vec(C).

9



6. NOTIONS DES SYSTÈMES

Définition 1.11 Une norme N sur E est une application de Ed ans R+ vérifiant les 3 pro-
priétés suivantes :

1. N(x) = 0 ssi x = 0E.

2. N(λx) = |λ|N(x)∀λ ∈Ret ∀x ∈ E

3. N(x + y) ≤N(x)+N(y)∀x, y ∈ E.

6 Notions des systèmes

Définition 1.12 Un système est un ensemble de pièces ou objets qui réalise une opération
spécifique, il y a donc une notion d’action sur l’environnement en fonction d’excitation ex-
térieure.

Un système est ainsi défini par ses entrées et ses sorties qui le relient à l’environnement
extérieur.

10



Chapitre 2

Contrôlabilité des Systèmes Linéaires
Standards en Temps Continu

Dans ce chapitre, nous intéressons à la contrôlabilité des systèmes linéaires en temps
continu .
Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [2], [3], [5].

1 Déscription d’un système linéaire standard en temps continu

Dans cette section, nous présentons la description d’un système linéaire en temps
continu : La représentation d’état permet de modéliser un système dynamique sous forme
matricielle en utilisant des variables d’état. On se place alors dans un espace d’état. Cette
représentation qui peut être linéaire ou non-linéaire.

Dans notre cas, nous nous intéressons à la classe des systèmes linéaires en temps
continu.

Définition 2.1 La représentation d’état d’un système linéaire en temps continu est repré-
sentée par : {

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ).
y(t ) = Cx(t )+Du(t ).

(2.1)

Où x(t ) ∈ Rn représente l’état du système, u(t ) ∈ Rm le controle (la commande) du sys-
tème appelé aussi entrée, y(t ) ∈Rp la sortie de système,
A ∈Rn×n , B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m sont des matrices de dimensions appropiées
telles que :

• A : matrice d’état,

• B : matrice de commande (d’entrée),

• C : matrice de mesure (sortie),

• D : matrice de transfert direct,
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1. DÉSCRIPTION D’UN SYSTÈME LINÉAIRE STANDARD EN TEMPS CONTINU

• x(t) : vecteur d’état,

• u(t) : vecteur d’entrée,

• y(t) : vecteur de sortie.

1.1 Solution d’un système linéaire en temps continu

Théorème 2.1 La solution de système (2.1) est donnée par :

x(t ) = eA(t−t0)x(t0)+
∫ t

t0

e−A(t−τ)Bu(τ)dτ.

et la sortie définie par :

y(t ) = CeA(t−t0)x(t0)+C
∫ t

t0

e−A(t−τ)Bu(τ)dτ+Du(τ).

Preuve.
• Trajectoire d’état :Nous cherchons à résoudre l’équation d’état précédemment in-

troduite et qui s’écrit dans le cas général :

d x

d t
= Ax(t )+Bu(t ).

Le cas des équations différentielles matricielles se traite de manière similaire au cas
scalaire. L’équation homogène associée s’écrit :

ẋ(t ) = Ax(t ).

=⇒ d x

d t
= Ax(t ).

=⇒
∫ t

t0

1

x(t )
d x =

∫ t

t0

Adτ.

Sa solution est :

x(t ) = eA(t−t0)x(t0).

Où t = t0 est l’instant initial.
La résolution avec second membre s’effectue comme dans le cas scalaire :

d x

d t
= Ax(t )+Bu(t ).

e−At d x

d t
= e−At Ax(t )+e−At Bu(t ).

= Ae−At x(t )+e−At Bu(t ).

D’où
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1. DÉSCRIPTION D’UN SYSTÈME LINÉAIRE STANDARD EN TEMPS CONTINU

e−At d x

d t
−Ae−At x(t ) = e−At Bu(t ).

=⇒ d

d t
(e−At x(t )) = e−At Bu(t ).

=⇒ e−At x(t ) = e−At0 x(t0)+
∫ t

t0

e−AτBu(τ)dτ.

Donc

x(t ) = eA(t−t0)x(t0)+
∫ t

t0

e−A(t−τ)Bu(τ)dτ.

• Réponse du système :

y(t ) = CeA(t−t0)x(t0)+C
∫ t

t0

e−A(t−τ)Bu(τ)dτ+Du(τ).

Exemple 2.1 On considère le système formé d’une masse m liée à un ressort de raideur k et
soumise à l’action d’une force u.

Si z désigne l’écart à la position d’équilibre du centre de gravité de la masse (z = 0 est
l’abscisse du système au repos, ressort non tendus), alors le principe fondamental de la dy-
namique fournit l’équation :

mz̈ = −kz +u

Soit le vecteur X =
[
x1, x2

]T
, est appellé vecteur l’état du système.

On pose : {
x1 = z
x2 = ż

13



2. NOTIONS DE CONTRÔLABILITÉ

Aprés dérivation, on obtient :
ẋ1 = ż = x2

ẋ2 = z̈ =
−k

m
z + 1

m
u

Ce qui peut s’écrire :

ẋ =


0 1

−k

m
0

x +


0

1

m

u.

Remarque 2.1 La représentation d’état n’est pas unique pour le même système physique.

2 Notions de contrôlabilité

Dans cette section, on va définir quelques concepts de contrôlabilités du système (2.1)
et son caractérisation algbrique.

Définition 2.2 Un système est contrôlable si on peut l’amener, en un temps fini, d’un état
initial x(t0) = x0 vers un état final x(t f ) = x f désiré au moyen d’un contrôle.
Autrement dit, pour tout x0, x f ∈Rn , il existe un contôle u telque la trajectoire associée relie
x0 à x f en temps t , c’est à dire, x f = x(t , x0,u).

2.1 Critères de la contrôlabilité

Théorème 2.2 Le système (2.1) est contrôlable si et seulement si la matrice de Kalman C
définie par :

C =
[
B AB A2B · · · · · · An−1B

]
. (2.2)

est de rang plein.

Exemple 2.2 On considère le système suivant :

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu.
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2. NOTIONS DE CONTRÔLABILITÉ

Où,

A =

[
1 0
1 −1

]

B =

[
0
1

]
la matrice de Kalman C corespondante est

C =
[
B AB

]
=

[
0 0
1 −1

]
C’est clair que r g C 6= 2, donc le système n’est pas contrôlable.

Exemple 2.3

A =

(
0 1
0 0

)

B =

(
0
1

)
la matrice de kalman C corespondante est ,

C =
[
B AB

]
=

(
0 1
1 0

)
C’est clair que r g C = 2, donc le système contrôlable.

Définition 2.3 Le Grammien de contrôlabilité est la matrice symétrique définie positive
noté Wc ∈Rn×n définie par :

Wc =
∫ t f

0
e−AτBBTe−ATτdτ.

Le contrôle qui transfère x0 en x1 = x(t , x0,u) est simplement donné par :

U(t ) = −BTe−AT t W−1
c x0. (2.3)

Proposition 2.1 La paire (A,B) est dit contrôlable si et seulement si le grammien de contrô-
labilité défini par :

Wc =
∫ t f

0
e−AτBBTe−ATτdτ.

est inversible.

Preuve.
Supposons que Wc est inversible, alors le contrôle défini par la formule (2.3) existe. donc,

15



2. NOTIONS DE CONTRÔLABILITÉ

x(t ) = eAt x0 +
∫ t

0
eA(t−τ)B

(
−BTe−ATτW−1

c x0

)
dτ.

= eAt x0 −
∫ t

0
eAt e−AτBBTe−ATτW−1

c x0dτ.

= eAt
(
x0 −Wc W−1

c x0

)
= 0

Donc la paire (A,B) est contrôlable.

Inversement, supposons que le système (2.1) est contrôlable, alors nous devons montrer
que Wc est inversible.

Si on suppose que Wc n’est pas inversible c’est à dire , ∃Z 6= 0 tq Wc Z = 0
Donc,

=⇒ ZTWc Z = 0

=⇒ ZT
(∫ t f

0
e−AτBBTe−ATτdτ

)
Z = 0

=⇒
∫ t f

0
ZTe−AτBBTe−ATτZdτ = 0

=⇒
∫ t f

0
‖ZTe−AτB‖2dτ = 0

=⇒ ||ZTe−AτB||2 = 0

Alors
ZTe−AτB = 0 (2.4)

D’autre parts, on a

la paire (A,B) est contrôlable ⇐⇒∀x0∃u tq x(t ) = 0

x(t ) = eAt x0 +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ = 0

⇐⇒ eAt
[

x0 +
∫ t

0
e−AτBu(τ)dτ

]
= 0

⇐⇒
∫ t

0
e−AτBu(τ)dτ = −x0

⇐⇒
∫ t

0
xT

0 e−AτBu(τ)dτ = −xT
0 x0

Si on pose : x0 = Z, alors ∫ t f

0
ZTe−AτBu(τ)dτ = −ZTZ
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2. NOTIONS DE CONTRÔLABILITÉ

d’aprés (2.4) ,

−ZTZ = 0

Ceci est vrai si Z = 0 (contradiction aves la supposition) donc, le grammien Wc est inver-
sible.

Exemple 2.4 On considère le système linéaire en temps continu décrit par l’équation sui-
vante :

ẋ = Ax +Bu

où,

A =

(
0 1
0 0

)

B =

(
0
1

)
On remarque que A est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence égal 2, donc

eA(t f −τ) = I2 +A(t f −τ)

=

(
1 t f −τ

0 1

)
D’où,

Wc (0, t f ) =
∫ t f

0

(
1 t f −τ

0 1

)(
1
0

)(
0 1

)( 1 0
t f −τ 1

)
dτ

=
∫ t f

0

(
t f −τ

1

)(
t f −τ 1

)
dτ

=
∫ t f

0

(
(t f −τ)2 t f −τ

t f −τ 1

)
dτ

=


1

3
t 3

f
1
2 t 2

f

1

2
t 2

f t f

 .

Donc,

det (Wc (0, t f )) = 1
12 t 4

f

6= 0

D’où, le système est contrôlable.
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Chapitre 3

Systèmes Positifs

Dans ce chapitre, nous diffinissons les systèmes linéaires positifs en temps continu.
Ainsi nous présentons les conditions nécessaires et suffisante pour qu’un système linéaires
soit positif. Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes [1], [7], [8],
[11], [14].

1 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, on cite quelques exemples :

• Des systèmes à variables physiques positives par nature (niveaux, débits,ect) .

• Modèles à compartiments : Applications en médecine , cinétique chimique,ect.

• Modèles économiques.

• Circuits RLC.

• Sciences de la communication et de l’information.

• Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques.

• Modèles de dynamiques de population.

2 Principales Propriétés

Si l’états initial est positif (ou au moins non-négatif), alors la trajectoired’état se situe
entièrement dans l’orthant non- négative.
Notons que les systèmes linéaires standards positifs sont définis dans des cônes et non
pas dans des espaces linéaires.
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3. POSITIVITÉ DES SYSTÈMES LINÉAIRES EN TEMPS CONTINU

3 Positivité des systèmes linéaires en temps continu

Considérons le système linéaire en temps continu suivant :{
ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ).
y(t ) = Cx(t )+Du(t ).

(3.1)

Définition 3.1 Un système est dit positive si à toute entrée positive et condition initiale po-
sitive, correspond un état positive et une sortie positive.

Alors le système (3.1) est par définition dit positif si et seulement si

∀x0 ∈R+∀u ∈R+ ⇐⇒ x(t ) ∈R+et y(t ) ∈R+. (3.2)

Considérons à présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu.

3.1 Positivité externe

Définition 3.2 Un système linéaire est dit externement positif si la sortie correspondante
à l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non -négative, i.e. pour
x0 = x(0) = 0 et pour tout u(t ) ∈Rm+ , on a y(t ) ∈Rp

+, pour t ≥ 0.

3.2 Positivité interne

Définition 3.3 Un système linéaire est dit internement positif si pour x0 ∈Rn+ et tout contrôle
u(t ) ∈Rm+ pour t ≥ 0 on a x(t ) ∈Rn+ et y(t ) ∈Rp

+ pour t ≥ 0 .

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel point
dans l’orthant non-négative Rn+(frontière incluse) de l’espace d’état R, obtenues en appli-
quant une entrée non-négative au système, demeurent dans l’orthant non-négatif et mènent
à une sortie non-négative .

Remarque 3.1 La positivité interne implique la positivité externe mais l’inverse n’est pas
vrai.

4 Condition de positivité

Dans cette section, Nous nous plaçons dans la classe des systèmes linéaires standards
à temps continu, pour caractériser la positivité des conditions nécessaires et suffisantes
serait cependant établies.

Théorème 3.1 Le système est dit internement positif si et seulement si A est une matrice
de Metzler et B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×m

+ , D ∈Rp×m
+ .

Preuve.
Nécessité :
Si le système est internement positif, alors,

x(t ) ∈Rn
+ et y(t ) ∈Rp

+
pour
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4. CONDITION DE POSITIVITÉ

x0 ∈Rn
+ et u(t ) ∈Rn

+
tel que,

x(t ) = eAt x0 +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ.

y(t ) = CeAt x0 +C
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ+Du(t ).

L’idée est de considérer la i eme composante de la matrice A,B et C respectivement et faire
étendre pour toutes les composentes. Pour cela, on se réfère à [14] et [7], d’où le résultat.
Suffisance :
Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C et D sont positives, alors
eAt est positive d’aprés la proposition (1.1) et cela montre que x(t ) ∈Rn+ et y(t ) ∈Rp

+, ∀t ≥ 0,

Théorème 3.2 Un système linéaire à temps continu (A,B,C) est positif si et seulement si
la matrice A est une matrice de Metzler et B ≥ 0, C ≥ 0.

Exemple 3.1 On considère le système RLC

L’équation physique de ce système éléctronique est comme suit :
e(t ) = (R1 +R2)i (t )+L

di

d t
+ v(t )

i (t ) = C
d v

d t
.

s(t ) = R2i (t )+ v(t ).

Avec R1,R2 > 0 et L,C > 0.

Suite à l’application des lois physiques notamment lois de Kirchhoff on obtient le sys-
tème d’équation suivant :
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4. CONDITION DE POSITIVITÉ


ẋ1(t ) = −R1 +R2

L
x1(t )+ 1

L
x2(t )

ẋ2(t ) =
1

C
x1(t )

On pose : x1(t ) = i (t ) et x2(t ) = v(t ). Et aprés modélisation, il s’écrit le modèle :

ẋ1(t )

ẋ2(t )

 =

−
(R1 +R2)

L

1

L

C 0


x1(t )

x2(t )

+


1

L

0

u.

y(t ) =
[
R2 1

]x1(t )

x2(t )


Ceci est équivalent à {

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )+Du(t )

avec

x(t) =

x1(t )

x2(t )

 ,A =


−(R1 +R2)

L

1

L

C 0

 ,

B =


1

L

0

 ,C =
[
R2 0

]
et D = 0.

Le système (3.1) est positif car A est une matrice de Metzler et B, C et D sont des matrices
non-négatives.
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Chapitre 4

Système linéaire de Lyapunov

Ce chapitre sera consacré à l’étude de contrôlabilité des systèmes linéaires positifs de
Lyapunov en temps continu .
Pour ce faire nous nous sommes basés sur les références suivantes : [9], [10], [13].

1 Introduction

Un système décrit par les équations :{
ẋ(t ) = Ax(t )+x(t )B+Fu(t ).
y(t ) = Cx(t )+Du(t ).

(4.1)

est appelé un système linèaire de Lyapunov à temps continu, où :
x(t ) ∈ Rn×n représente l’état du système, u(t ) ∈ Rm×n le contrôle (la commande) du sys-
tème appelé aussi entrée, y(t ) ∈ Rp×n la sortie de système, A ∈ Rn×n , B ∈ Rn×m , F ∈ Rn×m ,
C ∈Rp×m et D ∈Rp×m sont des matrices de dimensions appropiées .

Théorème 4.1 La solution de l’équation :

ẋ(t ) = Ax(t )+x(t )B+Fu(t ).

avec la condition x(t0) = x0 est donnée par :

x(t ) = eA(t−t0)x0eB(t−t0) +
∫ t

t0

eA(t−τ)Fu(τ)eB(t−τ)τ. (4.2)

Preuve.
Voir la référence [10].

2 La positivité des systèmes linéaires de Lyapunov

Définition 4.1 Le système (4.1) est dit internnement positif si seulement si x(t ) ∈ Rn×n et
y(t ) ∈Rp×n

+ pour tout x0 ∈Rn×n+ et tout u(t ) ∈Rm×n+ , avec t ≥ t0.

Théorème 4.2 [9] Le système (4.1) est positif si et seulement si A et B sont des marices de
metzler et F ∈Rm×n+ , C ∈Rp×n

+ , D ∈Rp×m
+ .
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2. LA POSITIVITÉ DES SYSTÈMES LINÉAIRES DE LYAPUNOV

Preuve.
Dans un premier temps nous allons transformé le système linéaire de Lyapunov en

temps continu à un système linéaire standard à temps continu. La technique utilisée est
la vectorisation moyennant le produit de kronecker. En effet,

ẋ(t ) = Ax(t )+x(t )B+Fu(t ).

=⇒ vec
(
ẋ(t )

)
= vec

(
Ax(t )+Bx(t )+Fu(t )

)
.

= vec
(
Ax(t )+Bx(t )

)+ vec
(
Fu(t )

)
.

=
(
(In ⊗A)+ (BT ⊗ In)

)
vec

(
x(t )

)+ (
In ⊗F

)
vec

(
u(t )

)
.

= Ãx̃(t )+ B̃x̃(t ).

De même on trouve :

ỹ(t ) = C̃x̃(t )+ D̃ũ(t ).

Donc le système (4.1) est un système équivalent à un système (4.3) qui est :{ ˙̃x(t ) = Ãx̃(t )+ B̃ũ(t ).
ỹ(t ) = C̃x̃(t )+ D̃ũ(t ).

(4.3)

Avec x̃(t0) = x̃0.
Où :

Ã =
(
In ⊗A

)+ (
BT ⊗ In

) ∈Rn2×n2
.

B̃ = (In ⊗F) ∈Rn2×nm .

C̃ =
(
In ⊗C

) ∈Rpn×n2
.

D̃ =
(
In ⊗D

) ∈Rpn×nm .

ũ = vec
(
u(t )

) ∈Rnm .

x̃(t ) = vec
(
x(t )

) ∈Rn2
.

˙̃x(t ) = vec
(
ẋ(t )

) ∈Rn2
.

ỹ(t ) = vec(y(t )) ∈Rpn .

(4.4)

Donc le système linéaire à temps continu de Lyapunov (4.1) est positif si et seulement
si, le système standard équivalent (4.3) est positif. D’aprés le thèoreme de la positivité
d’un système linéaire standard (3.1), Ã est de Metzler et B̃, C̃, D̃ sont des matrices non
négatives. De (4.4) suit l’hypothése du théoreme (4.2).
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3 Contrôlabilité des systèmes linèaires positifs de Lyapu-
nov

Définition 4.2 Le système positif (4.1) est dit contrôlable sur l’intervalle fini [t0, t f ] si et
seulement si pour tout état de départ x(t0) = x0, et tout état d’arrivée x(t f ) = x f et tous
temps fini non nul T il existe une fonction commande u(t ) : [t0,T] −→ Rm×n+ , telle que la
trajectoire associée relie x0 à x f en tamps t .

caractérisation

∀x0 ∈Rn2

+ ,∀x f ∈Rn2

+ ,∀T > 0 : u(t ) : [t0,T] −→Rm×n
+ /x(T, x0,u) = x f .

Définition 4.3 Le système positif (4.1) est dit complètement contrôlable si et seulement si
tout les états sont contrôlables .

3.1 Critères de contrôlabilité

Théorème 4.3 [9] le système positif (4.1) est contrôlable si et seulement si la matrice :

R f =
∫ t f

t0

eA(t f −τ)FFTeAT(t f −τ)dτ

est une matrice monomiale .
Dans ce cas, Le contrôle qui transfère x0 en x f est simplement donné par :

u(t ) = FTeAT(t f −τ)R−1
f x f eB(t−t f ),∀t ∈ [t0, t f ] (4.5)

Preuve.
Si R f est une matrice monomiale, alors R−1

f ∈ Rn×n+ existe et le contrôle défini par (4.5)
existe. En utilisant (4.2) et (4.5) avec x0 = 0, donc,

x(t f ) =
∫ t f

t0

eA(t f −τ)FFTeAT(t f −τ)R−1
f x f eB(τ−t f )eB(t f −τ)dτ.

=
∫ t f

t0

eA(t f −τ)FFTeAT(t f −τ)dτR−1
f x f .

= R f R−1
f x f = x f

Avec : eB(τ−t f )eB(t f −τ) = In .

Exemple 4.1 On considère le système linéaire positif de Lyapunov en temps continu décrit
par l’équation suivante :

ẋ = Ax +xB+Fu

Où

A =

[
1 0
0 2

]
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F =

[
1 0
0 1

]
On remarque que A est une matrice diagonale, donc

eA(t f −τ) =

[
e(t f −τ) 0

0 e2(t f −τ)

]
D’où,

R f =
∫ t f

t0

(
e(t f −τ) 0

0 e2(t f −τ)

)(
1 0
0 1

)(
1 0
0 1

)(
e(t f −τ) 0

0 e2(t f −τ)

)
dτ

=
∫ t f

t0

(
e(t f −τ) 0

0 e2(t f −τ)

)(
e(t f −τ) 0

0 e2(t f −τ)

)
dτ

=
∫ t f

t0

(
e2(t f −τ) 0

0 e4(t f −τ)

)
dτ

=


1

2

(
e2(t f −t0) −1

)
0

0
1

4

(
e4(t f −t0) −1

)
 .

Donc, R f est une matrice monomiale et d’aprés le theorème (4.3) le système est contrô-
lable.

Théorème 4.4 (Le critère de Kalman) Le système positif (4.3) est contrôlable si et seule-
ment si la matrice φ définie par :

φ =
[
B̃ ÃB̃ Ã2B̃ · · · · · · Ãn−1B̃

]
.

est de rang plein c’est à dire r g (φ) = n2 avec :

Ã = (In ⊗A)+ (BT ⊗ In).

B̃ = (In ⊗F).

La matrice φ est appelée la matrice de contrôlabilité, dans ce cas , la paire (Ã, B̃) est dite
contrôlable.

Exemple 4.2 On considère le système linéaire de lyapunov suivant :{
ẋ(t ) = Ax(t )+x(t )B+Fu(t ).
y(t ) = Cx(t )+Du(t ).

(4.6)

Avec :

A =

[−1 2
0 1

]
,B =

[−3 1
0 −2

]
,F =

[
1 0
0 1

]
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C =

[
1 0
0 1

]
,D =

[
0 0
0 0

]

Ã =

[
1 0
0 1

]
⊗

[−1 2
0 1

]
+

[−3 1
0 −2

]T

⊗
[

1 0
0 1

]
=


−4 2 0 0
0 −2 0 0
0 0 −3 2
0 0 0 −1



B̃ =

[
1 0
0 1

]
⊗

[
1 0
0 1

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



C̃ =

[
1 0
0 1

]
⊗

[
1 0
0 1

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



D̃ =

[
1 0
0 1

]
⊗

[
0 0
0 0

]
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



La matrice de contrôlabilité φ corespandante est :

φ =
[
B̃ ÃB̃ Ã2B̃ Ã3B̃

]
.

φ =


1 0 0 0 −4 2 0 0 16 −12 0 0 −64 56 0 0
0 1 0 0 0 −2 0 0 0 4 0 0 0 −8 0 0
0 0 1 0 0 0 −3 2 0 0 9 −8 0 0 −27 26
0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 −1

 .

Le rang de la matrice φ est :

r g (φ) = 4

Par conséquent, le système de Lyapunov (4.3) est contrôlable. Et puisque la matrice Ã est
de Metzler et B̃, C̃, D̃ sont des matrices non négative alors le système de Lyapunov (4.3) est
positif.

Proposition 4.1 Le système positif (4.3) est contrôlable si et seulement si la matrice de
contrôlabilité de dimenssion n2 ×n2

W(t0, t f ) =
∫ t f

t0

φ(t0,τ)(In ⊗F)(In ⊗F)Tφ(t0,τ)Tdτ. (4.7)

est inversible.
Où : φ(t , t0) =φ1(t , t0)φ2(t , t0) est la matrice de transition définie par :
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φ1(t , t0) = exp((In ⊗A)(t − t0))

et

φ2(t , t0) = exp((BT ⊗ In)(t − t0))

Dans ce cas, le contrôle est défini par :

ũ(t ) = −(In ⊗F)Tφ(t0, t )TW−1(t0, t f )x̃0 −φ(t0, t f )x̃ f . (4.8)

sur t0 ≤ t ≤ t f , et transférant x̃(t0) = x̃0 en x̃(t f ) = x̃ f .

Preuve.
Pour la preuve on a besoin de theorème suivant :

Théorème 4.5 La solution du système (4.3) est donnée par :

x̃(t ) =φ(t0, t )

[
x̃(t − t0)+

∫ t

t0

φ(t0,τ)B̃ũ(τ)dτ)

]
(4.9)

Voir la référence [13].

Donc, on supposons que W(t0, t f ) est inversible, alors le contrôle définie par (4.8)
existe . Donc en remplaçant (4.8) dans (4.9) avec t = t f , nous obtenons,

x̃(t ) = φ(t f , t0)

[
x̃(t0)−

∫ t

t0

φ(t0,τ)(In ⊗F)(In ⊗F)Tφ(t0, t )TW−1(t0, t f )x̃0 −φ(t0, t f )x̃ f dτ

]
.

= φ(t f , t0)φ(t0, t f )x̃ f

= x̃ f .

Donc, (4.3) est contrôlable.

Inversement, supposons que le système est contrôlable, alors nous devons montrER
que W(t0, t f ) est inversible. On a W est symétrique, car ,

WT =

[∫ t f

t0

φ(t0,τ)(In ⊗F)(In ⊗F)Tφ(t0,τ)Tdτ

]T

.

=
∫ t f

t0

(φT(t0,τ))T((In ⊗F)T)T(In ⊗F)TφT(t0,τ)dτ.

= W.

Puisque W est symétrique nous pouvons construire la forme quadratique

αTWα =
∫ t f

t0

θT(τ, t0)θ(τ, t0)dτ. (4.10)
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=
∫ t f

t0

||θ||2e dτ≥ 0. (4.11)

Où α est un vecteur colonne constant arbitraire de dimenssion n2 et

θ(τ, t0) = (In ⊗F)TφT(t0,τ)α, (4.12)

De (4.10) , W(t0, t f ) est semi définie positive.

Supposons qu’il existe un certain β 6= 0 tel que , βTW(t0, t f )β = 0 , puis à partir de l’équa-
tion (4.10) avec θ = η quand α = β, ceci implique∫ t f

t0

||η||2e dτ≥ 0. (4.13)

En utilisant les propriétés des normes , nous aurons,

η(τ, t0) = 0, t0 ≤ τ≤ t f . (4.14)

Comme (4.3) est contrôlable donc il existe un contrôle ũ(t ) rendant x̃(t f ) = 0 si x̃(t0) =
β. Par conséquent, à partir de (4.9) nous aurons,

β = −
∫ t f

t0

φ(t0,τ)(In ⊗F)ũ(τ)dτ. (4.15)

On obtient par suite,

||β||2e = βTβ = −
∫ t f

t0

ũT(τ)(In ⊗F)TφT(t0,τ)βdτ.

= −
∫ t f

t0

ũT(τ)η(τ, t0)dτ = 0.

D’où β = 0 , qui est une contradiction aves notre supposition, donc W(t0, t f ) est symé-
trique et définie positive et elle est par conséquent inversible.

Exemple 4.3 On considère le système linéaire positif de Lyapunov en temps continu décrit
par l’équation suivante :

ẋ = Ax +xB+Fu

où,

A =

(
2 0
0 1

)
,B =

(
0 0
0 1

)
,

F =

(
1 0
0 1

)
.

Avec,

(
In⊗A

)
=


2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

 ,
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(
BT⊗ In

)
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

(
In⊗F

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

On remarque que
(
In ⊗A

)
et

(
BT ⊗ In

)
sont des matrices diagonales, donc

e

(
In⊗A

)(
t0−τ

)
=


e2(t0−τ) 0 0 0

0 e(t0−τ) 0 0
0 0 e2(t0−τ) 0
0 0 0 e(t0−τ)

 ,

e

(
BT⊗In

)(
t0−τ

)
=


0 0 0 0
0 0 0 00
0 0 e(t0−τ) 0
0 0 0 e(t0−τ)

 .

D’où,

φ(t0,τ) = φ1(t0,τ)φ2(t0,τ)

= e

(
In⊗A

)(
t0,τ

)
e

(
BT⊗In

)(
t0,τ

)

=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e3(t0−τ) 0
0 0 0 e2(t0−τ)

 .

On a φ(t0,τ)T =φ(t0,τ) (car φ est une matrice symétrique).
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Donc,

W(t0, t f ) =
∫ t f

t0


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e3(t0−τ) 0
0 0 0 e2(t0−τ)




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e3(t0−τ) 0
0 0 0 e2(t0−τ)

dτ

=
∫ t f

t0


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e3(t0−τ) 0
0 0 0 e2(t0−τ)




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e3(t0−τ) 0
0 0 0 e2(t0−τ)

dτ

=
∫ t f

t0


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 e6(t0−τ) 0
0 0 0 e4(t0−τ)

dτ

=


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
1

6
(e6(t0−t f ) −1) 0

0 0 0
1

4
(e4(t0−t f ) −1)

 .

Donc,

det (W(0, t f )) = 0

D’où, le système n’est pas contrôlable.
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Conclusion

Dans notre mémoire, nous avons étudié la contrôlabilité des systèmes linéaires posi-
tifs de Lyapunov à temps continu. Pour ce faire, nous avons introduit la notion de contrô-
labilité pour un système linéaire standard à temps continu , on basons sur deux critères
importants : critère de kalman et le gramien de contrôlabilité , ainssi, nous avons cité des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un tel système soit positif.

Afin d’étudier la contrôlabilité des systèmes linéaires positifs de Lyapunov à temps
continu , nous avons transformé cette classe des systèmes à des systèmes standards

Tout on long de ce travail, des examples d’applications ont été introduits pour mieu
illustré cette étude .
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La contrôlabilité des système linéaires positif de Lyapunov à temps
continu

Résumé : L’étude du problème de contrôlabilité est une notion imporatante pour l’ana-
lyse des systèmes. Nous considérons dans ce contexte la classe des systèmes linéaires po-
sitif de Lyapunov à temps continu pour dériver des conditions et des tests de contrôlabi-
lité.

Dans un premier temps, nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes
pour la contrôlabilité et positivité des systèmes linéaires standars. Dans un second temps,
nous présentons une classe des systèmes de Lyapunov, ensuite nous étudions la contrô-
labilité et la positivité de cette classe de système à l’aide des systèmes linéaires standards.

The controlanility of Lyapunov positive linear systems at continuous
time

Abstract : The study of the problem of the controlability is an important notion for sys-
tems analysis. We consider in this context the class of Lyapunov positif linear systems at
continuous time to drive conditions and controlability tests.

Firstly, We provide necessary and sufficient conditions for the controlability and the
positivity of standard linear systems. In a second, time we present a class of lyapunov sys-
tems,then we study the controlability and positivity of this class of system using standard
linear systems.
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