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INTRODUCTION

Ce mémoire est consacré a I’étude de I'existence, 'unicité et la régularité de la solution
stricte (ou classique) d’un probléme de Cauchy abstrait

{ Z’((g)):;élu(t)+f(t), te0,7), 00.1)

tel que A est un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach F et de domaine Dy C F;
f est une fonction donnée & valeurs dans E et x est un élement de F.

L’hypothése fondamental sur 'opérateur A est

il existe 0 € B, 7T[ et M > 0 telle que,
(H) Sop={z€C*:|argz| <0} C p(A)
et VA € p(A) : [AR (A Al < M,
Ol p (A) est I'ensemble résolvant de I'opérateur A et la résolvante R (A, A) = (A — A) ™.
Le probléme abstrait de Cauchy modélise beaucoup de phénoméne en physique et en

biologie, par exemple, le probléme suivant (voir [15] )

%U (t,x) = —a%v (t,x)+ f(t,z) pour (t,z)€]0,1] x]0,1]
v (0,2) = vy () pour tout = € [0, 1]
v (t,0) =0 pour tout t € [0, 1]

(0.0.2)

ou f € C([0,1],L*(0,1)). Posons E := L?(0, 1), en utilisant les notations vectorielles usuelles

v(t,z):=w(t) (@) et f(tx):=[f(t)(),
pour écrire le probléme ((0.0.2) sous la forme opérationnelle suivante

{ o' (t) = Av () + f(t), t€]0,1]
v (0) = .

ou l'opérateur A est défini par

{ D(A) = {ue W2 (0,1) : u (0) = 0}

Au = —au'.



C’est ce dernier probléme qui sera étudié dans ce mémoire mais dans un cadre plus général
lorsque A est un opérateur linéaire fermé quelconque, E est un espaces de Banach, vy € F

et feC([0,T],E).

On donne dans ce manuscrit une synthese sur 'article [16] de Eugenio Sinestrari intitulé "On
the Absract Cauchy Probleme of Parabolic Type in Spaces of Continous Functions".
L’objectif de ce mémoire est de trouver

1. une solution classique de lorsque le second membre f est assez régulier i. e.
feC?(0,T,E); avec0<f<1.
c’est & dire, on va chercher une fonction
ueC(0,T,E)ynC' (0,7, E) N C (0", T, Dy)

vérifiant ((0.0.1)) pour ¢ € ]0,T].

2. une solution stricte c’est a dire une fonction

u e CH0,T,EYNC(0,T,Dy)
vérifiant aussi le probléme pour t € [0,T7.
Ce mémoire est composé d’'une introduction et trois chapitres

Le premier chapitre est consacré aux rappels fondamentaux pour réaliser ce travail. Ils
concernent les opérateurs, les semi-groupes, les espaces d’interpolations et les espaces fonc-

tionnels.

Dans le second chapitre, on trouve des conditions nécessaires et suffisantes pour assu-
rer l'existence et la régularité d’une solution classique ou stricte d’'un probléeme de Cauchy

abstrait.

Le dernier chapitre est réservé aux exemples concrets pour illustrer la théorie abstraite

prouvé dans le deuxieme chapitre.




Chapitre 1

Rappels

On donne ici quelques rappels fondamentaux sur la théorie des opérateurs...

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel normé, on dit que c’est un espace de Banach

s’il est complet. C’est a dire toute suite de Cauchy dans X est convergente dans X.

Exemples. Soient (E, B (F), A) un espace mesuré, ) un ensemble mesurable et 7" > 0. Alors
1) Tout espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie est un espace de Banach car il

est complet pour n’importe quelle norme.

2) LP(Q) = f:Q—>Rmesurable:/|f(x)|pd)\(x)<oo et

1l = / @) dA ()

sont des espaces de Banach pour 1 < p < oc.
4) C*([0,1]) 'ensemble des fonctions continues f : [0,1] — R telles que la fonction z ——
1’ (x) existe et est continue, muni de la norme
| llesgony = sup 1f(@)]+ sup |f(@)],
z€[0,1] z€[0,1]

est un espace de Banach.
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1.2 Les opérateurs

Soient X et Y deux espaces de Banach réels ou complexes. On note par ||.||y la norme dans

X (]|.]] 8’1l n’y a pas confusion).

Définition 1.2.1 (opérateur linéaire) Un opérateur A de X dans Y est une application
linéaire définie sur un sous espace vectoriel (noté D(A) C X et appelé domaine de A) & va-

leur dans Y, i.e pour toute x,y € D(A) et pour tout A € C on a :

(i) A(x +y) = Az + Ay.
(il) A(Ax) = Az

C’est a dire D(A) est le sous espace vectoriel des ¢léments x de X tels que Ax ait un sens

dans Y.

Définition 1.2.2 (Opérateur borné) Un opérateur A défini de X dans Y est borné si
D(A) =X et

sup | Az|ly < oo.
llzllx <1

Dans la suite, on note par £(X,Y) 'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y et

L(X) = L(X,X).

Définition 1.2.3 (Opérateur fermé) On dit qu’'un opérateur A est fermé si et seulement
st son graphe

G(A) = {(z, Az) : 2 € D(A)}

est un sous espace vectoriel fermé de X x Y.
D’une maniére équivalente, un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et

seulement si pour toute suite (x,), € D(A) telle que
Ty — X
Az, —y

On ax € D(A) et Ax = y.
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Définition 1.2.4 (opérateur fermable) On dit qu’'un opérateur A est fermable si et seule-

ment si pour tout suite (x,,), € D(A) telle que

Zn =0 —y =0
Az, — vy y=

La plus petite extension fermée de A est notée A et s’appelle la fermeture de A et G(A) est

le graphe de lopérateur A.

Théoréme 1.2.1 (du graphe fermé) Soient X, Y deux espaces de Banach. Une applica-

tion linéaire f de X dans'Y est continue si et seulement si son graphe est fermé dans X x Y.
Définition 1.2.5 L’ensemble résolvant d’un opérateur A est
p(A):={X e C: (M —A): D(A) — X est bijectif et (\[ — A)~" € L(X)}.
Si A est fermé, alors
p(A)={ e C: (A —A): D(A) — X est bijectif} .

par le théoréme du graphe fermé.

La résolvante de A est (A — A)™! et 0(A) = C — p(A) est son spectre.

Propriétés : On donne maintenant quelques propriétés importantes.

Soit A, B deux opérateurs fermés de domaines D (A) C X et D (B) C X.

i. Si Be L(X,Y); alors A+ B est fermé de domaine D(A).

ii. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A~! est fermé.

iii. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est
continu de D (A) dans X.

v. Si p(A) # 0 alors A est fermé.

Exemple 1.2.1 Dans l’espace X = L*(R), l'opérateur
Au=" D(A)=H*(R),

est fermé.
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1.3 Les semi-groupes

Définition 1.3.1 Soit {G(t)},5, une famille d’opérateur linéaire dans X, on dit que cette
famille forme un semi groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. G(0) = 1.
2.V(t,s) >0, G(t+s)=G(t) G(s).
Lorsque la famille {G(t)}, est définie pour tout t € R, et que la deuziéme propriété est

vérifier pour tout s,t € R on dit qu’on a un groupe.

Définition 1.3.2 On dit qu'un semi groupe {G(t)},5, est fortement continu si et seulement

si pour tout x € X, lapplication t — G(t)x de RT est continu, c¢’est-a-dire pour tout v € X
li G(t)r — =0.
Jim [[G(t)a — 2]
On dit aussi que {G(t)},5, est un Co—semi groupe.
Proposition 1.3.1 Soit {G(t)},5, un Co—semi groupe, alors il existe w > 0, M > 1 tels que
Vt >0 ona ||G)|| < Me*'.

Définition 1.3.3 Un semi groupe (G(t));>0 est appelé semi groupe uniformément continue
d’opérateur linéaire borné si

%E% 1G() — ]HL(X) =0.

1.3.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.3.1 Soit A un opérateur fermé non nécessairement borné a demain dense dans

X (i.e D(A) = X ) alors A est le générateur infinitésimal d’un Co- semi groupe (G(t)),5q Si,

et seulement s’il existe A\g > 0 tel que

{AeER:A> N} Cp(A) et (A=A <
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1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.4 On appelle semi-groupe analytique de type 0 € |w/2, 7| toute application
G définie sur l’ensemble

Sp={z€C": |argz| <0}
a valeurs dans L (X) telle que
1. z — G (z) est analytique sur Sy.

2.Vr e E, G0)=1 et

lim G()z==x
z€Sy z—0

3. V21,29 € Sp, G (21 + 22) = G (21) G (22) .

Proposition 1.3.2 Si A géneére un semi groupe analytique G (t), alors il est défini par l'in-

tégrale de Dunford

_ 1 tz o -1 . tA
G(t)zx = 5 | € (21 — A)" xzdz :=e"x.
vy

ol v est une courbe simple définie par
vy={z€C:|z|=1et |argz| <O}U{z€C:z=re etr>1}.

vérifiant

Altts) = eAteAs poyrt, s > 0.

i. eMz € D (AF) pourt >0,z € X, k € N,

1. €

112. pour tout k € N, il existe My, telle que
HtkAkeAtHE(X) <M, pourt>0.

. pour tout k € N* et t >0 on a (dans L (X))

et t — e peut-étre prolongé analytiquement dans un secteur contenant la demi- droit posi-
tive.

v. Aets = e Ax pourt >0 et v € Dy.

vi. R\, A) e = eM*R(NA) pourt >0 et e p(A).
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Théoréme 1.3.2 (de Kato) Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans X.

(2) p(A) D{A € C*:Re X >0} et IM > 0 telle que
M
YA>0: || —A)7| < —.
s - 4 < 2L

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant
(1) 3C >0, Vt>0: HG(t)”L(X) <C.

(2) Vt > 0, G (t) € L (X, D (A)) et |AG (t)|| < %

A

Remarque 1.3.1 Lorsque D (A) n'est pas dense dans X Uinfluence det — ez au voisinage

de 0 est donné par

Proposition 1.3.3 Supposons que A vérifie ’hypothése (H) suivante

il existe 0 € }%,ﬂ[ et M > 0 telle que,
Sp={z€C*:|argz| <0} Cp(A) (H)
etV € p(A4): RO Al cgxy < M,

Alors

1. siz e D(A), alors

lim ez = x.

t—0
Inversement, s’il existe

lim etz = y.

t—0

alors x € D (A) et y = x.

2. pour tout x € X et £ > 0, on a f(f e*xds € D (A) et
¢
A/ eMrds = Mo — (1.3.1)
0

donc
t
/ Aerds = eMx — 1.
0

ou s — ||Ae**z|| € L' ([0,7] ,R).
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3. Size D(A) et Az € D(A), alors :

At,.
lim &0~ Ay
t—0 t
oAty _ o o
Inversement si Pr% — existe et vaut y, alors v € D (A), Az € D (A) et Az =y.
1 -
4. PH(]) n fot e xds = y existe si et seulement si y = x € D (A).
5. Posons
ﬁA = {x e X :sup HAeAtxH < oo} .
>0
et

5 { | Ae™a]] }
Dy=<reX sup— <0 .
>0 t

Ona D (A) C BA
6. {z € X :3Ilimy_oAez} = {z € X : limy_o Adetz = Az} = {a: €eD(A): Az € (A)} :

Preuve. Soit A € p(A).

1. On sait que pour tout = € D (A), on a lir% ey = o et le résultat reste vrai pour

x € D(A) car (eAt) € L (X). Pour I'inverse supposons que PH& ety = y alors

t>0

(M —A) "y = lim (A1 — A) ety =lime* (M — A) 'z

t—0

de la premiére partie (\] — A)""x € D (A), en on déduit que

lime* (M —A) e =W\ —-A) "z

t—0

en plus

M—-—A) " y=N—-A)""z

donne y = . Comme ez € D (A) pour t > 0, on obtient

z =lime*z € D (A)

t—0
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2. soit 0 < ¢ < 1, d’aprés la proposition (1.3.3) point (4) et (5) on obtient
t t
/eAsxds = / (M — A) e (M — A) " zds

€ €
t t

d
= )\/eAS (M — A) ads — /d— (e (A — A)""z) ds
S
0 €
t

= )\/eAS M —A) ads —e®* M —A) Tzt et (M- A7

quand € — 0, on déduit de 1.

t t

/eAsxds =AM — A /eAsxds (M —A)” (e T — ) (1.3.2)

0
/eASx eD(A

en appliquant (A — A) a la relation on obtient -
3. Supposons que z € D (A) et Az € D (A), alors d’aprés point 2 de la proposition on

o

ceci montre que

trouve
t

At
e'r —x 1
— = "=~ | eMAxds
t t

0

ce dernier tend vers Azx quand ¢t — 0, en vertue de premier point de cette proposition.

At
eTr — A

Inversement, lim;_,g — = y donne lim;_,g e

de déduire que y € D (A). Grace a on obtient

ety — o

tx = x en plus x € D (A) ceci nous permit

-1 . . . _
MN—-A)"y = }1_1)% (M —A) .
¢ ¢

1 1
= lim [A(M —A4)7! —/eAtxds — —/eAtxds
t—0 t t
0 0
= NM-A'z—z

ceci implique z € D (A) .
4. De (1.3.2)) on déduit que Vx € X et t > 0

t
1 AN — A P — (M — A
[A(M—A)l—f];/ef‘txds:e ( )@= )

0
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par conséquent ; il existe
t

1
lim —/eASxds =y
t—0 t
0
alors par (point 3. Proposition |1.3.3)), on obtient

AN —A) o= -2+ XN —A) 'z D(A)

et donc z € D (A) et selon (point 1. Proposition [1.3.3) on trouve
t

1
y = lim ;/eAtxds ==z

t—0
0

I'inverse est une conséquence de 1.

5. On suppose que
ASZU

ez — =
c=sup ——— < 0.
>0 S
Soit ¢ > 0 on a pour tout s > 0,
As T
H(e—) eMz| < My ||z
s

ou My € R, telle que ||€AtH < CMy. Quand s — 0 on déduit de (3. Proposition
(car etz € D (A?)) que
||A6At:vH < CMy ||z||, t>0.

Pour 'inverse, posons

O’ = sup HAeAtxH < o0.
s>0

Pour tout ¢ > 0, on obtient de (2. Proposition |1.3.3)

t
HeAtx — xH = /AeAtxds < (C't.
0
Puisque = € D (A) alors sup ||Ae*z|| < My ||Az|| et donc z € Dy
>0
6. Supposons que

lim Aetz = y.
t—0
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Alors s — Ae?*z est dans L ([0,T],X), pour tout ¢ > 0 et de (2. Proposition[1.3.3) on

obtient .
At
etr —x 1
lim ———— = lim —/AeAsxds =y
t—0 t t—0 t
0

Ainsi, de (3. Proposition [1.3.3)) on déduit que

reD(A), Ax € D(A) et y= Ax.

Inversement, supposons que x € D (A) et Az € D (A) alors

lim Aez = lim e Az = Ax

t—0 t—0

en vertu de (1. Proposition |1.3.3)) .

Remarque 1.3.2 Si D (A) n'est pas dense dans X et A vérifie 'hypothése (H) alors (eAt)t>O

géneére un semi groupe analytique non fortement continue en 0. mais la restriction (de l’image)

de A sur D (A) géneére un semi groupe analytique fortement continue.
Proposition 1.3.4 Soit A verifie (H) et définie par :

Ey=D(A) (avec la norme dans X)
D(4y) = {z € D(4): Az € D(A)}
Ao : D (Ay) C Ey — Ey

Apr = Az pour z € D (Ap)

Alors Ay est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (t — e?°! dans Ej)

fortement continue pour ¢ > 0. En plus, on a o'z = eAlz pour t > 0 et x € D (A).

1.4 Les espaces d’interpolation

On désigne par Fy et F; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c’est a dire By — E, E; — FE). Considérons les espaces de
Banach

E()mEl et E0+E1
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munis des normes
||x||E0ﬂE1 = ||x||E0 + ||x||E1 )
et

Le couple {Ey, E1} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.1 Soit {Ey, E1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire

entre Fy et Ey tout espace de Banach E tel que
EcNE, CECEy+ Fy.
Les espaces F;,i = 0,1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.2 Soient 6 € ]0,1[ et p € [1,+00]. On appelle espace d’interpolation entre
Ey, Ey Uespace (Ey, Er ), tel que x € (Eo, Ev),, si et seulement si

i)Vt >0,3u; (t) € B (i=0,1):2=uo(t)+uy(t)
ZZ) t_GUO < Li) (R+, Eo) y tl_eul € L{: (R+, El)
o

+o00
d
LE) = { £ ool = B [ IF0I T < o0
0

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 6,
t€]0,1[ et p,q,r € [1,400] :
1)Si0 <6 <w<1alors

(EO? El)&,p - (EO? El)w,q .

2) Si p < q alors
(Eo, El)gyp C (Eb, El)g’q-

3) Si Ey = E, alors
(Xo, X1)op = Xo = X;.
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4)Si0<w<6<1,alorson a

((12071;1)94n (1207121)ugq)tT = <1207l?1>aﬂw

avec

1
a=(1-t)0+tw et - =—+-.

Cas Particulier (D(A), E)

0,p

Soient £ un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans

FE. Posons

E() = D(A) et E1 = E,

alors

EnglzD(A) et E0+E1:E,

donc, pour tout 6 € ]0,1[ et p € [1,+00] on a

D(A) c (D(A),E),, C E.

P

Si p(A) D Ry et s'il existe une constante C'y > 0 telle que

<CA

VA >0 (A=A g < ~

alors

(D(A),E)y, = Da(1-10,p)

P

= {zeB |t PAA-t) 1|, € LP}.
Définition 1.4.3 Pour tout 0 € |0,1[, p € [1,+00] et k € N, on a
Dy(0+k,p)={x€DA"): Az € Ds(0,p)},

avec la norme

HxHDA(QJrk,p) = [|z][p + HAkaDA(O,p)'

Théoréme 1.4.1 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-

ment continue (G (t)),s, alors pour tout p € [1,+00] et 6 € |0, 1]

(D) By, = {r € B2 [ (@ 0) - D € 12}
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munt de la norme

400 1/p

01 p dt
||$||(/r)(A),E)9,p = [zl + Ht (G (#) _I)x”E7
0

avec les modifications usuelles si p = 0o.
Définition 1.4.4 Pour tout 6 € ]0,1[; on définie l’espace
Dy (h,00) = {x € E,||z[, = sup ||t AeMz|| < oo}
>0

avec la norme
2] p 4 0,000 = 2l + [1]] -

le sous espace D (0) de D4 (0,00) défini par
D4 (0) = {3: € B,limt' " Ay = o} .
muni de la norme de D4 (0,00) est un espace de Banach.

On a les propriétés suivantes

1. Pour tout 6 €0, 1]

D(A) C Ds(0) C Das(0,00) C D(A).

2. Dy, (0,00) = Da(0,00) et Dy, (0) = D4 (0) ou Ap est Popérateur définit précédemment

(voir Proposition [1.3.4)) .

3.510< 6, <y <1 alors
DA (92) C DA (62,00) — DA (91) C DA (91,00)

et
1205y (01.00) < (L4 M) (|2l 5, 0.00)

pour x € D4 (03, 00) d’autre part on a
Dy %DA(9,00> CFE

et

1[5y (0.00) < (Mo + Mu) [[z| 5,

pour € Dy et 6 € ]0,1].

(1.4.1)
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1.5 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par € un ouvert de R™ (non nécessairement borné) et on pose

n
a = (ai, az, ....,q,) un multi-indice, avec |a| = Y a; et on utilise la notation
=1

. [ O™ 2\
EANNERS

Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNetl <p<oo:

On note W™ (Q, E) 'espace de Sobolev des fonctions f : Q@ — E telles que 0*f € LP (Q, E)

pour tout || < m. C’est un espace de Banach avec la norme

1/p
( > HaafHLpQE)> sil<p<oo
”fHWmm(Q,E) = lal<m

ﬁlgx 10 f | oo (0,1 si p = o0.

Pour s € ]0,1[et 1 <p < o0 :

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev

s 1/ (=) = fF W)l
WP (L E)={ feLP(QE): // Sp+nEdmdy<oo

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a

définir les espaces de Besov B, (2, E) . Pour s € ]0,1[ et 1 < p, ¢ < oo, on définit

a/p
s I/ (2 e,
By, (QFE)=qfel’(QF) / / y‘sq+n dy < oo

avec la modification classique quand p = oo et ¢ = 00

Dans le cas ot p =qg on a

B, (Q,E) = W™ (Q,E).

Les espaces de Holder
Soit m € N :
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L’ensemble C™ (£2, E) désigne 'espace vectoriel des fonctions f : Q@ — F telles que la fonction
x+—— 0% f (z) existe et est continue pour tout |a| < m.
L’ensemble C7" (2, E)) est un sous espace vectoriel de C™ (2, E') dont toutes les dérivées

jusqu’a l'ordre m sont bornées sur 2. C’est un espace de Banach avec la norme

/]

Cr(QLE) — Z sup [|0°f (z)| 5 -

laj<m e

Soit a € ]0,1] :

L’ensemble C“ (2, E) est 'espace de Holder d’exposant « des fonctions f : Q — E telles que
sup || ()| 5 < oo,
z€eQ)
3C >0, Ve, y € Q: |[f(2) = f)llp < Clo—yl”.

Muni de la norme

p @) = fW)llp

£l e = sup|[f(z)[lg +su :
AL e B xFy ’(E - y’
= ||f||oo + [f]oa(Q,E) )

C* (2, E) est un espace de Banach.



Chapitre 2

Probléme de Cauchy

2.1 Position du probléme et représentation de la solu-

tion

On considére le probléeme de Cauchy abstrait suivant :

{ u’((t)) = Au(t) + f(t), t€][0,T],

(2.1.1)

L’objectif de ce chapitre est I’étude de 'existence, 'unicité et la régularité de la solution

(stricte ou classique) du probleme ((2.1.1)) lorsque f € C ([0,7]; E), € E sous 'hypothése

Sp={z€C*:|argz| <0} C p(A)

il existe 0 € }%, 7T[ et M > 0 telle que,
(H)
et VA€ p(A) : [AR (N, A)llgpy < M,

et D(A)#FE
Conséquences.

1. Si w est une solution classique de (2.1.1)), alors

u(0) € D(A), «(t)e D(A) 0<t<T.

2. Si w est une solution stricte de (2.1.1)), on a également
u(0) € D(A) et u' (0) = Au(0) + f(0) € D (A).

Représentation de la solution

(2.1.2)

(2.1.3)
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Proposition 2.1.1 Siu est une solution classique de (2.1.1)) alors pour tout t € [0,T] on a

u(t) =etz+ (e f)(t) (2.1.4)
(e f)(t) = /eA(t_S)f (s)ds = /eAsf (t—s)ds (2.1.5)

en plus la solution classique de (2.1.1)) est unique et

||u||C([0,T],E) < MoT ”ch([o,T],E) + Mo =] -

Preuve. Soient u une solution classique de (2.1.1)) dans [0, 7] et ¢ € ]0, T fixé.
Comme u (t) € D (A) on déduit de la Proposition (1.3.2]) que la fonction

v(s)=e'"Pu(s) 0<s<t
appartient & C' (0,¢; E) et que pour tout s € ]0,7[ il existe
v (8) — Alt=3),/ (8) — AeAlt=5)y, (S) _ eA(tfs)f (8)

d’autre part si 0 < 2¢ < t on obtient

t—e

v(t—€)—v(e) = /eA(t_s)f (s)ds.

et quand € — 0

<
—~
~
N—
I
<
—~
=)
N~—
+
o .
o ™
S
=
3
~
—
»
N—
U
»

En plus; d’apres la Proposition (1.3.2))

”uHC([O,T],E) = tre%?% lu )] p < MoT ”f”c([o,T},E) + Mo |||
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Définition 2.1.1 Soit f € C ([0,T];F) et x € D(A). On dit que la fonction définie par
(2.1.3) est une solution faible de (2.1.1)) .

Remarque. La condition z € D (A) est donnée pour garantir la continuité de la solution

faible en t = 0.

Par la suite, 'espace des fonctions bornées, de [0, 7] a valeurs dans D4 (v, 00), est noté
B ([07 T} ;DA (77 OO)) :
Les propriétés de la solution faible seront données dans la proposition suivante.

Proposition 2.1.2 Soit T > 0 et v € ]0,1[; on a pour tout € € ]0,7|

7 ([0,7); B) N B0, T]: Da (7,00)) — C (10,7]; Da (7 — €)) . (2.1.6)

et pour chaque u € C7 ([0, 7]; E) N B([0,7]; D4 (y,00)), il existe K une constante dépen-
dante de (M7;T77°) telle que

Hu"CW([O,T];E)I’WB([O,T];DA('y,oo)) < K'max { HUHm([o,T];E) ; HUHB([O,T];DA(V,OO))}
Preuve. Soit u € C7([0,T]; E)NB([0,1]; D4 (,00)) alors; selon les propriétés des espaces
d’interpolation; w(t) € D4 (v —€) pour t € [0,7] et € € ]0,7] d’autre part quand 0 < ¢t <

t + h < T nous avons

[u(t+h) = u@lp,-o

= |lu(t+h)—u(t)||+sup H51’7+6A6AS [u(t+h) —u(t)] ||

>0
< lu+h) —u (@)
+ max {sup |s' 7T Ae [u (t + h) — u (t)]||,sup ||s" T Ae™ [u (t + h) — u(t)] H}
s<h s>h
< HUHCW([O,T];E) h
+ max {ff sup Hsl_'yAeAs [w(t+h)—u(t)])],h" sup HsAeAS [u(t+h) —u(t)] H}
s<h s>h
< ”uch([QT];E) NN
+ max {lf sup [[s' 7 Ae [u (t+ h) —u (®)]||, ATV My. Ju(t+ h) —u (t)||}
s<h
< ||U||cv([o,T];E) T77°.h° + max {he sup ||lu (t)”'y , WM. ||U||cv([o,T];E) -hv}
0<t<T
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par conséquent

|u(t+h) —u (t)”DA('y—e) < hf HUHCW(O,T E) I + max { sup [[u <t>||7 , M. HU’HC’Y( 0,T);E) *
[0,7] [0,7]

0<t<T

d’ot uw € C([0,T]; Da (v —€)). En utilisant (1.4.1)) nous obtenons

lut+h) —u@)lp,—q

u € . —€ - Sup U t —€ + Sup
| |c ([0,T);D a(v=¢)) ogth” ( >||DA(7 ) t,t+he(0,T] he
< (14 M) OiltlgT [Ju (t)HDA(’Y) T HUHC”([QT}?E) s
—|—max{ sup |[lu(t)]],, , My HUHV}
0<t<T
< (M) el sgorypacy + 1ullerqorye T77°
+max {Hu||l3([0,ﬂ;DA(7)) My HUHB([&T];DA(’Y))}
<

(1 + My + T%e) max (“u"B([O,T};DA('y)) ; HUHm([o,T];E)>

+ max {1, M;}. ||u||B([O,T];DA('Y))

si M; > 1 on trouve

[l ceorypac—ey < (14 2My + T77°) max (““”B([o,T];Dm» 5 HUHC”([O,T};E))

et pour M; < 1;on trouve

[l C<([0,T);D 4 (y—¢)) < (2 + M + T%e) max (Hu‘|8([U,T];DA('y)) ; ||u||C’Y([0,T};E')) :

Proposition 2.1.3 Soit T'> 0 et 0 < 6y < 0y. Siue C([0,T]; E)NB([0,7];Da(02,0)),
alors

ue C([0,T];Da(61))
Preuve. Soit € > 0 et 6 = ¢ (¢) telle que

267270 [wll 5j0.77.0.4(82.00)) < €
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donc pour 0 < t;t 4+ h < T nous avons u (t) € D (0;) et

Ju(t+h) —u®lp,eo)
= |lu(t+h)—u(t)]+ OS<1£5 s270|[s' %2 Ae [u (t + h) — u (1)]]

+ sup |8 At [u e+ ) —w ()]

< Ju(t+h) —u®)] + s s |[s' %2 Ae [u (t + h) — u (1)]]
g+ h) = u o)

< <1 + %) o (8 + R) = w (@) + 6" [lu (t+ h) = u (t)]lg,

Ml 02—0
< <1 + W) HUHC(O;T;E) + o HUHB([QT};DAW%OO))

donc u € C([0,7]; D4 (61))

2.2 Problémes auxiliares et solutions (stricte ou clas-
sique)

On suppose toujours que f € C([0,7]; E). Il est connu que si x € D (A) alors la solution
faible donnée par ([2.1.4]) appartient & « € C'([0,7]; E) . On montre que cette solution est en

fait plus réguliére, pour cela on va étudie séparément les deux problémes auxiliares suivants

ug(t) = Auo(t) u(t) = Au(t) +g (1)
(Pauwl) { U0<O) =1 et (Paua:2) { u1<0) — O; g

Théoréme 2.2.1 Soit x € E ett > 0; alors
u (t) = el
Pour chaque T'> 0 et k € N; on a
uo € B([0,T]; E) N C* ([0, T]; Dax) -

En plus

1. Sixz € D(A); alorsug € C ([0,T]; E) et ug est une solution classique du probléme (Pyyu.1).

2. Six € Dy (vy,00) alors

ug € C7([0,T]; E) N B([0,T]; Da(v,00)) NC*([0,T]; Da (v — €))
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pour tout € € 0,7 avec

1
HUOHCV([O,T];E) < max <M07 §) HxHDA(%OO)
||u0||8([O,T];DA(7,oo)) < Mo ||x||DA('YaOO)

Preuve.
1. En utilisant les propriétés des semi-groupes (Proposition (1.3.2))), on montre que ug est

une solution du probléme auxiliare (P,,;1), en suite grace a la Proposition (1.3.3) premier

point, on montre que ug est continue si x € D (A).

En on déduit que ug est une solution classique c’est a dire :
up € C ([0, T]; E)ynC' ([0",T]; E)nC ([0%,T]; D (A))

Size D(A).

2. Supposons que x € D4 (,00), d’aprés la relation
t
A/ eMrds = ety — &
0

et pour tout 0 <t <t+ h <T, on trouve

t+h t+h n

N

||€A(t+h)$ N eAtx” _ /AeAsl’dS < quy /371(13 < H:UH,y—a
Y

t t

par conséquent ug € C7 ([0,77; E) et
1
HuOHC'Y([O,T];E) < max | Mo, § H$HDA(7,OO) :
D’autre part, on a pour tout n € N, t > 0
n At n At
HA € ||L(DA(7,OO)) < HA € HL(E)

on en déduit que

up € B([0,T]; Da(7,00))

et

HUOHB([O,T];DA(’Y,OO)) < Mo ||$”DA(%OO) :
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Finalement grace a 'injection (2.1.6)) on a
up € C°([0,7]; Da (v =€), Ve €10,7]

Remarque. Le sens inverse du Théoréme est vraie c’est & dire on a les implications
suivantes

1. Siug € CV([0,7]; E) alors € D4 (v, 0)

2. Siug € C'([0,T]; E) ou up € C ([0,T]; D (A)) alors (a: € D(A) et Av e W.)
grace a la Propostion 3.).

Théoréme 2.2.2 Soient f € C ([0,T]; E) et

uy (t) = /eA(ts)f (s)ds 0<t<T
0
Alors
uy € C'0([0,T]; DA () Vo €10,1]
et
luillor-ogorpaey < Cr-lflleqor.m

HU1HC([0,T];DA(9)) < C2-Hf”o([o,T];E)

ou C1; Cy sont des constante dépend de 0;T'; My et M;.

Théoréme 2.2.3 Soient f € C ([0, T]; E) ,x € D(A) et u est une solution faible de (2.1.1).
Alors
ue C'0 (0", T; D4 (0)) Vo €10,1]

en plus

1. Siz € Dy (y,00) alors
we C7([0,T]; E)NB([0,T];Da(y,00) NC ([0, T]; Da(y =€) Vee]0,9]
2. Siz € D(A) alors
u € CY([0,T]; D4 (0)) Vo €10, 1]

Preuve. Conséquence directe des deux théorémes ([2.2.1§2.2.2) et le fait que u = ug + u;.
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2.3 La régularité
On commence par le cas particulier x =0 = f (0).
Théoréme 2.3.1 Soit 5 €10,1] si f € CF ([0,T]; E) ; alors pour tout t € [0,T]
Afe < f) (1) = / AT [f (5) = f (D] ds + e () = £ (1) (2:3.1)
0
(e 0) () = [AMI 1 (5) = £ () ds +eF 1) (232
0
et et x f vérifice(2.1.1) (si z = 0) pour tout ¢ € [0,7]. De plus
(e + f) s A et x f) € CF ([0, T]; E) (2.3.3)
‘ (4 f) oo < C 11 (2.3.4)
”A (e * f HCﬂ ([0.T);E) (C+T5+ ) 1£1l 5 (2.3.5)
ou C' dépendent de 3,1, My, M, et Ms.
Preuve. Posons pour ¢ € [0, 7]
w(t)= (e’ = f) (t) = wi (t) + w2 (2)
ou
wlt) = [ - fo)ds
Ot t
wy (1) = [V f(t)ds= [ef(t)ds
[
On va montrer que wy (t), wy (t) € D (A), c’est évident lorsque t = 0 (car f (0) = 0).
Or, pour 0 < s <tona
|46 £ (s) = F )] = H<t - ) acte L= L0 (2 - f)(m H
s [f (s) = f ()] -
< H( )AeA(t )HE(E) tselg)ﬂ W E.(t— S)’B 1

< M| flly (= s)"
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On en déduit wy (t) € D (A), pour tout ¢t € ]0,77] et

t

Awy (t) = /AeA(t_s) [f (s) — f(t)]ds (2.3.6)

0

donc
t

[Aw, ()] < My Hng/(t — )" ds < MY £ (2.3.7)
0

De (2) de la Proposition ([1.3.3]), on sait que ws (t) € D (A) et
Awy (t) = e f (1) — [ (1). (2.3.8)

En utilisant ensuite (2.3.6]), on trouve la premiére égalité. Grace a 'hypothese f(0) = 0 et

(2.3.8), on déduit que

lAws 0] < [ (f (6) = £O)|[ +[1F (2) = £ (0)]
< Mo [l fll5t7 + 1 fllst

< (Mo+1)[|If]l,T°

Par conséquent,

sup HA (e? = f) (t)H < (14 Mo+ MB™Y) 7" 1£1l 5 (2.3.9)

Montrons maintenant que w vérifie I’équation
w' (t) = Aw (t) + f () 0<t<T (2.3.10)

Soit 0 € |0, 77 fixé. On définit sur I'intervalle [0, 7] une famille de fonctions w,, dépendente
du parametre € € ]0, §] :

t—e t

w, (t) = / A5 £ (5) ds — / Aft—s)ds s<t<T. (2.3.11)

0 €

11 est facile de voir que

limw, (t) = w(t) 0<t<T

e—0
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et que w, € C' ([0,T); E) avec

we(t) = ef(t—e)+

= Mf(t—e)+ /AGA(”) [f (s) = f ()] ds — e f (t) + e f (1)

en utilisant (2.3.1]), on obtient pour ¢ € [§, T

t

lwe () = Aw (£) = f (O < (e ) 1 (£ =€) = f ()l + Ma ||f||ﬁ/(t_3)ﬁ1 ds

t—e
ce qui implique que

limw! (t) = Aw (t) + [ (¢)

e—0

uniformément pour ¢ € [§, T]. Ce qui signifie que w’; Aw € C (07, T; E) et w vérifie 'équation
sur 0, 7], mais grace a I’hypothése f (0) = 0 en déduit facilement que Aw est continue
en 0 et donc est vérifie pour ¢ € ]0,7]. évidemment on trouve (2.3.1); (2.3.10) et
232).

Montrons maintenant que Aw;, Aw, € CP (0, T; E) . Pour Aw,, on pose pour 0 <t < t+h <
T

wy (t+h) —wy (t) =v1 (L, h) +ve (E,h) +vs (¢, h), (2.3.12)
v(th) = [ [N - A [ (s) - F () ds
v (Lh) = / A0 (£ (4) Z f (¢ + h)] ds

t+h

w(th) = [N (f )~ f b h)]ds.

t
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Pour 0 < s <t,ona

t—s+h

[ aerarll il - s
t—s ,C(E)

< My|lfllst—s)t—s+h) "

IN

|| A [e2t=th) — A= [ £ (5) — f (1)]]

donc vy (t,h) € D (A) et

+o00
|wummsmme/@+w%Hw
0

En plus, d’aprés (2) de la Proposition (|1.3.3)), on trouve que vs (t,h) € D (A) et
Avy (t,h) = MV F(8) — £+ h)] = e [f (8) = f (t+ D))

ceci implique

14wz (¢, B < Mo || Il 17 (2.3.13)

Finalement, comme s € [t,t + h|, alors

s M
HAwﬁ+“U@%<ﬂrwmnsaj?f5tgwm
on obtient donc vs (t,h) € D (A) et
1Avs (¢, B[l < My || fll5 6707, (2.3.14)

De (2.3.12)) ~ (2.3.14) on déduit que Aw;, € C*(0,T; E) et

+o0
| Awy (t + h) — Awy (t)|| < MQ/ (s+1)"" s s + 2Mo + M | I fl,h° (2.3.15)
0

pour 0 <t,t+h <T.
t

On examine maintenant ws (t) = / e f (t)ds. On déduit ; de la Proposition (1.3.3) point

0
(2); que Awy € D (A) et

Awy (t) = eMf (t) — f(t). (2.3.16)
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Ce qui implique que Awy € C(0,T;E) car f(0) = 0; en utilisant une autre fois cette
hypothése on trouve que pour 0 <t <t+h <T

A @4 = MO < R ) - SO+ ) £ @)
t—s+h
< Mollfllh* + / Actdsl|  |1£1l ¢
t—s L(E)
t+h
< 11y (v 4 2000 [ 570
o
< 1t (o + 00 [ a0)
d’ou
le® W f e+ h) = e F O < 15 (Mo + M87") 7. (2:3.17)

Ainsi (2.3.16)) et (2.3.17)) implique, pour 0 <t <t+ h < T, que

| Awy (t+ h) — Awy (1) < || f(t+h) — e f (@O + I1F (E+h) = f(1)]
< N fllg (Mo +My5~" +1) BP (2.3.18)

et Aws € CP(0,T; E).
En conclusion A (eA * f) € CP(0,T;E) et
+o0
JA (A £, < | 1+3Mo+200,87 + MQ/ (s+ 17 s | 17, (23.19)
0
En vertu de ; on déduit aussi que (eA * f)/ € CP(0,T;E). De et - ) il
vient que

(eAx f) (1) = Aw, () +eMf(t)  0<t<T

et (2.3.8)), (2.3.15)) et (2.3.17) implique

—+00

< | MBI 4 MTP + Mz/ (s+1)7" " s | (1]l

CB(0,T;E)

Ji 57
0

En conclusion ; I'inégalité (|2 est vérifiée. D’apres (2.3.10)) , (2.3.19) on trouve avec

la constante

+o0
€= My (3+7%) 4 M (17 42) 401, [ (5017 s,
0
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Théoréme 2.3.2 Soit f € CP ([0,T]; E) et x € D(A). Alors le probléme (0.0.1]) admet une

solution classique u telle que :
u € CP([07,T]; E)NB([07,T];Da(B,00) NC([07,T];Da(B—¢))

pour tout € € 10, ],
Aue CP ([0%,T];E),

et pour tout t € [0,7] on a

t

!/

u (t) = AeMz + e f (1) + /AeA(t_s) [f (s) — f(t)]ds.

En plus on a la propriété suivant :
€ Dy(v,00)=ueC" (0, T]; EYNB([0,T]; Da(v,00))NC([0,T]; Da (v —€)) (2.3.20)

pour tout € € |0,7[.
Preuve. la solution du (0.0.1]) est la somme des deux fonctions u; et us solutions des deux

problémes
{ Zi Eg)) :Slul(t) +f(t) = f(0), teloT], (2.3.21)
et
{ Zzgé)); iuQ(t) +f(0), telo,T], (2.3.22)

On sait d’aprés le Théoreme (2.3.1) et (2.3.3) que u; = e (f (-) — £ (0)) est une solution

stricte du (2.3.21]) vérifiant

u, € CP([0,T]; E)NB([0,T]; D4 (3, 0))

Auy € CP([0,T]; E)

de (2.3.2) on déduit que pour 0 <t < T

t

w ()= [AAI[F(5) = FO)ds+ e (1)~ MF 0

d’autre part, il est facile de vérifier que

uy (t) = e + /eAsf (0)ds
0
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est une solution classique de (2.3.22)) et pour tout 0 <t < T
uy (t) = Aetz + e f (0) (2.3.23)

En conclusion

U = U1 + Usg

est une solution classique de ((0.0.1)) .
Or, puisque x € D (v, 00) alors t — ez appartient a C7 (0,T; E) N B(0,T; D4 (7, 00)) et
en vertu du théoréme et le fait que

up € C7(0, T, E)nC(0,T;D(A)),

on déduit donc ([2.3.20)).

Théoréme 2.3.3 Si f € CP([0,T];E) (0<B<1) etz € D(A), et Az + f(0) € D(A),
alors le probléme (0.0.1) admet une solution stricte u pour tout t € [0, T

t

u (t) = e (Az + f (1)) + /eA(tS) [f (s) — f(t)]ds. (2.3.24)
de plus

re€D(A) et Av+ f(0) € Dy (55, 00) (2.3.25)

et pour tout € € |0, 5[

u e C°(0,T];E)YNB(0,T]; D4 (8,00)NC([0,T];Da(B—¢€)  (2.3.26)

Au € CP(]0,T];E) (2.3.27)

et
14| s o0y < Ci I F 1l + max (Mo + 57 [[Az + £ (0)]| o, 5.0 (2.3.28)
lAullcoorie < (Cr+T7+ 1) 1f]l5+ 1f (O] (2.3.29)

+ max (Mo + 5_1) Az + f (0)||DA(570°)
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ou .
Cr=My(3+T°)+MpB(2+T°) + Mz/ (s+1)""s71ds
0
+oo 3
Co = MoT? + My (14 87'T7) + M2/5—2ds
(1+s)
Preuve.

Soit uy, us deux fonctions définies par (2.3.21)) et (2.3.22). Sixz € D (A) et Az+ f(0) € D (A),
on déduit de I'égalité (2.3.23) que us est une solution stricte et pour 0 <t < T

uy (t) = e (Az + f(0)). (2.3.30)

En utilisant (2.3.2) , on montre que u; vérifie

t

uuw=/A¢“ﬂv@w<ﬂwm3+wva»—&vw»

0
or u; est une solution stricte car le second membreg(t) := f (t) — f (0) de (2.3.21]) est nul en
t=0.

Par conséquent u est une solution stricte de (2.1.1]) et

u () = g () +uy (1)

= [ANIF6) - FO)ds 4 () - M O
+e (Az + £(0))

= (eA * g), (t) + e (Az + £ (0)).
en plus

wy € CP([0,T]; B)N B([0,T]; Da (8, 00))
Au; € C°([0,T];E)

comime

CP([0,T); E)NB([0,T]; D4 (B,00)) < C(0,T; Da(3 — ¢€))



2.3 La régularité

31

pour tout € € |0, 5[, alors
up € C7 ([0, T]; E) N B([0,T]; Da (5,00)) N C(0,T; Da(3 — €))

Pour us, on applique le Théoréme [2.2.] :
Si Az + f(0) € D(A), alors

uy € C(0,T; E)ynC (01, T, E) nC (0%, T; D(A))
et si Az + f (0) € D4(f,00), alors
uhy € CP(0,T; E) N B(0,T; Ds(,00)) N C(0,T; Da(B — €))
Par conséquent
u' € CP(0,T; E)NB(0,T; Da(3,00)) N C(0,T; Da( — €))

pour tout € € )0, 3], et Au € C?([0,T]; E).
Pour prouver les estimations ([2.3.28)) et (2.3.29) , on utilise le Théoréme [2.2.1} on trouve

Ity < e (Mo, £) 142 + £ (0)l] 3.0y
”U/2||B(0,T;DA(,8,OO)) < My HAz +f (O)||DA(570°) ’

et par le Théoreme [2.3.1, on trouve

Ji o )

< Clgllg =Cllfls

CB(0,T;E)
ainsi
loalloncrn < €171, + max (Mo, 5 ) 142 + 7 O,
Puisque
uy (t) = Aug (t) + £(0) = e (Az + £ (0))
alors
Auy (t) = ™ (Az + £ (0)) — £ (0),
donc

Az (Dl sz < e (Az + 1 O] oo + 17 )15
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et par le Théoréme [2.3.1] on a
[A (e +g) (t)HcB(o,T;E) < (C+T7+1) 115
ensuite

1
1Al coo7,m) < (C 4+ T7 +1) [ fll5+C || f]] 5+ max (Mo, B) 1Az + f (0)ll p o 500y H 1S (Ol -



Chapitre 3

Exemples

Exemple 3.0.1 On considére le probléme suivant

0 0?
5 u(t,r) = pr u(t,x)+g(t,x) pourzxeRO<t<T (3.0.1)
u(0,2) = ®(x) pourz € R

lorsque g € C'([0,T]; L? (R)).

On utilise les notations vectorielles

u(t,r) =u(t)(z), gt,z)=g(t)(z) et w0 z)=u(0)().

Et on introduit l’opérateur A défini par

{ D(A) ={ve L’ (R),v" € L’ (R)} = H* (R) (3.0.2)

Av=2", wve D(A),
Cet opérateur est linéaire fermé de domaine dense dans E. De plus

p(A) [0,00[ et 3C4 >0
Lo

0: (A= " 2

HE L2(0,1)) S )\

On cherche la solution de l’équation spectrale suivante

(A= No(x) =0"(z) = o(z) = g(2),
en appliquant la transformé de Fourier. Il vient que

~F(g(1) (€)

Fu®)© ==
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D’aprés la formule de Parseval, la transformée F est un isomorphisme et F € L (E), alors

on a

o @I a = I (@) () = / 1 (0 (2)) (€) dé = / ‘|)\+4 2522 45.03)
< / 17 (9@ € ¢ < 3319 @) o

En revanche, on a

F ' (@) () = 2mF (v(2)) (€) = — miﬂiffgﬁ €)
F 0 (2)(6) = 2ine) 7 (o o)) (©) = T5TUDNE)
donc
IV @)l = / \% F (o) ©F de
< / 0 (0) @ de < 5 o (0)Bage
et
o @) / \Af;fré (@) (€ de
/ 1F 0 ) (©) dE < g (@)

Par conséquent v (x),v' (z),v" (z) sont L*(R). D’autre part, on a pour A > 0

v(z) = (A=XN""9g)(x)

' o2imtt
- / F () (€)d = [z (0) (©)d

2z7r§t s)
= //)\+4 2529 s) dsdg.

De et pour tout A > 0, on a

- K
(A=) 19HL2(R) S Y 191l 22, -
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par conséquent 'hypothése sur A est vérifiée. Il reste donc a caractérisée ’espace d’interpo-
lation. Selon la Proposition 3 page 683 de larticle [10] et pour p = m = 2 et ¢ = o0 on
trouve

Dy (0,00) = (Da, E)y g0 = (H*(R), L*(R)),_, . = B3, (R)

1-0,
Supposons que g est une fonction holdérienne i.e.
gec? ([0,7]; L% (R)) avec0< <1
notre probléme admet une solution stricte u ; en plus si
® € H*(R) et @+ g(0) € By, (R)

alors

u', Aue CP([0,T];L*(R)).

Exemple 3.0.2 Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére 0S2. On considére le probléme de

la chaleur suivante

%w t,x) =Aw(t,z) +g(t,z) pour t € Q0 <t <T
w(t,z) = 0<t<T e (3.0.4)

0
w (0,7) = ¢ (x) pour x € Q)

lorsque le second membre f € C ([0,T];E) ot E = C () muni de la norme sup.

En utilisant les notations vectorielles usuelles

w(t,z) = u(t) (x) et g(t,z)=f(t)(r)
pour écrire ce probléme concret sous la forme opérationnelle suivant

{ u (¢) - Au(t)+ f(t) pour0<t<T (3.0.5)

D(A) = {veC () ,AveE}
Av = Av

Stewart, dans [21], a prouvé que le laplacien A génére un semi-groupe analytique c’est a dire

Uhypothése sur l'opérateurA est vérifiée.



Exemples 36

Dans cet exemple D (A) = Cy (Q) # E et d’apres [13] Uespace intermédiaire est caractérisé
par

Dyt (6, 00) ~ C2° (9)

pour chaque 0 € ]0,1[ et 0 # L.
Remarque. Pour tout w: [0,T] x Q — C, on définit
w:[0,T] — E
t — u(t)
pour tout x € Q, u(t) (v) = w (t,x). On a pour tout 0 < 3 < 1
ue C?(0,T;C(Q)) si et seulement si w est continue dans [0,T] x Q et w(.z) € C?(0,T)
uniformément pour x € Q.

Ainsi le résultat pour cet exemple est donné par le corollaire

Corollaire 3.0.1 Supposons que

(1) g est continue dans [0,T] x Q et g(.,z) € C?(0,T) uniformément pour x € Q.

(2) p€Co ().

Alors le probleme admet une solution classique u donc il existe une fonction w vérifiant
le Probléme et

1) w est continue dans [0,T] x €.

0 _

2) (t,x) — FTid (t,x), (t,x) — Aw (t,z) sont continues dans [0,T] x .
0 _
3) Pour tout e € 10,T], t pri (t,2), t— Aw(t,x) € CP (¢, T) uniformément pour x € €.

Si en plus § # 5 et x — 2w (t,x) € C2P (Q) uniformément pour t € [¢,T]

ot
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a fait une synthése sur l'article de Eugenio Sinestrari intitulé
"On the Absract Cauchy Probleme of Parabolic Type in Spaces of Continous Functions".

L’auteur a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour assurer I’existence et la

régularité d’une solution classique ou stricte d’'un probléme de Cauchy abstrait
u'(t) = Au(t) + f(t), t€][0,7T], avec u(0) =z

tels que
» A est un opérateur linéaire fermé quelconque dans un espace de Banach F et de domaine
D, C E; vérifiant 'hypothése

il existe 6 € }%, 7T[ et M > 0 telle que,

(H) Sp={z€C*:largz| <0} C p(A)
et VAE p(A): ||A(AT— A <M,

-1
) ||L(E)
Ou p (A) est 'ensemble résolvant de 'opérateur A

» f est une fonction holdérienne et x est un élement de E.

On termine par des exemples concrets pour illustrer la théorie abstraite prouvé auparavant.



