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Introduction

La théorie de Nevanlinna est un outil très bénéfice dans la théorie des fonctions dans
l’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes. En effet de-
puis l’année 1925, R.Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la
distribution des valeurs des fonctions méromorphes .Grâce à cet thématique,plusieurs
problèmes ont été résolus par des chercheurs effectuant des recherches dans la même
thématique, on cite à titre d’exemple [3], [9], [10], [14], [17],[21], [27]...

Ce manuscrit est composé d’une introduction, quatre chapitres et une conclusion.

Dans le premier chapitre, nous citons quelques définitions, notations et résultats de
la théorie de Nevanlinna utilisés dans ce travail, concernant l’ordre de croissance des so-
lutions f et l’exposant de convergence p-itératif, la mesure linéaire, la mesure logarith-
mique et la densité des ensembles.

Le deuxième chapitre concerne la croissance des solutions de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = 0

où A0, . . . , Ak−1 sont des fonctions entières avec A0 6≡ 0. Nous estimons l’hyper-ordre
sous la condition de l’existence d’un coefficient dominant A0.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l’ordre itératif des solutions méromorphes
des équations différentielles linéaires homogènes et non homogènes où les coefficients
sont des fonctions méromorphes satisfaisant certaines conditions de croissance. Quelques
estimations de l’exposant de convergence itératif de ces solutions sont également don-
nées.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’ordre itératif des solutions mé-
romorphes des équations différentielles linéaires

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j ) +A0 f = 0

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j ) +A0 f = F

où k > 2, A j , ( j = 0. . . ,k − 1) et F sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini.

Sous certaines conditions sur les coefficients, nous donnons quelques estimations de
l’exposant de convergence itératif .
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Chapitre 1

Outils principaux

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les définitions de base de la théorie de
Nevanlinna et de Wimam-Valiron sur les fonctions méromorphes et de rappeler quelques
propriétés sur la croissance des fonctions méromorphes. Pour plus de détails voir ([16],
[22], [29]).

1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Théorème 1.1 (Formule de Jensen) ([22]) Soient f une fonction méromorphe telle que f (0) 6=
0,+∞ et a1, a2, · · · , an (respectivement b1,b2, · · · ,bm ) ses zéros (respectivement ses pôles),
chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log | f (0)| =
1

2π

∫ 2π

0
log | f (r e iϕ)|dϕ+ ∑

|b j |<r
log

r

|b j |
− ∑

|a j |<r
log

r

|a j |
(1.1)

Définition 1.1 ([22]) Pour tout nombre réel x ≥ 0, on définit :

log+ x = max(log x,0) =

{
log x, x > 1,
0, 0 ≤ x ≤ 1.

(1.2)

Lemme 1.1 ([6]) Soient x1, x2, ..., xn , x, y des nombres réels strictement positifs. Alors, nous
avons

(1) log x ≤ log+ x ,

(2) log+ x ≤ log+ y, ( x ≤ y),

(3) log x = log+ x − log+ 1
x ,

(4) | log x| = log+ x + log+ 1
x ,

(5) log

(
n∏

j =1
x j

)
≤

n∑
j =1

log+ x j

(6) log+
( n∑

j =1
x j

)
≤ logn +

n∑
j =1

log+ x j .

Preuve. Les propriétés (1), (2) sont des conséquences immédiates de la définition 1.1 et la
monotonie de la fonction logarithme ordinaire. Montrons (3), (4) ,(5) et (6). Pour (3), nous
avons

log+ x − log+
1

x
= max

(
log x,0

)−max

(
log

1

x
,0

)
= max(log x,0)−max(− log x,0)

= log x.

2



1. FONCTION CARACTÉRISTIQUE DE NEVANLINNA

(4) est obtenue comme suit

log+ x + log+ 1
x = max

(
log x,0

)+max
(
log 1

x ,0
)

= max(log x,0)+max(− log+ x,0)
= | log x|.

(1.3)

Pour (5), si
n∏

j =1
x j ≤ 1,alors l’inégalité est évidente. Supposons que

n∏
j =1

x j > 1. Alors,

log+
( n∏

j =1
x j

)
= log

( n∏
j =1

x j

)
=

n∑
j =1

log x j ≤
n∑

j =1
log+ x j , d’après (1).

Enfin, nous avons (6) en utilisant (2) et (5). En effet

log+
( n∑

j =1
x j

)
≤ log+(n max

1≤ j≤n
x j )

≤ logn + log+( max
1≤ j≤n

x j )

≤ logn +
n∑

j =1
log+(x j ).

(1.4)

Définition 1.2 ([22]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe, on
désigne par n(t , a, f ) le nombre des racines de l’équation f (z) = a dans le disque |z| ≤ t ,
chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité, et par n(t , a, f ) le nombre des
racines distinctes. On désigne par n(t ,∞, f ) le nombre des pôles de f dans le disque |z| ≤ t ,
chaque pôle étant compté avec son ordre de multiplicité,et n(t ,∞, f ) le nombre de pôles dis-
tinctes de f dans le disque |z| ≤ t . Soit f une fonction méromorphe.On définit la fonction
a-point de f par :

N(r, a, f ) = N(r,
1

f −a
) :=

∫ r

0

n(t , a, f )−n(0, a, f )

t
d t +n(0, a, f ) logr, (a 6= ∞),

N(r,∞, f ) = N(r, f ) :=
∫ r

0

n(t ,∞, f )−n(0,∞, f )

t
d t +n(0,∞, f ) logr, (a = ∞),

N(r, a, f ) = N(r,
1

f −a
) :=

∫ r

0

n(t , a, f )−n(0, a, f )

t
d t +n(0, a, f ) logr, (a 6= ∞),

et

N(r,∞, f ) = N(r, f ) :=
∫ r

0

n(t ,∞, f )−n(0,∞, f )

t
d t +n(0,∞, f ) logr, ( f = ∞).

Lemme 1.2 ([22]) Soit f une fonction méromorphe avec a-pointsα1,α2, · · · ,αn dans le disque
|z| ≤ r tels que : 0 < |α1| ≤ |α2| ≤ · · · ≤ |αn | ≤ r ,chaque racine étant compté avec son ordre de
multiplicité. Alors :∫ r

0

n(t , a, f )

t
d t =

∫ r

0

n(t , a, f )−n(0, a, f )

t
d t =

∑
0<|α j |≤r

log
r

|α j |

3



1. FONCTION CARACTÉRISTIQUE DE NEVANLINNA

Preuve. Posons |α j | = r j (1 ≤ j < n), alors :

n∑
j =1

log
r

|α j |
=

n∑
j =1

log
r

r j

= log

(
n∏

j =1

r

r j

)

= log

(
r n

r1.r2 · · ·rn

)
= log

[
r2

r1
.

(
r3

r2

)2

· · ·
(

rn

rn−1

)n−1

.

(
r

rn

)n]
= log

r2

r1
+2log

r3

r2
+·· ·+ (n −1)log

rn

rn−1
+n log

r

rn

=
∫ r1

0
0

d t

t
+

∫ r2

r1

1
d t

t
+

∫ r3

r2

2
d t

t
+·· ·+

∫ rn

rn−1

(n −1)
d t

t
+

∫ r

rn

n
d t

t

=
∫ r

0

n(t , a, f )

t
d t .

Lemme 1.3 ([16]) soit f une fonction méromorphe représentée par sa série de Laurent à
l’origine par

f (z) =
+∞∑
j =m

c j z j ,cm ∈C∗,m ∈Z.

Alors,

log |cm | =
1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣ f (r e iϕ)
∣∣∣dϕ+N(r, f )−N

(
r,

1

f

)
.

Définition 1.3 ([16]) Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction de proximité
de f au point a par :

m(r, a, f ) = m

(
r,

1

f −a

)

=
1

2π

∫ 2π

0
log+

1∣∣ f (r e iϕ)−a
∣∣dϕ, si a 6= +∞

et
m(r,∞, f ) = m(r, f )

=
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ f (r e iϕ)
∣∣∣dϕ.

Définition 1.4 ([16]) Soit f une fonction méromorphe. Alors, la fonction caractéristique de
Nevanlinna T(r, f ) de f est définie par :

T(r, f ) = m(r, f )+N(r, f )

Exemple 1.1 Soit f (z) =
ez

z
. Nous avons n(t ,∞, f ) = 1 et n(0,∞, f ) = 1 et

N(r, f ) =
∫ r

0

n(t ,∞, f )−n(0,∞, f )

t
d t +n(0,∞, f ) logr

= logr

4



2. PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA

m(r, f ) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣∣er eiϕ

r e iϕ

∣∣∣∣∣dϕ

=
r

π
− 1

2
logr.

Donc

T(r, f ) =
r

π
− 1

2
logr + logr

=
r

π
+ 1

2
logr.

Proposition 1.1 ([16]) Soient f , f1, f1, · · · , fn des fonctions méromorphes et a,b,c et d des
nombres complexes telles que ab − cd 6= 0. Alors :

(1) T

(
r,

n∏
j =1

f j

)
≤

n∑
j =1

T(r, f j ), (n ∈N∗).

(2) T

(
r,

n∑
j =1

f j

)
≤

n∑
j =1

T(r, f j )+ logn, (n ∈N∗).

(3) T
(
r, f n

)
= nT(r, f ), (n ∈N∗).

(4) T

(
r,

a f +b

c f +d

)
= T(r, f )+O(1), f 6= −d

c .

2 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

Théorème 1.2 ([16]) Soient a ∈C et f une fonction méromorphe. Soit

f (z)−a =
∞∑

j =m
c j z j ,cm 6= 0,m ∈C, z ∈C

la série de Laurent de f −a à l’origine. Alors, pour tout nombre complexe a nous avons

T

(
r,

1

f −a

)
= T(r, f )− log |cm |+ϕ(r, a),

tel que : |ϕ(r, a)| ≤ log+ |a|+ log2.

3 La croissance d’une fonction entière ou méromorphe

3.1 L’ordre de croissance et l’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.5 ([20]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre de croissance et l’yper ordre
de f sont définis respectivement par :

ρ( f ) = limsup
r→+∞

logT(r, f )

logr
,

ρ2( f ) = limsup
r→+∞

loglogT(r, f )

logr
.

5



3. LA CROISSANCE D’UNE FONCTION ENTIÈRE OU MÉROMORPHE

Si f est une fonction entière. Alors, l’ordre de croissance et l’yper ordre de f sont définis
respectivement par :

ρ( f ) = limsup
r→+∞

loglogM(r, f )

logr
,

ρ2( f ) = limsup
r→+∞

logloglogM(r, f )

logr
.

3.2 L’ordre p-itératif d’une fonction

Définissons inductivement, pour r ∈ [0,∞),exp1 r = er et expi+1 r = exp(expi r ), i ∈ N.
Pour tout r suffisamment grand, nous définir log1 r = logr et logi+1 r = log(logi r ), i ∈ N.
Nous notons aussi exp0 r = r = log0 r , log−1 r = exp1 r et exp−1 r = log1 r . Pour exprimer
l’ordre itératif des fonctions méromorphes, nous rappelons les définitions suivantes (voir
[7],[20] , [23]).

Définition 1.6 ([20]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre p-itératif de f est défini
comme suit

ρp ( f ) = limsup
r→+∞

logp T(r, f )

logr
(p ≥ 1).

Si f est une fonction entière. Alors, l’ordre p-itératif de f est défini par :

ρp ( f ) = limsup
r→+∞

logp+1 M(r, f )

logr
(p ≥ 1).

3.3 L’ordre inférieur d’une fonction

Définition 1.7 ([20]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre inférieur et l’yper ordre in-
férieur de f sont définis respectivement par :

µ( f ) = liminf
r→+∞

logT(r, f )

logr
,

µ2( f ) = liminf
r→+∞

loglogT(r, f )

logr
.

Si f est une fonction entière. Alors l’ordre inférieur et l’yper ordre inférieur de f sont définis
respectivement par :

µ( f ) = liminf
r→+∞

loglogM(r, f )

logr
,

µ2( f ) = liminf
r→+∞

logloglogM(r, f )

logr
.

3.4 L’ordre p-itératif inférieur d’une fonction

Définition 1.8 ([20]) Soit f une fonction méromorphe. Alors, l’ordre p-itératif inférieur de
f est défini par

µp ( f ) = liminf
r→+∞

logp T(r, f )

logr
(p ≥ 1).

Si f est une fonction entière. Alors, l’ordre p-itératif inférieur de f est défini par :

µp ( f ) = liminf
r→+∞

logp+1 M(r, f )

logr
,

6



3. LA CROISSANCE D’UNE FONCTION ENTIÈRE OU MÉROMORPHE

Définition 1.9 ([22]) L’indice de croissance de l’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe
f est défini par

i ( f ) =


0, si f est rationnelle,
min

{
j ∈N : ρ j ( f ) <+∞}

, si f est transcendante, avec ρ j ( f ) <+∞ existent,
+∞, si ρ j ( f ) = +∞ pour tout j ∈N.

3.5 L’exposant de convergence p-itératif d’une fonction

Définition 1.10 ([16], [22]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence de
la suite des zéros de la fonction f est donné par

λ
(

f
)

= limsup
r→+∞

logN
(
r, 1

f

)
logr

,

et l’exposant de convergence de la suite des zéros distincts de la fonction f est défini par

λ
(

f
)

= limsup
r→+∞

logN
(
r, 1

f

)
logr

.

Définition 1.11 ([16], [22]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence p-
itératif de la suite des zéros de la fonction f est donné par

λp
(

f
)

= limsup
r→+∞

logp N
(
r, 1

f

)
logr

,

et l’exposant de convergence p-itératif de la suite des zéros distincts de la fonction f est
défini par

λp
(

f
)

= limsup
r→+∞

logp N
(
r, 1

f

)
logr

.

Définition 1.12 ([16], [22]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence p-
itératif de la suite des pôles de f est défini par

λp

(
1

f

)
= limsup

r→+∞

logp N
(
r, f

)
logr

.

Définition 1.13 ([16], [22]) L’indice de croissance de l’ordre p-itératif d’une fonction méro-
morphe f est défini par

iλ( f , a) =


0, si f n(r, a) = O(logr ),
min{p ∈N : λp ( f , a) <∞}, si λp ( f , a) <∞ pour certain p ∈N,
∞, si λp ( f , a) = ∞ pour tout p ∈N.

Remarque 1.1 Si a = 0, alors nous fixons iλ( f , a) = iλ( f ). Si a = ∞, alors nous définissons

iλ( f , a) = iλ
(

1
f

)
. De même, on peut définir le degré de croissance i

λ
( f , a) de λp ( f , a).

7



4. LA MESURE ET LA DENSITÉ DES ENSEMBLES

4 La mesure et la densité des ensembles

4.1 La mesure linéaire, la mesure logarithmique

Définition 1.14 ([20], [21]) La mesure linéaire d’un ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie par

m (E) =
∫

E
d t =

∫ +∞

0
χE(t )d t .

La mesure logarithmique d’un ensemble F ⊂ [1,+∞) est définie par

ml (F) =
∫

F

d t

t
=

∫ +∞

1

χF(t )

t
d t .

Exemple 1.2 La mesure linéaire de E = [1,5] ⊂ [0,+∞[ est

m(E) =
∫ +∞

0
χE(t )d t

=
∫ 5

1
d t

= 4.

Exemple 1.3 La mesure logarithmique de F =
[
e1,e5

]⊂ [1,+∞[ est

ml (F) =
∫ +∞

1

χF(t )

t
d t

=
∫ e5

e1

d t

t

=
[
log t

]e5

e1

= 4.

4.2 La densité des ensembles

Définition 1.15 ([20], [21]) La densité supérieure de l’ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie
par

dens (E) = limsup
r→+∞

m (E∩ [0,r ])

r
.

Définition 1.16 ([20], [21]) La densité inférieure de l’ensemble E ⊂ [0,+∞) est définie par

dens (E) = liminf
r→+∞

m (E∩ [0,r ])

r
.

Exemple 1.4 La densité inferieur et la densité superieur de E = [1,5] ⊂ [0,+∞[ est

dens(E) = limsup
r→+∞

m (E∩ [0,r ])

r
= 0.

dens(E) = liminf
r→+∞

m (E∩ [0,r ])

r
= 0.

8



5. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DE WIMAM-VALIRON

Définition 1.17 ([20], [21]) La densité logarithmique inférieure d’un ensemble F⊂ [1,+∞)
est définie par

logdens (F) = liminf
r→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
.

La densité logarithmique supérieure d’un ensemble F ⊂ [1,+∞) est définie par

logdens (F) = limsup
r−→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
.

Exemple 1.5 La densité logarithmique inferieur et la densité logarithmique superieur de
F =

[
e2,e4

]⊂ [1,+∞[ est

logdens(F) = limsup
r→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
= 0,

logdens(F) = liminf
r→+∞

ml (F∩ [1,r ])

logr
= 0.

Proposition 1.2 ([5]) Pour tout ensemble H ⊂ [1,+∞), les assertions suivantes sont véri-
fiées :

i) Si ml (H) = +∞, alors m (H) = +∞;
ii) Si dens (H) > 0, alors m (H) = +∞;
iii) Si logdens (H) > 0, alors ml (H) = +∞.

5 Éléments de la théorie de Wimam-Valiron

5.1 Indice central et le terme maximal

Définition 1.18 ([28]) Soit f (z) =
∑

n≥0
an zn une fonction entière. On définit le terme maxi-

mal de f par µ
(
r, f

)
= max

n≥0
|an |r n et on définit l’indice central de la fonction f par

νr
(

f
)

= max
{
m :µ

(
r, f

)
= |am |r m}

.

Exemple 1.6 Soit f (z) = an zn + ·· · + a1z + a0. Le terme maximal de f est |an |r n , lorsque
|z| = r →+∞ et par suite ν(r, f ) = n.

6 Théorème de factorisation de Hadamard

Définition 1.19 (Produit canonique) ([28]) Soit f une fonction méromorphe transcendante
et soient z1, z2,... ses zéros avec 0 < |z1| 6 |z2| 6 ... Soit p l’entier minimal tel que la série
+∞∑
n=1

1
|zn |p+1 converge.

On appelle

E(z,0) = (1− z),

E(z, p) = (1− z)exp(z + z2

2
+ ...+ zp

p
) p = 1,2, ...

9



6. THÉORÈME DE FACTORISATION DE HADAMARD

des facteurs principaux. Le produit infini

p(z) =
+∞∏
n=1

E

(
z

zn
, p

)
,

converge uniformément dans chaque domaine fini dans C et par suite P(z) est entier et
s’appelle le produit canonique de f formé à partir des zéros de f . L’entier p est appelé le
genre du produit canonique.

Théorème 1.3 ([13]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre ρ telle que

f (z) = ck zk + ck+1zk+1 + ..., (ck 6= 0),

au voisinage de z = 0 et soient
{

a1,a2, ...
}

et
{
b1,b2, ...

}
les zéros et les pôles de f dans C\{0} ,

respectivement. Alors,

f (z) = zk eQ(z) P1 (z)

P2 (z)
,

avec Q (z) est un polynôme de degré inférieur ou égal à ρ et P1 (z) et P2 (z) sont des produit
canoniques de f formés à partir des zéros et des pôles non nuls de f .

10



Chapitre 2

L’hyper ordre des solutions entières des
équations différentielles linéaires à
coefficients fonctions entières

1 Introductions et résultats

Nous étudions la croissance des solutions de l’équation différentielle

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = 0,

où A0, . . . , Ak−1 sont des fonctions entières avec A0 6≡ 0.

Récemment dans [9], [10], [21] le concept d’hyper-ordre a été utilisé pour étudier la
croissance de solutions d’ordre infini des équations différentielles complexes.

Les résultats suivants ont été obtenus pour l’équation du second ordre

f
′′ +A(z) f

′ +B(z) f = 0 (2.1)

où A,B 6≡ 0 sont des fonctions entières.

Théorème 2.1 ([21]) Soient H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens {|z| : z ∈ H} >
0 et A et B des fonctions entières telles que pour certaines constantes réelles α,β > 0, nous
avons

|A(z)|6 exp
{

o(1)|z|β
}

(2.2)

et
|B(z)|> exp

{
(1+o(1))α|z|β

}
(2.3)

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (2.1) satisfait ρ( f ) = +∞
et ρ2( f )> β.

Théorème 2.2 ([9]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0 et soient A et B des fonctions entières, avec ρ(A) 6 ρ(B) = ρ < +∞ tels que pour certaine
constante réelle C > 0 et pour tout ε> 0 donné, nous avons

|A(z)|6 exp
{
o(1)|z|ρ−ε} (2.4)

et
|B(z)|> exp

{
(1+o(1))C |z|ρ−ε} (2.5)

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (2.1) satisfait ρ( f ) = +∞
et ρ2( f ) = ρ(B).

11



2. LEMMES AUXILIAIRES

Pour k > 2, on considère une équation différentielle linéaire de la forme

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = 0 (2.6)

où A0, . . . , Ak−1 sont des fonctions entières avec A0 6≡ 0. Il est bien connu que toutes les
solutions de l’équation (2.6) sont des fonctions entières et si certains coefficients de (2.6)
sont transcendants, (2.6) a au moins une solution d’ordre infini.

Le but principal de ce chapitre est détaillé les résultats de Belaïdi [3] qui a étudié la
croissance des solutions de l’équation différentielle linéaire (2.6).

Théorème 2.3 ([3]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0 et soient A0, A1, . . . , Ak−1 des fonctions entières telles que pour certaines constantes réelles
α, β, µ où 06 β< α et µ> 0, nous avons

|A0(z)|> eα|z|
µ

(2.7)

et
|A j (z)|6 eβ|z|

µ

, j = 1, ...,k −1, (2.8)

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (2.6) satisfait ρ( f ) = +∞
et ρ2( f )>µ.

Théorème 2.4 ([3]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0, et soient A0, A1, . . . , Ak−1 des fonctions entières avec

max
{
ρ(A j ) : j = 1, ...,k −1

}
6 ρ(A0) = ρ<+∞

de sorte que pour certaines constantes réelles α, β
(
06 β< α)

, pour tout ε> 0, nous avons

|A0(z)|> eα|z|
ρ−ε

(2.9)

et
|A j (z)|6 eβ|z|

ρ−ε
, j = 1, ...,k −1 (2.10)

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (2.6) satisfait ρ( f ) = +∞
et ρ2( f ) = ρ(A0).

2 Lemmes auxiliaires

Nos preuves dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 2.1 ([14],p.90) Soit f une fonction entière transcendante d’ordre fini ρ. Soit

Γ =
{(

k1, j1
)

,
(
k2, j2

)
, . . . ,

(
km , jm

)}
un ensemble fini de paires distincts de entiers satisfaisant ki > ji > 0 pour i = 1, . . . ,m et soit
ε> 0 une constante donnée. Alors, il existe un ensemble E ⊂ [0,∞) de mesure linéaire finie
tel que pour tout z satisfaisant |z| ∉ E et pour tous

(
k, j

) ∈Γ, nous avons∣∣∣∣ f (k)(z)

f ( j )(z)

∣∣∣∣6 |z|(k− j)(ρ−1+ε). (2.11)

12



3. PREUVE DU THÉORÈME 2.3

Lemme 2.2 ([14]) Soient f une fonction méromorphe transcendante, α> 1 et ε> 0 donné.
Alors, il existe un ensemble E ⊂ [0,+∞) de mesure linéaire finie et une constante c > 0, tels
que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E, nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣≤ c
[
T

(
αr, f

)
r ε logT

(
αr, f

)] j ( j ∈N). (2.12)

Lemme 2.3 ([9]) Soient f une fonction entière d’ordre infini et ρ2( f ) = ρ. Soit ν f (r ) l’indice
central de f . Alors,

limsup
r→+∞

loglogν f (r )

logr
= ρ, (2.13)

Lemme 2.4 ([17], [27]) Soit f fonction entière transcendante et soit z un point avec |z| = r
auquel

∣∣ f (z)
∣∣ = M

(
r, f

)
. Alors, pour tout |z| = r ∉ E de mesure logarithmique finie, nous

avons
f ( j )(z)

f (z)
=

(
ν f (r )

z

) j

(1+o(1)) ( j ∈N,r ∉ E) (2.14)

où ν f (r ) est l’indice central de f.

3 Preuve du Théorème 2.3

Supposons que f 6≡ 0 est une solution de l’équation (2.6) avec ρ( f ) <∞. De (2.6) nous
pouvons écrire

1

A0(z)

f (k)

f
+ Ak−1(z)

A0(z)

f (k−1)

f
+·· ·+ A1(z)

A0(z)

f
′

f
+1 = 0 (2.15)

ou
1

A0(z)

f (k)

f
+

k−1∑
j =1

A j (z)

A0(z)

f ( j )

f
= −1 (2.16)

Alors, par le Lemme 2.1, il existe un ensemble E1 ⊂ [0,+∞) de mesure linéaire finie tel que
pour tout z satisfaisant |z| ∉ E1 et pour tout j = 1,2, ...k , nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣6 |z| j c , j = 1, ...,k; c = ρ−1+ε (2.17)

De plus, d’après les hypothèses du Théorème 2.3, il existe un ensemble E2 avec dens{|z| :
z ∈ E2} > 0 tel que pour tout z vérifiant z ∈ E2, nous avons

|A0(z)|> eα|z|
µ

(2.18)

et
|A j (z)|6 eβ|z|

µ

j = 1, ...,k −1 (2.19)

quand z →∞. Des formules (2.17), (2.18) et (2.19) il en résulte que pour tout z satisfaisant
z ∈ E2 et |z| ∉ E1, nous avons∣∣∣∣A j (z)

A0(z)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣ 6
eβ|z|

µ

eα|z|µ
|z| j c , j = 1, ...,k −1; c = ρ−1+ε,

6
1

e(α−β)|z|µ |z|
j c , j = 1, ...,k −1; c = ρ−1+ε. (2.20)

13



3. PREUVE DU THÉORÈME 2.3

et ∣∣∣∣ 1

A0(z)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣6 1

eα|z|µ
|z|kc , c = ρ−1+ε (2.21)

quand z →∞. Il existe donc un ensemble H ⊂ [0,∞) de densité supérieure positive tel que
(2.20), (2.21) soient vérifiées. Puisque

lim
z→∞
z∈H

1

e(α−β)|z|µ |z|
j c = 0, j = 1, ...,k −1

et

lim
z→∞
z∈H

1

eα|z|µ
|z|kc = 0,

il s’ensuit que

lim
z→∞
z∈H

∣∣∣∣A j (z)

A0(z)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣ = 0, j = 1, ...,k −1

et

lim
z→∞
z∈H

∣∣∣∣ 1

A0(z)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣ = 0.

En faisant tendre z vers ∞ pour z ∈ H dans la formule (2.16), nous obtenons 0 6−1, c’est
une contradiction. Par suite, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (2.6) est d’ordre infini.

Maintenant de (2.6), il en résulte que

A0(z) = − f (k)(z)

f (z)
−Ak−1(z)

f (k−1)(z)

f (z)
−·· ·−A1(z)

f
′
(z)

f (z)
,

|A0(z)|6
∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+|Ak−1(z)|
∣∣∣∣ f (k−1)(z)

f (z)

∣∣∣∣+·· ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣∣ f

′
(z)

f (z)

∣∣∣∣∣ (2.22)

Par le Lemme 2.2, il existe un ensemble E3 ⊂ [0,+∞) de mesure linéaire finie tel que pour
tout z satisfaisant |z| = r ∉ E3, nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣ 6 r ε j [
T

(
2r, f

)
logT

(
2r, f

)] j ,

6 r
[
T

(
2r, f

)] j+1 , j = 1. . . ,k. (2.23)

De plus, d’après les hypothèses du Théorème 2.3, il existe un ensemble E4 avec dens{|z| :
z ∈ E4} > 0 tel que pour tout z satisfaisant z ∈ E4, nous avons

|A0(z)|> eα|z|
µ

(2.24)

et
|A j (z)|6 eβ|z|

µ

, j = 1, ...,k −1 (2.25)

quand z →∞. De (2.22), (2.23), (2.24) et (2.25) et pour tout z satisfaisant z ∈ E4 et |z| ∉ E3,
nous obtenons

eα|z|
µ

6 |A0(z)| 6
∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+ k−1∑
j =1

|A j (z)|
∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣
6 r

[
T

(
2r, f

)]k+1 +
k−1∑
j =1

eβ|z|
µ

r
[
T

(
2r, f

)] j+1

6 r
[
T

(
2r, f

)]k+1 eβ|z|
µ +

k−1∑
j =1

eβ|z|
µ

r
[
T

(
2r, f

)] j+1

6 r
[
T

(
2r, f

)]k+1
[

1+ (k −1)eβ|z|
µ
]

. (2.26)
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quand z →∞. Il existe donc un ensemble H ⊂ [0,+∞) de densité supérieure positive. De
(2.26)

⇒ eα|z|
µ

6 r k
[
T

(
2r, f

)]k+1 eβ|z|
µ

⇒ e(α−β)|z|µ 6 r k
[
T

(
2r, f

)]k+1

⇒ e(α−β)|z|µe−kr 6
[
T

(
2r, f

)]k+1

⇒ e
(α−β)|z|µ

(
1− k|z|

(α−β)|z|µ
)

6
[
T(2r, f )

]k+1

e(α−β)|z|µ(1−o(1)) 6
[
T(2r, f )

]k+1

quand z →∞. Par conséquent

limsup
r→+∞

loglogT(r, f )

logr
>µ

La preuve du théorème 2.3 est achevée.

4 Preuve du Théorème 2.4

Supposons que f 6≡ 0 est une solution de l’équation (2.6). En utilisant les mêmes argu-
ments que dans le Théorème 2.3, nous obtenons ρ( f ) = +∞.

Maintenant, prouvons que ρ2( f ) = ρ(A0) = ρ. Selon le Théorème 2.3, nous avons ρ2( f )>
ρ−ε ,et puisque ε est arbitraire, nous obtenons ρ2( f ) > ρ(A0) = ρ. D’autre part, d’après la
théorie de Wiman-Valiron, il existe un ensemble E ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique
ml (E) <∞ et z satisfaisant |z| = r ∉ [0,1]∪E et

∣∣ f (z)
∣∣ = M

(
r, f

)
, tel que (2.14) soit vérifiée.

Pour tout ε> 0 donné, si r est suffisamment grand, nous avons

|A j (z)|6 er ρ+ε , j = 0,1, . . . ,k −1. (2.27)

En substituant (2.14) et (2.27) dans (2.6), nous obtenons(
ν f (r )

|z|
)k

|1+o(1)|6 er ρ+ε
(
ν f (r )

|z|
)k−1

|1+o(1)|+er ρ+ε
(
ν f (r )

|z|
)k−2

|1+o(1)|

+ · · ·+er ρ+ε
(
ν f (r )

|z|
)
|1+o(1)|+er ρ+ε . (2.28)

La formule (3.15) devient(
ν f (r )

|z|
)k

|1+o(1)|6 ker ρ+ε
(
ν f (r )

|z|
)k−1

|1+o(1)|.

Par suite (
ν f (r )

|z|
)
6 ker ρ+ε (2.29)

où z satisfaisant |z| = r ∉ [0,1]∪E et
∣∣ f (z)

∣∣ = M
(
r, f

)
. Par (2.29), nous obtenons

limsup
r→+∞

loglogν f (r )

logr
6 ρ+ε. (2.30)

Puisque ε est arbitraire, par (2.30) et par le Lemme 2.3 , nous avons ρ2( f ) 6 ρ . Ceci et le
fait que ρ2( f )> ρ donnent ρ2( f ) = ρ.
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5. CONCLUSION

5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a détaillé les résultats de Belaïdi [3] qui a étudié la croissance des
solutions de l’équation différentielle linéaire

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = 0,

où A0, . . . , Ak−1 sont des fonctions entières avec A0 6≡ 0.
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Chapitre 3

Ordre itératif des solutions
méromorphes de certaines équations
différentielles linéaires d’ordre supérieur
à coefficients fonctions méromorphes
d’ordre itératif fini

1 Introduction et Résultats

Nous étudions l’ordre itératif des solutions méromorphes des équations différentielles
linéaires homogènes et non homogènes où les coefficients sont des fonctions méromorphes
satisfaisant certaines conditions de croissance et nous donnons également quelques es-
timations de l’exposant de convergence itératif.

Pendant près de quatre décennies, la théorie de la distribution des valeurs de Nevan-
linna s’est avérée un outil utile pour étudier l’oscillation complexe des équations différen-
tielles. Récemment, les concepts d’hyper-ordre (voir [9], [30]) et d’ordre itératif ([20], [22])
ont été utilisés pour étudier plus en détail le développement de solutions méromorphes
à ordre infini des équations différentielles complexes de type complexe. Les résultats sui-
vants ont été obtenus.

Théorème 3.1 ([21]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈
H} > 0 et soient A,B des fonctions entières telles que pour certaines constantes α,β> 0,

|A(z)|6 exp
{

o(1)|z|β
}

et
|B(z)|> exp

{
(1+o(1))α|z|β

}
quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation

f
′′ +A(z) f

′ +B(z) f = 0 (3.1)

satisfait ρ( f ) = +∞ et ρ2( f )> β.

Théorème 3.2 ([9]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0 et soient A,B des fonctions entières, avec

ρ(A)6 ρ(B) = ρ<+∞

17
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tels que pour une constante réelle C > 0 et pour tout ε> 0 donné,

|A(z)|6 exp
{
o(1)|z|ρ−ε}

et
|B(z)|> exp

{
(1+o(1))C|z|ρ−ε}

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (3.1) satisfait ρ( f ) = +∞
et ρ2( f ) = ρ.

Théorème 3.3 ([3]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0 et soient A0, A1, . . . , Ak−1 des fonctions entières telles que pour certains constantes 06 β< α
et µ> 0, nous avons :

|A0(z)|> exp
{
α|z|µ}

et
|A j (z)|6 exp

{
β|z|µ}

, j = 1, . . . ,k −1

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = 0 (3.2)

satisfait ρ( f ) = +∞ et ρ2( f )>µ.

Théorème 3.4 ([3]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0, et soient A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions entières avec

max
{
ρ(A j ) : j = 1, ...,k −1

}
6 ρ(A0) = ρ<+∞

de sorte que pour certaines constantes réelles α, β
(
06 β< α)

, nous avons pour tout ε> 0

|A0(z)|> eα|z|
ρ−ε

et
|A j (z)|6 eβ|z|

ρ−ε
, j = 1, ...,k −1

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (3.2) satisfait ρ( f ) = +∞
et ρ2( f ) = ρ(A0).

Soit k > 2 un entier, A0, . . . , Ak−1, Ak avec A0 6≡ 0 et Ak 6≡ 0 sont des fonctions entières. Il est
bien connu que si Ak ≡ 1, alors toutes les solutions de l’équation différentielle linéaire

Ak (z) f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = 0 (3.3)

sont des fonctions entières. Nous savons aussi que si certains coefficients A0, . . . , Ak−1 sont
transcendantes et Ak ≡ 1, alors l’équation (3.3) a au moins une solution d’ordre infini.
Mais, quand Ak est une fonction méromorphe non constante, l’équation (3.3) peut avoir
des solutions méromorphes. Par exemple, l’équation

z4

ez(z3 −3z2 +6z −6)
f
′′′ − z3

ez(z2 −2z +2)
f
′′ + f

′ + 1− z

z
f = 0 (3.4)

a une solution méromorphe f (z) =
ez

z
. La question qui se pose donc : quelles conditions

sur A0, . . . , Ak va garantie que toute solution méromorphe f 6≡ 0 de (3.3) a un ordre infini ?
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2. LEMMES AUXILIAIRES

Récemment, Chen [11] a amélioré ses résultats aux équations différentielles linéaires du
second ordre avec des coefficients méromorphes. Notre objectif principal dans ce cha-
pitre est de présenter les résultats de J. He, X. M. Zheng and H. Hu [18] qui ont généralisé
les résultats des Théorèmes 3.3 et 3.4 et de Chen[11] en obtenant quelques résultats de
l’ordre itératif des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur (3.2) et (3.5) en donnant quelques estimations de l’exposant de convergence
itératif.

Théorème 3.5 ([18]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈
H} > 0, et soient A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions méromorphes d’ordre itératif fini tels que pour
certaines constantes α2 > α1 > 0,µ> 0, nous avons

|A0(z)|> expp

{
α2|z|µ

}
et

|A j (z)|6 expp

{
α1|z|µ

}
( j = 1, . . . ,k −1)

quand z →∞ pour z ∈ H. Si l’équation (3.2) ont des solutions méromorphes, alors toute
solution méromorphe f (6≡ 0) satisfait ρp+1( f )>µ.

De plus, si max
{|A j (z)|, j = 0,1, . . . ,k −1

}
6 expp

{
β|z|µ}

quand z →∞, où β(> 0) est une

constante, alors toute solution méromorphe f (6≡ 0) avec λp

(
1
f

)
< µp ( f ) vérifie que i ( f ) =

p +1 et ρp+1( f ) =µ.

Théorème 3.6 ([18]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈
H} > 0 et soit F( 6≡ 0) une fonction méromorphe avec |F(z)| 6 expq

{
α|z|µ}

quand z → ∞
ou ρq (F) 6 µ (0 < q 6 p <∞). Soient A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions méromorphes d’ordre
itératif fini satisfaisant les conditions suivantes :

(i) pour certaines constantes α2 > α1 > 0,µ> 0,

|A0(z)|> expp

{
α2|z|µ

}
et

|A j (z)|6 expp

{
α1|z|µ

}
( j = 1, . . . ,k −1)

quand z →∞ pour z ∈ H ;
(ii) max

{|A j (z)|, j = 0,1, . . . ,k −1
}
> expp

{
β|z|µ}

quand z →∞, où β(> 0) est une constante.

Alors, toute solution méromorphe f avec λp

(
1
f

)
<µp ( f ) de l’équation

f (k) +Ak−1(z) f (k−1) +·· ·+A1(z) f
′ +A0(z) f = F(z) (3.5)

vérifie i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) = µ, avec au plus une solution exceptionnelle f0 avec i ( f ) <
p +1 ou ρp+1( f0) <µ.

2 Lemmes auxiliaires

Lemme 3.1 ([25]) Soit f =
g

d
, où g ,d sont des fonctions entières d’ordre itératif fini satis-

faisant µp (g ) = µp ( f ) 6 ρp (g ) = ρp ( f ) <∞, 0 < p <∞, i (d) < p ou ρp (d) = β< µp ( f ). Soit
z un point avec |z| = r auquel |g (z)| = M(r, g ) et νg (r ) désigne l’indice central de g , alors
l’estimation

f ( j )(z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o(1)) ( j ∈N)

est vérifiée pour tout |z| = r en dehors d’un ensemble E2 de mesure logarithmique finie.
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3. PREUVE DU THÉOREMÈ 3.5

Lemme 3.2 ([19],[25]) Soit f une fonction entière d’ordre itératif fini vérifiant i ( f ) = p +
1,ρp+1( f ) = ρ, et µq+1( f ) =µ (0 < q 6 p <∞). Soit ν f (r ) l’indice central de f . Alors,

limsup
r→+∞

logp+1ν f (r )

logr
= ρ,

liminf
r→+∞

logq+1ν f (r )

logr
=µ.

Lemme 3.3 ([22]) Soient g : [0,+∞) → R et h : [0,+∞) → R des fonctions monotones crois-
santes telles que g (r ) 6 h(r ) en dehors d’un ensemble exceptionnel E3 de mesure linéaire
finie. Alors, pour toute constante α> 1, il existe r0 > 0 tels que g (r )6 h(αr ) pour tout r > r0.

Lemme 3.4 ([26]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre itératif finie avec i ( f ) = p, p ∈
N. Alors, ils existent des fonctions entières π1(z),π2(z) et D(z) telles que :

f (z) =
π1(z)eD(z)

π2(z)
et ρp ( f ) = ρ = max

{
ρp (π1),ρp (π2),ρp

(
eD(z))} .

De plus, pour tout ε> 0 donné, nous avons

exp
{
−expp−1

{
r ρ+ε

}}≤ ∣∣ f (z)
∣∣≤ expp

{
r ρ+ε

}
(r ∉ E4),

où E4 est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 3.5 ([25]) Soient A0, A1, ..., Ak−1,F(6≡ 0) des fonctions méromorphes et f une solu-
tion méromorphe de l’équation (3.5) vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i )max
{
i (F) = q, i (A j ) ( j = 0, . . . ,k −1)

}< i ( f ) = p +1(0 < p <∞),
(i i )b = max

{
ρp+1(F),ρp+1(A j ) ( j = 0, . . . ,k −1)

}< ρp+1( f ) = ρ.

Alors, λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ) = ρ.

3 Preuve du Théoremè 3.5

Supposons que f 6≡ 0 est une solution méromorphe de l’équation (3.2).
L’équation (3.2) peut être écrite comme suit

A0(z) = − f (k)(z)

f (z)
−Ak−1(z)

f (k−1)(z)

f (z)
−·· ·−A1(z)

f
′
(z)

f (z)
,

|A0(z)|6
∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+|Ak−1(z)|
∣∣∣∣ f (k−1)(z)

f (z)

∣∣∣∣+·· ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣∣ f

′
(z)

f (z)

∣∣∣∣∣ . (3.6)

Alors, par le Lemme 2.2, il existe un ensemble E1 ⊂ [0,∞) de mesure linéaire fini tel que
pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E1, nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣6Cr
[
T(2r, f )

] j+1 ( j = 1, . . . ,k), (3.7)

ou C est une constante. Par les hypothèses de Théorèmes 3.5, il exist un ensemble H avec
dens{|z| : z ∈ H} > 0 tel que pour tout z →∞ pour z ∈ H, nous avons

|A0(z)|> expp

{
α2|z|µ

}
et |A j (z)|6 expp

{
α1|z|µ

}
( j = 1, . . . ,k −1). (3.8)
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3. PREUVE DU THÉOREMÈ 3.5

En remplaçant (3.7) et (3.8) dans (3.6), pour tout z → ∞ pour z ∈ H et |z| = r ∉ E1, nous
avons

expp

{
α2|z|µ

}
6 |A0(z)|
6 cr

[
T(2r, f )

]k+1 +expp

{
α1|z|µ

}
cr

[
T(2r, f )

]k +·· ·+expp

{
α1|z|µ

}
cr

[
T(2r, f )

]2 .

D’où
expp

{
α2|z|µ

}
6 kCr

[
T(2r, f )

]k+1 expp

{
α1|z|µ

}
. (3.9)

Ce qui donne

expp

{
α2|z|µ

}−expp

{
α1|z|µ

}
6 kcr

[
T(2r, f )

]k+1 . (3.10)

D’autre part, nous avons

expp

{
α2|z|µ

}−expp

{
α1|z|µ

}
= exp

(
expp−1

{
α2|z|µ

})−exp
(
expp−1

{
α1|z|µ

})
= exp

(
expp−1

{
α2|z|µ

}−expp−1

{
α1|z|µ

})
= exp

[
expp−1

{
α2|z|µ

}[
1− expp−1{α1|z|µ}

expp−1{α2|z|µ}

]]
= exp

[
expp−1

{
α2|z|µ

}
(1−o(1))

]
D’ou, il exist un ensemble E ⊂ [0,∞) de densité supérieur positive tel que

exp
[

expp−1

{
α2|z|µ

}
(1−o(1))

]
6 kCr

[
T(2r, f )

]k+1 (3.11)

quand z →∞ dans H. De (3.11), nous avons ρp+1( f )>µ.
En utilisant les hypothèses du Théorème 3.5, pour r suffisamment grand, nous avons

max
{|A j (z)|, j = 0,1, . . . ,k −1

}
6 expp

{
β|z|µ}

, (3.12)

ou β> 0 est une constante. Par le théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons

écrire f sous la forme f (z) =
g (z)

d(z)
où g et d sont des fonctions entières d’ordre itératif fini

vérifiant
µp (g ) =µp ( f )6 ρp (g ) = ρp ( f ), i (d) < p

ou

ρp (d) = λp (d) = λp

(
1

f

)
<µp ( f ).

Par le Lemme 3.1, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique fini tel que pour tout
z vérifiant |z| = r ∉ E2 et |g (z)| = M(r, g ), nous avons(

f ( j )(z)

f (z)

)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o(1)) ( j = 1, . . . ,k). (3.13)

Il s’ensuit par (3.2) que∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣6 |Ak−1(z)|
∣∣∣∣ f (k−1)(z)

f (z)

∣∣∣∣+·· ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣∣ f

′
(z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0(z)|. (3.14)
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En substituant (3.12) et (3.13) dans (3.14) nous obtenons(
ν f (r )

|z|
)k

|1+o(1)|6 expp

{
β|z|µ}(

ν f (r )

|z|
)k−1

|1+o(1)|+expp

{
β|z|µ}(

ν f (r )

|z|
)k−2

|1+o(1)|

+ · · ·+expp

{
β|z|µ}(

ν f (r )

|z|
)
|1+o(1)|+expp

{
β|z|µ}

. (3.15)

νg (r )|1+o(1)|6 kr k expp

{
β|z|µ} |1+o(1)|, (3.16)

ou z vérifiant |z| = r ∉ [0,1]∪E2,r → +∞ et |g (z)| = M(r, g ). De la formule (3.16) et les
Lemmes 3.2 et 3.3, nous obtenons ρp+1( f ) = ρp+1(g ) 6 µ . D’où, toute solution méro-

morphe f (6≡ 0) de l’équation (3.2) avec λp

(
1
f

)
< µp ( f ) vérifait i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) = µ.

D’ou la preuve du Théorème 3.5.

4 Preuve du Théorème 3.6

Cas 1 : Supposons que |F(z)| 6 expq

{
α|z|µ}

quand z → ∞. De l’équation (3.5), nous
avons ∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣6 |Ak−1(z)|
∣∣∣∣ f (k−1)(z)

f (z)

∣∣∣∣+·· ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣∣ f

′
(z)

f (z)

∣∣∣∣∣+|A0(z)|+
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ . (3.17)

Par le théorème de factorisation de Hadamard, nous écrivons f sous la forme f (z) = g (z)
d(z)

où g et d sont des fonctions entières d’ordre itératif fini vérifiant

µp (g ) =µp ( f )6 ρp (g ) = ρp ( f ),

ρp (d) = λp (d) = λp

(
1

f

)
<µp ( f ).

Par le Lemme 3.1, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique fini tel que pour tout
z vérifiant |z| = r ∉ E2 et |g (z)| = M(r, g ), nous avons (3.13). Par le Lemme 3.4, pour tout
ε> 0 donné, il existe un ensemble E4 de mesure linéaire fini tel que pour tout z vérifiant
|z| = r ∉ E4, z →∞ et |g (z)| = M(r, g ), nous avons∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F(z)d(z)

g (z)

∣∣∣∣
=

|F(z)||d(z)|
M(r, g )

6
expq

{
α|z|µ}

expp

{
r ρp (d)+ε}

expp

{
rµp (g )−ε}

6 expq

{
α|z|µ}

(3.18)

D’après la condition (ii) des hypothèses du théorème 3.6, pour r suffisamment grand,nous
avons

max
{|A j (z)|, j = 0,1, . . . ,k −1

}
6 expp

{
β|z|µ}
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où β > 0 est une constante. En substituant (3.12), (3.13) et (3.18) dans (3.17), pour z véri-
fiant |z| = r ∉ [0,1]∪E2 ∪E4,r →∞ et |g (z)| = M(r, g ), nous avons(

νg (r )

|z|
)k

(1+o(1))6 expp

{
β|z|µ}(

νg (r )

|z|
)k−1

(1+o(1))+

·· ·+expp

{
β|z|µ}(

νg (r )

|z|
)

(1+o(1))+expp

{
β|z|µ}+expq

{
α|z|µ}

νg (r )|1+o(1)|6 (k +1)r k expp

{
max

{
α,β

} |z|µ} |1+o(1)|. (3.19)

D’où par (3.19), Lemme 3.2 et Lemme 3.3, nous obtenons

logp+1νg (r )

logr
6 k

logp+1 r

logr
+

logp+1(k +1)

logr
+ logmax{α,β}

logr
+µ logr

logr
.

Par suite
ρp+1( f )6µ. (3.20)

De l’équation (3.5)

|A0(z)|6
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+|Ak−1(z)|
∣∣∣∣ f (k−1)(z)

f (z)

∣∣∣∣+·· ·+ |A1(z)|
∣∣∣∣∣ f

′
(z)

f (z)

∣∣∣∣∣ . (3.21)

Alors, par le Lemme 2.2, il existe un ensemble E1 ⊂ [0,∞) de mesure linéaire finie tel que
pour z vérifiant |z| = r ∉ E1, nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣6 cr
[
T(2r, f )

] j+1 j = 1, . . . ,k (3.22)

où c est une constante. En utilisant les hypothèses de Théorème 3.6, il existe un ensemble
H avec dens{|z| : z ∈ H} > 0 tel que pour tout z vérifiant z →∞ pour z ∈ H, nous avons

|A0(z)|> expp

{
α2|z|µ

}
et |A j (z)|6 expp

{
α1|z|µ

}
( j = 1, . . . ,k −1) (3.23)

Substituant (3.22) et (3.23) dans (3.21), nous trouvons

expp

{
α2|z|µ

}
6 expq

{
α|z|µ}+ cr

[
T(2r, f )

]k+1 expp

{
α1|z|µ

}
+ ·· ·+expp

{
α1|z|µ

}
cr

[
T(2r, f )

]2

6 cr (k +1)expp

{
α1|z|µ

}[
T(2r, f )

]k+1 .

D’où
expp

{
α2|z|µ

}−expp

{
α1|z|µ

}
6 cr (k +1)

[
T(2r, f )

]k+1

D’autre part, nous avons

expp
{
α2|z|µ

}−expp

{
α1|z|µ

}
= exp

(
expp−1

{
α2|z|µ

})−exp
(
expp−1

{
α1|z|µ

})
= exp

[
expp−1

{
α2|z|µ

}−expp−1

{
α1|z|µ

}]
= exp

[
expp−1

{
α2|z|µ

}[
1− expp−1{α1|z|µ}

expp−1{α2|z|µ}

]]
= exp

(
expp−1

{
α2|z|µ

}
[1−o(1)]

)
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D’ou,
exp

(
expp−1

{
α2|z|µ

}
[1−o(1)]

)
6 cr (k +1)

[
T(2r, f )

]k+1 (3.24)

µ6 ρp+1( f ). (3.25)

De (3.20) et (3.25), nous avons
ρp+1( f ) =µ.

Supposons que f0 est une solution méromorphe de l’équation (3.5) satisfaisant i ( f0) <
p + 1 ou ρp+1( f0) < µ. S’il existe une autre solution méromorphe f1 avec i ( f1) < p + 1
ou ρp+1( f1) < µ, alors ρp+1( f1 − f0) < µ. Alors, f1 − f0 est une solution de l’équation ho-
mogène correspodante (3.2) et par le Théorème 3.5, nous obtenobs ρp+1( f1 − f0) > µ

ce qui contredit la formule ρp+1( f1 − f0) < µ. D’où, toute solution méromorphe f avec

λp

(
1
f

)
<µp ( f ) vérifie i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) =µ, avec au plus une solution exceptionnelle

f0 satisfaisant i ( f ) < p +1 et ρp+1( f0) <µ.
Cas 2 : Supposons que ρq (F)6µ. D’après le Lemme 3.4, pour tout ε> 0 donné, il existe

un ensemble E4 de mesure linéaire finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ∉ E4, z →∞,
nous avons

|F(z)|6 expp

{
r ρq (F)+ε}6 expp

{
rµ+ε

}
. (3.26)

En utilisant un raisonnement similaire au premier cas, nous obtenons i ( f ) < p + 1 et
ρp+1( f ) =µ avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant i ( f0) < p+1 et ρp+1( f0) <
µ. Ceci achève la preuve.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a détallé les résultats de J. He, X. M. Zheng and H. Hu [18] qui ont
généralisé les résultats des Théorèmes 3.3 et 3.4 et Chen[11] en obtenant quelques résul-
tats de l’ordre itératif des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur (3.2) et (3.5) en donnant quelques estimations de l’exposant de conver-
gence itératif.
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Chapitre 4

L’ordre itératif des solutions
méromorphes des équations
différentielles linéaires homogènes et
non homogènes

1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère pour tout k ≥ 2 les équations différentielles linéaires
homogènes et non homogènes

f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f
′
(z)+A0(z) f (z) = 0, (4.1)

et
f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f

′
(z)+A0(z) f (z) = F(z), (4.2)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini.

Dans [3], Belaïdi a étendu les résultats de Kwon [21], Chen et Yang [9] des équations
différentielles linéaires d’ordre deux à un ordre supérieur et il a obtenu les deux résultats
suivants.

Théorème 4.1 ([3]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0, et soient A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions entières telles que pour certaines constantes réelles
α,β,µ, où 06 β< α et µ> 0, nous avons

|A0(z)|> eα|z|
µ

et
|A j (z)|6 eβ|z|

µ

, j = 1, ...,k −1,

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (4.1) est d’ordre infini et
ρ2( f )>µ.

Théorème 4.2 ([3]) Soit H un ensemble de nombres complexes vérifiant dens{|z| : z ∈ H} >
0, et soient A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions entières avec

max
{
ρ(A j ), j = 1, ...,k −1

}
6 ρ(A0) = ρ<+∞
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de sorte que pour certaines constantes réelles α,β (06 β< α), nous avons pour tout ε> 0

|A0(z)|> eα|z|
ρ−ε

et
|A j (z)|6 eβ|z|

ρ−ε
, j = 1, ...,k −1

quand z →∞ pour z ∈ H. Alors, toute solution f 6≡ 0 de l’équation (4.1) est d’ordre infini et
ρ2( f ) = ρ(A0).

Dans [11], Chen a prouvé les résultats précédents de [9], [21] en étudiant les zéros et la
croissance des solutions méromorphes des équations différentielles homogènes et non
homogènes

f ′′(z)+A(z) f ′(z)+B(z) f (z) = 0,

et
f ′′(z)+A(z) f ′(z)+B(z) f (z) = F(z)

où A,B et F sont des fonctions méromorphes.
Dans [24], Shen et Xu ont généralisé les résultats de Chen [11] aux équations différen-

tielles linéaires d’ordre supérieur à coefficients fonctions méromorphes. Récemment, He,
Zheng et Hu [18] ont amélioré les résultats ci-dessus d’un ordre usuel (ordre simple) à un
ordre itératif comme suit.

Théorème 4.3 ([18]) Soient H un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z| :
z ∈ H} > 0 et A0(z), . . . , Ak−1(z) des fonctions méromorphes d’ordre p itératif fini telles que
pour toutes constantes réelles α2 > α1 ≥ 0 et µ> 0, nous avons

|A0(z)| ≥ expρ
{
α2|z|µ

}
et

|A j (z)| ≤ expρ
{
α1|z|µ

}
, j = 1. . . ,k −1

lorsque z →∞ pour z ∈ H. Si l’équation (4.1) admet des solutions méromorphes, alors toute
solution méromorphe f 6≡ 0 satisfait ρp+1( f ) ≥µ.
De plus, si

max
{|A j (z)| : j = 0, . . . ,k −1

}≤ expp

{
β|z|µ}

lorsque z → 0, où β > 0 est une constante, alors toute solution méromorphe f 6≡ 0 avec

λp

(
1
f

)
<µp ( f )satisfait i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) =µ.

Théorème 4.4 ([18]) Soient H un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z| :
z ∈ H} > 0 et F 6≡ 0 une fonction méromorphe avec

|F(z)| ≤ expq

{
α|z|µ}

lorsque z →∞ ou ρq (F) ≤ µ (0 ≤ p <∞). Soient A0, . . . , Ak−1 des fonctions méromorphes
d’ordre p -itératif fini satisfaisant les conditions suivantes :

(i) pour toutes constante réelles α2 > α1 ≥ 0 et µ> 0, nous avons

|A0(z)| ≤ expp

{
α2|z|µ

}
et

|A j (z)| ≤ expp

{
α1|z|µ

}
, j = 1, . . . ,k −1

lorsque z →∞ pour z ∈ H,
(ii) max

{|A j (z)| : j = 0, . . . ,k −1
}≤ expp

{
β|z|µ}

lorsque z →∞, oùβ> 0 est une constante.
Si l’équation (4.2) admet des solutions méromorphes, alors toute solution méromorphe

f avec λp

(
1
f

)
<µp ( f ) satisfait i ( f ) = p +1 et ρp+1( f ) =µ, avec au plus une solution excep-

tionnelle f0 avec i ( f0) < p +1 ou ρp+1( f0) <µ.
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2 Principaux résultats

Dans le présent chapitre, nous étudions les zéros et la croissance des solutions méro-
morphes des équations (4.1) et (4.2). Nous étudions les résultats de l’article de Belaïdi [5]
qui a étendu les résultats de Andasmas [1]. Sous certaines conditions sur les coefficients,
il a donné quelques estimations de l’exposant de convergence itératif . En fait, nous allons
détallier les preuves des résultats suivants.

Théorème 4.5 ([5]) Soient H ⊂ [0,+∞) un ensemble avec une densité supérieure positive
et A j ( j = 0,1, . . . ,k − 1) des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini. S’il existe des
constantes positives σ> 0,α> 0 telles que

ρ = max
{
ρp (A j ) , j = 1,2, . . . ,k −1

}<σ
et

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
lorsque |z| = r ∈ H,r → +∞, alors toute solution méromorphe f 6≡ 0 de l’équation (4.1)
satisfait

µp ( f ) = ρp ( f ) = ∞, ρp+1( f ) ≥σ.

De plus, si λp

(
1
f

)
<∞, alors i ( f ) = p +1 et σ≤ ρp+1( f ) ≤ ρp (A0).

Théorème 4.6 ([5]) Soient H ⊂ [0,∞) un ensemble de densité supérieure positive, A j ( j =
0,1, . . . ,k−1) et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini. S’il existe des constantes
positives σ> 0,α> 0 telles que

ρ = max
{
ρp (A j ) : j = 1,2, . . . ,k −1),ρp (F)

}<σ
et

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
quand |z| = r ∈ H,r →+∞, alors toute solution méromorphe f avec λp

(
1
f

)
< σ de l’équa-

tion (4.2) satisfait

λp ( f ) = λp ( f ) = ρp ( f ) = ∞, λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ).

De plus, si λp

(
1
f

)
< min

{
µp ( f ),σ

}
, alors i ( f ) = p +1 et

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ) ≤ ρp (A0).

Remarque 4.1 Il est clair que ρp (A0) = β≥σ dans les Théorèmes 4.5 et 4.6. En effet, suppo-
sons que ρp (A0) = β<σ. Alors, en utilisant le Lemme 4.3, il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞)
de mesure linéaire finie telle que lorsque |z| = r ∉ E3, nous avons pour tout ε

(
0 < ε<σ−β)

|A0(z)| ≤ expp

{
r β+ε

}
.

D’autre part, selon les hypothèses du Théorème 4.5 et 4.6, il existe des constantes positives
σ> 0,α> 0 telles que

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
lorsque |z| = r ∈ H,r →+∞, où H ⊂ [0,+∞) est un ensemble de densité supérieure positive
(et donc de mesure linéaire infinie m(H) = +∞). De (4.1) et (4.2), nous obtenons pour |z| =
r ∈ H\E3,r →+∞

expp

{
αrσ

}≤ |A0(z)| ≤ expp

{
r β+ε

}
et comme ε

(
0 < ε<σ−β) nous obtenons une contradiction lorsque r →+∞. Alors, ρp (A0) =

β≥σ.
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3 Lemmes auxiliaires

Pour prouver ces théorèmes, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.1 ([8]) Soient p, q ≥ 1 des entiers et f une fonction entière d’ordre itératif fini
vérifiant i ( f ) = p +1,ρp+1( f ) = ρ, iµ( f ) = q +1 et µq+1( f ) = µ. Soit ν f (r ) l’indice central de
f . Alors,

limsup
r→+∞

logp+1ν f (r )

logr
= ρ, liminf

r→+∞
logq+1ν f (r )

logr
=µ.

Lemme 4.2 ([12]) Soient p ≥ 1 un entier et f =
g

d
une fonction méromorphe où g et d sont

des fonctions entières satisfaisant µp (g ) =µp ( f ) ≤ ρp (g ) = ρp ( f ) ≤+∞, i (d) < p ou i (d) = p
et ρp (d) = β<µp ( f ). Soit νg (r ) l’indice central de g .

Alors, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique finie tel que l’estimation

f ( j )(z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o(1)) ( j ∈N)

est vérifiée pour tout |z| = r ∉ E2 et
∣∣g (z)

∣∣ = M
(
r, g

)
.

Lemme 4.3 ([26]) Soient p ≥ 1 un entier et f une fonction méromorphe tels que i ( f ) = p
ρp ( f ) = ρ<+∞. Alors, il existe des fonctions entières π1,π2 et D telles que :

f (z) =
π1(z)eD(z)

π2(z)
et ρp ( f ) = max

{
ρp (π1),ρp (π1),ρp

(
eD(z))} .

De plus, pour tout ε> 0 donné, nous avons

exp
{
−expp−1

{
r ρ+ε

}}≤ | f (z)| ≤ expp r ρ+ε (r ∉ E3),

où E3 est un ensemble de mesure linéaire finie.

Pour éviter certains problèmes causés par les ensembles exceptionnels, rappelons les
lemmes suivants.

Lemme 4.4 ([2]) Soient g : [0,+∞) → R et h : [0,+∞) → R des fonctions monotones crois-
santes telles que g (r ) 6 h(r ) en dehors d’un ensemble exceptionnel E4 de mesure linéaire
finie. Alors, pour toute constante λ> 1, il existe r0 > 0 tels que g (r )6 h(λr ) pour tout r > r0.

Lemme 4.5 ([15]) Soient ϕ : [0,+∞) →R et ψ : [0,+∞) →R des fonctions monotones crois-
santes telles que ϕ(r ) 6 ψ(r ) pour tout r ∉ ([0,1]∪E5) où E5 est un ensemble de mesure
logarithmique finie. Soit α > 1 une constante donnée. Alors, il existe r1 = r1(α) > 0 tel que
ϕ(r )6ψ(αr ) pour tout r > r1.

Lemme 4.6 Soient k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−1 (A0 6≡ 0) et F des fonctions méromorphes. Soient

ρ = max
{
ρp (A j )( j = 0,1, . . . ,k −1), ρp (F)

}<∞

et f une solution méromorphe d’ordre p-itératif infini de l’équation (4.2) où A0 6≡ 0, A1, ..., Ak−1,

avec A0 6≡ 0 et F 6≡ 0 des fonctions méromorphes d’ordre p- itératif fini avec λp

(
1
f

)
< µp ( f ).

Alors, ρp+1( f ) ≤ ρ.
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Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre p-itératif infini de l’équa-
tion (4.2).

L’équation (4.2) peut être écrite comme suit

f (k)(z)

f (z)
= −A0(z)−

k−1∑
j =1

A j (z)
f ( j )(z)

f (z)
+ F(z)

f (z)∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣≤ |A0(z)|+
k−1∑
j =1

|A j (z)|
∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ . (4.3)

En utilisant le théorème de la factorisation de Hadamard, nous pouvons écrire f comme
f (z) = g (z)

d(z) , où g et d sont des fonctions entières telles que

µp (g ) =µp ( f ) ≤ ρp (g ) = ρp ( f ) = +∞, i (d) < p ou i (d) = p (4.4)

et

ρp (d) = λp (d) = λp

(
1

f

)
<µp ( f ). (4.5)

Par le Lemme 4.2, il existe un ensemble E2 ⊂ [1,+∞) de mesure logarithmique finie, tel
que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ [0,1]∪E2 tel que |g (z)| = M(r, g ), nous avons :

f ( j )(z)

f (z)
=

(
νg (r )

z

) j

(1+o(1)) ( j ≥ 1). (4.6)

D’après le Lemme 4.3, pour tout ε

(
0 < ε< µp ( f )−ρp (d)

2

)
, il existe un ensemble E3 ⊂

(1,+∞) de mesure linéaire finie (et donc de mesure logarithmique finie) tel que pour tout
z satisfaisant |z| = r ∉ E3, nous avons

|A j (z)| ≤ expp

{
r ρ+ε

}
( j = 0, . . . ,k −1), |F(z)| ≤ expp

{
r ρ+ε

}
. (4.7)

Il en résulte que pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E3 auquel |g (z)| = M(r, g ), nous avons

pour tout ε

(
0 < ε< µp ( f )−ρp (d)

2

)
∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d(z)F(z)

g (z)

∣∣∣∣
6

expp

{
r ρp (d)+ε}expp

{
r ρ+ε

}
expp

{
rµp ( f )−ε}

6 expp

{
r ρ+ε

}
. (4.8)

En substituant (4.6), (4.7) et (4.8) dans (4.3), on obtient pour tout z satisfaisant |z| = r ∉
[0,1]∪E2 ∪E3 auquel |g (z)| = M(r, g ),∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣k

|1+o(1)| ≤ expp

{
r ρ+ε

}+ k−1∑
j =1

expp

{
r ρ+ε

}∣∣∣∣νg (r )

z

∣∣∣∣ j

|1+o(1)|+expp

{
r ρ+ε

}
. (4.9)

Donc, nous avons :

|νg (r )|k |1+o(1)| ≤ (k +1)r k expp

{
r ρ+ε

} |νg (r )|k−1|1+o(1)|. (4.10)

Alors, par le Lemme 4.5 et le Lemme 4.1, nous obtenons de (4.10) que ρp+1(g ) = ρp+1( f ) ≤
ρ+ε. Étant donné que ε est arbitraire, alors nous obtenons ρp+1( f ) ≤ ρ.
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Lemme 4.7 Soient H ⊂ [0,+∞) un ensemble de densité supérieure positive (ou de mesure
linéaire infinie) et A j ( j = 0,1, · · · ,k − 1)(A0 6≡ 0), F des fonctions méromorphes d’ordre p-
itératif fini. S’il existe des constantes positives σ> 0 et α> 0 telles que

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
lorsque |z| = r ∈ H,r →+∞ et ρ = max

{
ρp (A j )( j = 1,2, · · · ,k −1),ρp (F)

}<σ, alors toute
solution méromorphe f 6≡ 0 de l’équation (4.2) est transcendante et satisfait ρp ( f ) ≥σ.

Preuve. Supposons que f 6≡ 0 est une solution méromorphe de l’équation (4.2) avec ρp ( f ) <
σ .

De l’équation (4.2) nous avons

A0(z) =
F(z)

f (z)
− f (k)(z)

f (z)
−

k−1∑
j =1

A j (z)
f ( j )(z)

f (z)
. (4.11)

Comme ρp (A j ) < σ( j = 1,2, · · · ,k −1),ρp (F) < σ et ρp ( f ) < σ, alors, de (4.11), on conclus
que l’ordre p-itératif de A0 est ρ1 = ρp (A0) ≤ max

{
ρ,ρp ( f )

}<σ. Du Lemme 4.3, pour tout ε(
0 < ε<σ−ρ1

)
donné, il existe un ensemble E3 ⊂ [1,+∞) de mesure linéaire finie tel que

|A0(z)| ≤ expp

{
r ρ1+ε} (4.12)

vérifié pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E3.
D’autre part, d’après les hypothèses du Lemme 4.7, il existe un ensemble H ⊂ [0,+∞)

un ensemble de densité supérieure positive (ou de mesure linéaire infinie) et des constantes
positives σ> 0 et α> 0 telles que

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
(4.13)

lorsque |z| = r ∈ H,r →+∞. Du (4.12) et (4.13), et pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ H\E3,r →
+∞, nous avons

expp

{
αrσ

}≤ expp

{
r ρ1+ε} (4.14)

Cette dernière expression mène à une contradiction avec
(
0 < ε<σ−ρ1

)
lorsque r →+∞.

En conséquent, toute solution méromorphe f 6≡ 0 de l’équation (4.2) est transcendante et
satisfait ρp ( f ) ≥σ.

Lemme 4.8 Soit g une fonction entière non constante d’ordre p-itératif finie. Alors, pour
tout ε> 0 donné, il existe un ensemble H1 ⊂ [0,+∞) avec densH1 = 1 tel que

M(r, g ) ≥ expp

{
r ρp (g )−ε}

pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H1.

Preuve. Lorsque p = 1, le lemme est due à Kwon dans [21]. Ainsi, nous assumons que
p ≥ 2. Posons α = ρp (g )−ε et β = ρp (g )− ε

2 . Alors, il existe une suite {rn}n de nombre réels

pour laquelle (rn)
ε
2 ≥ nα et

M(rn , g ) ≥ expp

{
r βn

}
.

Comme
expp

{
r βn

}
= expp

{
(rn)

ε
2 (rn)β−

ε
2

}
,
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alors

M(rn , g ) ≥ expp

{
(rn)

ε
2 (rn)β−

ε
2

}
≥ expp

{
(nrn)α

}
pour tout n ∈N. De la dernière inégalité pour tout r ∈ [rn ,nrn], nous obtenons

M
(
r, g

) ≥ M
(
rn , g

)
≥ M

( r

n
, g

)
≥ expp

{
r α

}
Posons H1 =

∞⋃
n=1

[rn ,nrn] et considérons la suite {Rn}n telle que nrn
2 ≤ Rn ≤ nrn , alors

densH1 = limsup
r→+∞

m (H1 ∩ [0,r ])

r

≥ limsup
n→+∞

m ([rn ,nrn]∩ [0,Rn])

Rn

≥ limsup
n→+∞

Rn − 2Rn
n

Rn

= limsup
n→+∞

(
1− 2

n

)
= 1

Par définition, nous avons 0 ≤ densH1 ≤ 1. Alors, densH1 = 1

Lemme 4.9 [4] Soient A j ( j = 0,1, ...,k−1),F 6≡ 0 des fonctions méromorphes d’orde p-itératif
fini. Si f est une solution méromorphe de l’équation (4.2) satisfait ρp

(
f
)

= +∞ et ρp+1
(

f
)<

ρ<+∞, alors
λp ( f ) = λp ( f ) = ρp

(
f
)

= +∞
et

λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1
(

f
)

.

4 Preuve du Théorème 4.5

Soit f 6≡ 0 une solution méromorphe de (4.1). Il s’ensuit de (4.1) que

A0(z) = − f (k)(z)

f (z)
−

k−1∑
j =1

A j (z)
f ( j )(z)

f (z)
.

|A0(z)| ≤
∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+ k−1∑
j =1

|A j (z)|
∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣ . (4.15)

Par le Lemme 4.7, nous savons que f est transcendante. En utilisant le Lemme 2.2, il existe
un ensemble E1 ⊂ (0,+∞) ayant une mesure linéaire finie telle que pour tout z satisfaisant
|z| = r ∉ E1, nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣ 6 c
[
T(2r, f )r ε logT(2r, f )

] j ( j = 1,2, . . . ,k),

6 cr ε
[
T(2r, f )

]2 j ( j = 1,2, . . . ,k).
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∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣6 cr
[
T(2r, f )

]2k ( j = 1,2, . . . ,k). (4.16)

D’après le Lemme 4.3, pour tout ε (0 < ε < σ−ρ), il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de
mesure linéaire finie telle que l’inégalité

|A j (z)| ≤ expp

{
r ρ+ε

}
, j = 1,2, . . . ,k −1 (4.17)

est vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = r ∉ E3. De plus, d’après les hypothèses du Théo-
rème 4.5, il existe un ensemble H ⊂ [0,+∞) avec m(H) = ∞, tel que pour tout z satisfaisant
|z| = r ∈ H,r →+∞, nous avons

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
. (4.18)

Donc, de (4.15), (4.16), (4.17) et (4.18) que pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H\(E1∪E3),r →
+∞, nous avons

expp

{
αrσ

}≤ |A0(z)| 6 r
[
T(2r, f )

]2k +
k−1∑
j =1

expp

{
r ρ+ε

}
r
[
T(2r, f )

]2k ,

6 r expp

{
r ρ+ε

}[
T(2r, f )

]2k +
k−1∑
j =1

expp

{
r ρ+ε

}
r
[
T(2r, f )

]2k ,

6 kr expp

{
r ρ+ε

}[
T(2r, f )

]2k . (4.19)

Par 0 < ε<σ−ρ, il résulte du Lemme 4.4 et (4.19) que

µp ( f ) = ρp ( f ) = ∞ et ρp+1( f ) ≥σ. (4.20)

De plus, si λp

(
1
f

)
<∞ , alors f est une solution méromorphe de (4.1) avec

ρp ( f ) =µp ( f ) = ∞,

λp

(
1

f

)
<µp ( f )

et par la remarque 4.1, nous avons

max
{
ρp (A j ) : j = 0, . . . ,k −1

}
= ρp (A0) = β<∞.

Ainsi, par le Lemme 4.6, nous obtenons

ρp+1( f ) ≤ ρp (A0). (4.21)

Par (4.20) et (4.21), nous concluons que µp ( f ) = ρp ( f ) = ∞ et σ≤ ρp+1( f ) ≤p (A0).

5 Preuve du Théorème 4.6

Soit f une solution méromorphe de (4.2). Supposons que ρp ( f ) < ∞ . Il s’ensuit de
(4.2) que

A0(z) = − f (k)(z)

f (z)
−

k−1∑
j =1

A j (z)
f ( j )(z)

f (z)
+ F(z)

f (z)
.
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|A0(z)| ≤
∣∣∣∣ f (k)(z)

f (z)

∣∣∣∣+ k−1∑
j =1

|A j (z)|
∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ . (4.22)

Par le Lemme 4.7, nous savons que f est transcendante avec ρp ( f ) ≥ σ. De l’hypothèse

λp

(
1
f

)
<σ et du théorème de factorisation de Hadamard, nous pouvons réécrire f comme

f (z) = g (z)
d(z) où g et d sont des fonctions entières avec

λp (d) = ρp (d) = λp

(
1

f

)
<σ, ρp ( f ) = ρp (g ) ≥σ.

D’après le Lemme 4.8, pour tout ε (0 < ε< ρp (g )), il existe un ensemble H1 ⊂ [0,+∞) avec

dens(H1) = 1 tels que
M(r, g ) ≥ expp

{
r ρp (g )−ε} (4.23)

soit vérifiée pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H1. Nous avons

ρ = max
{
ρp (A j ) ( j = 1,2, . . . ,k −1), ρp (F)

}<σ.

Alors, en utilisant le Lemme 4.3 et (4.23) pour tout ε vérifiant

0 < ε< min

{
σ−ρ,

ρp (g )−ρp (d)

2

}
,

il existe un ensemble E3 ⊂ (1,+∞) de mesure linéaire finie tels que pour tout z satisfaisant
|z| = r ∈ H1\E3 avec

∣∣g (z)
∣∣ = M

(
r, f

)
, nous avons∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d(z)F(z)

g (z)

∣∣∣∣
6

expp

{
r ρp (d)+ε}expp

{
r ρ+ε

}
expp

{
r ρp (g )−ε}

6 expp

{
r ρ+ε

}
. (4.24)

En utilisant des arguments similaires à ceux de la preuve du Théorème 3.5, pour tout

ε
(
0 < ε< min

{
σ−ρ,

ρp (g )−ρp (d)
2

})
, il existe un ensemble E2 = H∩H1 ⊂ [0,+∞[ de densité

superieur positive tels que pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ H2\(E1 ∪E3),r → +∞ avec
|g (z)| = M(r, f ), nous avons∣∣∣∣ f ( j )(z)

f (z)

∣∣∣∣≤ r
[
T(2r, f )

]2k ( j = 1,2, . . . ,k), (4.25)

∣∣∣∣ F(z)

f (z)

∣∣∣∣≤ expp

{
r ρ+ε

}
, (4.26)

|A j (z)| ≤ expp

{
r ρ+ε

}
, ( j = 1,2, . . . ,k −1), (4.27)

|A0(z)| ≥ expp

{
αrσ

}
. (4.28)

En substituant (4.25), (4.26), (4.27) et (4.28) dans (4.22), nous obtenons pour tout z
satisfaisant |z| = r ∈ H2\(E1 ∪E3),r →+∞, avec

∣∣g (z)
∣∣ = M

(
r, f

)
,pour tout ε
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6. CONCLUSION

(
0 < ε< min

{
σ−ρ,

ρp (g )−ρp (d)
2

})
, nous obtenons

expp

{
αrσ

}≤ |A0(z)| ≤ r
[
T(2r, f )

]2k +
k−1∑
j =1

expp

{
r ρ+ε

}
r
[
T(2r, f )

]2k +expp

{
r ρ+ε

}
≤ r expp

{
r ρ+ε

}[
T(2r, f )

]2k +
k−1∑
j =1

expp

{
r ρ+ε

}
r
[
T(2r, f )

]2k +expp

{
r ρ+ε

}
≤ (k +1)r

[
T(2r, f )

]2k expp

{
r ρ+ε

}
.

(4.29)
Par inégalité (4.29)

logp

(
expp

{
αrσ

})
6 logp

(
(k+)r

[
T(2r, f )

]2k expp

{
r ρ+ε

})
Par suite ρp ( f ) = ∞. Ce dernier résultat représente une contradiction ce qui signifie que
l’hypothèse de ρp ( f ) <∞ n’est pas vraie. Par conséquent, nous concluons que ρp ( f ) = ∞.
Comme F 6≡ 0, alors par le Lemme 4.9, nous obtenons

λp ( f ) = λp ( f ) = ρp ( f ) = +∞ et λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ). (4.30)

De plus, si λp

(
1
f

)
< min

{
µp ( f ),σ

}
, alors f est une solution méromorphe de (4.2) avec

ρp ( f ) = ∞,λp

(
1
f

)
<µp ( f ) et d’après la remarque 4.1, nous avons

max
{
ρp (A j ), ( j = 0,1, . . . ,k −1),ρp (F)

}
= ρp (A0) = β<∞.

Donc, par le Lemme 4.6, nous obtenons

ρp+1( f ) ≤ ρp (A0). (4.31)

Des inégalités (4.30) et (4.31), nous concluons que

λp ( f ) = λp ( f ) = ρp ( f ) = +∞

et
λp+1( f ) = λp+1( f ) = ρp+1( f ) ≤ ρp (A0).

6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a détaillé les résultats de l’article de Belaïdi [5] qui a étendu les
résultats de Andasmas [1] en considérant, pour tout k ≥ 2, les équations différentielles
linéaires homogènes et non homogènes

f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f
′
(z)+A0(z) f (z) = 0, (4.32)

et
f (k)(z)+Ak−1(z) f (k−1)(z)+ ...+A1(z) f

′
(z)+A0(z) f (z) = F(z), (4.33)

où A0 6≡ 0, A1, · · · , Ak−1 et F 6≡ 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif.
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Conclusion

On a étudié certains problèmes liés à l’ordre de croissance des solutions des équations
différentielles complexes dans le plan complexe. Des résultats importants on été obtenus
sur les équations homogènes et non homogènes. L’outil principal utilisé dans cette étude
étant la théorie de Nevanlinna.

On a commencé ce travail, par montrer quelques nouvelles propriétés sur l’ordre et
l’hyper ordre des solutions des équations différentielles complexes à coefficients fonc-
tions entières.

Dans la deuxième chapitre, on a étudié l’ordre itératif des solutions méromorphes
des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur à coefficients fonctions méro-
morphes d’ordre p-itératif fini.

Dans la troisième chapitre, nous avons pensé à étudier les zéros et la croissance des
solutions méromorphes des équations différentielles linéaires homogènes et non homo-
gènes d’ordre supérieur à coefficients fonctions méromorphes d’ordre p-itératif fini et
nous avons donné aussi des estimations sur l’exposant de convergence itératif de ces so-
lutions.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l’ordre itératif des solutions méromorphes des équa-
tions différentielles linéaires

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j ) +A0 f = 0,

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j ) +A0 f = F,

où k > 2, A j , ( j = 0. . . ,k − 1) et F sont des fonctions méromorphes d’ordre p-itératif
fini.

Sous certaines conditions sur les coefficients, nous donnons quelques estimations de
l’exposant de convergence itératif

Mots-Clés. Fonction méromorphe, ordre de croissance, l’exposant de convergence ité-
ratif.

Abstract

In this manuscript, we study the iterative order of the meromorphic solutions of linear
differential equations

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j ) +A0 f = 0

f (k) +
k−1∑
j =1

A j f ( j ) +A0 f = F

where k > 2, A j , ( j = 0. . . ,k −1) and F are meromorphic functions of finite p-iterated
order.

Under certain conditions on the coefficients, we give some estimates of the iterated
convergence exponent.

Key Words. Meromorphic function, order of growth, the-iterated convergence exponent.




	Introduction
	Outils principaux 
	Fonction caractéristique de Nevanlinna
	Premier théorème fondamental de Nevanlinna 
	La croissance d’une fonction entière ou méromorphe
	 La mesure et la densité des ensembles
	Éléments de la théorie de Wimam-Valiron
	Théorème de factorisation de Hadamard

	L'hyper ordre des solutions entières des équations différentielles linéaires à coefficients fonctions entières
	Introductions et résultats
	Lemmes auxiliaires
	Preuve du Théorème 2.3
	 Preuve du Théorème 2.4
	Conclusion

	Ordre itératif des solutions méromorphes de certaines équations différentielles linéaires d'ordre supérieur à coefficients fonctions méromorphes d'ordre itératif fini
	Introduction et Résultats
	Lemmes auxiliaires
	Preuve du Théoremè 3.5
	Preuve du Théorème 3.6
	Conclusion

	L'ordre itératif des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires homogènes et non homogènes 
	Introduction
	Principaux résultats
	Lemmes auxiliaires
	Preuve du Théorème 4.5
	Preuve du Théorème 4.6
	Conclusion

	Conclusion
	Bibliographie

