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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions le problème du second ordre de type elliptique suivant

�
u00 (x) + A!u (x) = g(x)
u0 (0)�Hu (0) = �;

(0.0.1)

Sur le domaine non borné R�; posé dans un espace de Banach complexe E de type UMD
tels que :

A; H sont deux opérateurs fermés dans E,
� est un élément auxiliaire donné dans E;
g est une fonction dans Lp (R�; E).

On étudie l�existence et l�unicité de la solution classique du problème dans le cadre Lp; avec
la condition au limite

u (�1) = 0:
En utilisant le célèbre théorème de Dore-Venni, on fait preuve que

u 2 W 2;p(�1; 0; E) \ Lp(�1; 0; D (A)):
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Introduction

Plusieurs auteurs ont étudié des équations di¤érentielles abstraites sur des domaines in�nis ;
Limam dans [18] à étudié le problème suivant (pour � 2]0; 1] �xé)8<:

�
u�
�00
(x) + Au� (x) = g�(x) p: p: x 2 (�1; 0) [ (0; �)�

u�
�0
(�) = f �+

u�(0�) = u�(0+); ��(u
�
)0(0�) = �+(u

�
)0(0+);

(0.0.2)

tel que A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) � E véri�ant l�hypothèse d�el-
lipticité, en basant sur la théorie des semi-groupes et le célèbre Théorème de Dore et Venni.
Eltaief A. et Maingot S. [13] ont étudié l�équation di¤érentielle abstraite complète de type
elliptique

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = g (x) ; x 2 (0; R) (0.0.3)

Posée dans un espace de Banach complexe E de type UMD ou quelconque, véri�ant les
conditions aux limites

u (0) = u0
u (R) = uR

; (0.0.4)

où A, B sont deux opérateurs linéaire fermés dans E et le second membre g 2 LP (0; R;E)
avec 1 < P < +1 et u0;uR 2 E et uR = 0 dans la cas R = +1: Ils ont cherché la solution
stricte u de (0:0:3) telles que (0:0:4) :

Ce mémoire est consacré à l�étude d�une classe d�équations di¤érentielles opérationnelles
abstraites du second ordre de la forme

u00 (x) + Au(x)� !u(x) = g(x); ! � 0; (0.0.5)

posée dans un espace UMD de Banach complexe E, sur le domaine non borné R�. Sur le
bord x = 0 on impose une condition non homogène à coe¢ cients opérateurs de type Robin

u0 (0)�Hu (0) = �: (0.0.6)

L�objectif de ce mémoire est l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité de la solution
classique de l�équation (0.0.5) dans le cas commutatif et dans le cadre LP (R�) avec les
conditions aux limites : (0.0.6) et

u (�1) = 0;
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la condition au limite �1 est nécessairement nulle (selon Brezis [5], corollaire VIII. 8 page
130.)
On utilisera la méthode de Krein [17] pour expliciter la solution. En appliquant la théorie
des semi-groupes analytiques et le célèbre Théorème de Dore et Venni [9] pour prouver la
régularité de la solution ; un travail similaire à celui de Etaif A. dans l�article [13] avec une
condition de type Robin au point x = 0.
Ce mémoire est composée de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d�ana-
lyse fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail. En particulier, le calcul fonctionnel de
Dunford, la théorie des semi-groupes [21], la théorie des sommes d�opérateurs linéaires [9],
[8], les espaces d�interpolation [16], [24], les puissances fractionnaires d�opérateurs [22].

Le deuxième chapitre est consacré à la recherche de la solution stricte u du problème
suivant �

(u)00 (x) + Au (x)� !u(x) = g(x); ! � 0; p: p: x 2 (�1; 0);
(u)0 (0)�Hu(0) = �

(0.0.7)

tel que A; H sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines respectivement D (A) �
E; D (H) � E; véri�ant l�hypothèse d�ellipticité.

Dans le troisième chapitre, on traite les cas spéciales H = 0; H = �aI (a > 0) et
H = �

p
�A! avec quelques exemples.
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Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d�analyse
fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les intégrales de Dunford, les espaces
fonctionnels, les espaces d�interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fraction-
naires (pour plus de détails voir [5], [3], [4], [16], [20], [21]). On donnera aussi quelques
résultats sur la théorie des sommes d�opérateurs linéaires dans le cadre commutatif et non
commutatif (voir [9], [15].

Soit E un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de E
à valeurs dans E; � (A) est l�ensemble résolvant de A:

1.1 Les opérateurs fermés

Dé�nition 1.1.1 On dit que l�opérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite
(xn) � D (A) telle que xn converge vers x et Axn converge vers y; alors x 2 D (A) et Ax = y:

Dé�nition 1.1.2 L�opérateur A est dit fermable si et seulement si A admet une extension
fermée i.e.

8 (xn) � D (A) :

�
xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0:

La plus petite extension fermée de A est notée A et s�appelle la fermeture de A.

Dé�nition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. l�ensemble résolvant � (A) de A
est dé�nie par

� (A) := f� 2 C : (�I � A) est inversible dans L (X)g :

Si � 2 � (A) on dé�nit la résolvant R� (A) de A au point � par

R� (A) := (�I � A)�1 :

Le spectre de A, noté � (A), est dé�nie par

� (A) := Cn� (A) :

1



Proposition 1.1.1 Soit A : D (A) � X ! Y un opérateur linéaire.
1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B 2 L (X; Y ) ;
l�opérateur A+B : D (A) � X ! Y est fermé .
2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.
3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D (A) est fermé dans X; alors A est
continue de D (A) dans X (Application directe du théorème du graphe fermé).
4. Si A est un opérateur continue de D (A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son
domaine est fermé.
5. Si � (A) 6= ? alors A est fermé.

Dé�nition 1.1.4 Soit A : D (A) � X ! Y un opérateur linéaire. On peut munir D (A)
d�une norme notée k:kD(A)et appelée norme du graphe ,elle est dé�nie pour tout x 2 D (A)
par :

kxkD(A) := kxkX + kAxkY :

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors
�
D; k:kD(A)

�
est un espace de

Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A 2 L (X) et B : D (B) � X ! Y un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) � D (B). Alors BA 2 L (X) :
Preuve : Il est clair que BA est dé�ni sur X. Soit (xn)n�0 une suite d�éléments de X telle
que �

xn ! x dans X,
(BA)xn ! y dans X:

Alors comme Im (A) � D (B), (Axn)n�0est une suite d�éléments de D (B) et comme
A 2 L (X) on a �

Axn ! Ax dans X,
B(Axn)! y dans X:

B étant fermé et Ax 2 D (B) ; d�après la dé�nition (1:1:1) ; on a B(Ax) = y.
Ainsi x 2 D (BA) et (BA)x = y: BA est donc un opérateur fermé et dé�nie sur X: D�après
le théorème du graphe fermé, on obtient BA borné sur X i.e. BA 2 L (X) :

Dé�nition 1.1.5 On dit que A est sectoriel si
i) D(A) et Im (A) sont denses dans E;
ii) ker (A) = f0g et � (A) � ]�1; 0[ et 9M > 1 telle quet (A� tI)�1


L(E)

6M:
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1.2 L�intégrale de Dunford

Notons par H(A) l�espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivante

f (A) =
1

2i�

Z


f (z) (zI � A)�1 dz

Où  est une courbe simple inclue dans �(A) et f 2 H(A): L�opérateur f (A) 2 L(E) et ne
dépend pas du choix de :

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C0 semi-groupe)

Dé�nition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach E
toute famille (G (t))t>0 dans L (E) véri�ant les axiomes suivants
(i) Pour tout x 2 E; l�application

R+ ! E
t 7! G (t)x

est continue.
(ii) G (0) = I
(iii) 8s > 0;8t > 0 : G (t+ s) = G (t)G (s) :
On dit aussi que (G (t))t>0 est un C0 semi-groupe.

Remarques
i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (iii) sont véri�ées pour s; t de
signes quelconques.
ii) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

kG (t)kL(E) 6 1:

Exemples
1) Soit A un opérateur borné dans E; alors la famille d�opérateurs

G (t) = etA; t 2 R

est un groupe sur E.
2) Soit E = Lp (R) avec 1 6 p <1 et

(G (t) f) (x) = f (x� t) ;

dans ce cas (G (t))t>0 est un groupe appelé groupe des translations.

3



Théorème 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M > 1 et ! > 0 telles que

8t > 0 kG (t)kL(E) 6Me!t:

Dé�nition 1.3.2 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu
(G (t))t>0, l�opérateur A dé�ni par8><>:

D (A) =

�
x 2 E : lim

t!0+
G (t)x� x

t
existe

�
Ax := lim

t!0+
G (t)x� x

t
:

Remarques
1) Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (G (t))t>0, alors A est fermé à
domaine dense.
2) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniquement déterminé par son générateur in�nitésimal A:
3) Le semi-groupe (G (t))t>0 est uniformément continu si et seulement s�il est de la forme�
etA
�
t>0 où A est un opérateur borné dans E.

4) Si A est le générateur in�nitésimal du semi-groupe (G (t))t>0 tel que pour � > !,

kG (t)kL(E) 6Me!t;

Alors l�opérateur

(�I � A)�1 x =

1Z
0

e��tG (t)xdt;

est borné et pour tout � 2 � (A)(�I � A)�1 x
 6M (�� !)�1 :

5) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu (G (t))t>0, alors
i) Si x 2 D(A) et t > 0 alors

G(t)x 2 D(A):
ii) La fonction t 7! G(t)x est continûment dérivable sur R+ si et seulement si x 2 D(A):

De plus

8t > 0; d
dt
G(t)x = AG(t)x = G(t)Ax:

iii) Pour tout x 2 E et tout t > 0
tZ
0

G(s)xds 2 D(A) et A
tZ
0

G(s)xds = G(t)x� x;

et si de plus x 2 D(A)

A

tZ
0

G(s)xds =

tZ
0

G(s)Axds = G(t)x� x:

4



1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type � 2 ]0; �=2[ toute application
G dé�nie sur l�ensemble

�� = fz 2 C : jarg zj < �g
à valeurs dans L (E) telle que

(1) z 7! G (z) est analytique sur ��:

(2) 8x 2 E; G (0) = I et
lim

z2�� z!0
G (z)x = x

(3) 8z1; z2 2 ��; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) :
De plus

G (t)x =
1

2i�

Z


etz (zI � A)�1 xdz = etAx:

Théorème 1.3.2 (de Kato) Soit A : D (A) � E ! E un opérateur linéaire véri�ant

(1) A fermé de domaine D(A) dense dans E:

(2) � (A) � f� 2 C� : Re� > 0g et 9M > 0 telle que

8� > 0 :
(�I � A)�1

 6 M

1 + �
:

Alors A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique G véri�ant

(1) 9C > 0; 8t > 0 : kG (t)kL(E) 6 C:

(2) 8t > 0; G (t) 2 L (E;D (A)) et kAG (t)k 6 M

t
:

1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 
 un ouvert de Rn (non nécessairement borné) et on pose

� = (�1; �2; ....,�n) un multi-indice, avec j�j =
nP
i=1

�i et on utilise la notation

@� =

�
@

@x1

��1
::::

�
@

@xn

��n
:

Dé�nition 1.4.1 Soit 1 � p � +1 On dé�nit les espaces LP (0; R;X) par :
LP (0; R;X) = fg : (0; R) �! X; B-mesurable telle que la fonction
x 7! kg (x)kpX est Lebesgue intégrableg
Si p est �ni.On munit cet espace de la norme :

kgkLp(0;R;X) =
�R

E
kg (x)kpX dx

� 1
p

Pour p =1 on pose :
L1(0; R;X) = fg : [0; R] �! X; B-mesurable telle que la fonction

5



x 7! kg (x)kX est Lebesgue mesurable et supx2(0;R) ess kg (x)kX < +1g
Muni de la norme :
kgkL1(0;R;X) = supx2(0;R) ess kg (x)kx:

Théorème 1.4.1 L�espace LP (0; R;X) ; p 2 [1;+1] muni de la norme précédente est un
espace de Banach.

1.4.1 Intégrales dé�nies dépendant d�un paramètre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient J un intervalle non trivial de R; X un espace de Banach f :
J � [a; b] ! X une application continue, admettant une dérivée partielle par rapport à la
première variable @f

@x
continue sur J � [a; b]

et �; � deux fonctions de classe C1 sur J et à valeurs dans [a; b].
Alors, l�application

h : J �! X

x 7�!
R �
�
f(x; t)dt

est de classe C1 sur J et pour tout x 2 J

h0(x) = �0(x)f(x; �(x))� �0(x)f(x; �(x)) +

Z �

�

@f

@x
(x; t)dt

1.4.2 Les espaces d�interpolation

On désigne par X0 et X1 deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c�est à dire X0 ,! E; X1 ,! E). Considérons les espaces de
Banach

X0 \X1 et X0 +X1

Munis des normes
kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 ;

Et
kxkX0+X1 = inf

x=x0+x1; xi2Xi

�
kx0kX0 + kx1kX1

�
:

Le couple fX0; X1g est dit couple d�interpolation.

Dé�nition 1.4.2 Soit fX0; X1g un couple d�interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre X0 et X1 tout espace de Banach X tel que

X0 \X1 � X � X0 +X1:

Les espaces Xi; i = 0; 1 sont des espaces intermédiaires.

6



Dé�nition 1.4.3 Soient � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1]. On appelle espace d�interpolation entre
X0; X1 l�espace (X0; X1)�;p tel que x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si(

i) 8t > 0;9ui (t) 2 Xi (i = 0; 1) : x = u0 (t) + u1 (t)

ii) t��u0 2 Lp� (R+; X0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; X1)

Où

Lp�(E) =

8<:f : ]0;1[! E :

+1Z
0

kf(t)kpE
dt

t
<1

9=; :

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout !; �;
t 2 ]0; 1[ et p; q; r 2 [1;+1] :
1) Si 0 < � 6 ! < 1 alors

(X0; X1)�;p � (X0; X1)!;q :

2) Si p 6 q alors
(X0; X1)�;p � (X0; X1)�;q :

3) Si X0 = X1 alors
(X0; X1)�;p = X0 = X1:

4) Si 0 < ! < � < 1, alors on a

((X0; X1)�;p; (X0; X1)!;q)t;r = (X0; X1)�;r;

Avec
� = (1� t) � + t! et

1

r
=
1� t

p
+
t

q
:

Cas Particulier (D(A); E)�;p

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
E. Posons

X0 = D(A) et X1 = E;

Alors
X0 \X1 = D(A) et X0 +X1 = E;

donc, pour tout � 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1] on a

D(A) � (D(A); E)�;p � E:

Si � (A) � R+ et s�il existe une constante CA > 0 telle que

8� > 0 :
(A� �I)�1


L(E)

6 CA
�
;

Alors

(D (A) ; E)�;p = DA (1� �; p)

=
�
x 2 E :

t1��A (A� t)�1 x

E
2 Lp�

	
.

7



Dé�nition 1.4.4 Pour tout � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] et k 2 N; on a

DA (� + k; p) =
�
x 2 D(Ak) : Akx 2 DA (�; p)

	
;

Avec la norme
kxkDA(�+k;p) = kxkE +

Akx
DA(�;p)

:

Théorème 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe forte-
ment continu (G (t))t>0, alors pour tout p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[

(D(A); E)�;p =
�
x 2 E :

t��1 (G (t)� I)x

E
2 Lp�

	
Muni de la norme

kxk(D(A);E)�;p = kxkE +

0@ +1Z
0

t��1(G (t)� I)x
p
E

dt

t

1A1=p

:

Avec les modi�cations usuelles si p =1.

1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

Pour m 2 N et 1 6 p 61 :

On note Wm;p (
; E) l�espace de Sobolev des fonctions f : 
! E telles que @�f 2 Lp (
; E)
pour tout j�j 6 m: C�est un espace de Banach avec la norme

kfkWm;p(
;E) =

8>>><>>>:
 P
j�j6m

k@�fkpLp(
;E)

!1=p
si 1 6 p <1

max
j�j6m

k@�fkL1(
;E) si p =1:

Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p <1 :

On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev

W s;p (
; E) =

8<:f 2 Lp (
; E) :
Z



Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsp+n

dxdy <1

9=; :

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complètement par interpolation, on est amené à
dé�nir les espaces de Besov Bm

p;q (
; E) : Pour s 2 ]0; 1[ et 1 6 p; q 61, on dé�nit

Bs
p;q (
; E) =

8><>:f 2 Lp (
; E) :
Z



0@Z



kf(x)� f(y)kpE
jx� yjsq+n

dx

1Aq=p

dy <1

9>=>; :

Avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1:
Dans le cas où p = q on a

Bs
p;p (
; E) =W s;p (
; E) :
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1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom
UMD (Unconditional Martingale di¤erence property, pour plus détails voir [3]

Dé�nition 1.4.5 On dit que E est UMD si la transformation de HilbertH dé�nie sur Lp (R; E) ;
1 < p <1 par

(Hf) (t) =
1

i�
lim
�!0+

Z
�6jsj< 1

�

f (t� s)

s
ds; 8t 2 R; 8f 2 C1 (R; E)

Est bornée.

Dé�nition 1.4.6 E est �-convexe s�il existe une fonction � : E � E ! R convexe telle que

i) � (0; 0) > 0

ii) � (x; y) 6 kx+ ykE avec

kxkE = kykE = 1; 8x; y 2 E:

Théorème 1.4.3 Soit E un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

ii) Il existe une fonction � symétrique et biconvexe véri�e � (0; 0) > 0 et

� (x; y) 6 kx+ ykE ,

tel que kxkE 6 1 6 kykE ;8x; y 2 E:

Les exemples les plus utilisés de tels espaces sont
I Les espaces de Hilbert (On choisit � (x; y) = 1+hx; yi où le crochet h:; :i indique le produit
scalaire).

I Les sous espaces fermés d�un espace UMD.
I Les espaces construits sur Lp (
; E) ; 1 < p <1 tel que E est UMD.

Les espaces Cn(
;E) tel que n 2 N� ne sont pas UMD.

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(�;E)

Dans cette sous section, on donne la dé�nition des puissances complexes d�un opérateur
sectoriel. Si A : E ! E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de l�opérateur
A est dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z


tz (tI �A)�1 xdt;

Où z est un nombre complexe arbitraire.
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Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on dé�nit la puissance fractionnaire de
partie réelle positive (pour 0 < Re z < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

Azx =
sin z�

�

+1Z
0

tz�1 (tI �A)�1Axdt;

Pour tout x 2 D(A) (voir Haase [16], Proposition 3.1.12, page 67).
Si �1 < Re z < 0, on écrit, pour x 2 D(A);

Azx = Az+1A�1x =
sin (z + 1) �

�

+1Z
0

tz (tI �A)�1 xdt:

Le théorème suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de Az (voir Dore et Venni
[9])

Théorème 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes
1) Soit z 2 C : Re z < 0 et m; n 2 N : m > n+Re z > 0 alors

8x 2 E Azx =
� (m)

� (n+ z) � (m� n� z)

+1Z
0

tz+n�1 (A (tI �A))�1A�nxdt

est absolument convergente.

2) z ! Az est holomorphe de fz 2 C : Re z < 0g dans L (E) :

3) Si m 2 N : m > 2 et z 2 C : Re z < m alors D (Am) est dense dans D (Az) :

4) Soit w; z 2 C : Rew < 0 < Re z alors

AwAz � Aw+z � AzAw:

De plus, si Re (w + z) 6= 0 alors
Aw+z = AzAw:

5) Soit � 2 R+ et x 2 D (A�) alors z ! Azx est holomorphe pour Re z < �:

6) Supposons que Ais 2 L (E) pour s 2 R donc

(a) Si Rew < 0 et w + z = is alors Aw+z = AwAz = AzAw:

(b) Si Rew < 0 alors AisAw = Aw+is = AwAis:

(c) Si Rew > 0 alors AisAw � Aw+is � AwAis et la seconde inclusion

est en fait une égalité si Rew > 0:

10



7) Si 0 < Re z < 1 alors

A�z 6M

�
cosh (� Im z) +

sinh (� Im z)

sin (� Im z)

�
:

8) Soit Ais 2 L (E) avec s 2 R; pour ' 2 ]0; �=2[ �xé, on pose

�' =
�
�ei� : � > 0 et � � ' < � < � + '

	
;

alors Az+is ! Ais (dans la topologie forte de L (E)).

9) Soit � � fz 2 C : Re z < 0g et �1 = � \ (iR) 6= ;: On suppose que

sup
z2�

kAzk < +1;

alors 8w 2 �1; A
w 2 L (E) et Az ! Aw où z ! w; z 2 � (dans la topologie forte de

L (E)).

10) Si T 2 L (E) alors
(A� �I)�1 T = T (A� �I)�1 ;

pour � 2 � (A) ; et

(a) TAz = AzT pour Re z < 0:

(b) TAz � AzT pour Re z > 0.

11) Si (A� �I)�1 et (B� �I)�1 commutent alors

(a)AzBw = BwAz pour max fRew;Re zg < 0:

(b) si Ais et Bit 2 L (X) ; 8s; t 2 R alors AzBw = BwAz

pour max fRew;Re zg 6 0:

Dé�nition 1.5.1 On note Bip(�;E) (Bounded imaginary powers) l�ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées.

1.6 Sommes d�opérateurs linéaires dans les espaces de
Banach

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes d�opé-
rateurs linéaires. Soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires
fermés de domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants
� (A) et � (B) non vides. La résolution du problème

Au+Bu� �u = f; � > 0 (1.6.1)
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repose sur la construction de l�inverse de A +B sous des hypothèses correspondantes à des
méthodes di¤érentes, selon les deux cas suivants :

1- les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,�
(A� z)�1 ; (B� �)�1

�
:= (A� z)�1 (B� �)�1 � (B� �)�1 (A� z)�1 = 0

2- le cas non commutatif : i.e. �
(A� z)�1 ; (B� �)�1

�
6= 0:

1.7 Sommes commutatives

Dans ce cas, il y a deux approches di¤érentes.

1.7.1 Sommes de Da Prato et Grisvard

Da Prato et Grisvard ont étudié l�équation (1.6.1) sous les hypothèses suivantes

(DG:1)

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

9 CA; CB > 0; �A; �B 2 [0; �[ tels que
i) � (A) � �A = fz 2 C� : jarg zj < � � �Ag ;

8z 2 �A;
(A� zI)�1


L(X)

6 CA (�)

jzj :

ii) � (B) � �B = fz 2 C� : jarg zj < � � �Bg ;

8z 2 �B;
(B� zI)�1


L(X)

6 CB (�)

jzj .

iii) �A + �B < �.

iv) D (A) +D (B) = X;

(DG:2)

(
8� 2 � (A) ;8� 2 � (B) :�
(A� �)�1 ; (B� �)�1

�
= 0:

Ces auteurs ont montré, pour f 2 DA (�; q)+DB (�; q) ; � 2 ]0; 1[ et q 2 [1;+1] que l�équation
(1.6.1) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par l�intégrale de Dunford

u =
�1
2i�

Z
�

(A� (z + �) I)�1 (B+ zI)�1 fdz

Où � est une courbe simple orientée de 1 e�i�0 à 1 ei�0 avec �0 2 ]�B; � � �A[, demeurant
dans �A�� \ ��B.De plus, la solution a la régularité suivante

Au;Bu 2 DA (�; q) (resp. DB (�; q)) :
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Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances
imaginaires bornées pour étudier l�équation (1.6.1). Ils ont supposé que

(DV:0) X est un espace de Banach de type UMD;

(DV:1)

8>><>>:
i)� (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 :

(A+ tI)�1
 6 MA

1 + t
;8t > 0

ii)� (B) � ]�1; 0] et 9MB > 0 :
(B+ tI)�1

 6 MB

1 + t
;8t > 0

(DV:2)

(
8� 2 � (A) ; � 2 � (B) ;

(�I �A)�1 (�I �B)�1 = (�I �B)�1 (�I �A)�1 :

(DV:3)

8>>>>>><>>>>>>:

i)8s 2 R : Ais 2 L (x) et
9KA > 1; �A > 0; 8s 2 R : kAisk 6 KAe

�Ajsj;

ii)8s 2 R : Bis 2 L (x) et
9KB > 1; �B > 0; 8s 2 R : kBisk < KBe

�Bjsj;

iii) �A + �B < �:

Alors, la somme A+B est fermée, inversible et son inverse est dé�ni par

(A+B)�1 =
1

2i

Z


A�zBz�1

sin �z
dz;

où  est une courbe verticale contenue dans la bande

fz 2 C : 0 < Re z < 1g ;

et orientée de 1e�i�=2 vers 1ei�=2:

Ce résultat a été généralisé par Prüss et Sohr [22], dans le cas où l�un des deux opérateurs
(seulement) est inversible.
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Chapitre 2

Position et Résolution du Problème

2.1 Position du problème, hypothèses et conséquences

Dans ce travail, nous considérons le problème de transmission abstrait suivant :

(P )

�
u00 (x) + Au(x)� !u(x) = g(x); ! � 0; p:p: x 2 ]�1; 0[
u0 (0)�Hu (0) = �

où A et H sont deux opérateurs fermés dans un espace complexe de Banach E
avec les domaines de dé�nitions respectivement D(A) � E et D(H) � E.
Le second membre g 2 Lp (]�1; 0[ ; E) avec 1 < p < +1; � est un élément donné dans E:
On note

A! := A� !I ;

Le problème (P ) devient

(P )

�
u00 (x) + A!u(x) = g(x); ! � 0; p:p: x 2 ]�1; 0[
u0 (0)�Hu (0) = �

(2.1.1)

Nous étudions l�existence et l�unicité de la solution classique (P ), tels que :�
u 2 W 2;p (�1; 0;E) \ Lp (�1; 0;D(A))
u (0) 2 D (H) :

Les hypothèses essentielles proposées pour résoudre le problème sont :

Hypothèse 1 E est un espace UMD, voir (1:4:5) :

Hypothèse 2 L�intervalle [0;1[ est contenu dans les ensembles résolvant des deux opéra-
teurs A, H, de plus il existe C � 1, tels que pour tous � > 0; leurs résolvantes véri�ent :

max
�(A� �I)�1

 ;(H � �I)�1
� 6 C

1 + �
(2.1.2)

et il existe K � 1; tels que pour tous s 2 R; leurs puissances imaginaires véri�ent :(�A)is 6 Ke�Ajsj;
(�H)is 6 Ke�H jsj: (2.1.3)

où

0 <
�A
2
+ �H < �:
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Corollaire 2.1.1 Pour ! > 0; nous notions Q! := � (�A!)1=2 : l�hypothèse (2:1:2) implique
que Q! génère un semigroupe analytique

�
exQ!

�
x>0 ( voir Balakhrishnan [1, p. 419] ).

Hypothèse 3 D (Q!) � D (H) :

Hypothèse 4 Les operateurs A et H commutent au sens des résolvantes.

On note maintenant quelques conséquences sur l�operateur Q! :

Conséquence 1 Selon le théorème 3 dans ([22, p. 437]) ; les hypothèses (2:1:2) ; (2:1:3)
implique (�A!) 2 BIP (E; �A) (pour tout ! � 0). M. Haase ([16, page71, Proposition 3.2.1,
e) ]) assure que

(�A!)
1
2 2 sec t

�
1

2
�A

�
et pour tout s 2 R; �

(�A!)
1
2

�is
= (�A!)i

1
2
s ;

cela montre que Q! est un operateur inversible et �Q! appartient à BIP
�
E; �A

2

�
:

Conséquence 2 Il existe deux constantes positives a; M (voir Pazy [21, Theorem 6.13, p.
74]) tel que pour tous x > 0 on a exQ!

E
�Me�ax; (2.1.4)

et Q!e
xQ!

E
�Mx�1e�ax: (2.1.5)

Conséquence 3 L�hypothèse (1 entraine la ré�exivité de E: puisque �A! et �H sont des
opérateurs sectoriels, donc leurs domaines D(A!) et D (H) sont dense dans E ([16, Propo-
sition 2.1.1, h). pages 21]).

Conséquence 4 De l�hypothèse (4),on déduit que
1) Les opérateurs A!, H commutent aux sens des résolvantes.
2) Les opérateurs Q!, H commutent aux sens des résolvantes.

Preuve : Soit � > 0; on a

(�I �Q!)
�1 =

�
�I +

p
�A+ !I

��1
=

1

2i�

Z


(zI � A)�1

�+
p
! � z

dz

Où  est une courbe de Jordan entourant le spectre de A dans le sens direct. Soient � 2 � (H)
et x 2 E;
On a

(�I �Q!)
�1 (H � �I)�1 x =

1

2i�

Z


(zI � A)�1 (H � �I)�1 x

�+
p
! � z

dz;
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Par l�hypothèses (4), on a

(�I �Q!)
�1 (H � �I)�1 x =

1

2i�

Z


(H � �I)�1 (zI � A)�1 x

�+
p
! � z

dz

= (H � �I)�1 (�I �Q!)
�1 x:

Conséquence 5 L�operateur (Q! +H) est inversible.
E¤ectivement, on a �Q! 2 BIP

�
E; �A

2

�
, �H 2 BIP (E; �H) ; appliquant le Théorème de

Dore et Venni ([10]) pour avoir l�inversibilité.

Conséquence 6 (4), Les opérateurs Q!; H commutent sur D (Q2!) :
Preuve :
On a pour tous x 2 D (H)

Q�1! Hx = HH�1Q�1! Hx;

= HQ�1! H�1Hx

= HQ�1! x (2.1.6)

maintenant pour tous x 2 D (Q!) � D (H) ; on a

Hx = HQ�1! Q!x;

puisque Q!x 2 D (H) (voir (3)), donc par (2:1:6) ; on trouve

Hx = Q�1! HQ!x;

alors Hx 2 D (Q!) et
Q!Hx = HQ!x: (2.1.7)

Conséquence 7 De (4), On a :
Les opérateurs Q!; (H � �I)�1 commutent sur D (Q!) ; pour tous � 2 � (H) :
Pour tous x 2 D (Q!) ; � 2 � (H) ; on a

(H � �I)�1Q!x = Q!

�
Q�1! (H � �I)�1

�
Q!x

= Q!

�
(H � �I)�1Q�1!

�
Q!x

= Q! (H � �I)�1 x:

Conséquence 8 De (4), On a :
Les opérateurs (Q! � zI)�1, H commutent sur D (H) pour tous z 2 � (Q!) : :
Preuve : voir (7)

Conséquence 9 Pour tous � > 0; l�opérateur e�Q! commute avec Q�1! ; Q! et H respective-
ment sur E; D (Q!) et D (H) :
Preuve : On montre les commutativités par (8) et le fait que

e�Q! =
1

2�i

Z


e�z (zI �Q!)
�1 dz;

où  est une curve Jordan entourne le spectre de Q! au sens direct.
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2.2 Technical lemmas

Lemme 2.2.1 ([18, P. 5610, Lemma 8])Supposons (1), (2:1:2), (2:1:3) et g 2 Lp (�1; 0;E)
avec 1 < p <1. Alors, les applications suivantes :

1: x 7! L0 (x; g) := Q!

Z 0

x

e(s�x)Q!g (s) ds :

2: x 7! L�1 (x; g) := Q!

Z x

�1
e(x�s)Q!g (s) ds :

3: x 7! L�1 (x; g) := Q!

Z 0

�1
e�(x+s)Q!g (s) ds :

sont bien dé�nis pour p.p. x 2 ]�1; 0] et appartiennent à Lp (�1; 0;E) :

Lemme 2.2.2 Soient (1), (2:1:2), (2:1:3) et g 2 Lp (�1; 0;E) avec 1 < p <1. Alors, p:p.
x 2 (�1; 0) ;

1) lim
x!�1

0Z
x

e(s�x)Q!g(s)ds = 0

2) lim
x!�1

xZ
�1

e(x�s)Q!g(s)ds = 0 :

Proof. 1) pour p:p. x 2 (�1; 0)

0Z
x

e(s�x)Q!g(s)ds =

0Z
x
2

e(s�x)Q!g(s)ds+

x
2Z

x

e(s�x)Q!g(s)ds

= �1 (x) + �2 (x) :

par (2),il exist M > 0 et � > 0 tel que

k�2 (x)k �M

x
2Z

x

e�(s�x)� kg(s)k ds:

De l�inégalité de Hölder, pour q = p
p�1 ; on obtient

k�2 (x)k �M

0B@
x
2Z

x

e�(s�x)q�ds

1CA
1
q
0B@

x
2Z

x

kg(s)kp ds

1CA
1
p

;

donc

k�2 (x)k �
M

(q�)
1
q

 
1� e

x
2
q�|{z}

<1

! 1
q

0B@
x
2Z

x

kg(s)kp ds

1CA
1
p
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� M

(q�)
1
q

0B@
x
2Z

�1

kg(s)kp ds

1CA
1
p

Puisque g 2 Lp (�1; 0;E), alors lim
x!�1

x
2Z

�1

kg(s)kp ds = 0:

Par conséquence lim
x!�1

k�2 (x)k = 0:
Pour �1; nous trouve

k�1 (x)k �M

0B@ 0Z
x
2

e�(s�x)q�ds

1CA
1
q
0B@ 0Z

x
2

kg�(s)kp ds

1CA
1
p

k�1 (x)k �
M

(q�)
1
q

�
e
x
2
q� � exq�

� 1
q kgkpLp(�1;0;E)

Ce qui donne lim
x!�1

k�1 (x)k = 0:
2) comme ci-dessus, pour p:p. x 2 (�1; 0) On a

xZ
�1

e(x�s)Q!g(s)ds

 �M

0@ xZ
�1

e�(x�s)q�ds

1A 1
q
0@ xZ
�1

kg(s)kp ds

1A 1
p

� M

(q�)
1
q

(1� 0)
1
q

0@ xZ
�1

kg(s)kp ds

1A 1
p

ce qui donne

lim
x!�1


xZ

�1

e(x�s)Q!g(s)ds

 = 0:
Lemme 2.2.3 ([18, P. 5612, Corollary 9]), ([18, P. 2717, Lemma 6]) Sous l�hypothèse
(2:1:2) et pour p 2 ]1;+1[, On a

:) ' 2 (D (A!) ; E) 1
2
+ 1
2p
;p si et seulement si x 7! Q!e

xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) ;

:) ' 2 (D (A!) ; E) 1
2p
;p si et seulement si x 7! Q2!e

xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) ;

Preuve
Puisque Q! est un opérateur générateur et analytique de semi groupe, Alors pour tout
� 2 ]0; 1[, m 2 N� et 0 � p � 1; ([24, p. 96]), On a

(E;D (Qm
! ))�;p =

8<:' 2 E :
1Z
0

tm�m�Qm
! e

tQ!'
p dt

t
< +1

9=; ;

=

8<:' 2 E :
0Z

�1

tm�m�Qm
! e

�tQ!'
p dt

t
< +1

9=; :
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Soit ' 2 (E;D (Qm
! ))1� 1

mp
;p, et

0Z
�1

t 1pQm
! e

�tQ!'
p dt

t
dt =

0Z
�1

Qm
! e

�tQ!'
p dt < +1

Donc, la fonction Qm
! e

:Q!' 2 Lp (�1; 0;E).
inversement, si Qm

! e
:Q!' 2 Lp (�1; 0;E), On a

0Z
�1

tm�m(1� 1
mp)Qm

! e
�tQ!'

p dt
t

=

0Z
�1

t 1pQm
! e

�tQ!'
p dt

t

=

0Z
�1

Qm
! e

�tQ!'
p dt

=
Qm

! e
:Q!'

p
Lp(�1;0;E)

� +1:

Donc ' 2 (E;D (Qm
! ))1� 1

mp
;p :

On en déduit

' 2 (E;D (Qm
! ))1� 1

mp
;p si et seulement si x 7! Qm

! e
xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) :

On applique cette propriété, pour m = 1 et m = 2, on obtient

:) ' 2 (E;D (Q!))1� 1
p
;p si et seulement si x 7! Q!e

xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) ;

:) ' 2
�
E;D

�
Q2!
��
1� 1

2p
;p
si et seulement si x 7! Q2!e

xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) :

Applique la propriété de réitération, ([19]), on trouve

(E;D (Q!))1� 1
p
;p =

�
E;D

�
Q2!
��

1
2
� 1
2p
;p

=
�
D
�
Q2!
�
; E
�
1
2
+ 1
2p
;p
= (D (A!) ; E) 1

2
+ 1
2p
;p ;

et �
E;D

�
Q2!
��
1� 1

2p
;p
=
�
D
�
Q2!
�
; E
�
1
2p
;p
= (D (A!) ; E) 1

2p
;p :

Puis

:) ' 2 (D (A!) ; E) 1
2
+ 1
2p
;p si et seulement si x 7! Q!e

xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) ;

:) ' 2 (D (A!) ; E) 1
2p
;p si et seulement si x 7! Q2!e

xQ!' 2 Lp (�1; 0;E) ;

qui montre le lemme.

Lemme 2.2.4 ([15, p. 678, Theorem 2]) Soit u une fonction tels que

u 2 W n;p(a; b;X) \ Lp(a; b;D(Ak));

Où n; k 2 N� et p 2]1;+1[. Puis pour j 2 N satisfait le Poulsen condition 0 < 1
p
+ j < n et

s 2 fa; bg, On a
u(j)(s) 2 (D(Ak); X) j

n
+ 1
np
:
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Lemme 2.2.5 Soit � > 0: l�hypothès (2:1:2), (2:1:3) ; (1) et (4).
.) L�opérateur (Q! +H)�1commutent avec Q! et avec H respectivement on D (Q!) et D (H).

Proof : Puisque � (�Q!) �
�
rei� : r > 0; j�j � �A

2

	
(Dore et Venni page 194, corollary 2.9) :

Par conséquent X
Q!

=

�
rei� : r > 0; j�j < � � �A

2

�
� � (Q!) ;

De même, on a X
H

=
�
rei� : r > 0; j�j < � � �H

	
� � (H) :

D�après l�hypothèse de parabolicité (2)

�A
2
+ �H < �;

Le Théorème de Da Prato et Grisvard ([8]) donne

(Q! +H)�1 = � 1

2i�

Z
�

(Q! � zI)�1 (H + zI)�1 dz

où � est un courbe de jurdan dans
P

Q!
\
P

�H , orienté de +1e�i à +1ei telle que
 2

�
�h; � � �A

2

�
.

On a pour tout x 2 D (Q!)

(Q! +H)�1Q!x = �
1

2i�

Z
�

(Q! � zI)�1 (H + zI)�1Q!xdz (2.2.1)

Par (7) ; on trouve

(Q! +H)�1Q!x = � 1

2i�

Z
�

(Q! � zI)�1Q! (H + zI)�1 xdz

= � 1

2i�
Q!

Z
�

(Q! � zI)�1 (H + zI)�1 xdz

= �Q! (Q! +H)�1 x:

Par la même méthode on montre la deuxième commutativité.

2.3 Représentation de la solution (P )

Dans cette section on résout le problème (P ) (2:1:1) et on étudie la régularité de la solution.
Où � est un élément donné dans E et g 2 Lp (]�1; 0[ ; E) :
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2.3.1 Résolution du problème (P) :

On a

(P )

�
(u)00 (x) + A!u (x) = g (x) p:p: x 2 ]�1; 0[
(u)0 (0)�Hu (0) = �;

::: (Eq1)
::: (RC)

(2.3.1)

avec g 2 Lp (]�1; 0[ ; E) et � 2 E:
On utilise la réduction de Krein sur l�intervalle ]a; 0[ où a < 0, puis on fait tendre a! �1
pour avoir la solution sur ]�1; 0[ :
En posant 8>>><>>>:

v (x) = �Q�1! (u)0 (x)

y (x) =
1

2
(u (x)� v (x))

z (x) =
1

2
(u (x) + v (x))

;

On trouve deux problèmes de Cauchy

(PC1)

�
(y)0 (x) = Q!y (x) +

1
2
Q�1! g(x)

y (a) = �a = 0;
(2.3.2)

and

(PC2)

�
(z)0 (x) = �Q!z (x)� 1

2
Q�1! g (x)

z (0) = �0
; (2.3.3)

Où �0 est un élément constant dans E:
Pour une solution régulière u 2 W 2;p (�1; 0;E), nécessairement ([5, page 130.]) on a

u (�1) = 0 = (u)0 (�1) ;

Donc, on a posé y (a) = 0; la même condition pour �1; on remarque

lim
a!�1

y (a) = lim
x!�1

1

2
(u (x)� v (x))

= lim
x!�1

1

2

�
u (x)�

�
�Q�1! (u)0 (x)

��
= lim

x!�1

1

2

�
u (x) +Q�1! (u)0 (x)

�
= 0:

La solution du problème (PC1) (2:3:2) est

y (x) =
1

2
Q�1!

xZ
a

e(x�s)Q!g (s) ds;

Pour a! �1; on trouve

y (x) =
1

2
Q�1!

xZ
�1

e(x�s)Q!g (s) ds:
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La solution du problème (PC2) (2:3:3) est

z (x) = e�xQ!�0 +
1

2
Q�1!

0Z
x

e(s�x)Q!g (s) ds:

Par conséquent, la solution de l�équation (2:3:1) avec la condition u (0) = �0; est donnée par :
pour p: p: x 2 ]�1; 0] ;

u (x) = e�xQ!�0 +
1

2
Q�1!

xZ
�1

e(x�s)Q!g (s) ds+
1

2
Q�1!

0Z
x

e(s�x)Q!g (s) ds: (2.3.4)

D�après le lemme 2.2.1, les intégrables parues dans u� sont bien dé�nies sur p: p: x 2 ]�1; 0] :
De plus, la condition u (�1) = 0 est bien véri�ée. On e¤et, il existe � > 0 et M > 0
(2:1:4) ; telle que

8x � 0;
����e�xQ! ���� < Me��(�x);

Donc e�xQ!�0E 6M1e
��(�x) k�0kE !

x!�1
0:

En appliquant le Lemme 2.2.2, on trouve

lim
x!�1

ku (x)kE = 0:

Détermination de �0.
Pour déterminer �0; on utilise l�autre condition (RC) (2:3:1)

(u)0 (0)�Hu (0) = �: (2.3.5)

On a

u (x) = e�xQ!�0 +
1

2
Q�1!

xZ
�1

e(x�s)Q!g (s) ds+
1

2
Q�1!

0Z
x

e(s�x)Q!g (s) ds; (2.3.6)

Pour x = 0, on trouve

u (0) = �0 +
1

2
Q�1!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds: (2.3.7)

Par la di¤érentiation de u; l�équation (2:3:6) donne

(u)0 (x) = �Q!e
�xQ!�0 +

1

2

xZ
�1

e(x�s)Q!g (s) ds� 1
2

0Z
x

e(s�x)Q!g (s) ds:

On suppose que
�0 2 D (Q!) ; (2.3.8)
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Pour x = 0, on a

(u)0 (0) = �Q!�0 +
1

2

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds; (2.3.9)

De (2:3:8) et (3) ; on remarque que

u (0) 2 D (Q!) � D (H)

La substitution de (2:3:7) et (2:3:9) dans (2:3:5) donne24�Q!�0 +
1

2

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds

35�H

24�0 + 12Q�1!
0Z

�1

e�sQ!g (s) ds

35 = �;

D�où

(Q! +H) �0 = ��+
1

2

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds� 1
2
HQ�1!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds;

Donc

(Q! +H) �0 = ��+
1

2
(Q! �H)Q�1!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds: (2.3.10)

D�après (5) ; on a

�0 = � (Q! +H)�1 �+
1

2
(Q! +H)�1 (Q! �H)Q�1!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds:

Par conséquent

�0 = � (Q! +H)�1 �+
1

2
(Q! +H)�1 (Q! �H)Q�2! Q!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds; (2.3.11)

observons que �0 2 D (H)\D (Q!) : Alors, Sous l�hypothèse D (Q!) � D (H) (3) ; l�assomp-
tion u (0) 2 D (H) (voir (2:3:7)) est toujours véri�ée.
La substitution de (2:3:11) dans (2:3:4) donne

u (x) = e�xQ!

24� (Q! +H)�1 �+
1

2
(Q! +H)�1 (Q! �H)Q�2! Q!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds

35
+
1

2
Q�1!

xZ
�1

e(x�s)Q!g (s) ds+
1

2
Q�1!

0Z
x

e(s�x)Q!g (s) ds;
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donc, de la consequence (9) et le Lemme (2:2:5), on déduit la représentation suivante de
u; pour p:p: x 2 ]�1; 0] ;

u (x) = � (Q! +H)�1 e�xQ!�+
1

2
(Q! +H)�1 (Q! �H)Q�2! Q!

0Z
�1

e�(x+s)Q!g (s) ds

+
1

2
Q�2! Q!

xZ
�1

e(x�s)Q!g (s) ds+
1

2
Q�2! Q!

0Z
x

e(s�x)Q!g (s) ds: (2.3.12)

En appliquant la notation apparue dans le lemme 2.2.1, on trouve

u (x) = � (Q! +H)�1 e�xQ!�+
1

2
(Q! +H)�1 (Q! �H)Q�2! L�1 (x; g)

+
1

2
Q�2! L�1 (x; g) +

1

2
Q�2! L0 (x; g) ; (2.3.13)

2.3.2 Etude de la régularité de u

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (1) ; (2:1:2) ; (2:1:3) ; (3), (4) et pour g 2 Lp (�1; 0;E) avec
1 < p <1, le problème (P ) admet une unique solution classique�

u 2 W 2;p (�1; 0;E) \ Lp (�1; 0;D(A))
u (0) 2 D (H) :

Si seulement si
� 2 (D (A!) ; E) 1

2
+ 1
2p
;p

Proof :
De (2:3:12), on a

u (0) = � (Q! +H)�1 �+
1

2
(Q! +H)�1 (Q! �H)Q�2! Q!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds

+
1

2
Q�2! Q!

0Z
�1

e�sQ!g (s) ds:

d�où u (0) 2 D (H)

Soit
� 2 (D (A!) ; E) 1

2
+ 1
2p
;p :

Avec (2:3:13) et Lemme (2:2:5) On a

u (x) = � (Q! +H)�1Q�1!
�
Q!e

�xQ!�
�
+
1

2
(Q! �H) (Q! +H)�1Q�2! L�1 (x; g)

+
1

2
Q�2! L�1 (x; g) +

1

2
Q�2! L0 (x; g) ; (2.3.14)
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donc u (x) 2 D (A!) :
Puisque

(Q! �H) (Q! +H)�1Q�2! 2 L (E) ;
selon le Lemme (2:2:1) et (2:2:3), on trouve u 2 Lp (�1; 0;E) :
Appliquons A! = �Q2! sur u dans (2:3:14) ; de la conséquence (2:1:7) et Lemme (2:2:5), on
trouve

A!u (x) = Q! (Q! +H)�1Q!e
�xQ!�� 1

2
(Q! �H) (Q! +H)�1 L�1 (x; g)

�1
2
L�1 (x; g)�

1

2
L0 (x; g) ; (2.3.15)

puisque
Q! (Q! +H)�1 2 L (E) ; (Q! �H) (Q! +H)�1 2 L (E)

donc, par (2:2:1) et (2:2:3), On a

A!u (:) 2 Lp (�1; 0;E) :

Puisque u00 = �A!u+ g� et g 2 Lp (�1; 0;E) ; on trouve que

u00 2 Lp (�1; 0;E) :

donc
u 2 W 2;p (�1; 0;E) \ Lp (�1; 0;D(A)) :

Inversement, on suppose que

u 2 W 2;p (�1; 0;E) \ Lp (�1; 0;D(A)) ;

donc
A!u 2 Lp (�1; 0;E) : (2.3.16)

Par (2:3:15) ; on a

Q! (Q! +H)�1Q!e
�xQ!� = A!u (x) +

1

2
(Q! �H) (Q! +H)�1 L�1 (x; g)

+
1

2
L�1 (x; g) +

1

2
L0 (x; g) ;

Par (2:3:16) et Lemme (2:2:1), on a

Q! (Q! +H)�1Q!e
�xQ!� 2 Lp (�1; 0;E) ;

Puisque Q! (Q! +H)�1 admet un inverse borné, alors

Q!e
�xQ!� 2 Lp (�1; 0;E) :

Par Lemme (2:2:3) ; on trouve
� 2 (D (A!) ; E) 1

2
+ 1
2p
;p
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2.4 Cas Particuliers

On étudie ici, quelques cas particuliers, en remplaçant l�opérateur H par les opérateurs :
H = 0; H = �aI; a > 0 et H = �

p
�A!.

2.4.1 Le cas H = 0

Le problème (2:1:1) devient�
(u)00 (x) + A!u (x) = g (x) ; ! � 0; p:p. x 2 ]�1; 0[ ;
(u)0 (0) = �

(2.4.1)

Dans ce cas nos hypothèses sont réduites aux

E est un espace UMD (H.0)8<: A est un opérateur linéaire fermé tel que R+ � � (A)

9C > 0 : 8� > 0
(A� �I)�1


L(E)

6 C

1 + �
:

(H�.1)

et
9C > 1;9�A 2 ]0; �[ : 8s 2 R

(�A)is 6 Ce�Ajsj: (H�.2)

Posons Q! := � (�A!)1=2. La solution du problème (2:4:1) s�écrit sous la fome, p. p. x 2
(�1; 0)

u (x) = �Q�2!
�
Q!e

�xQ!�
�
+
1

2
Q�2! L�1 (x; g)

+
1

2
Q�2! L�1 (x; g) +

1

2
Q�2! L0 (x; g) ;

Théorème 2.4.1 Supposons (H:0) ; (H 0:1) ; (H 0:2). Soient

g 2 Lp (�1; 0;E) avec 1 < p <1;

alors le problème (2:4:1) admet une unique solution stricte u si et seulement si

� 2 (D(A); E) 1
2
+ 1
2p
:

2.4.2 Le cas H = �aI avec a > 0
Dans ce cas, le problème Le problème (2:1:1) devient le problème opérationnel suivant(

(u)00 (x) + A!u (x) = g (x) ; p: p: x 2 ]�1; 0[ ;

(u)0 (0) + au (0) = �:
(2.4.2)

avec a > 0, les hypothèses sont réduites aux

E est un espace UMD; (H.1)
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8<:
A est un opérateur linéaire fermé tel que � (A) � R+

9C > 0 : 8� > 0
(A� �I)�1


L(E)

6 C

1 + �
;

(H�.2)

9C > 1;9�A 2 ]0; �[ : 8s 2 R
(�A)is 6 Ce�Ajsj: (H�.3)

Ici, l�opérateur

Q! �H = Q! + aI;

(Q! +H)�1 = (Q! � �I)�1

est inversible car a 2 � (Q!). Le solution est

u (x) = � (Q! � �I)�1Q�1!
�
Q!e

�xQ!�
�
+
1

2
(Q! + aI) (Q! � aI)�1Q�2! L�1 (x; g)

+
1

2
Q�2! L�1 (x; g) +

1

2
Q�2! L0 (x; g) ;

Théorème 2.4.2 Supposons (H:1) ; (H 0:2) ; (H 0:3). Soient g 2 Lp (�1; 0;E) avec 1 < p <
1; alors le problème (2:4:2) admet une unique solution stricte u si et seulement si

� 2 (D(A); E) 1
2
+ 1
2p
:

2.4.3 Le cas H = �
p
�A! = Q!

On se propose, ici, d�étudier le problème suivant

(Pb)

�
(u)00 (x) + Au (x)� !u (x) = g (x) ; ! � 0; p:p: x 2 ]�1; 0[ ;
(u)0 (0) +

p
�A!u (0) = �;

(2.4.3)

On remarque que l�opérateur H := �
p
�A! véri�e bien les hypothèses (2.1.3), (2.1.2), (3) et

(4).

Théorème 2.4.3 Sous les hypothèses (2.1.3), (2.1.2), (3) et (4) et pour g 2 Lp (�1; 0;E)
avec 1 < p <1; les assertions suivantes sont équivalentes
1.� 2 (D(A); E) 1

2
+ 1
2p
:

2. Le problème (2:4:3) admet une unique solution stricte u.

2.5 Exemples

Exemple 2.5.1

Prenons E := L2(R). On dé�nit les opérateurs A et H comme suit,�
D(A) = H2 (R)
A =  00 �  ;

et
�
D(H) = H1 (R)
H = �a a > 1

Alors le problème (P ) est équivalent à(
�u (x; y)� !u (x; y) = g (x; y) ; (x; y) 2 (]�1; 0[)� R
@

@x
u (0; y) + au (0; y) = � (y) ; y 2 R: (2.5.1)
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Proposition 2.5.1 Les opérateurs A et H = �aI sont linéaires fermés des domaines denses
dans E. De plus
i) � (A) � [0;1[ et 9CA > 0 :

8� > 0 :
(A! � �)�1


L(E)

6 CA
1 + ! + �

;

ii) � (H) � [0;1[ et 9CA > 0 :

8� > 0 :
(H � �)�1


L(E)

6 CH
1 + �

;

Preuve. En e¤et, avec la même méthode dans [6] page 118.
i) On cherche la solution de l�équation spectrale suivante

(A! � �)u(t) := u00(t)� (! + �+ 1)u(t) = g(t);

en appliquant la transformé de Fourier, tels que ! 2 [0;1[ ; � 2 [0;1[ et . Il vient que

F (u) (�) = �F (g) (�)
! + �+ 1 + 4�2�2

:

Puisque F est un isomorphisme et F 2 L (E) ; alors il existe K > 1 tel que

kuk2L2(R) 6 K

Z
R

jF (u) (�)j2 d�

| {z }
=kF(u)k2

L2(R)

6 K

Z
R

jF (g) (�)j2

j! + �+ 1 + 4�2�2j2
d� (2.5.2)

6 K

(! + �+ 1)2

Z
R

jF (g) (�)j2 d� 6 K

(! + �+ 1)2
kgk2L2(R) :

De même, on a 8>><>>:
F (u0) (�) = 2i��F (u) (�) = 2i��F (g) (�)

! + �+ 1 + 4�2�2

F (u00) (�) = (2i��) 2F (u) (�) = �4�2�2F (g) (�)
! + �+ 1 + 4�2�2

;

donc

ku0k2L2(R) 6 K

Z
R

���� 2��

! + �+ 1 + 4�2�2

����2 jF (g) (�)j2 d�
6 K

4 (! + �+ 1)

Z
R

jF (g) (�)j2 d� 6 K

! + �+ 1
kgk2L2(R) ;
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et

ku00k2L2(R) 6 K

Z
R

���� 4�2�2

! + �+ 1 + 4�2�2

����2 jF (g) (�)j2 d�
6 K

Z
R

jF (g) (�)j2 d� 6 K kgk2L2(R) :

Par conséquent u; u0; u00 sont L2(R): D�autre part, on a�
(A! � �)�1 g

�
(t) = u (t)

De (2.5.2) et pour tout � > 0; on trouve

(A! � �)�1 g

L2(R) 6

p
K

! + �+ 1
kgkL2(R) :

telle que

u (t) =

Z
R

e2i��tF (u) (�) d� =
Z
R

�e2i��t
! + �+ 1 + 4�2�2

F (g) (�) d�

=

Z
R

Z
R

�e2i��(t�s)
! + �+ 1 + 4�2�2

g (s) dsd�:

d�où �
(A! � �)�1 g

�
(t) =

Z
R

Z
R

�e2i��(t�s)
! + �+ 1 + 4�2�2

g (s) dsd�: (2.5.3)

Proposition 2.5.2 Les opérateurs A; H véri�ent
i) 9KA > 1; �A 2 ]0; �[ : 8s 2 R k(�A)iskL(E) 6 KAe

�Ajsj:

Preuve. Ce résultat découle du Fuhrman [14], lemme 3 page 218.

Proposition 2.5.3 Caractérisation de l�espace d�interpolation : ([15])

Pour E = L2 (R) ; on a

(D(A); E) 1
2
+ 1
2p
;p =

�
H2 (R) ; L2 (R)

�
1
2
+ 1
2p
;p
= H2(1� 1

2
� 1
2p
) (R) = H1� 1

p (R) :

En appliquant notre Théorème, on trouve

Proposition 2.5.4 Soit g 2 Lp (�1; 0;L2 (R)) avec 1 < p <1. Alors, Le problème (2:5:1)
admet une unique solution stricte u si et seulement si

� 2 H1� 1
p (R) :
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