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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions le probléme du second ordre de type elliptique suivant

u’ (z) + Ayu (x) = g(x)
{ u' (0) — Hu (0) = ¢, (0.0.1)

Sur le domaine non borné R_, posé dans un espace de Banach complexe E de type UMD
tels que :

A, H sont deux opérateurs fermés dans F,
¢ est un élément auxiliaire donné dans FE,
g est une fonction dans L? (R_, E).

On étudie 'existence et 'unicité de la solution classique du probléme dans le cadre LP, avec
la condition au limite
u(—o0) = 0.

En utilisant le célébre théoréme de Dore-Venni, on fait preuve que

u € W*P(—00,0, E) N LP(—00,0, D (A)).
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Introduction

Plusieurs auteurs ont étudié des équations différentielles abstraites sur des domaines infinis ;
Limam dans [I8] & étudié le probléme suivant (pour § €]0, 1] fixé)

(u5):l (z) + A’ (z) = ¢°(z) p. p. x € (—o0,0) U (0,0)
(u®) (6) = f2 5 5 (0.0.2)
W) = ud(04), p_(u')(0-) =y (u'Y(0),

tel que A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C FE vérifiant 'hypothése d’el-
lipticité, en basant sur la théorie des semi-groupes et le célebre Théoréme de Dore et Venni.
Eltaief A. et Maingot S. [I3] ont étudié I'équation différentielle abstraite compléte de type
elliptique

u’ () + 2By () + Au(z) =g (x), z € (0,R) (0.0.3)

Posée dans un espace de Banach complexe E de type UMD ou quelconque, vérifiant les
conditions aux limites
u (0) = ug
u(R)=ugr’

ou A, B sont deux opérateurs linéaire fermés dans E et le second membre g € LY (0, R, E)
avec 1 < P < +oo et upur € F et ug = 0 dans la cas R = +o0. Ils ont cherché la solution

stricte u de (0.0.3)) telles que ((0.0.4)) .

Ce mémoire est consacré a ’étude d’une classe d’équations différentielles opérationnelles
abstraites du second ordre de la forme

(0.0.4)

u" (x) + Au(x) —wu(z) = g(z), w >0, (0.0.5)

posée dans un espace UMD de Banach complexe FE, sur le domaine non borné R_. Sur le
bord x = 0 on impose une condition non homogeéne a coefficients opérateurs de type Robin

u' (0) — Hu (0) = ¢. (0.0.6)

L’objectif de ce mémoire est I’étude de I'existence, I'unicité et la régularité de la solution
classique de I’équation (0.0.5) dans le cas commutatif et dans le cadre L (R_) avec les
conditions aux limites : (0.0.6)) et




la condition au limite —oo est nécessairement nulle (selon Brezis [5], corollaire VIIIL. 8 page
130.)

On utilisera la méthode de Krein [I7] pour expliciter la solution. En appliquant la théorie
des semi-groupes analytiques et le célebre Théoréme de Dore et Venni [9] pour prouver la
régularité de la solution; un travail similaire a celui de Etaif A. dans Particle [13] avec une
condition de type Robin au point x = 0.

Ce mémoire est composée de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d’ana-
lyse fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail. En particulier, le calcul fonctionnel de
Dunford, la théorie des semi-groupes [21], la théorie des sommes d’opérateurs linéaires [9],
[8], les espaces d’interpolation [16], [24], les puissances fractionnaires d’opérateurs [22].

Le deuxiéme chapitre est consacré a la recherche de la solution stricte v du probléme
suivant

{ ()" () + Au (2) — wu(z) = g(z), w >0, p.p. z€(~00,0), (0.0.7)

(w) (0) — Hu(0) = ¢

tel que A, H sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines respectivement D (A) C
E, D(H) C E, vérifiant ’hypothese d’ellipticiteé.

Dans le troisiéme chapitre, on traite les cas spéciales H = 0, H = —al (a > 0) et
H = —\/—A, avec quelques exemples.

i



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d’analyse
fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les intégrales de Dunford, les espaces
fonctionnels, les espaces d’interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fraction-
naires (pour plus de détails voir [5], [3], [4], [16], [20], [2I]). On donnera aussi quelques
résultats sur la théorie des sommes d’opérateurs linéaires dans le cadre commutatif et non
commutatif (voir [9], [15].

Soit £ un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de F
a valeurs dans F, p (A) est 'ensemble résolvant de A.

1.1 Les opérateurs fermés

Définition 1.1.1 On dit que lopérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite
(xn) C D (A) telle que x,, converge vers x et Ax,, converge versy, alorsxz € D (A) et Az = y.

Définition 1.1.2 L’opérateur A est dit fermable si et seulement si A admet une extension
fermée i.e.
z, — 0

Ao Ly = U=0

V (z,) C D(A) :{

La plus petite extension fermée de A est notée A et s’appelle la fermeture de A.

Définition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X . l’ensemble résolvant p (A) de A
est définie par

p(A):={AeC: (M —A) estinversible dans L (X)}.
Si A € p(A) on définit la résolvant Ry (A) de A au point X par
Ry (A) = (M — A",
Le spectre de A, noté o (A), est définie par

g(A):=C\p(4).



Proposition 1.1.1 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L (X,Y),

Vopérateur A+ B : D (A) C X —Y est fermé .

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A™' est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D (A) est fermé dans X, alors A est
continue de D (A) dans X (Application directe du théoréme du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continue de D (A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son
domaine est fermé.

5. St p(A) # & alors A est fermé.

Définition 1.1.4 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On peut munir D (A)
d’une norme notée ||.||D(A) et appelée norme du graphe ,elle est définie pour tout x € D (A)
par :

12l peay = llzllx + [[Az]ly -

Proposition 1.1.2 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D, ||.||D(A)) est un espace de

Banach.

Proposition 1.1.3 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — Y un opérateur linéaire fermé
tels que Im (A) C D (B). Alors BA € L(X).
Preuve : 1l est clair que BA est défini sur X. Soit (z,,),-, une suite d’éléments de X telle
que -
Ty, — x dans X,
{ (BA)z, — y dans X.

Alors comme Im (A) C D (B), (Axy,),,5¢est une suite d’éléments de D (B) et comme
AeL(X) ona
B(Az,) — y dans X.

B étant fermé et Az € D (B), d’aprés la définition (1.1.1), on a B(Azx) = y.
Ainsi x € D (BA) et (BA)x =y. BA est donc un opérateur fermé et définie sur X. D’aprés
le théoréme du graphe fermé, on obtient BA borné sur X i.e. BA € L(X).

{ Az, — Az dans X,

Définition 1.1.5 On dit que A est sectoriel si
i) D(A) et Im (A) sont denses dans E,
i1) ker (A) = {0} et p(A) D]—00,0[ et IM > 1 telle que

”t (A~ t[)_luL(E) < M.



1.2 L’intégrale de Dunford

Notons par H(A) 'espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
est définie par l'intégrale de Dunford suivante

1
2

F) =5 [1G) 6T - a7 e

Ou 7 est une courbe simple inclue dans p(A) et f € H(A). L'opérateur f (A) € L(E) et ne
dépend pas du choix de 7.

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C; semi-groupe)

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach E
toute famille (G (t)),>, dans L (E) vérifiant les axiomes suivants
(1) Pour tout x € E, l'application

est continue.

(i1) G(0) =1

(i1) Vs 2 0,Vt 2 0: G (t+s) =G (t) G (s).

On dit aussi que (G (t)),>, est un Co semi-groupe.

Remarques

i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (i7i) sont vérifiées pour s, ¢ de
signes quelconques.

i1) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

1G Oy < 1

Exemples
1) Soit A un opérateur borné dans F, alors la famille d’opérateurs

Gt)=¢e teR

est un groupe sur F.
2) Soit £ = LP (R) avec 1 < p < oo et

(G (&) f)(z) = [z —1),

dans ce cas (G (t)),, est un groupe appelé groupe des translations.
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Théoréme 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1 etw >0 telles que
V201G (1) < Me,

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
(G (1))ys0, lopérateur A défini par

D(A) = {x € F: lim w existe }

t—0t
Az = lim M

t—0+ t

Remarques

1) Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (G (t)),so, alors A est fermé a
domaine dense.

2) Le semi-groupe (G (t)),5, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A.
8) Le semi-groupe (G (t)),5, est uniformément continu si et seulement s’il est de la forme
(etA) =0 OU A est un opérateur borné dans E.

4) Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (G (t)),, tel que pour A > w,
IG (D)l ) < Me,

Alors l'opérateur

(M — A)” / MG (t) zdt,
0

est borné et pour tout A € p(A)
H()\I A)” xH M\—w).

5) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (G (t)),s,, alors
i) Si x € D(A) et t > 0 alors
G(t)x € D(A).

i1) La fonction t — G(t)x est continiment dérivable sur R si et seulement si x € D(A).
De plus

Vit >0, diG(t)m = AG(t)r = G(t)Ax.
iii) Pour tout v € E et tout t > 0
¢
/G(s)xds € D(A) et A/G(s)xds =G(t)r — x,
0
et si de plus © € D(A)
¢ ¢
A/G(s)xds = /G(S)Axds =G(t)r —x.

0 0



1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type o € |0, 7/2[ toute application
G définie sur l’ensemble
Yo={z€C:largz| < a}

a valeurs dans L (E) telle que
(1) z — G (2) est analytique sur ¥,,.

(2)Vr e E,G(0)=1 et
lim G(z)z==

2€EYq 2z—0
(3) VZl, 29 € Za, G (21 + Zg) =@ (21) G (22) .
De plus
. L tz o -1 _tA
G(t)x = 5 | € (21 — A)" xdz = e x.

v

Théoréme 1.3.2 (de Kato) Soit A: D (A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans E.
(2) p(A) D{A € C*:Re X >0} et IM > 0 telle que

- M
VA0 ||(M = A)7Y| < Ty

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant

(1) 3C >0, % > 0: |G (1)l < C-

(2) ¥t >0, G () € L(E,D(A)) et ||AG ()] < ¥

1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 2 un ouvert de R” (non nécessairement borné) et on pose

n
a = (aq, g, ....,ap,) un multi-indice, avec |a| = > «; et on utilise la notation
i=1

o (O™ o\
() ()

Définition 1.4.1 Soit 1 < p < +oo On définit les espaces LY (0, R; X) par :
LP(0,R; X) ={g: (0,R) — X, B-mesurable telle que la fonction

z— |lg (2)||% est Lebesgue intégrable}

St p est fini.On munit cet espace de la norme :

191l 00,030 = (S llg (@) do) ”

Pour p = oo on pose :

L>(0,R; X) ={g:[0,R] — X, B-mesurable telle que la fonction

5



z+— |lg ()| x est Lebesgue mesurable et sup ¢ gy €ssllg (v)|lx < +oo}
Muni de la norme :

HQHLoo(o,R,X) = SUPge(0,R) €55 g (z)]| z.

Théoréme 1.4.1 L’espace L' (0,R,X), p € [1,+00] muni de la norme précédente est un
espace de Banach.

1.4.1 Intégrales définies dépendant d’un parameétre

On rappelle le résultat classique :

Proposition 1.4.1 Soient J un intervalle non trivial de R, X un espace de Banach f :
J x [a,b] — X wune application continue, admettant une dérivée partielle par rapport a la

premiére variable %contmue sur J X [a, b

et a, 3 deuz fonctions de classe C' sur J et a valeurs dans [a, b).
Alors, Uapplication
h: J— X

xr — faﬂ flz, t)dt

est de classe C* sur J et pour tout x € J

B
la) = B(0)f (. 3(a)) — (o) f(aa(o) + [ 5 oty

1.4.2 Les espaces d’interpolation

On désigne par X, et X; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c’est a dire Xy — FE, X; — F). Considérons les espaces de
Banach

Xole et XQ+X1

Munis des normes
12l xnx, = Izl x, + l2llx,
Et

2y =, i (ol + loilly,)

Le couple { Xy, X;} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.2 Soit { Xy, X1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre Xo et X tout espace de Banach X tel que

XoNX; C X CXo+ X

Les espaces X;,1 = 0,1 sont des espaces intermédiaires.



Définition 1.4.3 Soient 6 € ]0,1[ et p € [1,+00]. On appelle espace d’interpolation entre
Xo, X1 Uespace (Xo, X1)g, tel que x € (XO,Xl)M si et seulement si

i)Vt >0,3u; (t) € X; (i=0,1):2=uo(t)+ u(t)

i) t%uo € L (Ry, Xo), t'%u; € L (R4, X7)

+oo
d
L(E) = 3 £ 10,00~ E5 [ 1505 5 < o0
0

Propriétés
On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 6,
te€]0,1[ et p,q,r € [1,+00] :
1)Si0< 0 <w<1alors

(X()a X1)67p C (X07 Xl)

w,q *
2) Si p < q alors
(Xo, X1)g,, C (Xo, X1)g,, -

3) Si Xy = X; alors
(X0, X1)op = Xo = Xi.

4)Si0<w <@ <1, alorson a
((XOaXl)G,p; (XOaXl)w,q)t’r - ('X07X1)Oé,7‘7

Avec o1t g
a=(1-t)0+tw et —=—+-.
r p q

Cas Particulier (D(A), E)

0.p
Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
E. Posons
XO = D(A) et Xl = E,
Alors
Xole :D(A) et XO_'_XI :E,

donc, pour tout 6 € ]0,1] et p € [1,4+00] on a
D(A) C (D(A), E),,, C E.

Si p(A) D Ry et s'il existe une constante C'4 > 0 telle que

YA>0: H(A—/\f)_lHL(E) SN

Alors
(D(A),E)y, = Da(1-10,p)
= {zeE: |t PAA-t) 1|, € L2},



Définition 1.4.4 Pour tout 6 € ]0,1[, p € [1,400] et k €N, on a
Dy (0+k,p)={xeDA"): Az e Ds(0,p)},

Avec la norme

||13||DA(9+k,p) = ||$||E + HAkaDA(G,p)'

Théoréme 1.4.2 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-
ment continu (G (t)),s,, alors pour tout p € [1,+00] et 0 € 0, 1]

(D), By = € B+ 76 ()~ el < 12)

Muni de la norme

+oo
dt
lell oo, = el + | [ 1170 = Dall
0

Avec les modifications usuelles si p = co.

1/p

1.4.3 Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNetl<p<oo

On note WP (§), E) l'espace de Sobolev des fonctions f : Q — E telles que 0°f € LP (Q, F)
pour tout || < m. C’est un espace de Banach avec la norme

1/p
(Z ”8afHLPQE) sil<p<oo
||f||Wm<,P(Q7E) = laj<m

‘HTZQX 10° f1l oo (. si p = oo.

Pour s €]0,1[et 1 <p < o0 :

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev

WP (L, E)=( feLP(QF) // (G Sp+n”Edmdy < 00

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a
définir les espaces de Besov B, (2, E) . Pour s € ]0,1[ et 1 < p, ¢ < 0o, on définit

a/p
; | f(z e,
Bp,q (Q>E> = f S Q E / / y‘qurn dy < o0

Avec la modification classique quand p = oo et ¢ = oo

Dans le cas ot p = g on a
B, (Q, E) = WP (QE).



1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom
UMD (Unconditional Martingale difference property, pour plus détails voir [3]

Définition 1.4.5 On dit que E est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur LP (R, E) ,
1 <p<oo par

1 t—
(Hf)(t) = — lim / uds, VieR, VfeC®(R,E)
IT e—0t s
e<|s\<%
Est bornée.
Définition 1.4.6 E est £-convexe s’il existe une fonction £ : E X E — R convexe telle que
i) £(0,0) >0
i) §(z,y) < ||z + yl| 5 avec
Izllp = llyllp =1, Vz,y € E.

Théoréme 1.4.3 Soit ' un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

i1) Il existe une fonction £ symétrique et biconvexe vérifie £ (0,0) > 0 et

Les exemples les plus utilisés de tels espaces sont

» Les espaces de Hilbert (On choisit & (z,y) = 1+ (z,y) o le crochet (., .) indique le produit
scalaire).

» Les sous espaces fermés d'un espace UMD.

» Les espaces construits sur LP (Q, E), 1 < p < oo tel que E est UMD.

Les espaces C™(€); F) tel que n € N* ne sont pas UMD.

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(¢; F)

Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur
sectoriel. Si A : F — E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de 'opérateur
A est définie par

1 _
Afp = — [t*(t] — A) " adt,
2im
5

Ou z est un nombre complexe arbitraire.



Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de
partie réelle positive (pour 0 < Rez < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

—+00
S1n 27

Az = / (I — A) 7 Audt,

™
0

Pour tout x € D(A) (voir Haase [16], Proposition 3.1.12, page 67).
Si —1 < Rez < 0, on écrit, pour z € D(A),

—+00

/tz (t1 — A)~" xdt.

0

sin(z+ 1) 7
T

Afx = AT Ay =

Le théoréme suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de A* (voir Dore et Venni

[90)

Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes
1) Soit z€ C:Rez<0etm,neN:m>n+Rez >0 alors

+00
/ A (] — A)) T ATt

0

[ (m)

E Az =
Vo e v F'(n+2z)l'(m—n-—2)

est absolument convergente.
2) z — A? est holomorphe de {z € C: Rez < 0} dans L (E).
3) SimeN:m>2etzeC:Rez<m alors D(A™) est dense dans D (A?).
4) Soit w,z € C: Rew < 0 < Rez alors
AYA* C AV C APAY.

De plus, si Re (w+ z) # 0 alors
Aw+z = A*AY.

5) Soit « € RY et x € D (A®) alors = — A*x est holomorphe pour Re z < a.
6) Supposons que A € L (FE) pour s € R donc

(a) Si Rew <0 et w+ z =1is alors A¥T* = AYA* = A*A".

(b) Si Rew < 0 alors AAY = AWTs = AWA™,

(c) Si Rew =0 alors AAY C A¥ts C A¥A® et la seconde inclusion

est en fait une égalité si Rew > 0.
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7) Si0 < Rez <1 alors

A~ < M (cosh (rIm=) + w) .

sin (7 Im z)
8) Soit A € L(E) avec s € R, pour ¢ € 10, 7/2[ fizé, on pose
Z@:{pei91p>0 et7r—<p<9<7r+<,0},
alors A** — A (dans la topologie forte de L (E)).
9) Soit AC {z€ C:Rez<0} et Ay =AN(iR) # (). On suppose que
sup || A%|| < o0,
zeA
alors Yw € Ay, AY € L(E) et A* — A" ot z — w, z € A (dans la topologie forte de
L(E)).

10) Si T € L(E) alors
(A=XD)'"T=T(A-\)"",

pour X € p(A), et

(a) TA* = A®T pour Rez < 0.
(b) TA* C AT pour Rez > 0.
11) Si (A —X)"" et (B — pl)™" commutent alors
(a) A*B" = BYA” pour max{Rew,Rez} < 0.

(b) si A et B € L(X), Vs,t € R alors A*°BY = BYA*
pour max {Rew,Rez} <0.

Définition 1.5.1 On note Bip(0; E) (Bounded imaginary powers) l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées.

1.6 Sommes d’opérateurs linéaires dans les espaces de
Banach

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes d’opé-
rateurs linéaires. Soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires
fermés de domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants
p(A) et p(B) non vides. La résolution du probléme

Au+Bu— du=f A>0 (1.6.1)
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repose sur la construction de 'inverse de A + B sous des hypothéses correspondantes & des
méthodes différentes, selon les deux cas suivants :

1- les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,
[(A=2)"B-p) J=A-2"B-p ' =B-p  (A-2)"=0
2- le cas non commutatif : i.e.

(A2 5B-p) '] £0.

1.7 Sommes commutatives

Dans ce cas, il y a deux approches différentes.

1.7.1 Sommes de Da Prato et Grisvard
Da Prato et Grisvard ont étudié 1’équation (1.6.1]) sous les hypothéses suivantes

(A CA,Cg >0, 04,08 € [0,7‘([ tels que
i) p(A) DXaA={2€C":|argz| <m—0a},

_ Ca (0
vz € Sas[[(A - 2D) 7|, < Ca (0)
2]
(DG.1) i) p(B)DX¥g={z€C*: |argz| <7 — 0B},
_ Cg (0
Vz € Xp; |[|(B — zI) 1HL(X) < TZ(| )

iii) 04 + 05 < 7.

( w) D(A)+ D (B) =X,

(DG.2) { Ve ,OE.IA) Ve p_(lB) :
A-N "B =0

Ces auteurs ont montré, pour f € Da (6,¢9)+Ds (6,q),0 € ]0,1[ et g € [1, +00] que 'équation
(1.6.1)) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par I'intégrale de Dunford

—1 _ _
u=— [ (A=(z+NID) "' (B+z)" fdz
20T
20\
Ot v, est une courbe simple orientée de oo e~ a oo € avec 0, € |0, ™ — O4[, demeurant
dans o _x N YX_g.De plus, la solution a la régularité suivante

Au,Bu € Dp (0,q) (resp. Dg (6,q)) .

12



Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées pour étudier I’équation (1.6.1)). Ils ont supposé que

(DV.0) X est un espace de Banach de type UMD,

(DV.1) Iy
ii)p(B) D ]—00,0] et IMp > 0: ||(B+t)7| < 1—+Bt
(DV.Q){ VAEp(A)l, uep(B1, B B
(M —A) " (ul —B) = (ul —B) " (AT - A) "

(

iWs €R: A" € L(x) et
JKa =1, 04 >0, Vs € R: [|A"| < Kaefall,
(DV.3)} ii)Vs € R:B* € L(z) et
JKg > 1, g >0, Vs € R: |B”| < Kge’Bl*,

Z’Ll) 0A+9B < Tr.

\
Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par

_ 1 fA—B*!
(A +B) = _—

21 sin 7wz
v

dz,

ou v est une courbe verticale contenue dans la bande

{zreC:0<Rez<1},

et orientée de ooe /2 vers ooei™/2.

i)p(A) D]—00,0] et IMp >0 [[(A+tI)7']| < 1M—ﬁt,Vt >0

Ce résultat a été généralisé par Priiss et Sohr [22], dans le cas ou 'un des deux opérateurs

(seulement) est inversible.
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Chapitre 2

Position et Résolution du Probléme

2.1 Position du probléme, hypothéses et conséquences

Dans ce travail, nous considérons le probleme de transmission abstrait suivant :

Py { W@+ Au@) —wu(@) = g@), w20, pp.z€]o0,0]
u'(0) — Hu (0) = ¢

ou A et H sont deux opérateurs fermés dans un espace complexe de Banach E

avec les domaines de définitions respectivement D(A) C E et D(H) C E.

Le second membre g € LP (]—00,0[, F) avec 1 < p < +00; ¢ est un élément donné dans F.

On note

Ay, =A—-wl |
Le probleme (P) devient,
u’ (z) + Apu(z) = g(z), w20, pp x€]-00,0]
(P) { o (0) — Hu (0) = & (2.1.1)

Nous étudions 'existence et I'unicité de la solution classique (P), tels que :

{ u € WP (—o00,0; E) N LP (—o0,0; D(A))
w(0) € D (H).

Les hypothéses essentielles proposées pour résoudre le probléme sont :
Hypothése 1 E est un espace UMD, voir (1.4.5)) .

Hypothése 2 L’intervalle [0,00] est contenu dans les ensembles résolvant des deux opéra-
teurs A, H, de plus il existe C' > 1, tels que pour tous A\ > 0, leurs résolvantes vérifient :

max (H(A — A

JH = ADTY)) < (2.1.2)
et il existe K > 1, tels que pour tous s € R, leurs puissances zmagmaires vérifient :

(= AYe|| < Kl [[(—H)*|| < Keosll (2.1.3)
ot

0
0<?A+9H<7T.
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Corollaire 2.1.1 Pour w > 0, nous notions Q,, := — (—Aw)1/2. Uhypothese (2.1.2)) implique

que QQ,, génére un semigroupe analytique (emQ“)pO( voir Balakhrishnan [1, p. 419] ).

Hypothése 3 D (Q,) C D(H).

Hypothése 4 Les operateurs A et H commutent au sens des résolvantes.

On note maintenant quelques conséquences sur ’operateur (), :

Conséquence 1 Selon le théoréeme 3 dans ([22, p. 437]); les hypothéses (2.1.2), ({2.1.3))
implique (—A,) € BIP (E,04) (pour tout w > 0). M. Haase ([16, page71, Proposition 3.2.1,
e) |) assure que

et pour tout s € R,

cela montre que @), est un operateur inversible et —(Q),, appartient a BIP (E , %A) .

Conséquence 2 ] eziste deuz constantes positives a, M (voir Pazy [21, Theorem 6.13, p.
74]) tel que pour tous x > 0 on a

"], < Me™*, (2.1.4)

et
|Que™®||, < Mz~'e. (2.1.5)

Conséquence 3 L’hypothése (1| entraine la réflexivité de E. puisque —A,, et —H sont des
opérateurs sectoriels, donc leurs domaines D(A,) et D (H) sont dense dans E ([16, Propo-
sition 2.1.1, h). pages 21]).

Conséquence 4 De l'hypothése (), on déduit que
1) Les opérateurs A,, H commutent auz sens des résolvantes.
2) Les opérateurs Q,, H commutent aux sens des résolvantes.

Preuve : Soit A > 0, on a

-1 (2 — A)7!

= g
2w )\+\/w—zz
¥

(M- Q)" = </\I + \/Tm)

O 7y est une courbe de Jordan entourant le spectre de A dans le sens direct. Soient £ € p (H)
et x e F|
On a

-1 -1 b (ZI—A)_l (H—ﬁ[)_lx

Y
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Par ’hypothéses , on a

dz

1 ((H-) T (I -A)
2im / A Vw—z

= (H-¢&) "M —Qu) 'z

A =Qu)  (H—¢) e =

Conséquence 5 L’operateur (Q,, + H) est inversible.
Effectivement, on a —Q, € BIP (E, %A), —H € BIP(FE,0y), appliquant le Théoréme de
Dore et Venni ([10)]) pour avoir inversibilité.

Conséquence 6 , Les opérateurs Q,,, H commutent sur D (Q?) .
Preuve :
On a pour tous x € D (H)

Q,'Hr = HH 'Q,'Hx,
= HQ,'H 'Hx
HQ 'z (2.1.6)
maintenant pour tous x € D (Q,) C D(H), on a
Hr = HQ,'Q.x,
puisque Qux € D (H) (voir (3)), donc par (2.1.6)) , on trouve
Hr =Q'HQ,z,
alors Hx € D (Q,,) et
QuHr = HQ,x. (2.1.7)

Conséquence 7 De , On a:

Les opérateurs Q,,, (H —vI)™" commutent sur D (Q.,), pour tous v € p(H).
Pour tous x € D(Q,,), v € p(H), on a

(H—vD) "' Quz = Q. Q' (H — VI)_l] Qux
= Qu[(H—vD)7 Q'] Quo
= Qu(H—-vI) '

Conséquence 8 De , Ona:

Les opérateurs (Q,, — z[)_l, H commutent sur D (H) pour tous z € p(Qy) . :
Preuve : voir

Conséquence 9 Pour tous T > 0, l'opérateur e™@ commute avec Q', Q. et H respective-
ment sur E, D (Q,) et D (H).
Preuve : On montre les commutativités par (@ et le fait que

1
T = — [ 77 (2] — Qw)fl dz,
2mi
N

ol v est une curve Jordan entourne le spectre de @), au sens direct.
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2.2 Technical lemmas
Lemme 2.2.1 ([I8, P. 5610, Lemma 8])Supposons (1)), (2.1.2), [2.1.3) et g € LP (—00,0; E)

avec 1 < p < o0o. Alors, les applications suivantes :

0
l.z — Lo(z,9) = Qw/ e g (5) ds .

2.0 — L (x,9):= Qw/ @99 g (5) ds .

—0o0

0
3.z — L (z,9):= Qw/ e~ @+9)Qu g (5) ds .

sont bien définis pour p.p. x € |—00,0] et appartiennent & LP (—oc0,0; F) .

Lemme 2.2.2 Soient (1)), (2.1.2), 2:1.3) et g € LP (—00,0; E) avec 1 < p < oo. Alors, p.p.

x € (—00,0),
0

1) lim 5% g (5)ds = 0
2) lim @) g(5)ds = 0 .

Proof. 1) pour p.p. x € (—00,0)

e g (5)ds

" \M\a

0 0
/e(s_x)QWg(s)ds = /e(s_x)ng(s)ds +
x 3

=y (z) + az ().
par ([2)),il exist M > 0 et o > 0 tel que

%
Jas (@) < M [ e g(s)] ds.

De I'inégalité de Holder, pour ¢ = ]ﬁ, on obtient

Q=
3=

3
o= g / los)Pds | .

8~

o (@)l < M
donc .
M i '
e @)l € (1= )| [ o)1 as
(o) <1 e



B =

. /ng I ds

Puisque g € L? (—00,0; E), alors lim / lg(s)||” ds = 0.

S)

Par conséquence lim |y (x)]| = 0.
r——00

Pour a4, nous trouve

0 0
oy (2)]| < M /e_(s_x)q"ds / (s)||” ds
%

Q =
LA

M e .
lox (@)l < —— (€27 = ™) * lgll}o(_co0;m)
(qo)

Ce qui donne lim |lay (z)]| = 0.
2) comme ci-dessus, pour p.p. € (—00,0) On a

T T q x %

/e(xs)Q“g(s)ds <M /e(xs)q"ds / llg(s)|I” ds

1
<= (1-0) /||g I ds
(q )t

ce qui donne
xr

lim /e(“” )9 g(s)ds|| = 0.

r——00
o0

Lemme 2.2.3 ([18, P. 5612, Corollary 9]), ([18, P. 2717, Lemma 6]) Sous l’hypothése
(2.1.2) et pour p € ]1,+00[, On a
) pe(D(A), E)

) pe(D(A), E)

Preuve
Puisque @, est un opérateur générateur et analytique de semi groupe, Alors pour tout
6 €1]0,1[, m e N* et 0 < p < o0, ([24, p. 96]), On a

L1, Siet seulement si x Que* % € LP (—00,0; E),
2p?

si et seulement si x — Q*e*%p € LF (—00,0; F),

1
%ap

T it
(BD@), = {web: [ Qe < 4o b,
0
= pekl: / HtmmngetQ“ngp% < 400
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Soit ¢ € (E, D (Q)),_ 1 ,, et

0

/

Donc, la fonction Qme%p € LP (—o0,0; E).
inversement, si Q"e % € [P (—00,0; E), On a

/Htm m Qm —tQuw

0
thm _tQ“ng —dt / HQZLe_tQ“godet < 400

0

dt_/
g

—00

P dt
t

£ Qe

0
— / |Qre @ g||” dt

= ”Qm QwWHLP( so,0;E) = 100

Donc ¢ € (E,D(QM), 1
On en déduit

¢ € (E,D(QY)),_ 1, sietseulement si z+— Qme™ @ p € [P (—00,0; E).

mp’

7p.

On applique cette propriété, pour m =1 et m = 2, on obtient
D) v € (E,D(Qu)), 1, sietseulement si z+— Que™@p € LF (—00,0; F),
) e € (E, D (Qi))l,g . si et seulement si x — Q%e*%“p € LP (—00,0; E) .
2p

Applique la propriété de réitération, ([19]), on trouve
(E7D(QW))1—%,p = (E7D (Qi))%_%w
—_ 2 _
- (D (Qw) ’E)%—i-%,p = (D (A‘“)’E)%Jr%,p’
et

Puis

Jpe(D(A,), E) si et seulement si 2 — Q,e"%“p € LP (—00,0; E),

1 1
§+%7p

) e e(D(Ay), E) L

2p

, Sietseulement si z+— Q*e™p € [P (—00,0; F),

qui montre le lemme.
Lemme 2.2.4 ([15, p. 678, Theorem 2]) Soit u une fonction tels que
u € W(a, b X) 1 Ly(a, b D(AY)).

Oun,k € N* et p €]1,400|. Puis pour j € N satisfait le Poulsen condition 0 < %4—]’ <net
s € {a,b}, On a
u(s) € (D(A"), X)

J4 1.
n+np
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Lemme 2.2.5 Soit o > 0. l’hypothes (2.1.2)), (2.1.3)), et (4).

.) Lopérateur (Q,, + H )_lcommutent avec @, et avec H respectivement on D (Q,,) et D (H).

Proof : Puisque 0 (—Q.,) € {re?’ : 7 >0, [0 < %} (Dore et Venni page 194, corollary 2.9).
Par conséquent

Z:{rew:r>0, |9|<7T—97A}C,0(Qw),
Qu

De méme, on a

Z:{reiezr>0, 0| <7m—0u} Cp(H).
H

D’apres '’hypothése de parabolicité

0
7A+0H<7T,

Le Théoréme de Da Prato et Grisvard ([8]) donne

(Qu+H) "= —— / (Qu —2I) " (H+ 2I)"" dz

2t
T
ou I' est un courbe de jurdan dans Y , NY__,, orienté de +ooe™™ a +ooe telle que

Ve }thﬂ_ OTA[
On a pour tout z € D (Q,,)

(Qu+H) ' Quz = —L / (Qu—2I) " (H + 2I) " Quudz (2.2.1)

A%
r

Par ([7), on trouve

(Qu+H) ' Quz = —% / (Qu—2I) " Qu (H + 2I) " adz
N
_ _%Qw / (Qu — 2I) " (H + 21) " zd=
I

- _Qw (Qw + H)il xz.

Par la méme méthode on montre la deuxiéme commutativité.

2.3 Représentation de la solution (P)

Dans cette section on résout le probleme (P) (2.1.1)) et on étudie la régularité de la solution.
Ou ¢ est un élément donné dans E et g € L? (]—00,0[, E).
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2.3.1 Résolution du probléme (P) :
On a

(w)" (z) + Ayu (z) = g (2) p.p. x €]—00,0[ ...(Eq)
(P) { () (0) — Hu (0) = ¢, - (RC) (2.3.1)

avec g € LP (|]—00,0[,E) et ¢ € E.

On utilise la réduction de Krein sur I'intervalle ]a, 0] ot a < 0, puis on fait tendre a — —oo
pour avoir la solution sur |—o0,0].

En posant

/EA
S

_l’_

<

—

=

On trouve deux problémes de Cauchy

oy { Wy o Gy () (232)
and . o
(PCQ) { iz()())(x:) Z) —Quz (l’) - §Qw g (:L‘) : (2'3_3)

Ot &, est un élément constant dans F.
Pour une solution réguliere u € W2? (—c0, 0; F), nécessairement ([5, page 130.]) on a

u(—00) = 0= (u)' (—00),

Donc, on a posé y (a) = 0, la méme condition pour —oo, on remarque

Jimy(@) = lim (@) -0 (@)
= im0 ()~ [0 () (@)
= i g (u() + Q0 () (@) =0

1 — r—sS
y() = SQu1 [ g (s)ds
Pour a — —o0, on trouve
Lot [ jesa.
y() = 5@ [ g () ds



La solution du probléme (PCy) (2.3.3) est

0
1
z(z) = esz“JfO + 5@;1 /e(sx)ng (s)ds.

Par conséquent, la solution de I’équation (2.3.1]) avec la condition u (0) = &, est donnée par :
pour p. p. x € |—00,0],

T 0
1 1
u(z) =e g + 5@;1 / e g (s5)ds + 5@;1 / e g (5) ds. (2.3.4)

x

D’apres le lemme [2.2.1] les intégrables parues dans u_ sont bien définies sur p. p. x € |—00,0] .
De plus, la condition u(—o00) = 0 est bien vérifiee. On effet, il existe § > 0 et M > 0

(2.1.4) , telle que

Vo <0, He‘mQ“ H < Me™02),
Donc

He_wa&)HE < Mye ot 1€oll & o 0.

——00

En appliquant le Lemme on trouve
tin_[lu (@) =0,

Détermination de &,.
Pour déterminer &, on utilise 'autre condition (RC') (12.3.1])

(u)' (0) — Hu (0) = ¢. (2.3.5)
On a
1 LT

u(x) = e g, + 5@;1 / e(T=5)Qu g (s)ds + Ele / e(572)Qu ¢ (s)ds, (2.3.6)

Pour z = 0, on trouve

0
1

u(0) =&+ 50" / e g (s)ds. (2.3.7)

Par la différentiation de u, ’équation ([2.3.6) donne

T

0
—z 1 r—s 1 s—x
(W) (£) = ~Que %6y + 5 [ g (s)as =5 [ g (5)ds

—0o0

On suppose que
o € D(Qu), (2.3.8)
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Pour =0, on a

(u) (0) = —Qu&y + % / e g (s)ds, (2.3.9)

De ([2.3.8) et (3]), on remarque que
u(0) € D(Qu) C D(H)

La substitution de (2.3.7)) et (2.3.9) dans (2.3.5) donne

0

0
1 L
“Quoty [ Rgods| [ 5Qt [ e g(s)as| =
D’ou
] 1 :
(Qw+H)§0:_¢+§/€SQW9(3>d5_§HQw1/€SQWQ(S)ds
Donc

0

(Qut H)& = —6+ 5 (Qu—H) Q' / e~*% () ds. (2.3.10)

D’apres , 0n a

0

fo=—(Qu+H) 'o+= (Qw+H> (Qu —H)le/esQ“’g(s)ds.

—0o0
Par conséquent

0

b=~ (Qut H) 6 1 (Qut H) ™ (Qu — H) Q70 / g (s)ds,  (23.11)

— 00

observons que £, € D (H)N D (Q,,) . Alors, Sous I’hypothese D (Q,,) C D (H) , Passomp-
tion w (0) € D (H) (voir (2.3.7)) est toujours vérifice.

La substitution de (2.3.11)) dans ([2.3.4]) donne

0

u(e) = e | (Qut H) ot S (Qut ) (Qu — H)QQ / e~ g (s) ds

— 00

T 0
1 1
+5Q5! / erm%g (s)ds + S Q! / el (s) ds,
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donc, de la consequence @D et le Lemme (2.2.5), on déduit la représentation suivante de
u, pour p.p. x € |—00,0],

0

u(e) = —(Qut H) e (Qut H) Qo — H) QP / @ (5) ds

T 0
1
+§Q;2Qw/e(w—5>¢?w (s)ds + Q Qw/ s=)Quw g (5) ds. (2.3.12)
En appliquant la notation apparue dans le lemme [2.2.1} on trouve
ule) = —(QutH)y e 5 (Qut+ H) ™ (Qu— H) QLo (x,9)
1
+5Q0 Lo (7,9) + 5@;2% (z,9), (2.3.13)

2.3.2 Etude de la régularité de u
Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (1)) , (2.1.2) , 2.1.3) , (). et pour g € LP (—00,0; F) avec

1 < p < o0, le probléme (P) admet une unique solution classique
u € WP (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A))
u(0) e D(H).

Si seulement si

€ (D(As),E)ry

N
Sl
3

Proof :
De (2.3.12)), on a

0

w(0) = —(@Qut H) ot (Qut H) Qo H) QL / e~ g () ds

0
1
+§Q;2Qw / e 5@y (s)ds.
d'ouu(0) € D(H)
Soit
¢€(D(A), E)yyp,
Avec et Lemme On a
1 _
u(@) = —(Qu+H) " Q5 [Que™ 6] + 2 (Qu— H) (Qu+ H) " QF*L-cs (2,9)
%Qw%m (z,9) + %szLo (2, 9) ., (2.3.14)
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donc u (z) € D (A,) .
Puisque

(Qu—H)(Qu+H) Qe L(E),
selon le Lemme (22.2.1)) et (2.2.3)), on trouve u € LP (—00,0; E) .

Appliquons A, = —Q? sur u dans (2.3.14)) , de la conséquence (2.1.7)) et Lemme (2.2.5)), on

trouve

At(o) = Qul@ut ' Que ™6 = 3 (Qu— H) (Qu+ M) Los (2.9)

1 1

puisque
Qu(Qu+H) € L(E), (Qu—H)(Qu+H) " €L(E)
donc, par (2.2.1)) et (2.2.3), On a

Ayu(.) € LP (—00,0; F).
Puisque v’ = —A,u+g_ et g € LP (—00,0; E), on trouve que
u" € [P (—00,0; F).

donc

u € WP (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A)).
Inversement, on suppose que
u € WP (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A)),

donc
Ayu € LP (—00,0; E) . (2.3.16)

Par ,ona
Qu(Qut H) ' Que ™0 = Au(a) +5(Qu— H) (Qut H) ' Lo (1,0)

1 1
+§Lfoo (xag) + iLO (l‘,g) )

Par et Lemme (2.2.1), on a
Qu (Qu+H) ' Que ¥ ¢ € L’ (00,0, B),
Puisque Q,, (Q, + H )_1 admet un inverse borné, alors
Que "¢ € [P (—00,0; E) .

Par Lemme (2.2.3) , on trouve



2.4 Cas Particuliers

On étudie ici, quelques cas particuliers, en remplagant 'opérateur H par les opérateurs :
H=0,H=—-al,a>0et H=—y/—A,.
2.4.1 Lecas H=0
Le probléme ([2.1.1]) devient

Dans ce cas nos hypotheses sont réduites aux

E est un espace UM D (H.0)
A est un opérateur linéaire fermé tel que R, C p (A)
: -1 (H.1)
IC>0:VAZ0  |[(A=A) |, p < Y
et .
30 > 1,304 €]0,7[: Vs e R |[(—A)"|| < CePll. (H.2)
Posons @, := — (—Aw)l/ 2 La solution du probléme (2.4.1) s’écrit sous la fome, p. p. z €
(—OO, O)
_ . L.
u(e) = Q5 [Que %] + QLo (2.0)

P30 (5,9) + 50570 (2, 9).
Théoréme 2.4.1 Supposons (H.0), (H'.1), (H'.2). Soient
g € LP(—00,0; E) avecl < p < o0,
alors le probléme admet une unique solution stricte u si et seulement si

¢ € (D(A%E)%—&—% :

2.4.2 Lecas H= —al aveca >0
Dans ce cas, le probléme Le probléme ([2.1.1)) devient le probléme opérationnel suivant

(w)" (2) + Avu (x) = g (z), p.p. o €]-00,0[, (2.42)
(u)' (0) + au (0) = ¢. -
avec a > 0, les hypothéses sont réduites aux
E est un espace UMD, (H.1)
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A est un opérateur linéaire fermé tel que p (A) D Ry

H’.2
3C>0:YA>0 ||(A—>\[)1||L(E)<1+L)\, (2
30 > 1,304 €]0,7[: Vs e R |[(—A4)"|| < CePll. (H.3)

Ici, 'opérateur
Qu—H = Qu+al,
(Qw + H)_l = (Qw - Oé[)_l

est inversible car a € p (Q,,). Le solution est
- 1 _
u@) = —(Qu—al) " QM [Que 6] + 5 (Qu+al) (Qu—al) " QL us (1,9)

1 1 -
+§Qw2L—OO (ZL‘,g) + 5@&;2[/0 (I,g) )

Théoréme 2.4.2 Supposons (H.1),(H'.2),(H'.3). Soient g € LP (—00,0; E) avec 1 < p <
00, alors le probléme (2.4.2)) admet une unique solution stricte u si et seulement si

¢ € (D(A), E)yy

2.4.3 Lecas H=-/—-A, =0,

On se propose, ici, d’étudier le probléme suivant

(u)" () + Au(z) —wu(z) =g (x), w>0, pp. x€]-0o0,0[,

() { (w) (0) + v/~ (0) = o,

On remarque que l'opérateur H := —/— A, vérifie bien les hypotheses (2.1.3), (2.1.2), et
(14)-

Théoréme 2.4.3 Sous les hypothéses (2.1.9), (2.1.3), (3 et et pour g € LP (—o0,0; F)

avec 1 < p < 00, les assertions suivantes sont équivalentes
1.9 € (D(A), E)%+% .
2. Le probléeme (2.4.3) admet une unique solution stricte u.

(2.4.3)

2.5 Exemples

Exemple 2.5.1

Prenons E := L?(R). On définit les opérateurs A et H comme suit,

{ D(A) = H*(R) ot { D(H) = H' (R)
Ay =" — ), HY=—-ayp a>1

Alors le probléme (P) est équivalent a

A@u(ﬂﬁ,y)—wu(ﬂﬁ,y):g(a},y), (z,y) € (|]—00,0[) x R -
5 (0 y) +au(0,y) = ¢ (y), y€R. (2.5.1)
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Proposition 2.5.1 Les opérateurs A et H = —al sont linéaires fermés des domaines denses
dans E. De plus
i) p(A) D[0,00] et 3C4 > 0:

Ca

-1
A0 |(Ae =N ey < T
i) p(H) 2 [0,00[ et 3C4 > 0 :

Cu

VAZ0:||(H—X)" ’hw <j1+A,

Preuve. En effet, avec la méme méthode dans [6] page 118.
i) On cherche la solution de I’équation spectrale suivante

(A = A u(t) = u"(t) = (w+ A+ Du(t) = g(t),
en appliquant la transformé de Fourier, tels que w € [0,00[, A € [0,00[ et . Il vient que

—F (9) (&)
W+ A+ 1447282

F(u) (&) =

Puisque F est un isomorphisme et F € L (E), alors il existe K > 1 tel que

) ) (O
wmm><K/m O de < K/w+kH+MWV% (252)

@22

K
—— [ |F 2de < ——— llgll3e
w+A+D2Z’(”“” £< o ol
De méme, on a

fwxazmﬁfwﬂo=wi?§1?§%2

F ) (€) = (2im) 7 (1) (€)= o B

donc

2

2t 7 (9) (€2 de

W+ A+ 1+ 4n2¢?

2
e < K [
R
K

2 2
m/V(Q) (€))7 d¢ < m”gﬂy(ma
R
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et

e < K / LS VT
Cllem S w4 A+ 1+ 4722 J

< K / 17 (9) ) de < K gl

Par conséquent u, u’, u” sont L?(R). D’autre part, on a
(A =X)""g) (1) = u(t)

De et pour tout A > 0, on trouve

VK

H(A —>\ gHL2 \T_HHQHL?(R)
telle que
gimet _622'7r§t
wt) = [ F @ ©de = [ a @) O d
R R
_€2i7r£(t—s) dsd
— //w+)\+1+47r2£2g(3) sdg.
R R
d’ou
2z7r$t s
A, — ) 2.5.
(( A //w+/\+1+47r2§2g( ) dsde (2.5.3)

Proposition 2.5.2 Les opérateurs A, H vérifient
i)3Ka > 1, ea€]0,m[: Vs € R [[(=A)*| gy < Kae®l.

Preuve. Ce résultat découle du Fuhrman [I4], lemme 3 page 218.

Proposition 2.5.3 Caractérisation de l’espace d’interpolation : ([15))
Pour £ =L?(R), on a

(D(A), ),

1
5-}-%7])

= (H*(R),L*(R))
En appliquant notre Théoréme, on trouve

Proposition 2.5.4 Soit g € LP (—00,0; L? (R)) avec 1 < p < co. Alors, Le probléeme (2.5.1])
admet une unique solution stricte u si et seulement si

6 H 7 (R).
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