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Introduction

Les conditions aux limites de Robin ont été traités par plusieurs auteurs ce qui n’est pas
le cas des conditions aux limites non locales.

Dans ce travail on s’intéresse aux conditions aux limites non locales généralisées.
On fait une synthese de larticle [I] Aissa Aibeche, Nasreddine Amroune et Stephane Main-
got, "General Non Local Boundary Value problem for Second Order Elliptic Equation” ;
Mathematishe Nachrichten.2017.

L’ objectif étant I’étude de problemes elliptiques avec des conditions aux limites non
locales généralisées (car il s’agit des coefficients opérateurs) dans des espaces de Banach
particuliers (les espaces U.M.D) :

u'(z) + Au(z) = f(x), x€(0,1)
(1) au'(1) — yHu(0) = dy
pu’(0) + dKu(1) = dy,
ou :
f € LP(0,1;E); avec 1 < p < oo et E un espace de Banach complexe U.M.D.
do,dl € E.

A, Het K sont des opérateurs linéaires fermés dans E.
a, B, vetd € C, vérifiant :

(2) (,7) # (0,0) (e, 6) # (0,0)) (8,7) # (0,0)) et (8,6) # (0,0)

L’objectif est de trouver une solution stricte de ce probleme, c¢’est a dire une fonction u telle
que :

u € W*P(0,1;E) N LP(0,1;D(A))
Avec u vérifiant :
u(0) € D(H); u(1) € D(K)

Et vérifiant notre probleme.

v



Introduction

On supposera 'hypothese d’ellipticité suivante :

(3)

Aest un opérateur linéaire fermé.
0,400 D p(A) et sup [AMA =) e < oc.
A0

1
On sait que cette hypothese implique que —(—A)2 génere un semi-groupe analytique borné

dans E(voir [3])
On suppose aussi que :

Vs eR,(—A)® € L(E) et 305 €0, 7[;
(4)

telque : sup,cp ||6_9A‘S|(—A)is||L(E) < 0.

les opérateurs H et K vérifient :

(5) 0 € p(H) N p(K)
Et les conditions de commutativité suivantes :
(6) A7TH P =H'AY AT'KT =KAot HIKT = KTIHT!
On pose : B = —(—A)% et on considere 'opérateur II définit par :
D(IT) = D(B?aBH'K™!) et TT = B2aBH 'K~ — 4l

Supposons que :
(7) IT est inversible
On définit 'opérateur A par :

D(A) = D(II(I — €2®) = D(IT), A = II(1 — €°®) + 2(adH ! 4+ vBK~1)BeB
Et on suppose que :
(8) A est inversible

Cet opérateur A sera le déterminant de notre probleme. De tels problemes se posent dans
plusieurs phénomenes physiques concrets. Par exemple ils apparaissent dans la théorie des
plasma (physique des plasmas), la théorie du processus de diffusion [[23],[24]], les transferts
de chaleur soumis & une spécification de masse, en électrochimie [[5]-[7]] et ils apparaissent
également dans l'interaction fluide-structure dans l'application de I’hémodynamique[[20]].
Dans cette étude la nouveauté est que nous considérons les deux conditions aux limites
a coefficients opérateurs comme des conditions aux limites non locales. Des problemes si-
milaires avec les conditions locales de Robin ont été examinés, citons par exemples [[8],[9]].
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Plusieurs chercheurs se sont penchés sur ces problemes, on trouvera une étude approfondie
des problemes a conditions aux limites non locales dans [[15],[23],[25]].

Ces travaux illustrent bien un regain d’intéret pour ces types de problemes. On utilise
la théorie des semi-groupes et les puissances fractionnaires d’opérateurs pour construire
une représentation de la solution; Ce qui nous permet de trouver des résultats d’existence,
d’unicité et de régularité de la solution.

Ce mémoire est composé de cing chapitres et il est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre on se propose de rappeler quelques lemmes techniques et on
cite les outils mathématiques utilisés pour aboutir aux résultats souhaités.

Dans le deuxieme on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour I’existence, 1'uni-
cité et la régularité de la solution obtenues en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs(Approche
de DORE-VENI) ainsi que l'interpolation des espaces.

Le troisieme chapitre concerne 1’étude du probleme précédent avec un parametre spectral ;
L’objectif étant d’éliminer 'hypothese d’inversibilité du déterminant opérationnel de notre
probleme.

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution de quelquess cas particuliers (Dirichlet,
Neumann, ..)

Dans le chapitre cing; Quelques applications aux EDP sont étudiées.

vi



Chapitre 1

Rappels et outils mathématiques

1.1 Espaces de Banach UMD : ”La propriété UMD?”

Définition 1.1 Un espace de Banach E posséde la propriété UMD si :

31 < p < o et ¢(p) tel que :

> dy
k=1

pour toute martingale (dy)g=o

< ¢(p) VneN

S,
k=1

» et pour toute suite (&)r € [—1,1]™

LP(R,E) LP(R,E)

......

Nous donnons dans ce qui suit une définition équivalente qui utilise la transformation de
Hilbert.

Transformation de Hilbert :
Définition 1.2 Soite €]0,1[ et 1 <p <oo;VfeLP(RE) :

T -,

e<]s|<1 S

(H[)(x) = lim H(f)(x) = lim

e—0

S

Théoréme 1.1 (voir [f)]) Soit E un espace de Banach et 1 < p < co. Alors E est un espace
UMD si seulement si la transformation de Hilbert est continue de LP(R,E) dans LP(R, E)

c-a-d :

E est un espace UMD < ling H.(f)existe dansLP(R,E); V f € LP(R, E).
e—

Remarque : 1.1 I existe une caractérisation géométrique des espaces UMD c’est la notion
de &-convexité.
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Théoreme 1.2
E est un espace UMD <= E est £ — conveze.

L’importance de ce résultat est : ”la notion d’espace UMD ne dépend pas de p .

Exemple : 1.1

Les espaces de Hilbert sont UMD.

Tout espaces isomorphes a un espace UMD est lui méme UMD.
Tout sous-espace fermé d’un UMD est un espace UMD.
L’interpolé des espaces UMD est UMD.

Si E UMD alors LP(]0,1],E) est UMD avec 1 < p < 0.

A ol

Remarque : 1.2 les espaces : C, C*....ne sont pas des espaces UMD.

1.2 les opérateurs linéaires fermés

Définition 1.3 :
Soit (E, ||.||) un espace de Banach.

Un opérateur linéaire A sur E est une application linéaire définie d’un sous-espace vectoriel
D(A) de E a valeurs dans E et on note :

A:D(A)CE — E
o — Ap

1. A sera dit borné si et seulement si :

de>0:Vp eE:[Apfe = clelle

2. A sera dit fermé si et seulement si :
G(A) (le graphe de A) est un fermé de E dans E.
avec :
G(A) = {(p,Ap); ¢ € D(A)}.
Proposition 1.1 Soit A un opérateur linéaire tel que :
A:D(A)CE — E

Alors A est fermé si et seulement si V¥ (¢,), C D(A) tel que :

L en = ¢ € D(A)
—

lim Ap, =WV Ap = U,

n—o0
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1.3 Ensemble résolvant, Résolvante et Spectre
Soit E un espace de Banach et :
A:D(A)CE — E

Un opérateur linéaire fermé sur E.

1.3.1 Ensemble résolvant

Définition 1.4 On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble :

p(A) ={X € C: (A— Al)est inversible dans L(E)}.

1.3.2 La résolvante

Définition 1.5 Si A € p(A), on définit la résolvante de A au point \ par l'opérateur :
(A=)~

1.3.3 Le spectre

Définition 1.6 o(A) = C\ p(A) (complémentaire de p(A) dans C) est appelé le spectre de
A et un élément de o(A) est appelé valeur spectrale.

1.4 les Semi-Groupes :(voir [19],[18])

Définition 1.7 Soit E un espace de Banach. On dit que la famille (G(t));>o d’opérateurs
linéaires bornés sur E forme un semi-groupe si :

1. G(0) = I

2. Vt,s20: G(t+s) = G(t)G(s).

1.4.1 Semi-Groupes fortement continus

Définition 1.8 On dit qu’'un semi-groupe (G(t));>o est fortement continu si et seulement
st pour tout x € E, Uapplication :

est continue; c-a-d :

Vo € E: lim |[(G(t)p) — ¢lle = 0.
t—0t

3



Rappels et outils mathématiques 4

et on dit que :
(G(t))ezo

est un Cy-semi-groupe.

1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe :
Définition 1.9 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t))i=o, l'opérateur A

défine par :

D(A) = {cp e E:lim Gl)p=¢ em’st@} # 0.
t—0t t
et si o € D(A) -

t _
Ap = lim —G< )¢ <p‘
t—0+ t

Exemple : 1.2 Soit : E = LP(R), alors l'opérateur A défini par :
Dy = W'2(R) = {u € I’(R), ' € L*(R)},

Au=u', Yu € Dy.
est générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe de translation défini par :
(G(t)u)(@) = u(p +t) pourpresque ¢ et u € LP(R)

Proposition 1.2 Si A est générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (G(t))s=o alors :
1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans E.

2. Yy € E, la fonction :
t — Gty

est continue sur R, .
3. Sip € D(N) ett 20 alors G(t)p € D(A)

4. La fonction :
t — Gty

est continument dérivable sur Ry si et seulement si @ € D(N) et on a :
¢ € DIN) = Vt20: LG(t)p = AG(t)p = G(H)Ap
5. Vo € E,Vt=20o0na:
T T
/ G(s)pds € D(N) et A/ G(s)pds € D(N)
0 0

et si de plus ¢ € D(N) alors :

A/O G(s)pds = /0 G(s)Apds = G(t)p — ¢
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6. Si A est générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (S(t))i=o alors : ¥Vt 20 on a :

Théoréme 1.3 (Conditions nécessaires) : Soit A le générateur infinitésimal du Coy-semi-
groupe (G(t))i=o alors :

1. A est linéaire fermé.
2. D(A) est dense dans E. (D(A) = E)
3. p(A) D{N € C/ReX > w} avecw € R et VA € R,ReX > w,Vk 2= 1:

M

A=)t <
||( )‘) ||L(E) = (Re)\—w)’“

Théoréme 1.4 ( Hille- Yoshida)
Les conditions du théoréeme précédent sont nécessaires et suffisantes pour qu’il existe un
Co-semi-groupe (G(t))i=o dont A est le générateur infinitésimal.

1.4.3 Semi-Groupes analytiques :

Définition 1.10 Soit E un espace de Banach complexe. Soit A tel que :
A={z€C: g <argz<yy et p1 <0<}

Soit {G(z)}.en une famille d’opérateurs linéaires bornés sur E.

On dit que {G(z)},eca forme un semi-groupe holomorphe dans A si elle vérifie :
1. G(Zl + Z2> = G(Zl)G(ZQ)7 Vzl,ZQ e A.
2. G(0) =Ig
3. limG(z)p=p,Vp €A
z—0
4. L’application :
z € A\{0} — G(z)p € E

est holomorphe Vo € E.

Théoréme 1.5 ( KATO)
Soit :
A:DA)CE — E

un opérateur linéaire non borné vérifiant :
1. A est fermé.

2. D(A) = E.
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3. p(A) D {X € C*,ReA 20} etdL >0,V € p(A) :

A=A =

>|

Alors A est générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (G(t))i=o tel que :
1. 3M >0 :Vt>0|(G(t)|re < M.
2. Vt>0: G(t) € L(E,D(A)).
3. Vt>0: G(t) € L(E,D(A)) et |[A(G(t)||LE < L.

t

1.4.4 Semi-Groupes analytiques généralisés :
Soit E un espace de Banach. Soit :
A:D(A)CE — E
un opérateur linéaire vérifiant :
p(A) D Sy ={z € C: |argz| < ¢}

et
A=) e &

36 e]g,w[ et M >0

ou p(A) est 'ensemble résolvant de A. Si D(A) # E alors Sinestrari (voir[22]) a prouvé qu’on
peut définir un semi-groupe analytique généralisé (e“’A)w;O qui a toutes les propriétés comme
le semi-groupe holomorphe usuel.

1.5 Les espaces d’interpolation
Soit (Eo, ||.]|o) et (Ei,]|.]]1) deux espaces de Banach qui s’injectent continument dans un

espace topologique séparé £. Considérons :Eq N E;y, Eg + E; et (Eg, E1)p, avec les normes
suivantes :

[2lleore, = [lzlle, + [lzl[e, siz € EgNEs
|zllegre, = infocugia ([2]le; + |7le,)
zllop = nfomug@tun @ (170 wolle @, g + 1t P wallie®, £r) si @ € (Eo, Ev)oyp

Définition 1.11 Soit X un espace de Banach.On désigne par LP(R,,X) avec p € [1,00],
I’espace de Banach des fonctions fortement mesurables définies pour presque tout t positif et

tel que :
o0 dt\
([ wrors) = s
0

6

L2(RyX) < OO
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Si p = 400, alors on définit l’espace L (R, X) par :

f:R — Xest fortement mesurable.
f e LR, X) = et
SUpesso<i<oo || f(t)||x < 00

Définition 1.12 Soit 0 < 6§ <1 et 1 < p < oo, on dit que x € (Ey,Eq)g, si et seulement

YN
Z)vt >0: E"LLO(t> c Eo, Ul(t> S E1 . IIUO(t)+U1(t>

i)t ug(t) € LP(Ry,Ep); 1% u(t) € LP(Ry, Ey).
Proposition 1.3 Les espaces :(Eg N Ey; ||.|lgore; )5 (Eo + Ex; || lleg+£:) €t ((Eo, E1)aps |l-1lop)
sont des espaces de Banach. De plus :
EoNE; C (Eo,E1)ep C Eo+Es
ol : 'C’ désigne 'injection continue. Et on a aussi :

(E07E1)9,p = (E1>E0)1—9,p

Définition 1.13 (Cas particulier)
Soit 0 <0 <1 etl<p<oo, posons Eg =D(A) et E; = E, alors :

EoﬂE1:D<A) €tE0+E1:E

et par suite :

D(A) C (D(A),E)s, C E
et on écrit :

IVt >0 : Jug(t) € D(A), u1(t) € E : & =uo(t) + us(t)

i)t ug(t) € LP(D(A)); 1% u(t) € LP(E)

On a des caractéristiques explicites de ces espaces, par exemple, dans les cas suivants :
1. Supposons que p(A) D R, et qu'il existe une constante ¢ > 0 tel que YA > 0 :
c

A=) "Le < X

alors Da(6,p) = (D(A); E)1_g,, est exactement le sous-espace de E des ¢ telles que :

[AMR — ) "ol € LP(R,,E)
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2. Dans le cas ou A génere un semi-groupe fortement continue et borné dans E,alors :
Da(f,p) = {v € E: [[t°(e”™ —)¢lle € L2(R+.E)} (voir[L0])

3. Si maintenant A génere un semi-groupe analytique et borné dans E; alors :
DA, p) = {9 € E : [1Ac™sle € LP(R.,E)} (voir(ID))

Lemme 1.1 (voir[10])
L’ hypothése (5) implique qu’ll existe B = —(—A)% qui génére un semi-groupe analytique
borné dans E(voir [3]) et de plus on a le résultat de réitération suivant :

1.6 Propriété de commutativité

Proposition 1.4 Soit X un espace de Banach. Soient P,Q deux opérateurs linéaires fermés

sur X tel que :
0 € p(P) N p(Q)

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i. P—l Q—l — Q—l P—l
ii. D(PQ) = D(QP) et PQx = QPz pourtoutx € D(PQ) = D(QP) (¢’est-a-direPQ = QP)

Preuve : (i) = (i1)
D(PQ) C D(QP)

En effet, z € D(PQ) alors :

r = Q'Qz (car z € D(Q))
(1.1) = Q7 'P7'PQx (car Qr € D(P)),

= P7!Q'PQx (d’apres (7))

c’est-a-dire :

x € D(P) et Px=Q 'PQz € D(Q)

D’ou :
x € D(QP)

8



Rappels et outils mathématiques

De méme, par échange des roles de P et Q on aura :
D(QP) ¢ D(PQ)

Enfin si z € D(PQ) = xD(QP) alors vu (2) on a :

r = PQ'PQu

Soit :

(i) = (i)
siy € X alors :

y = QPP 'Q 1y

Or
P'Q'y € D(PQ) = D(QP)
Dot :
y=QPPTIQ7y] = PQPT'Q7y
Soit

Qfl Pfly — Plefly
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1.7 Somme d’opérateurs(Approche de Dore-Venni)

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaines D(A) et D(B) respec-
tivement.
On s’intéresse a 1’équation :

ou :
g est un vecteur donné de X.
L’opérateur somme L = A + B est défini par :

Dp=DyN Dg,
Lu = Au + Bu,
u € D(L).
Donc I'équation [I.2] s’écrit :
Lu —Au=g

Une solution stricte de cette équation est un élément v € D(L) qui la satisfait. Donc il
faut trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X mais ce n’est pas toujours
possible.

1.7.1 Théoréme de Dore-Venni

Les hypotheses sur A et B :

On suppose que les opérateurs A et B vérifient :

( M
p(A) D] —00,0] et IMp > 0; YA 20 ¢ [[(A+ XY re S 1+A)\
(DV 1) : . > - -1 < Mg
p(B) D] = 00,0 et IMg > 0; ¥A 2 0+ [|B+X) ey £ 75
( D(A) =D(B) =X

(DV 2): {¥A € p(=A), Vi € p(=B) : (A+ N (B+pu)"! = (B+pu)"'(A+ )1}

Vs € R: A" € L(X)et Ik >0, Op > 0 : ||A®||x) S kelslfa
(DV3):q Vs € R:B* € L(X)etIk > 0,05 >0 : ||B®|nx) < kells
Or+0g <m

10
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On note par BIP(X, #) (Bounded imaginary powers) 1’ensemble des opérateurs sectoriels sur
X vérifiant( DV1) et (DV3). On a alors le théoreme de Dore-Venni suivant :

Théoréme 1.6 Si X est un espace UMD et sous les hypothéses (DV1), (DV2) et (DV3)
alors lopérateur :

L=A+B
est fermé et inversible et :
L™t € L(X)

De plus L= est défini par 'intégrale :
1 Aszzfl
L™t = / —dz.
g

ir ), sin(m2)

ou v est une courbe verticale contenue dans la bande :

{z € C:0< Rez< 1}

. , _im i
et orientée de coe™ 2 vers ocoe2

1.7.2 Application du théoreme de Dore-Venni au probleme de
Cauchy :

Soit X un espace UMD. On considere le probleme de Cauchy :
W(t) + Au(t) = f(t), t € [0,T]

() :
u(0) =0

ou :
f € LP(0,T;X) et A:D(A) — X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et tel que :

c
I+A

Je >0 [[(A+A) 10 <

Et
A:¢— A
un groupe fortement continu dans L(X) vérifiant :

Je >0 A€o0 S e et 0< O < g

11
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On écrit le probleme sous la forme d’une somme d’opérateurs. On définit alors les opérateurs
A et B comme suit :
D(A) C LP(0, T; X)

(Au)(.) = Au(.),u € D(A)
D(B) = {u € W'([0,T], X) : u(0) = 0},

Bu=u',u € D(B)

Et donc notre équation devient :
Bu+Au=f

Dans ce cas on a : X est UMD ce qui implique que LP(0, T; X) est UMD.

L’opérateur linéaire fermé B satisfait :(voir Dore-Venni[l1])

(

p(B) D] —00,0] et VAZ0: Jcg>0: [[(M—B) ) <

& —— Bys est un groupe fortement continu tel que :

\ Vs € R : Bis S L(X) etEicl > 0, : ||BZS||L()() § Cl(l+$2)€%|8|

A et B vérifient (DV2), On utilise donc I'approche de Dore-Venni et on aura le résultat
final suivant :

Si X est UMD et 'opérateur A comme défini ci-dessus alors f € LP(0, T;X), 1 < p < o0, le
probleme de Cauchy (P.) admet une unique solution :

u € WH(0,T; X) N LP(0, T; D(A))

Donc :

t
t — Au(t) = A/ eI f(s)ds € LP(0, T; X)
0

1.8 Lemmes techniques

Lemme 1.2 (voir H.Triebel [26]) Soit p€|1,00] et supposons Uhypothése[d, alors :
1. Ae*Byp € LP(0,1;X) si et seulement si ¢ € (D(A),X)%m

2. Be®Bp € LP(0,1;X) si et seulement si o € (D(A),X)

1 1 .
%+§’p

12
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Rappel :

On rappelle que si m € N* et C génere un semi-groupe analytique, alors :

® e (D(C™),X) 1

mp

p» Siet seulement si : Cme™ d € LP(0,1;X)

En effet : supposons que & € (D(C™),X) 1 , donc d’apres le théoreme de Triebel (voir [26])

qui assure 1’équivalence des

normes :||®|** = ||z~ C"G(x)P

o + 112 et |2 D(C™),X) 1

p’p:
dK >0 )
EE3 m(l1—(1—— m X
@) = [z CmeCd ]| p ) + |||l
< K|2)D(C).X) 1,
< o
or
ICresCal = Jy IlCme el do
< f me(l—(l—%p))cmexc@Hg(d?m
m(1-(1--2)) ~m o«
donc :
”CmexC(I)HX é K”(I)H(D(C"‘),X)W%WP < o0
alors :

z — C"e"™ d € LP(0,1;X)

Et réciproquement :
on suppose que :

z — C"e"C® ¢ LP(0,1;X)
alors :
0 m(1—(1— -2 m T T 0 m T
S a0 Cmentop|y 2 = [ ||CmeC D% da

= [ |CmeCd|h da 4 [ [|Cme Dk da

13
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La premiere intégrale est finie et pour la deuxieme intégrale, on a :

K
1C"e™ ey = —m avec K>0

alors :
ST lCme @l de = [ S5 @llkde
= KP [ a7mPdz|| P
— Koy < oo
donc :
fooo ||xm(1*(1fﬁp))cmexc¢||§d?x _ ||x7n(1*(1*m%,))cmexc(1)HLE(X)
< o0
D’ou :
@l = [la" 0 CmerC i + [Pl

< o0

et d’apres I’équivalence des normes || ®[|** et & € (D(C™),X) 1

on constate que :
1, q

I®lloemx, , < o
mp’

et par suite :

® € (D(C™),X) .

mp

P

Preuve(du lemme) :

1. D’apres le rappel précédent :

Ac™Bp =B?e™Bp € LP(0,1;X) < ¢ € (D(A),X).

%J)

2. De méme :

Be®Byp € LP(0,1;X) <= ¢ € (D(B),X)1, = (D(A),X) .

2p

1, (d’apres le lemme [L.1])

D’ou le résultat.

14
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Lemme 1.3 Soit X un espace de Banach UMD. Soit f € LP(0,1;X);avec 1 < p < 00, sous
les hypothéses[Jet[]; On a :

(1.3) x — F(z, f) =B [ e *Bf(s)ds € LP(0,1;X)
(1.4) z = Kz, f) =B [l "B f(s)ds € LP(0,1;X)
(1.5) z = T(z,f) =B [ e@tBf(s)ds € LP(0,1;X)

Preuve : Pour[L3:
X étant UMD et B un opérateur linéaire fermé dans X vérifiant les hypotheses de Dore-

Venni, alors :

est la solution stricte et unique du probleme de Cauchy :

v'(x) + Bu(z) = f(z)
(1.6) (Fe)

alors en appliquant le théoreme de Dore-Venni sur ce probleme de Cauchy ; on obtient :
v € WH2(0,1; X) N LP(0,1; X)

donc :
r — F(z,f) € LP(0,1;X)

Pour [1.4] :

En posant t =1 — s, on obtient :

Kz, f) = fol e=™B f(5) ds
— Bf; els=1+1-2)B £ () ds
= fol e((1=2)=(1-)B £ (5) ds
= B[ 008 f(1 —¢)dt
= F(l—=x,f(1—2))
donc :

r — K(z,f)= 2 — F(1 -z, f(1—2x)) € LP(0,1;X) d’apres[L.3

15
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Pour [L.5] :
Vo e [0,1]: T(z, f) = B[ @B f(s)
= B[ e™Bf(s ds+fol e T)B £(5) ds
= B[ el 2B (s )ds + 2B B [ (=B (s)ds
= F(x,e®f) +e*BK(x, f)
donc :

T(x,f)=0 = F(x,e®f) +e*BK(x, f) € LP(0,1;X) d’apres [[3]et [T.4]
0

Corollaire 1.1 Soit X un espace de Banach UMD. Soit f € LP(0,1;X);avec 1 < p < oo,
sous les hypothéses[Jet[]; On a :

/0 e®f(s)ds € (D(B),X)

RS

Preuve : |[L.5 implique que :
r +— Be™® fol e’Bf(s)ds € LP(0,1;X)
donc en appliquant la deuxieme assertion du lemme on obtient :

f01 est(s)ds € (D(A>>X)i+%:p'

2p

16



Chapitre 2

Etude du probleme 1

2.1 Position du probleme

On considere le probleme abstrait suivant dans un espace de Banach UMD E :

u'(z) + Au(z) = f(x) ppz € (0,1)
(2.1) au'(1) —yHu(0) = dy

Bu'(0) 4+ 6 Ku(l) = d4
ou :
f € LP(0,1;E) avec 1 < p < o0;
A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) dans E vérifiant :

{ 0, +00] D p(A)

SUPy>g [|A(A = A7 ) < oo.

On sait que cette hypothese implique que —(—A)% génere un semi-groupe analytique borné

dans E(voir [3])

On suppose aussi que :
Vs eR,(—A)® € L(E) et 05 €0, 7[;
telque : supseR\|e‘9A|S|(—A)iS||L(E) < 00.

dy,dy € E;
a, B, vetd € C, telles que :

(a,7) # (0,0) (,0) # (0,0)) (8,7) # (0,0)) et) (8,6) # (0,0)

17
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Etude du problemel
et H, K sont des opérateurs linéaires fermés dans E vérifiant :

0 € p(H) N p(K)
Et les conditions de commutativité suivantes :
ATTH ! =HTA  ATTKT =K A et HTIKT P = KTTHTL
On pose : B = —(—A)% et on considere 'opérateur I définit par :
D(IT) = D(B*aH'K™!) et I = B2aBH K™ — ~l

Supposons que :
IT est inversible

On définit 'opérateur A par :

D(A) = D(II(I - ¢**)) =

Et on suppose que :
Aest fermé inversible

Remarque : 2.1
i. L’hypotheése [T implique que (aB3,70) # (0,0) et ceci est assuré par |4

ii. Concernant 11, on note que :

1. Siaf =0 alors :
D(II) = E et II = —~4l est inversible.

2. Siaf#0 et H=K =1 alors :
D(II) =D(B?) et Il =af (Bz—gl) =af (A— (

Donc |7 est satisfaite si et seulement si :

20 € p(A).

af

18

D(I) et A=TI(l —e*®) 4+ 2(adH™ +v8KHB

68

%)

af
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3. Siaf#0 et H=K =B alors :
D) =E et II=(af—~0)l
Donc |7 est satisfaite si et seulement si :
Y0 # af

4. Si af #0 et (H,K)=(B,l) ou (I,B) alors :

D(IT) = D(B) et Hzaﬁ(B—%)

Donc |7 est satisfaite si et seulement si :

iii. 51 & € E alors :

aBII'HTIK !¢ € D(B?)
ainsi : H'H'K™'¢ € D(B?) lorsque of3 #0
1l suffit d’écrire pour tout & € E :
¢ eD(M) = DB%apH K™

Donc :

afIIT'HT'KE = I 'apH'K™'¢ € D(B?)

2.2 Représentation de la solution

On cherche une représentation de la solution a 'aide de la théorie des semi-groupes.

Pour cela on utilise la méthode de réduction de I'ordre de Krein (voir [I7]) :

1

posons : y(z) = Lu(z) —v(z)], 2(z) = Lu(z) +v(z)], v(z) = B'u/(z) et B?

2
Dérivons y :

y(2) = '(e) —v'(2)] = y(x) = —1Bu(x) — I[-B " (2)] (car o/(x)

2
= y'(x) = —3Bu(2) + 3[B7"u"(2)]
Remplagons u” (x) par f(z) — Au(z) on obtient :

19

—B

A
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y'(z) = —1Bu(z) + 3B ![f(z) — Au(z)] = ¥/(z) = —1iBu(z) + 1B f(z) — 1B~ Au(x)

2

Qe\

S

~—
I

—1Bu(z) + 1B~ f(z) — 1B~} (=B?)u(x)
= y'(x) = —3Bu(z) + 3B~ f(z) + 3Bu()

Et comme y(z) = 3[u(z) — v(z)] alors :

De la méme maniere on aura :
1
J2) = -Ba(x) - 5B ()

Et le probleme [2.1] est équivalent au deux problemes :

y'(z) — By(x) = 3B7f(2) () + Bz(z) = —3B7!f(2)

y(O) =y = u(O);v(O) et Z(l) — 2 = u(1)+v(1)

= 1u(0) + IB~1u/(0) =
La solution générale est donnée par :
y(z) = eByo+ 1B~ [ e B f(t)dt

Et
z(z) = ell7"Bz +1B7! fxl et f(t)dt

D’ott la solution du probleéme [2.1] est donnée par :
u(z) = y(z)+2(z)
(2.2)
= eByy+ 3BT [ e B () dt + U8z 4 1B f; et="B f(t)dt

Représentation de la solution :

La solution u admet la représentation suivante :
u(z) = By + ez 11, +J,
avec :
. = BT e B f(h)dt

20
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Bt
J:t _ 1B lf (t— :B)Bf

Calcul de u’ :
/
u(z) = < [eIByO + 1B [ e B f(t)dt + e B2y + 1B frl e(t*x)Bf(t)dt])
= Be"8yy — Be'"®Bz + Bl, — BJ,
On a : )
u(0) = yo + €%z + Jo;
u(l) = eByo + 21 + Iy;

u'(0) = Byg — BeBz; — Bly;

| /(1) = BeByo — Bz; + Bl;.

On a aussi les conditions non locales généralisées suivantes :

au'(1) — v Hu(0) = do;

Bu'(0) —dKu(l) = dy.
En remplacant les expressions de u’(1), u(0), u’(0) et u(1), on obtient le systeme suivant :

a (BeByy — B2y + Bly) — yH(yo + B2 + Jo) = do.

B (Byo — BeBzy — BJy) + I K(eByo + 21 + 1) = d.

aBePyy —aBz +aBly —H(yyo +vePz + v Jo) = do
BByy — BBeBz — BBy + K(6eByg+ 021+ 1) =dy
En appliquant H7'B=2 & la premiere équation et K='B=2 & la deuxiéme, on aura :
aH'B™2BeByy — aH'B™2Bz; + aH IB™2Bl; — HT'B2H(yyo + veB2 + v Jo) = H1B2dy.;
BK™IB 2By, — SK1B™2BeB2z; — BKIB™2BJy + K '1B2K(§ By + 5 2, + 0 1) = K~1B~2d;.
En utilisant la commutativité, on obtient :
aH 'BeBB~2yy — aH 'B™2Bz; + aH™'B72BIl; — vB~2yy — veBB22; — yB~2 Jy = B 2H 1d,.
BKBB2yy — BK'BeBB™22, — BK™IB1Jy + BB 2yy + B2 2, + B2 I, = B2K~d,.

21
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(aH™1BeB —41)B~%yy — (¢ HT'B + v¢eB)B™22; = dyB™2H™! + yB~2Jy — aH™ !B~ !I;.

(BKB + 6¢B)B2yo + (61 — BK'BeB)B 22, = dyB 2K~ — 0B~2I, + K 1B 1,
Si on pose 7o = B2y, et zZ1 = B722; ceci implique :

(aH™'Be® — gy — (aH™'B +v¢eB)zy = dyB™?H™! + yB72Jy — aH™!B711;.

(BKT'B+6eB)yp + (01 — BK'BeB)zy = diB?K™! — B2l + BK'B ™1 Jp.

Résolution du systeme :
Appliquons (J1 — BK™1BeB) & la premiere équation :

(SaH™1BeB — 691 — BaHIK"1B2eB + 73K 1BeB)y, — (adH™'B — BaH!K"1B2eB + 76 B
—vBK™1Be?B)z; = dpdB2H™L + §vB2Jy — daH™ !B~} — doSKITH 1B 1eB — ByK~1B~1J,
+afKTTHLeB.

Appliquons —(aH™B + v¢€B) A la deuxieme équation :

(—aBHIK B2 — adH 'BeB — 7BK"1BeB — 7§28y, — (adH B — aSHIK1B2 4 6 B
—vBK™1Be?®)z; = —adiBTTH K 1+ adH B —afH K1)y — v d; B?°K~1eB + 5B 2B,
—vB K" teBl.

La soustraction des deux résultats nous ramene a déterminer 7, :

(2a6H1BeB — 691 — BaHIK1B2%e28 + 293K 1BeB + aBHIK™IB? + ~§ 2By, =
ad;BTHIK™t — 2a0H" 1B, + aSH K 1y + v di B2k 1eB — y6B~2eBl; + dpdB~2H™!
+0vB72Jg — doSKTTH 1B 1eB + a K THLeBI,.

ceci implique que :

(2a6H1BeB — 691 — BaH 'K 1B2%e28 + 293K 1BeB + aBHTK™IB2 + 1§ 2By, =

B [-BKTH'B 'dy + afH'K™ 'y + v B2k 'eBd; — v6B~2€Bly| + dH'B~2d, + v0B 2

—2ad6H™ 1B} + aH 'k~ td; + afH k1.

22



Etude du problemel 23

Posons :

(2.3) A = (2a0H'Be® — 07yl — BaH 'K 'B%e?® + 298K 'Be® + afH'K™'B? + 6 €2®).
L’équation précédente devient :

AYy = €B [-BKTH'B dy + aBHK™1; + v B2k 'eBd; — y0B~2eBl; | +0H 1B~ 2dy+v6B 2,
—200H 1B~ 4+ aH tk=td; + aSH k=1 U,.

Si on pose :

¢ = —BATTHIK 1B dy + AT THIKH, + yAIK1B™2d; — vdA 1By,

On aura :

(2.4)

To = eBO+SATTH B 2dy+76A B 2)g—2a6 A" H !B i +aA T HT' KT B ™ dy +aBA T HT K .
Maintenant on applique :(3K™'B + d €®) & I’équation une on obtient :

BaK IH1B2eB — ByK™1B + daH 1Be?® — 67 eB)y, — (aSKIH7I1B? + 78K 1BeB + daH !B
+70 )z, = BdgB K IH™L + ByB~IK 1)y — BaK~'H U, + 6 dgB~2H1eB + 6yB~2eB ),
—daH 1B 1eBl;.

Et on applique (a¢H™!BeB — 4l) & la deuxiéme équation on aura :

affK"IH7IB2eB + adH 1Be?® — vBK™IB — 746 €B)y, + (adH1BeB — aBHTIK1B%e?B — ~4l
+vB8K™1BeB)zy = a diH 'K 1B~ 1B — adH K 1B 1B + aBH 1K 1eB)y — v d1K~1B~2
+76B72; — yBKTIB L.

La soustraction des deux résultats nous donne :

(2a6H1BeB — aBH K™ 1B2e?8 — 46l + 278K 1BeB + aBKTHTIB? + 1§ e?B)z; =

—BdoB K TH ' +aBK T H -6 dyB2H 1B —0yB2eBJy—daH 1B~ 1eBl, +a d;H 1K~ 1B 1B
+adH BB + aBHIK 1eBy — v diK™1B72 + v9B~2l; — 2a8H" 1B 1J,.

d’apres on obtient :
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Az, = eB[-6H1B 2dy + aH K™ 1B71d; — v 0B 2Jy + afH K 1Jy] — SHIK 1B 1d,
—vK™1B2d; + aBHTK™ 1} — 298K~1B~1Jy + vdB 2.
Et on posant :
U = —JATH KB 2dy + aA"'H 'K IB~td; — vdA'B™1B2Jy + aSATH KL ,.
La valeur de Z; sera donnée par l’expression :
252) BU—BATTHIK B dy—yA KB 2dj+aSA T TH Ky =29 BA T K 1B~ g +vSA 1B 725
De [2.4] et comme 7, = B2y, alors :
aA"THIK™ 1B td; = B72yy — eB® — B 26A"'H 'dy — B~ 2y6A 1)y + 2B 2adA"tH™ B,
—afSATTHTIK L.
D’apres iii de la remarque [2.1 on déduit que :

aAT'H'K™'B™'d; € D(B?)
Et par suite :

aA'H™'K™d, € D(B)

Et yy s’exprime par :
yo = B2eBOHIATTH  dy+~vdA " )g—2a6 AT H 1Bl +BaA " TH K~ td; +Ba At HIK1BJ,.
Le méme raisonnement pour I’équation nous conduit a déterminer z; qui sera donné
par la formule suivante :
2 = B2eBU—BAATTH 'dy —yA 'K 1d; + B2aBATH 1K, —2yBA~TK1BJy + B2ydA 1.
En substituant yo et z; dans [2.2] on obtient la solution :
u(r) = B%e™BeBd + A TH 1e™Bdy + v0A ! By — 200 A" H1Be®Bl; + BaA“TH K 1e*Bd,
+B2aSATTHTIK eB Jy+ B2 BB U —BAA T H K el B gy —y A1 K108 ) + B2y At 1208

+B2afA T H 'K te(=2)B], — 29 BA K~ 1Be(=#)B ) 4+ 1, + J,.
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On peut écrire la solution u(x) sous la forme :
(2.6) uw(z) = R(z,do,dy, f) + DVi(z, f) + DVa(z, f) + S(z, do, dy, f).
ou :

R(z,do, dy, f) = e"BeBp 1 (12 By

1 ! 1 !
DVi(z, f) = 575/&_18_16“”8/0 eme(s)ds—F575/\_18_16(1_”)8/0 1B f(s)ds

1 ¢ 1 !
+ 58_1/ e(x_S)Bf(s)dstﬁB_l/ =B f(5)ds.

0 T
1 —1pg—1p—1_zB ' sB 1 —1yy—1p—1_(1—z)B ' (1-s)B
DVy(z, f) = 58@5/\ HK e i e®® f(s)ds + §BozBA HK e i e f(s)ds

S(x,do,dy, f) = OAT'H'e™Bdy — BAATTH K e =B ) + BaA "' H 'K 1e®Bd; — yATIK 17208,

1 1
— adATTH e / 198 f(5)ds — yBATIKTel-®)B / e*Bf(s)ds
0 0

2.3 La régularité
Proposition 2.1 Soit dy,d; € E; f € LP(0,1;E); 1 < p < oo alors :

x — AR(z,do,dy, f) € LP(0,1;E).

Preuve :
Pour tout £ € LP(0,1;E),k € N* on a :

eP¢ € D(BY)
En particulier pour k=2 on a :

B¢ € D(B?)
Ceci implique que :

B2eBe e LP
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C’est a dire :
AeB¢ € LP.
Donc :
r — Ae"BeBg = e"BABE € LP.
D’ou :

z — AR(z,dy,di, f) = Ae™BeBp + Ael=BeBy ¢ LP(0,1;E).

Proposition 2.2 Si f € LP(0,1;E),1 < p < oo alors :

r —— ADVi(z, f) € L?(0,1;E).

Remarque : 2.2 Soit E un espace de Banach. On suppose @ et |4 et soit f € LP(0,1;E)
avec : 1 < p < ooalors :

r — B/ @B f(s)ds € LP(0, 1;E).
0
Par conséquent et avec un changement de variable :

1
T — B/ e=®B f(s)ds € LP(0, 1; E).

Preuve(de la proposition 2.2) :

Soit :

1 ! 1 !

DVi(z, f) = —575A_IBGJ:B/ eSBf(s)ds—575/&_186(1_””)8/ 18 f(s)ds
0 0
1 ’ (z—s)B 1 ! (s—z)B
— §B e f(s)ds — §B e f(s)ds.
0 T

Donc

1 1 1
DVi(z, f) = —575A’1 [B/ e(“S)Bf(s)ds—i-B/ e[(lx)Jr(lS”Bf(s)ds]
0 0

1, [° 1. (!
- —B/ e@B f(5)ds — —B/ e B £ (5)ds.
2 0 2 T
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D’une part et d’apres et (lemme 1.3) on a :

1 €T
T — 58/ @B f(s)ds € LP(0,1;E).
0

Bt
1
T —> §B/ eB f(s)ds € LP(0,1;E).
D’autre part et en utilisant (lemme 1.3) on obtient :
1
T o— B/ e@t9IB f(5)ds € LP(0,1;E).
0
Bt
1
r — B/ el1=2)+1=9)1B ¢(5)ds e LP(0,1;E).
0

Et comme A~! est borné alors :

x +—— ADVy(z, f) €LP(0,1;E)

Proposition 2.3 Si f € LP(0,1;E),1 < p < o0 alors :

x +—— ADVy(z, f) € LP(0,1;E)

Preuve : D’apres le corollaire 1.1 on a :

/0 eBf(s)ds € (D(B),X)

3 =
s
N
S

Donc en appliquant le lemme [I.2]; On obtient :
1
r — BewB/ e®f(s)ds € LP(0,1;E).
0
Et

1
r —> Be(lx)B/ 198 f(s)ds € LP(0,1;E)
0
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De plus on a :
VEECE: T apH K¢ € D(B?) = D(A)
Et comme A est fermé alors :
Al 'aBH'K™! € L(E)
D’ou :

1
T —> AH_laﬁH_lK_lexBB/ e®f(s)ds € € LP(0,1;E)
0

De la méme fagon on aura :

1
T — AH—la@H—lK—le“—@BB/ =98 f(s)ds € € LP(0, 1;E)
0

Lemme 2.1 On a :
At =T+ 10w

avec !

We L(E) et W(E)C ﬁ D(B*)

Preuve 2.1 Comme :

2B

| —e“® est inversible (voir A.Lunardi [18] p 60)

Alors, on peut considérer :
X = 2[I"Y(adH™! + vBK1)BeB(l — e2B)~t € L(E)
S=—e?® € L(E).
Et on déduit que :
At =(0+S) T 1+X) !

Si on pose :
—X(I+X)~t € L(E)

V =—S(1+5)"! € L(E).
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Alors :
(1+X) ' =1+U
(I1+S)t=1+V.
On obtient :
AT=(1+U1+WVIT=(1+V+U+UVIT
Donc :
ATt =T+ TTW
Avec :
W=V+4+Ul+V)=(=S+U)I+V)=eBM
Ou :

M= |e2® — 2l (adH ' + vBK 1)BezB(1 — ¢2B) 1 | (1 + V)~ ! € L(E).

Etude de S(z,dy,d, f) :

S(z,do,dy, f) = SATTH'e™Bdy — BBATTH'K 1e(l=2)By + BaA ' H!K1e®Bd; — yA7IK1e172)Bq

— adA"tH e fol =3B f(5)ds — yBAT'K tel-)B fol e*Bf(s)ds.
D’apres le lemme précédent on a :

ATh =T+ TTW
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S<$7d07d17 f)

+

S(IT! + II'W)HteBdy — BA(IT! + IT'W)H KL elm2)B

Ba(II™! + IIT'W)HT K e™Bdy — y(IT7! + [T 'w)K el =)Bq,

ad(II7t + T *W)H 1B fol (=3B f(s)ds

YB(II! + T 'W)K 108 [0 esB f(s)ds.

STI'HLe*Bdy + ST 'WHLe*Bdy — BAIItH LK Le(l-2B g,
BAII'WH'K~1e=B )y + Ball'H'K™'e"Bd,

Ball 'WH™ 'K~ 1e®Bd; — AIT7 'K e =B, — 4TI WK el 2)B g,

adllTH 1e*B fol (=3B f(s)ds — adTI"'WH™1¢?B fol (=3B f(s)ds
YBITKtel—2)B fol eBf(s)ds — yBITWKte(l—2)B fol e’B f(s)ds.

§ e"BBII"'H'B~1dy + e™BBSII*WHB~!dy — BAII 'H 1K te(1-2)B(,
BAII*WH 1K Le(=2)B(; + Ball-'H'K~le™Bd,

Ball '"WH 'K~ 1e*Bd; — 4BII"'K~te(l=®BB~1d; — yBII"'WB~'K~le(1-2)Bq,
BadTI'H1e*BB ! [ e0-9B f(s)ds — adBIT"WB'H e [} (198 f(s)ds
ByATI 'K e(=®BB1 [T ¢B f(s)ds — BySTI "WKLe(-#BB 1 [T B f(s)ds.
BII-'H'e*B6B~'dy, + BII'"H'e*BaK~1d; — BII"'H 'e*BadB ! fol e0=9)B f(s)ds
BH—lK—le(l—x)BBH—ldo _ BH_lK_le(l_x)B’}/B_ldl

BIT 'K~ 1e(-#By 3B~ [ ¢ f(s)ds + ¢*BBIT"'WIB~'Hd,
e*BBII'WaH'K~'d; — e*BBII'WadB'H™! [} (=98 f(s)ds
(BRI TWAH LK 1dy — e("»BBIIW~B~K~1d,

e1—"BBITT'WA BB 'K [ e f(s)ds.
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S(z,dy,dy, f) = BIIT'H le®® léB_ldo +aK™ld; — adB™! fol e(l_S)Bf(s)ds]

— BII"!K-le-2)B lﬁHldO‘i"YBldl _‘_,V/BB—I fol GSBf(S)dS]

+ e"BBIIT'W [6B~'H 'dy + aH 'K 1d; — adB~1H™! fol e(l_s)Bf(s)ds]
eI=2BBII-'W | BH 'K~ dy + vB~'K~1d; + y8B~1K! fol eSBf(s)ds] :

Si on pose :

1

& =BI'W|[6B'H'dy + aH 'K d; — aéB_lH_l/ e(l_S)Bf(s)dsl
0
Et
1
& =BIIT'W [ BHIK 'y + vB7'K1dy + fyﬁBlKl/ e*Bf(s)ds

0

On aura :

S(z,dy,dy, f) = BIIT'H le®® léBldo +aK™'d; — adB™! fol e(ls)Bf(s)ds]

— BIIT'K le(l-2)B [BH_ldO +~vB~td;, +v8B~! fol eSBf(s)d5]
+ ewao _ 6(17x)B£1‘

= BII"!H 'e*BaK1d; + 117 1H 1e®® [(5 dy — ad fol e(l_s)Bf(s)d:s]

_ BHflele(lfm)BﬂHfldo _ BHflele(lfa:)B

vdy 78 fy eSBf(S)dS]

+ exB&) _ 6(1_x)B£1.
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Et finalement :

S(x>d07d17f) - exB

BII'H™'aK~'d; 4 ¢TI 'H~! [do —afy ey (s)dS] ]

_|__ e(l—x)B

— BII'K 1 BH 1 dy — AIT 'K [d +B [, e“Bf(s)d H
+ 6$B€0—6(1_x)861.

2.4 Théoreme principal du chapitre
Théoréme 2.1 Soit E un espace de Banach UMD. Soit f € LP(0,1;E) avec 1 < p < oc.

On suppose[J~[8; Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

i. BII''H 'aK~'d; 4 0TI 'H! [do —af) e(l‘s)Bf(s)ds] € (D(B?),E)

szp

Et

—BIIIK L3 dy — 9B K [dy + 8 [ e“®f(s)ds | € (D(B?),E) .,

ii. u donnée par|2.4 est l'unique solution stricte du probléeme[2.1].

Preuve : On a :
u(x) = R(I, d(), dl, f) + DV1(ZL’, f) + DV2(Z‘, f) + S(I, do, d17 f)
En utilisant les propositions précédentes2.1} [2.2)et[2.3] il suffit d’étudier le terme S(z, do, dy, f).

On a :

S(I7d0ad1af) = emB

BII"'H™'aK'd; 4 o1 'H! [do —afy ey (s)ds] ]

+ 6(1—13)8

~ BIT"'K~'BH'd, — yBII 'K~ [d + B [y B f(s)d ]]

+ e:ngO - 6(1_1)851.
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Ou :

Ji(z) = e*®
0

1
BII'H'aK™'d; 4 6T 'H™! [do —a / 198 f(s)ds] ]

Jz(l’) — e(lfac)B

1
— BII 'K 'BH'dy — yBIT 'K™! {dl + ﬁ/ e(SBf(s)ds] ]
0
et

Js(ﬂﬂ) _ e:L‘Bgo . e(l—x)Bgl‘

J3(2) est régulié car :
§0.&1 € ﬂ D(B")
k=1
r — B2Ji(z) € LP(0,1;E) si et seulement si :

%71)

1
BII'H 'aK™'d; 4 SIT'H™! [do — a/ e(l_S)Bf(s)ds} € (D(B?),E) .
0

De méme : z —— BZJy(x) € LP(0,1;E) si et seulement si :

2p 5P

1
—BII'K~BHdy — yBIT 'K [d1+5/ e(SBf(s)ds} € (D(B?),E) .
0

Il reste a justifier que Ball " '"H™*K~1d; et —BBII'K~'H !d, sont bien définis c’est-a-dire :

oIl '"H'K™!d, ; —BIT'K™'H™'d, € D(B)

En effet :
1
1. Sif#0: Bl 'H 'K = EﬁBaH‘lH‘lK‘l € L(E) car :

= 2 e =« 2—7—6 =« — ld
D(N) = D(B?) et II ﬁ(B aﬂ) ,@(A <a5>|>
o for e (2))
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2. Si 8 =0:0n adune part : —II"'"K~'d; € (D(B?), E>ﬁ7p C D(B)
donc :
(2.7) II7'K™'d, € D(B).
Et d’autre part :
'K 'B =BT 'K™!
Alors :
(2.8) BKII = KIIB (d’apres la propriété (2.6.1))
Donc :
di = BT'BKIII 'K 'd,
= B'KIBII 'K 'd; (car 27 et Z])
— d; = B¢ (avecé = KIIBIT 'K 'd;)
— d; € D(B)
De plus on peut écrire :
Ball ' H™'K™'d; = oIl *H'K™'Bd,
OJ

De la méme maniere on montre que :—BSII"'K~'H™1d, est bien défini.
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Chapitre 3

Probleme avec parametre spectral

3.1 Position du probleme

Afin d’éliminer I’hypothese de I'inversibilité du déterminant, on ajoute un parametre spec-
tral a I’équation. On considere le probleme suivant :

u'(z) + Au(z) —wu(x) = f(z) ppax € (0,1)
(3.1) au'(1) —yHu(0) = dy
pu'(0) +dKu(l) =d;
Soient les hypotheses suivantes :
(3.2) E un espace de Banach UMD
Soit wy = 0 fixé; On pose A, = A — wl avec w = wy tel que :

A, est un opérateur linéaire fermé.

(3.3) _
0, +00[ C p(Auy) et sup [A(A, = A1) < oo
A=0
Vs eR,(-A,,)" € L(E) et 30a,, €]0,7];
(3.4)
tel que : sup,eg | "0l (A, )| e < oo
(3.5) 0 € p(H) N p(K)

Et les conditions de commutativité suivantes :
“1pg—1 “1p-1 -1 “1p-1
(3.6) Awo H" =H Aw0 et Awo K™ =K Aw0
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Probleme avec parametre spectral 36

1
Pour w 2 wy, B, = (—A,)? est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique dans

E (voir [3]). De plus, puisque :
0 € p(A,) alors 0€ p(B,)
On définit aussi les opérateurs linéaires fermés II, et A, par :
I, = B,2aBH K™ — ~4l
Et :

Ay = T1,(1 — ) + 2(adH™" 4+ 78K 1B, B

3.2 Lemmes techniques

Lemme 3.1 Sous les hypotheéses : et[3.3~[3.6, supposons aussi que une de ses conditions
est satisfaite :

1. af =0
2. 70 =0 et H,Ke L(E)

3. af #0 et H,K € L(E)
Alors :
(3.7) Jw 2 we; 31 20 ¢ Yw 2 w0 € p(Il,) et HH;IHL(E) < ¢.

Preuve : Tout d’abord on note par Z(E) : I'ensemble des éléments de L(E) qui sont
inversibles donc :

Z(E) est un ouvert de L(E)
(3.8) T — T ! est continue de Z(E) dans L(E)

cest-a-dire : ¢ >0 tel que : |T7H < ¢||T||

De plus et a partir de ’hypothese on a :

(3.9Bc 20 tel que Yw > wo: A o) S [(Aw — (@ —wo)l e S -

1. Soit a8 =0:
cela implique que :

I, = —~dl

Et comme 70 # 0d’apres i de la remarque [2.1] alors [3.7] est satisfaite.
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2. On suppose que 79 = 0 et H, K € L(E) ; donc d’apres i de la remarque :

aB#0 et I, = (af)'KHB, ' = —(afB)'KHA, ™! € L(E)

Et la relation B.8 nous donne [3.71

3. Supposons maintenant que 3 est satisfaite et on pose :

A, = afHTK —~5A, !
Alors :

I, = BZaBH 'K —~dl

= ALA..

Lemme 3.2 11, est inversible pour w assez grand.

Preuve : On veut montrer que IL, est inversible ,pour cela il suffit de montrer que A,, est
inversible, en effet :

On a:
A, — afH'K!
dans L(E) lorsque w — +oo (car[3.9)
Puisque :
HKeZ € Z(E)
alors :
afH'K™t € Z(E).
Par suite :
A, € I(E).
Ainsi que :

A, — ATH
lezWQ et kzo
1AL S cl|As]l £ k (grace aB.g).
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On obtient alors :

0 € p(ll,) ; IM,'=A'A,

Et :
k

o e < 1A A e £ ——.

1T, o) = ] ) = o
D’ou le résultat. 0
Lemme 3.3 On suppose [3.3~[3.0
Et

Jw 2we;dep 200 Yw 2wy; 0 € p(Ily,) et HHW_1||L(E) < ¢

Alors :

3 W 2w 2wy tel que pour w = w* : N, est inversible et son inverse est borné

Et on écrit :

Afl — (I o eQBw)fl |+ 2Hw—1(a5Hfl)Bw€Bw(| o 628“,)71

w

H—l

Preuve : Soit :

A, = (aBHT'KT'B,* — 481 — e®®) + 2(adH™! + yBK™)B,, B

= (aBHT'K™'B,? — 461 (I — €®B%) + 2(adH™ + yBK™HB,, B« (1 — B«) 7 (] — ¢2B)

= [(aBHT'K™B,? — 76l) + 2(adH™ + 48K 1B, B (1 — 628“’)1] (I —e*®)

= [(afHTKTIB,? — 4dl) 4 2(aBHIKTIB,? — ) (afHIK 1B, ? — 401 "N (adH™! 4+ 8K ™)

xB,, eB(l — 628“)_1] (I — e?B)

= 1II,

|+ 211 (adH ™" + 48K 1B, B (I — 628“)1] (I— ).
Et si on pose :
L, = =211, (adH™' + yBK™ 1B, B (I — ¢2B+) !
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On aura :
Ay =TI, (1 = Ly,) (1 — %),

D’apres le lemme précédent, 1, est inversible et comme (I — e?B~) est inversible, il suffit

donc de montrer que :
(l - Lw)

est inversible pour montrer I'inversibilité de A,,.

Pour cela on doit montrer que :
Loz < 1.
Soit :
Lol = [I = 2T~ (adH™" + 4 B8K™)By e (I — ) 7| g

< 2|, (adl I 2y + BHIKT) e [Bue®™ Iz 10— )l

< -1 -1 -1 ||Bw€2B“’||L(E)
= T [(lad] [[H |z + [vB81HIK )IIL(E)Q‘—l_H 35,
e?Bel| L)

D’apres Dore-Yakubov : (voir [12])

1
Va € R, 3e¢, k > 0(indépendants de w) tel queVa 21 : || — (A+wl)®e AT g < cebove
En particulier pour a = % et x =1, on aura :
[Bue®® (o) = cxe”™V®

Et pour « =0 et z = 2, on aura :

“628w|’L(E) § Co 672]6\/@ = —C 672]6\/@ § _He2Bw||L(E)

= 1—cpe 2FVe <1 - ||628“||L(E)

N 1 < 1
1 — ||62B‘*’||L(E) = 1 — Co 6_2]“\/a
— 2B, ||B., 62BWHL(E) < 2B, 62BWHL(E)
1 —|le®e|pey ~— 1—cpe2bve
C1 Gik\/a
1 —cye2kVu
Donc il existe w* tel que Vw = w*; A, est inversible et son inverse est borné. ([l
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3.3 Résultat principal

On obtient de ce qui précede le résultat :

Théoréme 3.1 Supposons[3.9 ~ et[3.9; Soit f € LP(0,1;E) avec 1 < p < 00 et w = w*,

ces deux assertions sont équivalentes :

i. Buall, "'H'K~'d, + oI1,'H! [do —af! e(H)Bwf(s)ds] e (D(B?),E) .

3P

Et

CBLAIL, 'K THdy — AT, K [dl + 8 e<SBwf(s)ds} e (D(B?),X) .

2p P

ii. Le probléme|[3.1] admet l'unique solution stricte donnée par|[2.6
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Chapitre 4

Etude de quelques cas particuliers

4.1 Probleme de Dirichlet

Soit E un espace de Banach UMD. Prenons dans ce casa = =0,7v=—-1,0=1
et K=H=1
Le probleme (1) devient :

(4.1) u(0) = do

On aura besoin que de [3] et
L’expression du déterminant sera donné par :

A=1-¢*® car H'=K1=1I=1

A est inversible (voir A.Lunardi [18] p 60).

On obtient le résultat analogue suivant :

Théoreme 4.1 Soit E un espace de Banach UMD ; Supposons@ et et soit f € LP(0,1;E)

avec 1 < p < oo alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i. do,d; € (D(B?),E) .

2p7p‘

ii. Le probléme précédent admet une solution unique et stricte :

u € W*P(0,1;E) NLP(0,1; D(A)).
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4.2 Probleme de Neumann :

On considere 'équation du probleme [I]; sia = 8 = 1;v7 = 6 = 0 et H, K sont quel-
conques.

peuvent étre arbitraires ; les conditions aux limites s’écrivent :
u'(1)=dy et u'(0)=d;
Et le probleme devient :
u'(z) + Au() = f(z); = € (0,1)

(4.2) (1) = dy

On suppose que E est un espace de Banach UMD ; On suppose aussi [3] et [4]

Le déterminant A s’écrit :
A =B*1—¢e*®) car I=B*=-A
A est inversible car A et (I — €2B) sont inversibles.

Dans ce cas u sera donnée par :
1
U(IB) _ 6BaveB [_ (| _ eQB)—lB—BdO + (| B 628)—18—3/ 6(1—8)Bf(8)dS]
0
1
+ BUB (1 —e®B)IB3d, 4 (1 — 628)_18_3/ e*Bf(s)ds
0

1 1
— (| _ 628)—18—163(1—x)d0 + (l o 628)—18—1€Bxd1 + §(| . 628)—18—1681‘/ SSBf(S)dS
0

1 v 1 !
+ 581/ e@=IB f(5)ds + 581/ e=B £ (5)ds.
0

T

Et le résultat sera donné par :

Théoreme 4.2 Soit E un espace de Banach UMD ; Supposons@ et et soit f € LP(0,1;E)

avec 1 < p < 0o alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. dy,dy € (D(B),E).

;:p
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ii. Le probléme[4.5 admet 'unique solution stricte donnée par :
u € W*P(0,1;E) N LP(0,1; D(A))

Remarque : 4.1 Lorsque : K =1, a =~v=6§ =1, =0, Ce cas a été déja étudié par
Aissa Aibeche(voir[2])

4.3 Lecas:H=K=B
Pour le cas H = K = B, le probleme [1| devient :
u'(z) + Au(z) = f(x); x € (0,1)
(4.3) au' (1) —vBu(0) = dy
Bu'(0) 4+ 6Bu(l) = d;
On remplace 'hypothese [3| par I’hypothese suivante :

A est un opérateur linéaire fermé.; o(A) C| — oo, 0[
(4.4)

V6 €]0, ], SUP)c 5, INA — /\I)*1||L(E) < 0.
Avec Sy ={z € C\ {0} : |argz| < 0}.

Remarque : 4.2 Dans ce cas :

A = (afl =Dl —€®®) +2(adB + y5B~1)BeB

= (apfl —vsD)(I =€) 4 2(ad + v3)e®.
Et

II = B?aBH 'K —~dl
= B?aBB'B7! — 4l
= afl —~dl

= (af —~9)l
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1. Si af—~0 =0 alors:
II n’est pas inversible.
2. Siaf—v5#0 et ad+v8=0 alors:
A= (af —~0)(1 — €®®) est inversible.
3. Si ad+yB#0 et %% R_  alors :

A= (af —~8)(1 —e*®) +2(ad + vB)eb.

4.3.1 Calcul de A~ ! :

Tout d’abord on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit T € C\R_. Soit :

F(z)=14+2Te* —e .
Alors :
1. F(z)#0; Yz € [0,400]

2. Il existe Ry > 0; z € C avec Re(z) 2 Ry alors : F(z) # 0.

3. Il existe ¢ €10, 5[ tel que F' ne s’annule pas dansS_W ol :
Sy, ={z € C\ {0} : |argz| < ¢}

Preuve 4.1
1. Soit x € [0,400]

F(z) = 14+2Te ™ —e .

2 2
= 56”6””—1—2Te*””—§e*‘”6

1 1
= 26_96(5 e+ 7T — Ee_m)

= 2e¢ “(sinh(z) + )
# 0 (carY ¢ R_).
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2. Il est clair que :

F(z) #0 car lim F(z)=1
Re(z)—4o00

3. Posons :
Z(F)={2 € C:F(z) =0}
Et
K={zeC\0:|arg 2| < %;Re(z) < Ry} U {0}
Puisque F' est analytique en C, F # 0 et K est compact, on a :
Z(F)N K est finie.
De plus et d’apres l'assertion 1 :
Z(F)n KN [0,4+o00[ = 0.
On en déduit qu’il existe ¢ €]0, %[ assez petit tel que :
Z(F)n{z € C\0:|arg z| £ ¢;Re(z) £ Ry} = 0.
Enfin et d’apres l'assertion 2, on en déduit que :
Z(F)nS, =10.
Pour ce cas le résultat est donné par :

Théoréme 4.3 Soit E un espace de Banach UMD et soit f € LP(0,1;E) avec 1 < p < oo,
on considere les deuz cas suivants :

1" cas :PBlet[d] sont vérifices avec aff —~§ #0 et ad+ 5 =0.

297 cas et sont vérifiées avec ad +yf #0 et Z?::Z ¢ R-

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

P

i adi+96 (do — afol e(l_S)Bf(s)ds> € (D(B),E)
Et
—Bdy — v (dl +8 [ eSBf(S)ds) e (D(B), E)

3=

P

S =

ii. Le probléme[4.5 a une solution stricte.
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Preuve 4.2 I suffit de montrer l'inversibilité de A puis appliquer le théoréme
Dans le premier cas A est inversible (d’aprés 2 de la remarque précédente).

Dans le second, on peut écrire A sous forme :

A = (af —70)(I =€) + 2(ad +75)e”

J+78)
_ _ | _ 28 _ 9 B(a—
(af =70)(I1 =€) + (af —70) [ v
d+15)
= —~8) 1= eB 2 B(a—
(ap 7)[ R
= (af —70) |l —eB 42T P
= (af —y0)F(-B).
. _ (ad+ypB
ouv: T = (a,ajya)'
En utilisant le lemme précédent avec T = %, on peut considérer H = %

qui est holomorphe au voisinage de o(—B) et en utilisant la formule intégrale d’une fonction

opérationnelle :
H(-B) = % : H(2)(2l — (—=B))"*dz  (voir M.Haase, [16] p 60)
On aura, :
(I-H(-B))o F(-B)) = [(I-H)F)](-B)

De la méme maniere, on aura :
F(-B)o(l— H(-B)) = 1.
Ce qui prouve que :

A= (aff —0)F(—B)
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a un nverse borné donné par :
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Chapitre 5

Applications aux EDP

5.1 Exemple 1

Posons E = LP(R) avec1 < p < 0o. On définit 'opérateur A par :

Da= W2*P(R)
(5.1)
Au=u", Yu € Dy.

Soient H, K deux opérateurs bornés et inversibles qui commutent avec A et soit wy > 0.

Un simple calcul montre que les hypotheses ~ sont vérifiées (en résolvant I’équation
spectrale de A) .

A satisfait [3.4)(voir Pruss-Sohr, [21]).

Donc on peut appliquer le théoréme [3.1] et on aura résultat suivant :

Proposition 5.1 Soit f € LP(0,1;E) et :
(5.2)
Buall, 'H-'K~'d, + 8IL, *H-! [do —a [} -8 f(s)ds} e (W2P(R), LP(R)) +

2p P

—B, A, " K H 'dy — 411, 'K? [d1 +8 ) estf(s)ds] € (W?P(R),LP(R)) +

2p P

Alors : il existe w* > 0 tel que Vw = w*, le probléme :

%(%?J) +32—yg(x>y) = f(z,y) , (x,y) € (0,1) xR,
adh(ly) —yHu(0,y)) =do(y) , yeR

8u(0,y) + 0K (u(l,y)) =di(y) , ye R

admet une unique solution et stricte :

u € W?P(0,1;LP(R)) N L*(0,1; W*P(R))
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Remarque : 5.1 On note que l'espace d’interpolation (W?P(R), LP(R))ZLP coincide avec
.p7
lespace de Besov caractérisé dans Uarticle de Grisvard (voir P. Grisvard [14], p 680).

5.2 Exemple 2

Soit € un domaine borné de R™, n = 1 de frontiere réguliere. On pose E = LP(Q) avec
1 < p < 0o et on définit les opérateurs A, Het K par :

D(A) = {U c W4,p(Q> TWon = AU\ag = O},

Au= —A?uy,

D(H) = D(K) = W2#(Q) N W,"(Q),

Hu = Ku= Au = v—Au

Siaa = = 1,6 = —y avec v # 1 ou — i alors d’apres 2 de la remarque et 2 de la
remarque [£.2]; on aura :

0 € p(I) N p(A)
Et le théoreme sera applicable pour le probleme suivant :
( Gy~ Au(ry) = flry) . (ry) € 0.1)x 2,
Ge(Ly) +08,u(0.y) =doly) . e Q

%(an)+5AyU(17y):d1(y) , Y& Q

L u(z,§) = Ayu(z,§) =0 , (2,6) € [0,1] x 00
Pour vu que f € LP(0,1;E) et :

dy + 90

P

=

do — J} e(ls)Bf(sMs] € (D(B), L°(Q))

—dy+ 0

7p'

RS

di+ QSBf(S)dSI e (D(B), LP(Q))
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