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1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe : . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4.3 Semi-Groupes analytiques : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Introduction

Les conditions aux limites de Robin ont été traités par plusieurs auteurs ce qui n’est pas
le cas des conditions aux limites non locales.

Dans ce travail on s’intéresse aux conditions aux limites non locales généralisées.
On fait une synthèse de l’article [1] Aissa Aibeche, Nasreddine Amroune et Stephane Main-
got, ”General Non Local Boundary Value problem for Second Order Elliptic Equation” ;
Mathematishe Nachrichten.2017.

L’ objectif étant l’étude de problèmes elliptiques avec des conditions aux limites non
locales généralisées (car il s’agit des coefficients opérateurs) dans des espaces de Banach
particuliers (les espaces U.M.D) :

(1)


u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1)

αu′(1)− γHu(0) = d0

βu′(0) + δKu(1) = d1,

où :
f ∈ Lp(0, 1; E); avec 1 < p <∞ et E un espace de Banach complexe U.M.D.
d0, d1 ∈ E.
A, H etK sont des opérateurs linéaires fermés dans E.
α, β, γ et δ ∈ C, vérifiant :

(α, γ) 6= (0, 0) (α, δ) 6= (0, 0)) (β, γ) 6= (0, 0)) et (β, δ) 6= (0, 0)(2)

L’objectif est de trouver une solution stricte de ce problème, c’est à dire une fonction u telle
que :

u ∈ W2.p(0, 1; E) ∩ Lp(0, 1; D(A))

Avec u vérifiant :

u(0) ∈ D(H); u(1) ∈ D(K)

Et vérifiant notre problème.
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Introduction v

On supposera l’hypothèse d’ellipticité suivante :

(3)

{
A est un opérateur linéaire fermé.
[0,+∞[ ⊃ ρ(A) et sup

λ=0

‖λ(A− λI)−1‖L(E) < ∞.

On sait que cette hypothèse implique que −(−A)
1
2 génère un semi-groupe analytique borné

dans E(voir [3])
On suppose aussi que :

(4)


∀ s ∈ R, (−A)is ∈ L(E) et ∃ θA ∈]0, π[;

telque : sups∈R ‖e−θA|s|(−A)is‖L(E) < ∞.

les opérateurs H et K vérifient :

0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K)(5)

Et les conditions de commutativité suivantes :

A−1H−1 = H−1A−1 , A−1K−1 = K−1A−1 et H−1K−1 = K−1H−1(6)

On pose : B = −(−A)
1
2 et on considère l’opérateur Π définit par :

D(Π) = D(B2αβH−1K−1) et Π = B2αβH−1K−1 − γδI

Supposons que :

Π est inversible(7)

On définit l’opérateur Λ par :

D(Λ) = D(Π(I− e2B) = D(Π),Λ = Π(I− e2B) + 2(αδH−1 + γβK−1)BeB

Et on suppose que :

Λ est inversible(8)

Cet opérateur Λ sera le déterminant de notre problème. De tels problèmes se posent dans
plusieurs phénomènes physiques concrets. Par exemple ils apparaissent dans la théorie des
plasma (physique des plasmas), la théorie du processus de diffusion [[23],[24]], les transferts
de chaleur soumis à une spécification de masse, en électrochimie [[5]-[7]] et ils apparaissent
également dans l’interaction fluide-structure dans l’application de l’hémodynamique[[20]].

Dans cette étude la nouveauté est que nous considérons les deux conditions aux limites
à coefficients opérateurs comme des conditions aux limites non locales. Des problèmes si-
milaires avec les conditions locales de Robin ont été examinés, citons par exemples [[8],[9]].
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Introduction vi

Plusieurs chercheurs se sont penchés sur ces problèmes, on trouvera une étude approfondie
des problèmes à conditions aux limites non locales dans [[15],[23],[25]].

Ces travaux illustrent bien un regain d’intéret pour ces types de problèmes. On utilise
la théorie des semi-groupes et les puissances fractionnaires d’opérateurs pour construire
une représentation de la solution ; Ce qui nous permet de trouver des résultats d’existence,
d’unicité et de régularité de la solution.

Ce mémoire est composé de cinq chapitres et il est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre on se propose de rappeler quelques lemmes techniques et on

cite les outils mathématiques utilisés pour aboutir aux résultats souhaités.
Dans le deuxième on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence, l’uni-

cité et la régularité de la solution obtenues en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs(Approche
de DORE-VENI) ainsi que l’interpolation des espaces.

Le troisième chapitre concerne l’étude du problème précédent avec un paramètre spectral ;
L’objectif étant d’éliminer l’hypothèse d’inversibilité du déterminant opérationnel de notre
problème.

Le quatrième chapitre est consacré à la résolution de quelquess cas particuliers (Dirichlet,
Neumann, ..)

Dans le chapitre cinq ; Quelques applications aux EDP sont étudiées.

vi



Chapitre 1

Rappels et outils mathématiques

1.1 Espaces de Banach UMD : ”La propriété UMD”

Définition 1.1 Un espace de Banach E possède la propriété UMD si :

∃ 1 < p <∞ et c(p) tel que :∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ξkdk

∥∥∥∥∥
Lp(R,E)

< c(p)

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

dk

∥∥∥∥∥
Lp(R,E)

∀n ∈ N

pour toute martingale (dk)k=0,....,n et pour toute suite (ξk)k ∈ [−1, 1]n.

Nous donnons dans ce qui suit une définition équivalente qui utilise la transformation de
Hilbert.

Transformation de Hilbert :

Définition 1.2 Soit ε ∈ ]0, 1[ et 1 < p <∞ ; ∀ f ∈ Lp(R,E) :

(Hf)(x) = lim
ε→0

Hε(f)(x) = lim
ε→0

∫ T

ε<|s|< 1
ε

f(x− s)
s

ds

Théorème 1.1 (voir [4]) Soit E un espace de Banach et 1 < p <∞. Alors E est un espace

UMD si seulement si la transformation de Hilbert est continue de Lp(R,E) dans Lp(R,E)

c-à-d :

E est un espace UMD ⇐⇒ lim
ε→0

Hε(f) existe dans Lp(R,E); ∀ f ∈ Lp(R,E).

Remarque : 1.1 Il existe une caractérisation géométrique des espaces UMD c’est la notion
de ξ-convexité.

1



Rappels et outils mathématiques 2

Théorème 1.2

E est un espace UMD ⇐⇒ E est ξ − convexe.

L’importance de ce résultat est : ”la notion d’espace UMD ne dépend pas de p .

Exemple : 1.1

1. Les espaces de Hilbert sont UMD.

2. Tout espaces isomorphes à un espace UMD est lui même UMD.

3. Tout sous-espace fermé d’un UMD est un espace UMD.

4. L’interpolé des espaces UMD est UMD.

5. Si E UMD alors Lp([0, 1],E) est UMD avec 1 < p <∞.

Remarque : 1.2 les espaces : C, Cα....ne sont pas des espaces UMD.

1.2 les opérateurs linéaires fermés

Définition 1.3 :

Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach.

Un opérateur linéaire A sur E est une application linéaire définie d’un sous-espace vectoriel
D(A) de E à valeurs dans E et on note :

A : D(A) ⊂ E −→ E
ϕ 7−→ Aϕ

1. A sera dit borné si et seulement si :

∃ c > 0 : ∀ϕ ∈ E : ‖Aϕ‖E 5 c‖ϕ‖E

.

2. A sera dit fermé si et seulement si :

G(A) (le graphe de A) est un fermé de E dans E.

avec :

G(A) = {(ϕ,Aϕ); ϕ ∈ D(A)}.

Proposition 1.1 Soit A un opérateur linéaire tel que :

A : D(A) ⊂ E −→ E

Alors A est fermé si et seulement si ∀ (ϕn)n ⊂ D(A) tel que :
lim
n→∞

ϕn = ϕ

lim
n→∞

Aϕn = Ψ
=⇒


ϕ ∈ D(A)

Aϕ = Ψ.

2



Rappels et outils mathématiques 3

1.3 Ensemble résolvant, Résolvante et Spectre

Soit E un espace de Banach et :

A : D(A) ⊂ E −→ E

Un opérateur linéaire fermé sur E.

1.3.1 Ensemble résolvant

Définition 1.4 On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble :

ρ(A) = {λ ∈ C : (A− λI) est inversible dansL(E)}.

1.3.2 La résolvante

Définition 1.5 Si λ ∈ ρ(A), on définit la résolvante de A au point λ par l’opérateur :
(A− λI)−1.

1.3.3 Le spectre

Définition 1.6 σ(A) = C \ ρ(A) (complémentaire de ρ(A) dans C) est appelé le spectre de
A et un élément de σ(A) est appelé valeur spectrale.

1.4 les Semi-Groupes :(voir [19],[18])

Définition 1.7 Soit E un espace de Banach. On dit que la famille (G(t))t=0 d’opérateurs
linéaires bornés sur E forme un semi-groupe si :

1. G(0) = IE

2. ∀ t, s = 0 : G(t+ s) = G(t)G(s).

1.4.1 Semi-Groupes fortement continus

Définition 1.8 On dit qu’un semi-groupe (G(t))t=0 est fortement continu si et seulement
si pour tout x ∈ E, l’application :

G : R+ −→ E
t 7−→ G(t)ϕ

est continue ; c-à-d :

∀ϕ ∈ E : lim
t→0+
‖(G(t)ϕ)− ϕ‖E = 0.

3



Rappels et outils mathématiques 4

et on dit que :

(G(t))t=0

est un C0-semi-groupe.

1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe :

Définition 1.9 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t))t=0, l’opérateur Λ
défini par :

D(Λ) =

{
ϕ ∈ E : lim

t→0+

G(t)ϕ− ϕ
t

existe

}
6= ∅.

et si ϕ ∈ D(Λ) :

Λϕ = lim
t→0+

G(t)ϕ− ϕ
t

.

Exemple : 1.2 Soit : E = Lp(R), alors l’opérateur Λ défini par :
DΛ = W 1.2(R) = {u ∈ Lp(R), u′ ∈ Lp(R)},

Λu = u′, ∀u ∈ DΛ.

est générateur infinitésimal du C0-semi-groupe de translation défini par :

(G(t)u)(ϕ) = u(ϕ+ t) pour presque ϕ et u ∈ Lp(R)

Proposition 1.2 Si Λ est générateur infinitésimal du C0-semi-groupe (G(t))t=0 alors :

1. Λ est linéaire fermé de domaine D(Λ) dense dans E.

2. ∀ϕ ∈ E, la fonction :
t −→ G(t)ϕ

est continue sur R+.

3. Si ϕ ∈ D(Λ) et t = 0 alors G(t)ϕ ∈ D(Λ)

4. La fonction :
t −→ G(t)ϕ

est continument dérivable sur R+ si et seulement si ϕ ∈ D(Λ) et on a :

ϕ ∈ D(Λ) =⇒ ∀ t = 0 : d
dt

G(t)ϕ = ΛG(t)ϕ = G(t)Λϕ

5. ∀ϕ ∈ E, ∀ t = 0 on a :∫ T

0

G(s)ϕds ∈ D(Λ) et Λ

∫ T

0

G(s)ϕds ∈ D(Λ)

et si de plus ϕ ∈ D(Λ) alors :

Λ

∫ T

0

G(s)ϕds =

∫ T

0

G(s)Λϕds = G(t)ϕ− ϕ

4



Rappels et outils mathématiques 5

6. Si Λ est générateur infinitésimal du C0-semi-groupe (S(t))t=0 alors : ∀ t = 0 on a :

S(t) = G(t)

Théorème 1.3 (Conditions nécessaires) : Soit Λ le générateur infinitésimal du C0-semi-
groupe (G(t))t=0 alors :

1. Λ est linéaire fermé.

2. D(Λ) est dense dans E. (D(Λ) = E)

3. ρ(Λ) ⊃ {λ ∈ C /Reλ > ω} avec ω ∈ R∗+ et ∀λ ∈ R, Reλ > ω, ∀ k = 1 :

‖(Λ− λI)−1‖L(E) 5
M

(Reλ− ω)k
.

Théorème 1.4 ( Hille-Yoshida)
Les conditions du théorème précédent sont nécessaires et suffisantes pour qu’il existe un
C0-semi-groupe (G(t))t=0 dont Λ est le générateur infinitésimal.

1.4.3 Semi-Groupes analytiques :

Définition 1.10 Soit E un espace de Banach complexe. Soit ∆ tel que :

∆ = {z ∈ C : ϕ1 < argz < ϕ2 et ϕ1 < 0 < ϕ2}

Soit {G(z)}z ∈∆ une famille d’opérateurs linéaires bornés sur E.

On dit que {G(z)}z ∈∆ forme un semi-groupe holomorphe dans ∆ si elle vérifie :

1. G(z1 + z2) = G(z1)G(z2), ∀ z1, z2 ∈ ∆.

2. G(0) = IE

3. lim
z→0

G(z)ϕ = ϕ, ∀ϕ ∈ ∆

4. L’application :
z ∈ ∆ \ {0} −→ G(z)ϕ ∈ E

est holomorphe ∀ϕ ∈ E.

Théorème 1.5 ( KATO)
Soit :

A : D(A) ⊂ E −→ E

un opérateur linéaire non borné vérifiant :

1. A est fermé.

2. D(A) = E.

5



Rappels et outils mathématiques 6

3. ρ(A) ⊃ {λ ∈ C∗, Reλ = 0} et ∃ L > 0, ∀λ ∈ ρ(A) :

‖(Λ− λI)−1‖L(E) 5
L

λ

Alors A est générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (G(t))t=0 tel que :

1. ∃M > 0 : ∀ t > 0 ‖(G(t)‖L(E) < M .

2. ∀ t > 0 : G(t) ∈ L(E,D(A)).

3. ∀ t > 0 : G(t) ∈ L(E,D(A)) et ‖A(G(t)‖L(E) <
M
t

.

1.4.4 Semi-Groupes analytiques généralisés :

Soit E un espace de Banach. Soit :

A : D(A) ⊂ E −→ E

un opérateur linéaire vérifiant :

∃ θ ∈ ]
π

2
, π[ et M > 0 :

 ρ(A) ⊃ Sθ = {z ∈ C : |argz| 5 φ}
et
‖(Λ− λI)−1‖L(E) 5 M

λ

où ρ(A) est l’ensemble résolvant de A. Si D(A) 6= E alors Sinestrari (voir[22]) a prouvé qu’on
peut définir un semi-groupe analytique généralisé (eϕA)ϕ=0 qui a toutes les propriétés comme
le semi-groupe holomorphe usuel.

1.5 Les espaces d’interpolation

Soit (E0, ‖.‖0) et (E1, ‖.‖1) deux espaces de Banach qui s’injectent continument dans un
espace topologique séparé ξ. Considérons :E0 ∩ E1, E0 + E1 et (E0,E1)θ,p avec les normes
suivantes :

‖x‖E0∩E1 = ‖x‖E0 + ‖x‖E1 si x ∈ E0 ∩ E1

‖x‖E0+E1 = infx=x0+x1(‖x‖E0 + ‖x‖E1)

‖x‖θ,p = infx=u0(t)+u1(t)(‖t−θ u0‖Lp∗(R+,E0) + ‖t1−θ u1‖Lp∗(R+,E1)) si x ∈ (E0,E1)θ,p

Définition 1.11 Soit X un espace de Banach.On désigne par Lp
∗(R+,X) avec p ∈ [1,∞[,

l’espace de Banach des fonctions fortement mesurables définies pour presque tout t positif et
tel que : (∫ ∞

0

‖f(t)‖pX
dt

t

) 1
p

= ‖f‖Lp∗(R+,X) <∞

6



Rappels et outils mathématiques 7

Si p = +∞, alors on définit l’espace L∞∗ (R+,X) par :

f ∈ L∞∗ (R+,X) =⇒


f : R −→ X est fortement mesurable.
et
supess0<t<∞ ‖f(t)‖X <∞

Définition 1.12 Soit 0 < θ < 1 et 1 < p < ∞, on dit que x ∈ (E0,E1)θ,p si et seulement
si : 

i)∀ t > 0 : ∃u0(t) ∈ E0, u1(t) ∈ E1 : x = u0(t) + u1(t)

ii)t−θ u0(t) ∈ Lp
∗(R+,E0); t

1−θ u(t) ∈ Lp
∗(R+,E1).

Proposition 1.3 Les espaces :(E0 ∩ E1; ‖.‖E0∩E1);, (E0 + E1; ‖.‖E0+E1) et ((E0,E1)θ,p; ‖.‖θ,p)
sont des espaces de Banach. De plus :

E0 ∩ E1 ⊂ (E0,E1)θ,p ⊂ E0 + E1

où : ’⊂’ désigne l’injection continue. Et on a aussi :

(E0,E1)θ,p = (E1,E0)1−θ,p

Définition 1.13 (Cas particulier)
Soit 0 < θ < 1 et 1 < p <∞, posons E0 = D(A) et E1 = E, alors :

E0 ∩ E1 = D(A) et E0 + E1 = E

et par suite :

D(A) ⊂ (D(A),E)θ,p ⊂ E

et on écrit : 
i)∀ t > 0 : ∃u0(t) ∈ D(A), u1(t) ∈ E : x = u0(t) + u1(t)

ii) t−θ u0(t) ∈ Lp
∗(D(A)); t1−θ u(t) ∈ Lp

∗(E)

On a des caractéristiques explicites de ces espaces, par exemple, dans les cas suivants :

1. Supposons que ρ(A) ⊃ R+ et qu’il existe une constante c > 0 tel que ∀λ > 0 :

‖(A− λI)−1‖L(E) 5
c

λ

alors DA(θ, p) = (D(A); E)1−θ,p est exactement le sous-espace de E des ϕ telles que :

‖tθA(A− tI)−1ϕ‖E ∈ Lp
∗(R+,E)

7
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2. Dans le cas ou A génère un semi-groupe fortement continue et borné dans E,alors :

DA(θ, p) = {ϕ ∈ E : ‖tθ(etA − I)ϕ‖E ∈ Lp
∗(R+,E)} (voir[10])

3. Si maintenant A génère un semi-groupe analytique et borné dans E ; alors :

DA(θ, p) = {ϕ ∈ E : ‖t1−θAetAϕ‖E ∈ Lp
∗(R+,E)} (voir[10])

Lemme 1.1 (voir[10])

L’ hypothèse (5) implique qu’Il existe B = −(−A)
1
2 qui génère un semi-groupe analytique

borné dans E(voir [3]) et de plus on a le résultat de réitération suivant :

(D(B),X) 1
p
,p = (D(A),X) 1

2p
+ 1

2
,p

1.6 Propriété de commutativité

Proposition 1.4 Soit X un espace de Banach. Soient P,Q deux opérateurs linéaires fermés

sur X tel que :

0 ∈ ρ(P) ∩ ρ(Q)

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i. P−1 Q−1 = Q−1 P−1

ii. D(PQ) = D(QP) etPQx = QPx pour tout x ∈ D(PQ) = D(QP) (c’est-à-dire PQ = QP)

Preuve : (i) =⇒ (ii)

D(PQ) ⊂ D(QP)

En effet, x ∈ D(PQ) alors :

(1.1)

x = Q−1Qx (car x ∈ D(Q))

= Q−1P−1PQx (car Qx ∈ D(P)),

= P−1Q−1PQx (d’après (i))

c’est-à-dire :

x ∈ D(P) et Px = Q−1PQx ∈ D(Q)

D’où :

x ∈ D(QP)

8
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De même, par échange des rôles de P et Q on aura :

D(QP) ⊂ D(PQ)

Enfin si x ∈ D(PQ) = xD(QP) alors vu (2) on a :

x = P−1Q−1PQx

Soit :

QPx = PQx

(ii) =⇒ (i)

si y ∈ X alors :

y = QPP−1Q−1y

Or

P−1Q−1y ∈ D(PQ) = D(QP)

D’où :

y = QP[P−1Q−1y] = PQ[P−1Q−1y]

Soit
Q−1P−1y = P−1Q−1y

�

9
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1.7 Somme d’opérateurs(Approche de Dore-Venni)

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaines D(A) et D(B) respec-
tivement.
On s’intéresse à l’équation :

(1.2) Au+ Bu− λu = g

où :
g est un vecteur donné de X.
L’opérateur somme L = A + B est défini par :

DL = DA ∩DB,

Lu = Au+Bu,

u ∈ D(L).

Donc l’équation 1.2 s’écrit :
Lu− λu = g

Une solution stricte de cette équation est un élément u ∈ D(L) qui la satisfait. Donc il
faut trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X mais ce n’est pas toujours
possible.

1.7.1 Théorème de Dore-Venni

Les hypothèses sur A et B :

On suppose que les opérateurs A et B vérifient :

(DV 1) :



ρ(A) ⊃ ]−∞, 0] et ∃MA > 0; ∀λ = 0 : ‖(A + λ)−1‖L(E) 5
MA

1 + λ

ρ(B) ⊃ ]−∞, 0] et ∃MB > 0; ∀λ = 0 : ‖(B + λ)−1‖L(E) 5
MB

1 + λ

D(A) = D(B) = X

(DV 2) : {∀λ ∈ ρ(−A), ∀µ ∈ ρ(−B) : (A + λ)−1(B + µ)−1 = (B + µ)−1(A + λ)−1}

(DV 3) :


∀ s ∈ R : Ais ∈ L(X) et∃ k > 0, θA > 0 : ‖Ais‖L(X) 5 ke|s|θA

∀ s ∈ R : Bis ∈ L(X) et∃ k > 0, θB > 0 : ‖Bis‖L(X) 5 ke|s|θB

θA + θB < π

10
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On note par BIP(X, θ) (Bounded imaginary powers) l’ensemble des opérateurs sectoriels sur

X vérifiant( DV1) et (DV3). On a alors le théorème de Dore-Venni suivant :

Théorème 1.6 Si X est un espace UMD et sous les hypothèses (DV1), (DV2) et (DV3)
alors l’opérateur :

L = A + B

est fermé et inversible et :

L−1 ∈ L(X)

De plus L−1 est défini par l’intégrale :

L−1 =
1

iπ

∫
γ

A−zBz−1

sin(π z)
dz.

où γ est une courbe verticale contenue dans la bande :

{z ∈ C : 0 < Rez < 1}

et orientée de ∞ e−
iπ
2 vers ∞ e

iπ
2

1.7.2 Application du théorème de Dore-Venni au problème de
Cauchy :

Soit X un espace UMD. On considère le problème de Cauchy :

(Pc) :


u′(t) + Au(t) = f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) = 0

où :
f ∈ Lp(0,T; X) et A : D(A) −→ X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et tel que :

∃ c > 0 ‖(A + λI)−1‖L(X) 5
c

1 + λ

Et

A : ξ 7−→ Aξ

un groupe fortement continu dans L(X) vérifiant :

∃ c > 0 : ‖Aiξ‖L(X) 5 ceθA|ξ| et 0 < θA <
π

2

11



Rappels et outils mathématiques 12

On écrit le problème sous la forme d’une somme d’opérateurs. On définit alors les opérateurs
A et B comme suit : 

D(A) ⊂ Lp(0,T; X)

(Au)(.) = Au(.), u ∈ D(A)
D(B) = {u ∈ W 1,p([0, T ], X) : u(0) = 0},

Bu = u′, u ∈ D(B)

Et donc notre équation devient :

Bu+Au = f

Dans ce cas on a : X est UMD ce qui implique que Lp(0,T; X) est UMD.

L’opérateur linéaire fermé B satisfait :(voir Dore-Venni[11])

ρ(B) ⊃ ]−∞, 0] et ∀λ = 0 : ∃ c0 > 0 : ‖(λI− B)−1‖L(X) 5
c0

1 + |λ|

ξ 7−→ Bis est un groupe fortement continu tel que :

∀ s ∈ R : Bis ∈ L(X) et∃ c1 > 0, : ‖Bis‖L(X) 5 c1(1 + s2)e
π
2
|s|

A et B vérifient (DV2), On utilise donc l’approche de Dore-Venni et on aura le résultat
final suivant :

Si X est UMD et l’opérateur A comme défini ci-dessus alors f ∈ Lp(0,T; X), 1 < p <∞, le
problème de Cauchy (Pc) admet une unique solution :

u ∈ W 1,p(0, T ;X) ∩ Lp(0,T; D(A))

Donc :

t 7−→ Au(t) = A

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds ∈ Lp(0,T; X)

1.8 Lemmes techniques

Lemme 1.2 (voir H.Triebel [26]) Soit p∈ ]1,∞[ et supposons l’hypothèse 3, alors :

1. AexBϕ ∈ Lp(0, 1; X) si et seulement si ϕ ∈ (D(A),X) 1
2p
,p.

2. BexBϕ ∈ Lp(0, 1; X) si et seulement si ϕ ∈ (D(A),X) 1
2p

+ 1
2
,p.

12
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Rappel :

On rappelle que si m ∈ N∗ et C génère un semi-groupe analytique, alors :

Φ ∈ (D(Cm),X) 1
mp

,p si et seulement si : CmexCΦ ∈ Lp(0, 1; X)

En effet : supposons que Φ ∈ (D(Cm),X) 1
mp

,p, donc d’après le théorème de Triebel (voir [26])

qui assure l’équivalence des

normes :‖Φ‖∗∗ = ‖x(1−θ)mCmG(x)Φ‖Lp∗(X) + ‖Φ‖X et ‖Φ‖(D(Cm),X) 1
mp

,p :

∃K > 0
‖Φ‖∗∗ = ‖xm(1−(1− 1

mp
))CmexCΦ‖Lp∗(X) + ‖Φ‖X

5 K‖Φ‖(D(Cm),X) 1
mp

,p

< ∞
or

‖CmexCΦ‖pX =
∫ 1

0
‖CmexCΦ‖pX dx

5
∫∞

0
‖xm(1−(1− 1

mp
))CmexCΦ‖pX dx

x

= ‖xm(1−(1− 1
mp

))CmexCΦ‖p
Lp∗(X)

donc :

‖CmexCΦ‖X 5 K ‖Φ‖(D(Cm),X) 1
mp ,p

< ∞

alors :

x 7−→ CmexC Φ ∈ Lp(0, 1; X)

Et réciproquement :

on suppose que :

x 7−→ CmexC Φ ∈ Lp(0, 1; X)

alors : ∫∞
0
‖xm(1−(1− 1

mp
))CmexCΦ‖pX dx

x
=

∫∞
0
‖CmexCΦ‖pX dx

=
∫ 1

0
‖CmexCΦ‖pX dx+

∫∞
1
‖CmexCΦ‖pX dx

13
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La première intégrale est finie et pour la deuxième intégrale, on a :

‖CmexC‖L(X) 5
K

xm
avec K > 0

alors : ∫∞
1
‖CmexCΦ‖pX dx 5

∫∞
1

Kp

xmp
‖Φ‖pXdx

= Kp
∫∞

1
x−mpdx‖Φ‖pX

= Kp

mp−1
‖Φ‖pX <∞

donc : ∫∞
0
‖xm(1−(1− 1

mp
))CmexCΦ‖pX dx

x
= ‖xm(1−(1− 1

mp
))CmexCΦ‖Lp∗(X)

< ∞

D’où :

‖Φ‖∗∗ = ‖xm(1−(1− 1
mp

))CmexCΦ‖Lp∗(X) + ‖Φ‖X

< ∞

et d’après l’équivalence des normes ‖Φ‖∗∗ et Φ ∈ (D(Cm),X) 1
mp

,p on constate que :

‖Φ‖(D(Cm),X) 1
mp ,p

< ∞

et par suite :

Φ ∈ (D(Cm),X) 1
mp

,p

Preuve(du lemme) :

1. D’après le rappel précédent :

AexBϕ = B2 exBϕ ∈ Lp(0, 1; X) ⇐⇒ ϕ ∈ (D(A),X) 1
2p
,p

2. De même :

BexBϕ ∈ Lp(0, 1; X) ⇐⇒ ϕ ∈ (D(B),X) 1
p
,p = (D(A),X) 1

2p
+ 1

2
,p (d’après le lemme 1.1 )

D’où le résultat.

�
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Lemme 1.3 Soit X un espace de Banach UMD. Soit f ∈ Lp(0, 1; X); avec 1 < p <∞, sous

les hypothèses 3 et 4 ; On a :

(1.3) x 7→ F(x, f) = B
∫ x

0
e(x−s)Bf(s) ds ∈ Lp(0, 1; X)

(1.4) x 7→ K(x, f) = B
∫ 1

x
e(s−x)Bf(s) ds ∈ Lp(0, 1; X)

(1.5) x 7→ T(x, f) = B
∫ 1

0
e(x+s)Bf(s) ds ∈ Lp(0, 1; X)

Preuve : Pour 1.3 :
X étant UMD et B un opérateur linéaire fermé dans X vérifiant les hypothèses de Dore-

Venni, alors :

v(x) =

∫ x

0

e(x−s)Bf(s) ds

est la solution stricte et unique du problème de Cauchy :

(1.6) (Pc)


v′(x) + Bv(x) = f(x)

v(0) = 0

alors en appliquant le théorème de Dore-Venni sur ce problème de Cauchy ; on obtient :

v ∈ W1,2(0, 1; X) ∩ Lp(0, 1; X)

donc :
x 7→ F (x, f) ∈ Lp(0, 1; X)

Pour 1.4 :

En posant t = 1− s, on obtient :

K(x, f) = B
∫ 1

x
e(s−x)Bf(s) ds

= B
∫ 1

x
e(s−1+1−x)Bf(s) ds

= B
∫ 1

x
e((1−x)−(1−s))Bf(s) ds

= B
∫ 1

x
e((1−x)−t)Bf(1− t) dt

= F (1− x, f(1− x))

donc :

x 7−→ K(x, f) = x 7−→ F (1− x, f(1− x)) ∈ Lp(0, 1; X) d’après 1.3

15
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Pour 1.5 :

∀x ∈ [0, 1] : T (x, f) = B
∫ 1

0
e(x+s)Bf(s) ds

= B
∫ x

0
e(x+s)Bf(s) ds+ B

∫ 1

x
e(x+s)Bf(s) ds

= B
∫ x

0
e(x−s)B e2sBf(s) ds+ e2xB B

∫ 1

x
e(s−x)Bf(s) ds

= F (x, e2Bf) + e2xBK(x, f)

donc :

T (x, f) = 0 =⇒ F (x, e2Bf) + e2xBK(x, f) ∈ Lp(0, 1; X) d’après 1.3 et 1.4

�

Corollaire 1.1 Soit X un espace de Banach UMD. Soit f ∈ Lp(0, 1; X); avec 1 < p <∞,

sous les hypothèses 3 et 4 ; On a :∫ 1

0

esBf(s) ds ∈ (D(B),X) 1
p
,p = (D(A),X) 1

2p
+ 1

2
,p

Preuve : 1.5 implique que :

x 7→ BexB
∫ 1

0
esBf(s)ds ∈ Lp(0, 1; X)

donc en appliquant la deuxième assertion du lemme 1.2 on obtient :∫ 1

0
esBf(s)ds ∈ (D(A),X) 1

2p
+ 1

2
,p.

�
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Chapitre 2

Étude du problème 1

2.1 Position du problème

On considère le problème abstrait suivant dans un espace de Banach UMD E :

(2.1)


u′′(x) + Au(x) = f(x) p.p x ∈ (0, 1)

αu′(1)− γ Hu(0) = d0

β u′(0) + δ Ku(1) = d1

où :

f ∈ Lp(0, 1; E) avec 1 < p <∞ ;

A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) dans E vérifiant :
[0,+∞[ ⊃ ρ(A)

supλ=0 ‖λ(A− λI)−1‖L(E) < ∞.

On sait que cette hypothèse implique que −(−A)
1
2 génère un semi-groupe analytique borné

dans E(voir [3])

On suppose aussi que :
∀ s ∈ R, (−A)is ∈ L(E) et ∃ θA ∈]0, π[;

telque : sups∈R ‖e−θA|s|(−A)is‖L(E) < ∞.

d0, d1 ∈ E ;

α, β, γ et δ ∈ C, telles que :

(α, γ) 6= (0, 0) (α, δ) 6= (0, 0)) (β, γ) 6= (0, 0)) et) (β, δ) 6= (0, 0)

17
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et H, K sont des opérateurs linéaires fermés dans E vérifiant :

0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K)

Et les conditions de commutativité suivantes :

A−1H−1 = H−1A−1 , A−1K−1 = K−1A−1 et H−1K−1 = K−1H−1.

On pose : B = −(−A)
1
2 et on considère l’opérateur Π définit par :

D(Π) = D(B2αβH−1K−1) et Π = B2αβH−1K−1 − γδI

Supposons que :

Π est inversible

On définit l’opérateur Λ par :

D(Λ) = D(Π(I− e2B)) = D(Π) et Λ = Π(I− e2B) + 2(αδH−1 + γβK−1)BeB

Et on suppose que :

Λ est fermé inversible

Remarque : 2.1

i. L’hypothèse 7 implique que (αβ, γδ) 6= (0, 0) et ceci est assuré par 2.

ii. Concernant Π, on note que :

1. Si αβ = 0 alors :

D(Π) = E et Π = −γδI est inversible.

2. Si αβ 6= 0 et H = K = I alors :

D(Π) = D(B2) et Π = αβ

(
B2 − γδ

αβ
I

)
= αβ

(
A−

(
γδ

αβ

)
I

)

Donc 7 est satisfaite si et seulement si :

γδ

αβ
∈ ρ(A).

18
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3. Si αβ 6= 0 et H = K = B alors :

D(Π) = E et Π = (αβ − γδ)I

Donc 7 est satisfaite si et seulement si :

γδ 6= αβ

4. Si αβ 6= 0 et (H,K) = (B, I) ou (I,B) alors :

D(Π) = D(B) et Π = αβ

(
B− γδ

αβ
I

)
Donc 7 est satisfaite si et seulement si :

γδ

αβ
∈ ρ(B).

iii. Si ξ ∈ E alors :

αβΠ−1H−1K−1ξ ∈ D(B2)

ainsi : Π−1H−1K−1ξ ∈ D(B2) lorsque αβ 6= 0

Il suffit d’écrire pour tout ξ ∈ E :

Π−1ξ ∈ D(Π) = D(B2αβH−1K−1)

Donc :

αβΠ−1H−1K−1ξ = Π−1αβH−1K−1ξ ∈ D(B2)

2.2 Représentation de la solution

On cherche une représentation de la solution à l’aide de la théorie des semi-groupes.

Pour cela on utilise la méthode de réduction de l’ordre de Krein (voir [17]) :

posons : y(x) = 1
2
[u(x)− v(x)], z(x) = 1

2
[u(x) + v(x)], v(x) = B−1u′(x) et B2 = −A

Dérivons y :

y′(x) = 1
2
[u′(x)− v′(x)] =⇒ y′(x) = −1

2
Bv(x)− 1

2
[−B−1u′′(x)] (car v′(x) = −B−1u′′(x))

=⇒ y′(x) = −1
2
Bv(x) + 1

2
[B−1u′′(x)]

Remplaçons u”(x) par f(x) − Au(x) on obtient :
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y′(x) = −1
2
Bv(x) + 1

2
B−1[f(x)− Au(x)] =⇒ y′(x) = −1

2
Bv(x) + 1

2
B−1f(x)− 1

2
B−1Au(x)

=⇒ y′(x) = −1
2
Bv(x) + 1

2
B−1f(x)− 1

2
B−1(−B2)u(x)

=⇒ y′(x) = −1
2
Bv(x) + 1

2
B−1f(x) + 1

2
Bu(x)

Et comme y(x) = 1
2
[u(x)− v(x)] alors :

y′(x) = By(x) +
1

2
B−1f(x)

De la même manière on aura :

z′(x) = −Bz(x)− 1

2
B−1f(x)

Et le problème 2.1 est équivalent au deux problèmes :


y′(x)− By(x) = 1

2
B−1f(x)

y(0) = y0 = u(0)−v(0)
2

= 1
2
u(0) + 1

2
B−1u′(0)

et


z′(x) + Bz(x) = −1

2
B−1f(x)

z(1) = z1 = u(1)+v(1)
2

= 1
2
u(1)− 1

2
B−1u′(1)

La solution générale est donnée par :

y(x) = exBy0 + 1
2
B−1

∫ x
0
e−(t−x)Bf(t)dt

Et

z(x) = e(1−x)Bz1 + 1
2
B−1

∫ 1

x
e(t−x)Bf(t)dt

D’où la solution du problème 2.1 est donnée par :

(2.2)

u(x) = y(x) + z(x)

= exBy0 + 1
2
B−1

∫ x
0
e−(t−x)Bf(t)dt+ e(1−x)Bz1 + 1

2
B−1

∫ 1

x
e(t−x)Bf(t)dt

Représentation de la solution :
La solution u admet la représentation suivante :

u(x) = exBy0 + e(1−x)Bz1 + Ix + Jx

avec :

Ix = 1
2
B−1

∫ x
0
e−(t−x)Bf(t)dt

20
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Et

Jx = 1
2
B−1

∫ 1

x
e(t−x)Bf(t)dt

Calcul de u’ :

u′(x) =
( [
exBy0 + 1

2
B−1

∫ x
0
e−(t−x)Bf(t)dt+ e(1−x)Bz1 + 1

2
B−1

∫ 1

x
e(t−x)Bf(t)dt

])′
= BexBy0 − Be(1−x)Bz1 + BIx − BJx

On a : 

u(0) = y0 + eBz1 + J0;

u(1) = eBy0 + z1 + I1;

u′(0) = By0 − BeBz1 − BJ0;

u′(1) = BeBy0 − Bz1 + BI1.

On a aussi les conditions non locales généralisées suivantes :
αu′(1)− γ Hu(0) = d0;

β u′(0)− δ Ku(1) = d1.

En remplaçant les expressions de u’(1), u(0), u’(0) et u(1), on obtient le système suivant :
α (BeBy0 − Bz1 + BI1)− γ H(y0 + eBz1 + J0) = d0.

β (By0 − BeBz1 − BJ0) + δ K(eBy0 + z1 + I1) = d1.

=⇒


αBeBy0 − αBz1 + αBI1 − H(γ y0 + γ eBz1 + γ J0) = d0

β By0 − β BeBz1 − β BJ0 + K(δ eBy0 + δ z1 + δ I1) = d1

En appliquant H−1B−2 à la première équation et K−1B−2 à la deuxième, on aura :


αH−1B−2BeBy0 − αH−1B−2Bz1 + αH−1B−2BI1 − H−1B−2H(γ y0 + γ eBz1 + γ J0) = H−1B−2d0.;

β K−1B−2By0 − β K−1B−2BeBz1 − β K−1B−2BJ0 + K−1B−2K(δ eBy0 + δ z1 + δ I1) = K−1B−2d1.

En utilisant la commutativité, on obtient :
αH−1BeBB−2y0 − αH−1B−2Bz1 + αH−1B−2BI1 − γB−2y0 − γ eBB−2z1 − γB−2 J0 = B−2H−1d0.

β K−1BB−2y0 − β K−1BeBB−2z1 − β K−1B−1J0 + δ eBB−2y0 + δB−2 z1 + δB−2 I1 = B−2K−1d1.
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=⇒


(αH−1BeB − γI)B−2y0 − (αH−1B + γ eB)B−2z1 = d0B−2H−1 + γB−2J0 − αH−1B−1I1.

(β K−1B + δ eB)B−2y0 + (δ I− βK−1BeB)B−2z1 = d1B−2K−1 − δB−2I1 + β K−1B−1J0.

Si on pose y0 = B−2y0 et z1 = B−2z1 ceci implique :
(αH−1BeB − γI)y0 − (αH−1B + γ eB)z1 = d0B−2H−1 + γB−2J0 − αH−1B−1I1.

(β K−1B + δ eB)y0 + (δ I− βK−1BeB)z1 = d1B−2K−1 − δB−2I1 + β K−1B−1J0.

Résolution du système :
Appliquons (δI− βK−1BeB) à la première équation :

(δαH−1BeB − δγI− βαH−1K−1B2eB + γβK−1BeB)y0 − (αδH−1B− βαH−1K−1B2eB + γδ eB

−γβK−1Be2B)z1 = d0δB−2H−1 + δγB−2J0 − δαH−1B−1I1 − d0βK−1H−1B−1eB − βγK−1B−1J0

+αβK−1H−1eBI1.

Appliquons −(αH−1B + γ eB) à la deuxième équation :

(−αβH−1K−1B2 − αδH−1BeB − γβK−1BeB − γδ e2B)y0 − (αδH−1B− αβH−1K−1B2 + γδ eB

−γβK−1Be2B)z1 = −α d1B−1H−1K−1 +αδH−1B−1I1−αβH−1K−1J0−γ d1B2K−1eB+γδB−2eBI1

−γβB−1K−1eBJ0.

La soustraction des deux résultats nous ramène à déterminer y0 :

(2αδH−1BeB − δγI− βαH−1K−1B2e2B + 2γβK−1BeB + αβH−1K−1B2 + γδ e2B)y0 =

α d1B−1H−1K−1 − 2αδH−1B−1I1 + αβH−1K−1J0 + γ d1B−2k−1eB − γδB−2eBI1 + d0δB−2H−1

+δγB−2J0 − d0βK−1H−1B−1eB + αβK−1H−1eBI1.

ceci implique que :

(2αδH−1BeB − δγI− βαH−1K−1B2e2B + 2γβK−1BeB + αβH−1K−1B2 + γδ e2B)y0 =

eB
[
−βK−1H−1B−1d0 + αβH−1K−1I1 + γ B−2k−1eBd1 − γδB−2eBI1

]
+ δH−1B−2d0 + γδB−2J0

−2αδH−1B−1I1 + αH−1k−1d1 + αβH−1k−1J0.
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Posons :

(2.3) Λ = (2αδH−1BeB − δγI− βαH−1K−1B2e2B + 2γβK−1BeB + αβH−1K−1B2 + γδ e2B).

L’équation précédente devient :

Λ y0 = eB
[
−βK−1H−1B−1d0 + αβH−1K−1I1 + γ B−2k−1eBd1 − γδB−2eBI1

]
+δH−1B−2d0+γδB−2J0

−2αδH−1B−1I1 + αH−1k−1d1 + αβH−1k−1J0.

Si on pose :

Φ = −βΛ−1H−1K−1B−1d0 + αβΛ−1H−1K−1I1 + γΛ−1K−1B−2d1 − γδΛ−1B−2I1.

On aura :
(2.4)
y0 = eBΦ+δΛ−1H−1B−2d0+γδΛ−1B−2J0−2αδΛ−1H−1B−1I1+αΛ−1H−1K−1B−1d1+αβΛ−1H−1K−1J0.

Maintenant on applique :(βK−1B + δ eB) à l’équation une on obtient :

βαK−1H−1B2eB − βγK−1B + δαH−1Be2B − δγ eB)y0 − (αβK−1H−1B2 + γβK−1BeB + δαH−1B

+γδ e2B)z1 = β d0B−1K−1H−1 + βγB−1K−1J0 − βαK−1H−1I1 + δ d0B−2H−1eB + δγB−2eBJ0

−δαH−1B−1eBI1.

Et on applique (αH−1BeB − γI) à la deuxième équation on aura :

αβK−1H−1B2eB + αδH−1Be2B − γβK−1B− γδ eB)y0 + (αδH−1BeB − αβH−1K−1B2e2B − γδI

+γβK−1BeB)z0 = α d1H−1K−1B−1eB − αδH−1K−1B−1I1e
B + αβH−1K−1eBJ0 − γ d1K−1B−2

+γδB−2I1 − γβK−1B−1J0.

La soustraction des deux résultats nous donne :

(2αδH−1BeB − αβH−1K−1B2e2B − γδI + 2γβK−1BeB + αβK−1H−1B2 + γδ e2B)z1 =

−β d0B−1K−1H−1+αβK−1H−1I1−δ d0B−2H−1eB−δγB−2eBJ0−δαH−1B−1eBI1+α d1H−1K−1B−1eB

+αδH−1B−1I1e
B + αβH−1K−1eBJ0 − γ d1K−1B−2 + γδB−2I1 − 2αβH−1B−1J0.

d’après 2.3 on obtient :
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Λ z1 = eB [−δH−1B−2d0 + αH−1K−1B−1d1 − γ δB−2J0 + αβH−1K−1J0]− βH−1K−1B−1d0

−γK−1B−2d1 + αβH−1K−1I1 − 2γβK−1B−1J0 + γδB−2I1.

Et on posant :

Ψ = −δΛ−1H−1K−1B−2d0 + αΛ−1H−1K−1B−1d1 − γδΛ−1B−1B−2J0 + αβΛ−1H−1K−1J0.

La valeur de z1 sera donnée par l’expression :
(2.5)
z1 = eBΨ−βΛ−1H−1K−1B−1d0−γΛ−1K−1B−2d1+αβΛ−1H−1K−1I1−2γβΛ−1K−1B−1J0+γδΛ−1B−2I1.

De 2.4 et comme y0 = B−2y0 alors :

αΛ−1H−1K−1B−1d1 = B−2y0 − eBΦ− B−2δΛ−1H−1d0 − B−2γδΛ−1J0 + 2B−2αδΛ−1H−1BI1

−αβΛ−1H−1K−1J0.

D’après iii de la remarque 2.1 on déduit que :

αΛ−1H−1K−1B−1d1 ∈ D(B2)

Et par suite :

αΛ−1H−1K−1d1 ∈ D(B)

Et y0 s’exprime par :

y0 = B2eBΦ+δΛ−1H−1d0+γδΛ−1J0−2αδΛ−1H−1BI1+BαΛ−1H−1K−1d1+BαβΛ−1H−1K−1BJ0.

Le même raisonnement pour l’équation 2.5 nous conduit à déterminer z1 qui sera donné

par la formule suivante :

z1 = B2eBΨ−BβΛ−1H−1d0−γΛ−1K−1d1 +B2αβΛ−1H−1K−1I1−2γβΛ−1K−1BJ0 +B2γδΛ−1I1.

En substituant y0 et z1 dans 2.2, on obtient la solution :

u(x) = B2exBeBΦ + δΛ−1H−1exBd0 + γδΛ−1 exBJ0− 2αδΛ−1H−1BexBI1 + BαΛ−1H−1K−1exBd1

+B2αβΛ−1H−1K−1exBJ0+B2e(1−x)BeBΨ−BβΛ−1H−1K−1e(1−x)Bd0−γΛ−1K−1e(1−x)Bd1+B2γδΛ−1 e(1−x)BI1

+B2αβΛ−1H−1K−1e(1−x)BI1 − 2γβΛ−1K−1Be(1−x)BJ0 + Ix + Jx.
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On peut écrire la solution u(x) sous la forme :

u(x) = R(x, d0, d1, f) + DV1(x, f) + DV2(x, f) + S(x, d0, d1, f).(2.6)

où :

R(x, d0, d1, f) = exBeBΦ + e(1−x)eBΨ

DV1(x, f) =
1

2
γδΛ−1B−1exB

∫ 1

0

exBf(s)ds+
1

2
γδΛ−1B−1e(1−x)B

∫ 1

0

e(1−x)Bf(s)ds

+
1

2
B−1

∫ x

0

e(x−s)Bf(s)ds+
1

2
B−1

∫ 1

x

e(s−x)Bf(s)ds.

DV2(x, f) =
1

2
BαβΛ−1H−1K−1exB

∫ 1

0

esBf(s)ds+
1

2
BαβΛ−1H−1K−1e(1−x)B

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds

S(x, d0, d1, f) = δΛ−1H−1exBd0 − BβΛ−1H−1K−1e(1−x)Bd0 + BαΛ−1H−1K−1exBd1 − γΛ−1K−1e(1−x)Bd1

− αδΛ−1H−1exB
∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds− γβΛ−1K−1e(1−x)B

∫ 1

0

esBf(s)ds

2.3 La régularité

Proposition 2.1 Soit d0, d1 ∈ E; f ∈ Lp(0, 1; E); 1 < p <∞ alors :

x 7−→ AR(x, d0, d1, f) ∈ Lp(0, 1; E).

Preuve :
Pour tout ξ ∈ Lp(0, 1; E), k ∈ N∗, on a :

eBξ ∈ D(Bk)

En particulier pour k=2 on a :

eBξ ∈ D(B2)

Ceci implique que :

B2eBξ ∈ Lp
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C’est à dire :

AeBξ ∈ Lp.

Donc :

x 7−→ AexBeBξ = exBAeBξ ∈ Lp.

D’où :

x 7−→ AR(x, d0, d1, f) = AexBeBφ+ Ae(1−x)BeBψ ∈ Lp(0, 1; E).

�

Proposition 2.2 Si f ∈ Lp(0, 1; E), 1 < p <∞ alors :

x 7−→ ADV1(x, f) ∈ Lp(0, 1; E).

Remarque : 2.2 Soit E un espace de Banach. On suppose 3 et 4 et soit f ∈ Lp(0, 1; E)
avec : 1 < p <∞ alors :

x 7−→ B

∫ x

0

e(x−s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

Par conséquent et avec un changement de variable :

x 7−→ B

∫ 1

x

e(s−x)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

Preuve(de la proposition 2.2) :
Soit :

DV1(x, f) = −1

2
γδΛ−1BexB

∫ 1

0

esBf(s)ds− 1

2
γδΛ−1Be(1−x)B

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds

− 1

2
B

∫ x

0

e(x−s)Bf(s)ds− 1

2
B

∫ 1

x

e(s−x)Bf(s)ds.

Donc

DV1(x, f) = −1

2
γδΛ−1

[
B

∫ 1

0

e(x+s)Bf(s)ds+ B

∫ 1

0

e [(1−x)+(1−s) ]Bf(s)ds

]

− 1

2
B

∫ x

0

e(x−s)Bf(s)ds− 1

2
B

∫ 1

x

e(s−x)Bf(s)ds.
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D’une part et d’après 1.3 et 1.4 (lemme 1.3) on a :

x 7−→ 1

2
B

∫ x

0

e(x−s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

Et

x 7−→ 1

2
B

∫ 1

x

e(s−x)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

D’autre part et en utilisant 1.5 (lemme 1.3) on obtient :

x 7−→ B

∫ 1

0

e(x+s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

Et

x 7−→ B

∫ 1

0

e [(1−x)+(1−s) ]Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

Et comme Λ−1 est borné alors :

x 7−→ ADV1(x, f) ∈ Lp(0, 1; E)

Proposition 2.3 Si f ∈ Lp(0, 1; E), 1 < p <∞ alors :

x 7−→ ADV2(x, f) ∈ Lp(0, 1; E)

Preuve : D’après le corollaire 1.1 on a :∫ 1

0

esBf(s) ds ∈ (D(B),X) 1
p
,p = (D(A),X) 1

2p
+ 1

2
,p.

Donc en appliquant le lemme 1.2 ; On obtient :

x 7−→ BexB
∫ 1

0

esBf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E).

Et

x 7−→ Be(1−x)B

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds ∈ Lp(0, 1; E)

�
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De plus on a :

∀ ξ ∈ E : Π−1αβH−1K−1ξ ∈ D(B2) = D(A)

Et comme A est fermé alors :

AΠ−1αβH−1K−1 ∈ L(E)

D’où :

x 7−→ AΠ−1αβH−1K−1exBB

∫ 1

0

esBf(s)ds ∈ ∈ Lp(0, 1; E)

De la même façon on aura :

x 7−→ AΠ−1αβH−1K−1e(1−x)BB

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds ∈ ∈ Lp(0, 1; E)

Lemme 2.1 On a :

Λ−1 = Π−1 + Π−1W

avec :

W ∈ L(E) et W(E) ⊂
∞⋂
k=1

D(Bk)

Preuve 2.1 Comme :

I− e2B est inversible (voir A.Lunardi [18] p 60)

Alors, on peut considérer :
X = 2Π−1(αδH−1 + γβK−1)BeB(I− e2B)−1 ∈ L(E)

S = −e2B ∈ L(E).

Et on déduit que :

Λ−1 = (I + S)−1(I + X)−1Π−1

Si on pose : 
−X(I + X)−1 ∈ L(E)

V = −S(I + S)−1 ∈ L(E).
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Alors : 
(I + X)−1 = I + U

(I + S)−1 = I + V.

On obtient :

Λ−1 = (I + U)(I + V)Π−1 = (I + V + U + UV)Π−1

Donc :

Λ−1 = Π−1 + Π−1W

Avec :

W = V + U(I + V) = (−S + U)(I + V) = e
1
2
BM

Où :

M =

[
e

1
2
B − 2Π−1(αδH−1 + γβK−1)Be

1
2
B(I− e2B)−1

]
(I + V)−1 ∈ L(E).

Étude de S(x, d0, d1, f ) :
On a :

S(x, d0, d1, f) = δΛ−1H−1exBd0 − BβΛ−1H−1K−1e(1−x)Bd0 + BαΛ−1H−1K−1exBd1 − γΛ−1K−1e(1−x)Bd1

− αδΛ−1H−1exB
∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds− γβΛ−1K−1e(1−x)B

∫ 1

0
esBf(s)ds.

D’après le lemme précédent on a :

Λ−1 = Π−1 + Π−1W
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S(x, d0, d1, f) = δ(Π−1 + Π−1W)H−1exBd0 − Bβ(Π−1 + Π−1W)H−1K−1e(1−x)Bd0

+ Bα(Π−1 + Π−1W)H−1K−1exBd1 − γ(Π−1 + Π−1w)K−1e(1−x)Bd1

− αδ(Π−1 + Π−1W)H−1exB
∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

− γβ(Π−1 + Π−1W)K−1e(1−x)B
∫ 1

0
esBf(s)ds.

= δΠ−1H−1exBd0 + δΠ−1WH−1exBd0 − BβΠ−1H−1K−1e(1−x)Bd0

− BβΠ−1WH−1K−1e(1−x)Bd0 + BαΠ−1H−1K−1exBd1

+ BαΠ−1WH−1K−1exBd1 − γΠ−1K−1e(1−x)Bd1 − γΠ−1WK−1e(1−x)Bd1

− αδΠ−1H−1exB
∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds− αδΠ−1WH−1exB

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

− γβΠ−1K−1e(1−x)B
∫ 1

0
esBf(s)ds− γβΠ−1WK−1e(1−x)B

∫ 1

0
esBf(s)ds.

= δ exBBΠ−1H−1B−1d0 + exBBδΠ−1WH−1B−1d0 − BβΠ−1H−1K−1e(1−x)Bd0

− BβΠ−1WH−1K−1e(1−x)Bd0 + BαΠ−1H−1K−1exBd1

+ BαΠ−1WH−1K−1exBd1 − γBΠ−1K−1e(1−x)BB−1d1 − γBΠ−1WB−1K−1e(1−x)Bd1

− BαδΠ−1H−1exBB−1
∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds− αδBΠ−1WB−1H−1exB

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

− BγβΠ−1K−1e(1−x)BB−1
∫ 1

0
esBf(s)ds− BγβΠ−1WK−1e(1−x)BB−1

∫ 1

0
esBf(s)ds.

= BΠ−1H−1exBδB−1d0 + BΠ−1H−1exBαK−1d1 − BΠ−1H−1exBαδB−1
∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

− BΠ−1K−1e(1−x)BβH−1d0 − BΠ−1K−1e(1−x)BγB−1d1

− BΠ−1K−1e(1−x)BγβB−1
∫ 1

0
esBf(s)ds+ exBBΠ−1WδB−1H−1d0

+ exBBΠ−1WαH−1K−1d1 − exBBΠ−1WαδB−1H−1
∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

− e(1−x)BBΠ−1WβH−1K−1d0 − e(1−x)BBΠ−1WγB−1K−1d1

− e(1−x)BBΠ−1WγβB−1K−1
∫ 1

0
esBf(s)ds.
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S(x, d0, d1, f) = BΠ−1H−1exB

[
δB−1d0 + αK−1d1 − αδB−1

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

]

− BΠ−1K−1e(1−x)B

[
βH−1d0 + γB−1d1 + γβB−1

∫ 1

0
esBf(s)ds

]

+ exBBΠ−1W

[
δB−1H−1d0 + αH−1K−1d1 − αδB−1H−1

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

]

− e(1−x)BBΠ−1W

[
βH−1K−1d0 + γB−1K−1d1 + γβB−1K−1

∫ 1

0
esBf(s)ds

]
.

Si on pose :

ξ0 = BΠ−1W

[
δB−1H−1d0 + αH−1K−1d1 − αδB−1H−1

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds

]

Et

ξ1 = BΠ−1W

[
βH−1K−1d0 + γB−1K−1d1 + γβB−1K−1

∫ 1

0

esBf(s)ds

]

On aura :

S(x, d0, d1, f) = BΠ−1H−1exB

[
δB−1d0 + αK−1d1 − αδB−1

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

]

− BΠ−1K−1e(1−x)B

[
βH−1d0 + γB−1d1 + γβB−1

∫ 1

0
esBf(s)ds

]

+ exBξ0 − e(1−x)Bξ1.

= BΠ−1H−1exBαK−1d1 + Π−1H−1exB

[
δ d0 − αδ

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

]

− BΠ−1K−1e(1−x)BβH−1d0 − BΠ−1K−1e(1−x)B

[
γ d1 + γβ

∫ 1

0
esBf(s)ds

]

+ exBξ0 − e(1−x)Bξ1.
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Et finalement :

S(x, d0, d1, f) = exB

[
BΠ−1H−1αK−1d1 + δΠ−1H−1

[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

] ]

+ e(1−x)B

[
− BΠ−1K−1βH−1d0 − γΠ−1K−1

[
d1 + β

∫ 1

0
e(sBf(s)ds

] ]

+ exBξ0 − e(1−x)Bξ1.

2.4 Théorème principal du chapitre

Théorème 2.1 Soit E un espace de Banach UMD. Soit f ∈ Lp(0, 1; E) avec 1 < p <∞.

On suppose 3∼ 8 ; Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. BΠ−1H−1αK−1d1 + δΠ−1H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

]
∈ (D(B2),E) 1

2p
,p

Et

−BΠ−1K−1βH−1d0 − γBΠ−1K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
e(sBf(s)ds

]
∈ (D(B2),E) 1

2p
,p

ii. u donnée par 2.6 est l’unique solution stricte du problème 2.1 .

Preuve : On a :

u(x) = R(x, d0, d1, f) + DV1(x, f) + DV2(x, f) + S(x, d0, d1, f)

En utilisant les propositions précédentes 2.1, 2.2 et 2.3, il suffit d’étudier le terme S(x, d0, d1, f).

On a :

S(x, d0, d1, f) = exB

[
BΠ−1H−1αK−1d1 + δΠ−1H−1

[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

] ]

+ e(1−x)B

[
− BΠ−1K−1βH−1d0 − γBΠ−1K−1

[
d1 + β

∫ 1

0
e(sBf(s)ds

] ]

+ exBξ0 − e(1−x)Bξ1.

= J1(x) + J2(x) + J3(x).
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Où :

J1(x) = exB

[
BΠ−1H−1αK−1d1 + δΠ−1H−1

[
d0 − α

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds

] ]

J2(x) = e(1−x)B

[
− BΠ−1K−1βH−1d0 − γBΠ−1K−1

[
d1 + β

∫ 1

0

e(sBf(s)ds

] ]

et

J3(x) = exBξ0 − e(1−x)Bξ1.

J3(x) est régulié car :

ξ0, ξ1 ∈
∞⋂
k=1

D(Bk)

x 7−→ B2J1(x) ∈ Lp(0, 1; E) si et seulement si :

BΠ−1H−1αK−1d1 + δΠ−1H−1

[
d0 − α

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds

]
∈ (D(B2),E) 1

2p
,p

De même : x 7−→ B2J2(x) ∈ Lp(0, 1; E) si et seulement si :

−BΠ−1K−1βH−1d0 − γBΠ−1K−1

[
d1 + β

∫ 1

0

e(sBf(s)ds

]
∈ (D(B2),E) 1

2p
,p

Il reste à justifier que BαΠ−1H−1K−1d1 et −BβΠ−1K−1H−1d0 sont bien définis c’est-à-dire :

αΠ−1H−1K−1d1 ; −βΠ−1K−1H−1d0 ∈ D(B)

En effet :

1. Si β 6= 0 : BαΠ−1H−1K−1 =
1

β
βBαΠ−1H−1K−1 ∈ L(E) car :

D(Π) = D(B2) et Π = αβ

(
B2 − γδ

αβ
I

)
= αβ

(
A−

(
γδ

αβ

)
I

)

Π−1 =

[
(αβ)−1

(
A−

(
γδ

αβ

)
I

)]−1
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2. Si β = 0 : on a d′une part : −γΠ−1K−1d1 ∈ (D(B2),E) 1
2p
,p ⊂ D(B)

donc :

Π−1K−1d1 ∈ D(B).(2.7)

Et d’autre part :

Π−1K−1B−1 = B−1Π−1K−1

Alors :

BKΠ = KΠB (d’après la propriété (2.6.1))(2.8)

Donc :

d1 = B−1BKΠΠ−1K−1d1

= B−1KΠBΠ−1K−1d1 (car 2.7 et 2.8)

=⇒ d1 = B−1ξ (avec ξ = KΠBΠ−1K−1d1)

=⇒ d1 ∈ D(B).

De plus on peut écrire :

BαΠ−1H−1K−1d1 = αΠ−1H−1K−1Bd1

�

De la même manière on montre que :−Bβ Π−1K−1H−1d0 est bien défini.
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Chapitre 3

Problème avec paramètre spectral

3.1 Position du problème

Afin d’éliminer l’hypothèse de l’inversibilité du déterminant, on ajoute un paramètre spec-
tral à l’équation. On considère le problème suivant :

(3.1)


u′′(x) + Au(x)− ω u(x) = f(x) p.p x ∈ (0, 1)

αu′(1)− γ Hu(0) = d0

β u′(0) + δ Ku(1) = d1

Soient les hypothèses suivantes :

E un espace de Banach UMD(3.2)

Soit ω0 = 0 fixé ; On pose Aω = A− ωI avec ω = ω0 tel que :

(3.3)


Aω0 est un opérateur linéaire fermé.

[0,+∞[ ⊂ ρ(Aω0) et sup
λ=0

‖λ(Aω0 − λI)−1‖L(E) < ∞.

(3.4)


∀ s ∈ R, (−Aω0

)is ∈ L(E) et ∃ θAω0 ∈]0, π[;

tel que : sups∈R ‖e
−θAω0 |s|(−Aω0

)is‖L(E) < ∞.

0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K)(3.5)

Et les conditions de commutativité suivantes :

A−1
ω0

H−1 = H−1A−1
ω0

et A−1
ω0

K−1 = K−1A−1
ω0

(3.6)
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Pour ω = ω0, Bω = (−Aω)
1
2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique dans

E (voir [3]). De plus, puisque :

0 ∈ ρ(Aω) alors 0 ∈ ρ(Bω)

On définit aussi les opérateurs linéaires fermés Πω et Λω par :

Πω = Bω
2αβH−1K−1 − γδI

Et :

Λω = Πω(I− e2Bω) + 2(αδH−1 + γβK−1)Bω e
Bω

3.2 Lemmes techniques

Lemme 3.1 Sous les hypothèses : 2.7 et 3.3∼ 3.6, supposons aussi que une de ses conditions
est satisfaite :

1. αβ = 0

2. γδ = 0 et H,K ∈ L(E)

3. αβ 6= 0 et H,K ∈ L(E)

Alors :

∃ω1 = ω0; ∃ c1 = 0 : ∀ω = ω1; 0 ∈ ρ(Πω) et ‖Π−1
ω ‖L(E) 5 c1.(3.7)

Preuve : Tout d’abord on note par I(E) : l’ensemble des éléments de L(E) qui sont
inversibles donc :

(3.8)


I(E) est un ouvert deL(E)

T −→ T−1 est continue de I(E) dans L(E)

c’est-à-dire : ∃ c > 0 tel que : ‖T−1‖ 5 c ‖T‖.

De plus et à partir de l’hypothèse 3.3 on a :

∃ c = 0 tel que ∀ω > ω0 : ‖Aω
−1‖L(E) 5 ‖[(Aω0 − (ω − ω0)I]−1‖L(E) 5

c

ω − ω0

.(3.9)

1. Soit αβ = 0 :
cela implique que :

Πω = −γδI

Et comme γδ 6= 0 d’après i de la remarque 2.1 alors 3.7 est satisfaite.
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2. On suppose que γδ = 0 et H,K ∈ L(E) ; donc d’après i de la remarque 2.1 :

αβ 6= 0 et Πω
−1 = (αβ)−1KHBω

−1 = −(αβ)−1KHAω
−1 ∈ L(E)

Et la relation 3.8 nous donne 3.7.

3. Supposons maintenant que 3 est satisfaite et on pose :

∆ω = αβH−1K−1 − γδAω
−1

Alors :

Πω = B2
ωαβH−1K−1 − γδI

= Aω∆ω.

�

Lemme 3.2 Πω est inversible pour ω assez grand.

Preuve : On veut montrer que Πω est inversible ,pour cela il suffit de montrer que ∆ω est
inversible, en effet :

On a :
∆ω −→ αβH−1K−1

dans L(E) lorsque ω −→ +∞ (car 3.9)

Puisque :

H,K ∈ I ∈ I(E)

alors :

αβH−1K−1 ∈ I(E).

Par suite :

∆ω ∈ I(E).

Ainsi que :

∃ω1 = ω2 et k = 0 :


∆ω −→ ∆ω

−1

‖∆ω
−1‖ 5 c ‖∆ω‖ 5 k (grâce à 3.8).
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On obtient alors :

0 ∈ ρ(Πω) ; Πω
−1 = ∆−1

ω Aω
−1.

Et :

‖Πω
−1‖L(E) 5 ‖∆ω

−1Aω
−1‖L(E) 5

c k

ω − ω0

.

D’où le résultat. �

Lemme 3.3 On suppose 3.3∼ 3.6

Et :
∃ ω1 = ω0; ∃ c1 = 0 : ∀ω = ω1; 0 ∈ ρ(Πω) et ‖Πω

−1‖L(E) ≤ c1

Alors :

∃ ω∗ = ω1 = ω0 tel que pour ω = ω∗ : Λω est inversible et son inverse est borné

Et on écrit :

Λ−1
ω = (I− e2Bω)−1

[
I + 2Πω

−1(αδH−1)Bωe
Bω(I− e2Bω)−1

]−1

Πω
−1

Preuve : Soit :

Λω = (αβH−1K−1Bω
2 − γδI)(I− e2Bω) + 2(αδH−1 + γβK−1)Bω e

Bω

= (αβH−1K−1Bω
2 − γδI)(I− e2Bω) + 2(αδH−1 + γβK−1)Bω e

Bω(I− e2Bω)−1(I− e2Bω)

=

[
(αβH−1K−1Bω

2 − γδI) + 2(αδH−1 + γβK−1)Bω e
Bω(I− e2Bω)−1

]
(I− e2Bω)

=

[
(αβH−1K−1Bω

2 − γδI) + 2(αβH−1K−1Bω
2 − γδI)(αβH−1K−1Bω

2 − γδI)−1(αδH−1 + γβK−1)

×Bω e
Bω(I− e2Bω)−1

]
(I− e2Bω)

= Πω

[
I + 2Π−1(αδH−1 + γβK−1)Bω e

Bω(I− e2Bω)−1

]
(I− e2Bω).

Et si on pose :

Lω = −2Πω
−1(αδH−1 + γβK−1)Bω e

Bω(I− e2Bω)−1
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On aura :

Λω = Πω(I− Lω)(I− e2Bω).

D’après le lemme précédent, Πω est inversible et comme (I− e2Bω) est inversible, il suffit

donc de montrer que :

(I− Lω)

est inversible pour montrer l’inversibilité de Λω.

Pour cela on doit montrer que :

‖Lω‖L(E) < 1.

Soit :

‖Lω‖ = ‖ − 2Πω
−1(αδH−1 + γβK−1)Bω e

Bω(I− e2Bω)−1‖L(E)

5 2‖Πω
−1‖(|αδ| ‖H−1‖L(E) + |γβ| ‖K−1)‖L(E) ‖Bωe

2Bω‖L(E) ‖(I− e2Bω)‖L(E)

5 ‖Πω
−1‖(|αδ| ‖H−1‖L(E) + |γβ| ‖K−1)‖L(E) 2 .

‖Bωe
2Bω‖L(E)

1− ‖e2Bω‖L(E)

D’après Dore-Yakubov : (voir [12])

∀α ∈ R, ∃ c , k > 0 (indépendants de ω) tel que∀x = 1 : ‖ − (A + ωI)α e−x(−A+ωI)
1
2 ‖L(E) 5 c e−k x

√
w

En particulier pour α = 1
2

et x = 1, on aura :

‖Bωe
2Bω‖L(E) 5 c1 e

−k
√
w

Et pour α = 0 et x = 2, on aura :

‖e2Bω‖L(E) 5 c2 e
−2 k

√
w =⇒ −c2 e

−2 k
√
w 5 −‖e2Bω‖L(E)

=⇒ 1− c2 e
−2 k

√
w 5 1− ‖e2Bω‖L(E)

=⇒ 1

1− ‖e2Bω‖L(E)

5
1

1− c2 e−2 k
√
w

=⇒
2Bω ‖Bω e

2Bω‖L(E)

1− ‖e2Bω‖L(E)

5
2 ‖Bω e

2Bω‖L(E)

1− c2 e−2 k
√
w

5
c1 e

−k
√
w

1− c2 e−2 k
√
w

Donc il existe ω∗ tel que ∀ω = ω∗ ; Λω est inversible et son inverse est borné. �
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3.3 Résultat principal

On obtient de ce qui précède le résultat :

Théorème 3.1 Supposons 3.2 ∼ 3.6 et 3.3 ; Soit f ∈ Lp(0, 1; E) avec 1 < p <∞ et ω = ω∗,

ces deux assertions sont équivalentes :

i. BωαΠω
−1H−1K−1d1 + δΠω

−1H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Bωf(s)ds

]
∈ (D(B2),E) 1

2p
,p

Et

−BωβΠω
−1K−1H−1d0 − γΠω

−1K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
e(sBωf(s)ds

]
∈ (D(B2),X) 1

2p
,p

ii. Le problème 3.1 admet l’unique solution stricte donnée par 2.6
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Chapitre 4

Étude de quelques cas particuliers

4.1 Problème de Dirichlet

Soit E un espace de Banach UMD. Prenons dans ce cas α = β = 0, γ = −1, δ = 1

et K = H = I.

Le problème (1) devient :

(4.1)


u′′(x) + Au(x) = f(x)); x ∈ (0, 1)

u(0) = d0

u(1) = d1

On aura besoin que de 3 et 4

L’expression du déterminant sera donné par :

Λ = I− e2B car H−1 = K−1 = Π = I

Λ est inversible (voir A.Lunardi [18] p 60).

On obtient le résultat analogue suivant :

Théorème 4.1 Soit E un espace de Banach UMD ; Supposons 3 et 4 et soit f ∈ Lp(0, 1; E)

avec 1 < p <∞ alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. d0, d1 ∈ (D(B2),E) 1
2p
,p.

ii. Le problème précédent admet une solution unique et stricte :

u ∈ W2,p(0, 1; E) ∩ Lp(0, 1; D(A)).
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4.2 Problème de Neumann :

On considère l’équation du problème 1 ; si α = β = 1 ; γ = δ = 0 et H, K sont quel-
conques.

peuvent être arbitraires ; les conditions aux limites s’écrivent :

u′(1) = d0 et u′(0) = d1

Et le problème devient :

(4.2)


u′′(x) + Au(x) = f(x); x ∈ (0, 1)

u′(1) = d0

u′(0) = d1

On suppose que E est un espace de Banach UMD ; On suppose aussi 3 et 4.

Le déterminant Λ s’écrit :

Λ = B2(I− e2B) car Π = B2 = −A.

Λ est inversible car A et (I− e2B) sont inversibles.

Dans ce cas u sera donnée par :

u(x) = eBxeB

[
− (I− e2B)−1B−3d0 + (I− e2B)−1B−3

∫ 1

0

e(1−s)Bf(s)ds

]

+ eB(1−x)eB

[
(I− e2B)−1B−3d1 + (I− e2B)−1B−3

∫ 1

0

esBf(s)ds

]

− (I− e2B)−1B−1eB(1−x)d0 + (I− e2B)−1B−1eBxd1 +
1

2
(I− e2B)−1B−1eBx

∫ 1

0

esBf(s)ds

+
1

2
B−1

∫ x

0

e(x−s)Bf(s)ds+
1

2
B−1

∫ 1

x

e(s−x)Bf(s)ds.

Et le résultat sera donné par :

Théorème 4.2 Soit E un espace de Banach UMD ; Supposons 3 et 4 et soit f ∈ Lp(0, 1; E)

avec 1 < p <∞ alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. d0, d1 ∈ (D(B),E) 1
p
,p
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ii. Le problème 4.3 admet l’unique solution stricte donnée par :

u ∈ W2,p(0, 1; E) ∩ Lp(0, 1; D(A))

Remarque : 4.1 Lorsque : K = I, α = γ = δ = 1, β = 0 ; Ce cas a été déjà étudié par
Aissa Aibeche(voir[2])

.

4.3 Le cas : H = K = B

Pour le cas H = K = B, le problème 1 devient :

(4.3)


u′′(x) + Au(x) = f(x); x ∈ (0, 1)

αu′(1)− γ Bu(0) = d0

β u′(0) + δ Bu(1) = d1

On remplace l’hypothèse 3 par l’hypothèse suivante :

(4.4)


A est un opérateur linéaire fermé.; σ(A) ⊂ ]−∞, 0[

∀ θ ∈ ]0, π[, supλ∈Sθ ‖λ(A− λI)−1‖L(E) < ∞.

Avec Sθ = {z ∈ C \ {0} : |argz| < θ}.

Remarque : 4.2 Dans ce cas :

Λ = (αβI− γδI)(I− e2B) + 2(αδB−1 + γβB−1)BeB

= (αβI− γδI)(I− e2B) + 2(αδ + γβ)eB.

Et

Π = B2αβH−1K−1 − γδI

= B2αβB−1B−1 − γδI

= αβI− γδI

= (αβ − γδ)I

43
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1. Si αβ − γδ = 0 alors :

Π n’est pas inversible.

2. Si αβ − γδ 6= 0 et αδ + γβ = 0 alors :

Λ = (αβ − γδ)(I− e2B) est inversible.

3. Si αδ + γβ 6= 0 et αδ+γβ
αβ−γδ /∈ R− alors :

Λ = (αβ − γδ)(I− e2B) + 2(αδ + γβ)eB.

4.3.1 Calcul de Λ−1 :

Tout d’abord on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit Υ ∈ C \ R−. Soit :

F (z) = 1 + 2Υ e−z − e−2z.

Alors :

1. F (x) 6= 0; ∀x ∈ [0,+∞[

2. Il existe R0 > 0; z ∈ C avec Re(z) = R0 alors : F (z) 6= 0.

3. Il existe ϕ ∈ ]0, π
2
[ tel que F ne s’annule pas dansSϕ, où :

Sϕ = {z ∈ C \ {0} : |argz| < ϕ}

Preuve 4.1

1. Soit x ∈ [0,+∞[

F (x) = 1 + 2Υ e−x − e−2x.

=
2

2
e−x ex + 2Υ e−x − 2

2
e−x ex

= 2 e−x(
1

2
ex + Υ− 1

2
e−x)

= 2 e−x(sinh(x) + Υ)

6= 0 (car Υ /∈ R−).
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2. Il est clair que :

F (z) 6= 0 car lim
Re(z)→+∞

F (z) = 1

3. Posons :

Z(F ) = {z ∈ C : F (z) = 0}

Et

K = {z ∈ C \ 0 : | arg z| 5 π

4
;Re(z) 5 R0} ∪ {0}

Puisque F est analytique en C, F 6= 0 et K est compact, on a :

Z(F ) ∩ K est finie.

De plus et d’après l’assertion 1 :

Z(F ) ∩ K ∩ [0,+∞[ = ∅.

On en déduit qu’il existe ϕ ∈ ]0, π
4
[ assez petit tel que :

Z(F ) ∩ {z ∈ C \ 0 : | arg z| 5 ϕ ;Re(z) 5 R0} = ∅.

Enfin et d’après l’assertion 2, on en déduit que :

Z(F ) ∩ Sϕ = ∅.

Pour ce cas le résultat est donné par :

Théorème 4.3 Soit E un espace de Banach UMD et soit f ∈ Lp(0, 1; E) avec 1 < p <∞,

on considère les deux cas suivants :

1er cas : 3 et 4 sont vérifiées avec αβ − γδ 6= 0 et αδ + γβ = 0.

2eme cas :4.4 et 4 sont vérifiées avec αδ + γβ 6= 0 et αβ−γδ
αδ+γβ

/∈ R−

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. αd1 + δ

(
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

)
∈ (D(B),E) 1

p
,p

Et

−βd0 − γ

(
d1 + β

∫ 1

0
esBf(s)ds

)
∈ (D(B),E) 1

p
,p

ii. Le problème 4.3 a une solution stricte.
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Preuve 4.2 Il suffit de montrer l’inversibilité de Λ puis appliquer le théorème 2.1

Dans le premier cas Λ est inversible (d’après 2 de la remarque précédente).

Dans le second, on peut écrire Λ sous forme :

Λ = (αβ − γδ)(I− e2B) + 2(αδ + γβ)eB

= (αβ − γδ)(I− e2B) + (αβ − γδ)

[
2eB

(αδ + γβ)

αβ − γδ

]

= (αβ − γδ)

[
I− eB + 2eB

(αδ + γβ)

αβ − γδ

]

= (αβ − γδ)

[
I− eB + 2Υ eB

]

= (αβ − γδ)F (−B).

où : Υ = (αδ+γβ)
αβ−γδ .

En utilisant le lemme précédent avec Υ = (αδ+γβ)
αβ−γδ , on peut considérer H = F−1

F

qui est holomorphe au voisinage de σ(−B) et en utilisant la formule intégrale d’une fonction

opérationnelle :

H(−B) =
1

2π i

∫
Γ

H(z)(zI− (−B))−1dz (voirM.Haase, [16] p 60)

On aura :

(I−H(−B)) ◦ F (−B)) = [(I−H)′F ) ](−B)

= [1](−B)

= I.

De la même manière, on aura :

F (−B) ◦ (I−H(−B)) = I.

Ce qui prouve que :

Λ = (αβ − γδ)F (−B)
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a un inverse borné donné par :

Λ−1 =
1

αβ − γδ
(I−H(−B)).

.
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Chapitre 5

Applications aux EDP

5.1 Exemple 1

Posons E = Lp(R) avec 1 < p <∞. On définit l’opérateur A par :

(5.1)


DA = W 2,p(R)

Au = u′′, ∀u ∈ DA.

Soient H,K deux opérateurs bornés et inversibles qui commutent avec A et soit ω0 > 0.
Un simple calcul montre que les hypothèses 3.2∼ 3.6 sont vérifiées (en résolvant l’équation
spectrale de A) .
A satisfait 3.4 (voir Pruss-Sohr,[21]).
Donc on peut appliquer le théorème 3.1 et on aura résultat suivant :

Proposition 5.1 Soit f ∈ Lp(0, 1; E) et :
(5.2)

BωαΠω
−1H−1K−1d1 + δΠω

−1H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Bωf(s)ds

]
∈ (W2,p(R), Lp(R)) 1

2p
,p

−BωβΠω
−1K−1H−1d0 − γΠω

−1K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
esBωf(s)ds

]
∈ (W2,p(R), Lp(R)) 1

2p
,p

Alors : il existe ω∗ > 0 tel que ∀ω = ω∗, le problème :

∂2u
∂ x2

(x, y) + ∂2u
∂ y2

(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ (0, 1)× R,

α∂ u
∂ x

(1, y)− γ H (u(0, y) ) = d0(y) , y ∈ R

β ∂ u
∂ x

(0, y) + δ K (u(1, y) ) = d1(y) , y ∈ R.

admet une unique solution et stricte :

u ∈ W2,p(0, 1; Lp(R)) ∩ Lp(0, 1; W2,p(R))
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Remarque : 5.1 On note que l’espace d’interpolation (W2,p(R), Lp(R)) 1
2p
,p cöıncide avec

l’espace de Besov caractérisé dans l’article de Grisvard (voir P. Grisvard [14], p 680).

5.2 Exemple 2

Soit Ω un domaine borné de Rn, n = 1 de frontière régulière. On pose E = Lp(Ω) avec
1 < p <∞ et on définit les opérateurs A, H etK par :

D(A) = {u ∈ W 4,p(Ω) : u\∂Ω = ∆u\∂Ω = 0},

Au = −∆2 u,

.  D(H) = D(K) = W 2,p(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω),

Hu = Ku = ∆u =
√
−Au

Si α = β = 1, δ = −γ avec γ 6= i ou − i alors d’après 2 de la remarque 2.1 et 2 de la
remarque 4.2 ; on aura :

0 ∈ ρ(Π) ∩ ρ(Λ)

Et le théorème 2.1 sera applicable pour le problème suivant :

∂2u
∂ x2

(x, y)−∆2u(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ (0, 1)× Ω,

∂ u
∂ x

(1, y) + δ∆y u(0, y) = d0(y) , y ∈ Ω

∂ u
∂ x

(0, y) + δ∆y u(1, y) = d1(y) , y ∈ Ω

u(x, ξ) = ∆y u(x, ξ) = 0 , (x, ξ) ∈ [0, 1]× ∂Ω

Pour vu que f ∈ Lp(0, 1; E) et :
d1 + δ

[
d0 −

∫ 1

0
e(1−s)Bf(s)ds

]
∈ (D(B), Lp(Ω)) 1

p
,p

−d0 + δ

[
d1 +

∫ 1

0
esBf(s)ds

]
∈ (D(B), Lp(Ω)) 1

p
,p.

49



Chapitre 6

Bibliographie

50



Bibliographie

[1] A. Aibeche, N. Amroune, S. Maingot, General non local boundary value problem
for secondorder elliptic equation, Mathematische Nachrichten.,, Volume, 13, (2018),
1-16.

[2] A. Aibeche, N. Amroune, S. Maingot, On elliptic equations with general non-local
boundary conditions in UMD spaces, Mediterr. J. Math.,, Volume, 13, (2016), 1051-
1063.

[3] A. V. Balakrishnan, Fractional powers of closed operators and the semigroups gene-
rated by them, Pacific J. Math.10,, Volume, 10, (1960), 419-437.

[4] D. L. Burkholder, Geometrical characterization of Banach spaces in which martingale
difference sequences are un-conditional, Ann. Probab, Volume, 9, (1981), 997-1011.

[5] J. R. Cannon, The solution of the heat equation subject to the specification of energy,
Quart. Appl. Math., Volume, 21, (1963), 155-160.

[6] J. R. Cannon, S. Perez-Esteva, and J. Van Der Hoek, A Galerkin procedure for the
diffusion equation subject to thespecification of mass, SIAM Numer. Anal., Volume,
24, (1987), 499-515.

[7] J. R. Cannon and L. Yanping, A Galerkin procedure for diffusion equations with
boundary integral conditions, nt. J.Engng Sci, Volume, 28(7), (1990), 579-587.

[8] M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, and A. Medeghri, Sturm-Liouville
problems for an abstract differentialequation of elliptic type in UMD spaces, Differenial
and Integral Equation, Volume, 21(9-10), (2008), 981-1000.

[9] M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, A. Medeghri, Complete abstract
differential equations of elliptictype with general Robin boundary conditions, in UMD
spaces, iscrete and continuous dynamical systems series S, Volume, 4(3), (2011).

[10] G. Daprato and P. Grisvard, Sommes d’opérateurs linéaires et équation différentielles
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