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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié la transformée de Sumudu qui est similaire a
la transformée de Laplace. Ce mémoire contient les deux formes de définition avec des
exemples et quelques propriétés de cette transformation. Ainsi, nous présentons cer-
taines applications pour cette transformée a I’aide de sa formule d’inversion sur les équa-
tions différentielles et intégrales.

La transformée de Sumudu est fortement reliée a la transformée de Laplace.

Mots-Clés. Transformée de Laplace, Transformée de Sumudu, Produit de Convolution,
Les équations différentielles.



Introduction

En science mathématique une transformation est un dispositif utile pour la conver-
sion d’'une fonction f(#) dans une autre fonction de nouvelle variables f(p) ,f(2), ---,etc.
Les méthodes de transformations intégrales ont leurs origine aux XIXe siecle par des tra-
vaux de Joseph Fourier et Oliver Heaviside. L'idé fondamentale est de représenter une
fonction f(x) en terme de transformation F(u),

b
F(u) :f k(u,x) f(x)dx.
a
Ou les fonctions k(u, x) sont appelées noyaux .

Dans la littérature, il existe de nombreuses transformées intégrales largement utilisée
en physique, en astronomie et en ingénierie, une partie dans sont les transformées de La-
place, Fourier, Mellin et Hankel. Voir ([13], [14]).

La méthode de transformée intégrale est également une méthode efficace pour résoudre
les équations différentielles.

En 1990, Watugala introduit un nouvelle transformée a savoir la transformation de Su-
mudu qui porte le nom de sa fille, la signification de Sumudu est lissé c’est le mot Cingha-
lais. La transformée de Sumudu est la double théorique de la transformée de Laplace, sa
formulation simple et ses applications directes aux équations différentielles et intégrales,
cette transformation peu connue et non largement utilisée.

Le travail séminal de Watugala [17] a montré comment utilisé cette transformation pour
convertir des équations intégrales et différentielles en équations algébriques. Il a été suivi
par Weerakoon ([18],[19]), Asiru ([1], [2]). Certain propriétés fondamentales ont été éta-
blies par Belgacem et all [4], tandis que Belgacem [6] a analysé des propriétés et des
connexions plus profondes de Sumudu.

En fait, il a été démontré qu'il existe une forte relation entre Sumudu et d’autres transfor-
mées intégrales. Voir [10]. En particulier, la relation entre la transformée de Sumudu et la
transformée de Laplace a été démontrée dans [4], [10] et [16].

Asiru [2], a étudié ensuite le théoréeme de convolution de la transformée de Sumudu.
Apreés les théorémes d’inversion de la transformée de Sumudu (basés sur les mémes théo-
remes pour calculer la transformée inverse de Laplace) établis par Weerakoon [18] et Bel-
gacem ([6], [7]), la transformée de Sumudu est maintenant considérée parmi les transfor-
mations intégrales populaire.

Lobjectif principale de ce mémoire est d’étudie la transformation de Sumudu et ses
applications et donner quelques propriétés et théoremes fondamentaux.

Notre mémoire est composé de trois chapitres, il est organisé selon le plan suivant

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques préliminaires concernantla trans-
formée de Laplace et données quelques théorémes importants.

Dans le deuxiéme chapitre, on définit la transformation de Sumudu et donne les dif-
férentes formes de la définition et démontrons ses importantes propriétés et théoremes

2



Introduction

et donner la formule de convolution et la formule inverse de Sumudu.

Par la suite, le dernier chapitre est basées sur des applications de la transformée de Su-
mudu dans la résolution des équations différentielles et intégrales on donnons les exemples
pour les deux.

On termine ce mémoire par une conclusion générale .



Chapitre 1

Transformée de Laplace

La transformation de Laplace est un outil important et tres simple d’emploi pour
résoudre les probléemes d’évolution (équations différentielles ou aux dérivées partielles,
équations aux différences ou intégrales)

1 Latransformée de Laplace

Définition 1.1 Soit f une fonction de la variable réelle t, la transformée de Laplace de f est
la fonction & de la variable complexe z définie par l'intégrale

Zfw] (z):gf‘(z):fo fne *ad:r. (1.1)

On divise la transformée de Laplace en deux types

1- Transformée fonctionnelle : C’est la transformée de Laplace d'une fonction spéci-
fique, comme sin(at), t, e~ %'...etc.

2- Transformée opérationnelle : C’est une propriété mathématique de la transformée
de Laplace comme le calcul de la dérivée, de la primitive....de f(?).

2 Existence de la transformée de Laplace

Définition 1.2 [14] Une fonction f est d'ordre exponentielle, s'il existe M >0 et a € R tels
que
|f(0|=Me*. Vi

Théoréme 1.1 Soit f : R* — C une fonction, £ | f(1)] qu'est définie par une intégrale gé-
néralisée existe si,

i) f soit continue par morceaux.
ii) f soit d'ordre exponentiel.
ii)) 3p€10,11 el que lim P |f()|—o.

Exemple 1.1 On considere la fonction

at si t=0 a=(a+ip)eC,
0 sinon.

e

-



3. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Alors,YVzeC ona

z[f(f)](zhf e‘”e‘“dt:f o1z g¢
0 0

=—— SiR()=x>R(a)=a.

3 Propriétés de la transformée de Laplace

Transformée opérationnelle : Les transformées opérationnelles indiquent comment
des opérations effectuées sur f(¢) ou & (z) sont faites dans I'autre domaine. Les opéra-
tions les plus importantes sont : multiplication par une constante, dérivé, intégrale, trans-
lation ---

3.1 Linéarité

Proposition 1.1 [15] Soient f et g :R* — C deux fonctions admettant des transformées de
Laplace et soient o,peR. Ona

Laf()+pgt)] (@ =aZ [f(D)](2)+pL [g(D] (2).

3.2 Transformée de Laplace de la translation

Proposition 1.2 Soit f : R* — C une fonction causale admettant une transformée de La-
place £ [ f(1)] (2). On considere la fonction fy définie par  fy(1) = f(t — ), (@ > 0). Alors

L fu®0](@=e"**2L[f(1](2).

3.3 Transformée de Laplace de 'homothétie

Proposition 1.3 Soit f :R* — C une fonction admettant une transformée de Laplace £ [(f (1)] (2)
et soit k > 0. On considere la fonction fi définie par fi.(t) = f(kt). Alors

1 z
£ [fun) @=L [f0](7)-
3.4 Transformée de Laplace de la dérivée

Théoréme 1.2 [15] Soit f : R* — C une fonction d’ordre exponentielle dont la dérivée est
continue. Alors, £ [f'(t)] existe et elle est donnée par

L' 0] (@ =22L[fD] (@)~ f0).

Proposition 1.4 Soir f :R™ — C une fonction vérifiant

1. fe€"([R",O)

2.IM>0 et aeR telsque Yk<n ona|f® ()| <Me*,
alors

L0 (@=2"Z[fB](@-Y P (0).
k=1



3. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

3.5 Transformée de Laplace d’'une intégrale

t
Théoréme 1.3 [15] Soit f :R* — C et F(t) :f fwdu, alors F'(t)= f(t) etF(0) =0. D'oix
0
1
Z[F()](2) = ;f [f(D)] (2),

[

Remarque 1.1 Le tableau suivant présente la liste des transformées de Laplace opération-
nelle.

plus généralement

1
(2) = gff [f(D] (2.

Fonction Transformée de Laplace
e f(1) F(z+a)
flan 172
" (1) -D)"F"(2)
flt—a) e I (2)

TABLEAU 1.1 — Transformée de Laplace de quelques opérations.

Transformée fonctionnelle : Une transformée fonctionnelle est tout simplement la
transformée de Laplace d'une fonction spécifique de t. Dans ce qui suit, on considéere que
les fonctions sont nulles pour ¢ < 0.

Exemple 1.2 Soit f(t)=1 pourteR*, ona

—2zZt 100

oz.

Z[f(t)](z):f e “dt=
0

V4

Remarque 1.2 Le tableau suivant présente la liste des transformées de Laplace des fonc-
tions spécifiques.

Fonction f() ZF (2)
Implusion o(1) 1
échelon u(t) 1
polynome (général) " e
exponentiel e -
Sinus sin(wt) |
Cosinus cos(W1) |

TABLEAU 1.2 — Transformée de Laplace des fonctions spécifiques.



4. TRANSFORMEE DE LAPLACE DU PRODUIT DE CONVOLUTION

4 Transformée de Laplace du produit de convolution

Définition 1.3 Soient les fonctions f, g : R — C s'annulant sur le demi plan négatif. On
définit le produit de convolution par

X
(f*8) () :fo f(Hgx—-1nadt.
Proposition 1.5 Le produit de convolution est commutatif
frg=g*f.

Proposition 1.6 [13] Soient f, g : Rt — C s'annulant sur le demi plan négatif (dites cau-
sales) ayant des transformées de Laplace £ [ f(1)| (2), £ [g(1)] (2) respectivement. Alors

2((f*8) W] (@=2[fW]@2[30)] @.

5 Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

Théoreme 1.4 [14] Soit f une fonction admettant une transformée de Laplace & (z), alors
. ZI_I)IP F(2)=0.
e lim f(#)=limzZ(z).
t—+o00 z—0

e lim f(#)= lim z%(2).
t—0* Z—+00

6 Transformée inverse de Laplace

Théoreme 1.5 [13] Soit % (z) la transformée de Laplace de la fonction f(t), alors la for-
mule d’inversion de Laplace est donnée par
Y+ioo

(o= % F(2)e“ldz. (1.2)

Y—ioco



Chapitre 2

Transformée de Sumudu

En mathématique, La transformation de Sumudu est une transformation intégrale
sommable a la transformation de Laplace, introduite au début des années 1990 par Gracia
K.Watugala [17] , pour résoudre les équations différentielles et les problemes d’ingénierie
de controle, elle est équivalent a la transformation de Laplace Carson avec la substitution

p=y
1 Latransformée de Sumudu

1.1 Forme intégrale de la transformée de Sumudu

Définition 2.1 [4] La transformation de Sumudu S(u) d’'une fonction f(t) est donnée par
la formule suivante

1 [® _.
S[f(l‘)](u):S(u):Zf0 e uf(dt, uel-11,12], 2.1

ou bien -
S[f(t)](u):S(u):fo e ' fundt, uel-11,T2], (2.2)

sur l'ensemble,
1l .
A= {f(t)/EIM,Tl,Tz >0,|f(8)| <Me"i,Site(-1) x [0,00)}.

Exemple 2.1 Transformée de Sumudu de la fonction f(t) = cos(t) est

S[f0)] @) =

1+u?
it | p-it
En effet cos(t) = — en utilisant la forme intégrale (2.1). On trouve
1 [o° eit+e—it
S[cos(t)](u):—f e |—— | dt
uJo 2
1 [ele] . [S°] .
= f e‘“i_”dt+[ e_“%”)dt]
2u [Jo 0
1
14 u?’



1. LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

1
Donc S[cos(t)|(w) = T

& A

N e
Y,

1q I:
3 ] 2 3 u

cos(t] S[cos({)]
FIGURE 2.1 — Le graphe de cos(t) et de sa transformée de Sumudu

Exemple 2.2 Transformée de Sumudu de la fonction f(t) = sin(t) est

u
S[f 0] w=1—s.
A A
s 1
0 0 R
1 t 1 2 3 u
-1r sl 1F sysingt)

FIGURE 2.2 — Le graphe de sin(t) et de sa transformée de Sumudu

1.2 Forme sommable de la transformée de Sumudu

Théoreme 2.1 [3] La transformée de Sumudu amplifie les coefficients de la série entiere de
la fonction f

(&)
f(=) a,t", (2.3)
n=0
en l'envoyant a la série entiere de la fonction
[e.°]
Sw)=)_ nla,u”. (2.4)
n=0



1. LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

Preuve. Soit f (1) € A. Si f(¢) = Z a,t" dans un intervalle I c A, alors d’apres le dévelop-
n=0
pement de Taylor

0 (n) 0
f(t) — Z f—'()t”.
n=0 -

Donc par (2.2) et celle de la fonction Gamma /; nous avons

0 n=0 I’l!

S[f(0)] W)= (une tdr

La transformée de Sumudu transforme les combinaisons C)}, en permutation,P]’ et la
transformée de Sumudu S [ f(#)] converge dans un intervalle contenant =0 si

@ f"™(0) — 0 pour n— oo,
(n+1) 0

(i) lim O
n—oo| f((Q)

Cela signifie que le rayon de convergence r de S [ f(¢)] dépend de la suite " (0), car

u|<l.

. f(n+l)(0)
r_nh_r»go fmo) |

Exemple 2.3 Transformée de Sumudu de la fonction échelon (unité)
La fonction échelon unité est définie par

0 pour <0,
1 pour t=0.

f(t):{

En utilisant la définition sommable de Sumudu, d’aprés (2.4) la transformation de Su-
mudu de la fonction unité est
S =1.

Dans ce cas la fonction f(t) et sa transformée de Sumudu S(u) sont égales dans le demi
plan positif.

10



2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

Exemple 2.4 La transformation de Sumudu de [ (t) = e® oii a est une constante est

at _
S|e ](u)_l_au.

En utilisant l'extension de puissance de e®, nous avons

at)? (ar)?®
s (@ @0
2! 3!

D’apres (2.4), on trouve

S[f(]w=

l-au

Remarque 2.1 Le tableau suivant présente la transformée de Sumudu de quelques fonc-
tions.

Fonction Transformée de Sumudu
1 1
t u
T =1.2.... n-1
m-1n "=Ls u
1
o) —
u
e
o(t—a)
u
H(t - a) e
l’eat L
(1-au)?

TABLEAU 2.1 — Transformée de Sumudu de quelques fonctions.

2 Propriétés de la transformée de Sumudu

2.1 Linéarité

Théoreme 2.2 [1] Soient f(t) et g(t) en A, a et P des constantes

S[af(H+Pg(] W) =aS[f (O] @) +pS[gD)] (w).

11



2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

Preuve. Pour touta et peR,ona

1 [ e
S[af(t)+[3g(t)](u):;f0 (af(t)+ﬁg(t))e7dt
:l[fooaf(t)eftdt+fooﬁg(t)e7tdt]
utJo 0

1 [°° -t 1 [o° -t
:a;fo f(t)eudt+ﬁ;‘[0 g(Hewdt
=aS[f(0)] W) +PS[g(D)]w).

2.2 Multiplication par un scalaire

Théoréme 2.3 [4] Si la transformée de Sumudu de f(t) est S(u) et pour toute constante c.

Alors
S[flen)] (w) =S(cuw).

Preuve. On applique la forme intégrale (2.2), alors
S[f(ct)](u):f e”'flctwdz.
0

On fait un changement de variable, on pose

1

X
x=ctu donc t=—,dt=—dx,
cu cu

On remplace dans I'expression précédente, on obtient

[e.0] (0] —x 1
fo e f(cz‘u)dt_f0 fx)e Cudx

1 [e° —x
:afo f(x)ecudx
=S(cu).

2.3 Multiplication par un parametre

Théoreme 2.4 Soit S(u) la transformée de Sumudu de la fonction f (t) dansA, la transfor-

mée de Sumudu de la fonction t f (t) est donnée par

dluSuw)]
du

S[tf]w=u (2.5)

Preuve. D’apres (2.2), on a

S[tf(t)](u):fooutf(ut)e_tdt.
0

12



2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

On fait une intégration par partie, on obtient

[" utstunetar=—uspane [ u [~ U0
0 0 0 dt

e} o t
:uf fuve 'dt+ uf tMe_tdt
0 0

dat

dt
:uf f(ut)e_tdt+uf utf'(ut)e 'dt
0 0
als
:u§(u)+u2M
du
dluSuw)]
=U——

Théoréme 2.5 Si S[f(1)] (w) =S(w), alors

da*s(u) ds(u)
2 — .4 4 3 2 2 )
S[r0] W) =w' ——= + 4w’ — = +2u"S(u)
Preuve. D’apres l'intégration par partie, on a
2 2 —t 2| 2 -t o red(fun) _,
S[t f(t)](u):f WO fute 'de=u? |-t2e f(ut)‘o +f ———edt
0 0

:2u2f tf(ut)e_tdt+u3f  fl(ute 'dt
0 0

=2u?

ff(ut)e_tdt+uf tf’(ut)e_tdt]
0 0

+u3f 2tf'(ut)e'tdt+uf 2 f@wetde
0 0

:2u2f f(ut)e_tdt+4u3f tf’(ut)e_tdt+u4f 2 f"(ut)e tdt
0 0 0

:Zuzg(u) +4u

2dSW) | 4 d*S(u)
du du? -~

Théoreme 2.6 [3] Soit S(u) la transformée de Sumudu de f (t) dansA et Si(u) ladérivée
k'®™¢ de S(u) par rapport i u.
La transformée de Sumudu de la fonction [t" f(t)] est donnée par

S[E"fFO] W =u"Y alu*Si(w),
k=0

ol

Etpour k=2,3,---,n-2,

13



2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

Preuve. En utilise le raisonnement par récurrence pour démontrer

S[t"FB]w=u"Y alu*Si(w.
k=0

Alors, on vérifie si la proposition est vrai pour n=0. On a

n=0
S[f 0] W) =u’Y afuFSi(u)=So(w) =Sw) =S [f(1)] (w),
k=0

donc elle est vrai.

Pour n=1,onaS["f(1)] (w) =S [tf(1)] (), alors I'équation (2.5) montre que la proposi-
tion est vrai pour n=1.

Supposons que pour un entier 7 soit vrai, on montre alors que pour n+1 est encore vrai.
On pose M(u) =S [#" f(#)] (u), nous avons

am
S[t" f()] w =S [t(t"f(1)] (W) = uM(w) + uZ#
=u unz aZukSk(u) +ut— unz kS, (u)
k=0 du k=0

n
=u""Y a} ufSi(u) + u?
k=0

i di( k+n§k(u))

n n n
=u"™Y alu*sp(w) + Y alk+ mu S W + Y aluF S (w)
k:O k:() k:O

n n
=u"™Y (k+n+ l)a,’jukSk(u) +u"y aZuk+1§k+1(u).
k=0 k=0

Notons que pour k < 0 ou k > n, a’,§ = 0, nous pouvons réécrire I'’équation précédente
comme

n+l n+l
S O] =u""Y (k+n+Dalu*Spw +u™ Y al  uFSiw)
k=0 k=0
n+l
=u"™Y [(k+n+Dal +a} || uFSi(w),
k=0

d’apres les conditions du théoreme,

1
a,’z:aZ +(k+n)a; ",

alors pour n+1,

n+1 n n
a, =(k+n+a,+a;_,,

donc,
n+1

Alors, la proposition est vrai. m
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2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE SUMUDU

2.4 Intégration

Théoreme 2.7 [17] Si la transformée de Sumudu de f(t) est S(u), alors la transformée de
Sumudu de sa primitive est
t
S [ f fx)dx
0

() =uS(u). (2.6)

Preuve. On a
fX) =ap+aix+ax*+--+a,x" +---

On integre, on obtient

tn+1

g 1 1 1
X)dx=agt+—a >+ —at> +---+ a 4
fof() ofFZmi"+2a p——

on applique la formule sommable de Sumudu

n+1

S (u):a0u+a1u2+2!a2u3+---+n!anu 4.

t
f fx)dx
0

=uS(u).

2.5 Dérivation

Théoreme 2.8 [17] Si la transformée de Sumudu de f(t) est S(u), alors la transformée de
Sumudu de f'(t) est

S[f'(W](w=

S(u) - f(0) _ S(w) —-S(0)
u B u '

Preuve. En utilisant la définition intégrale de Sumudu, donc d’apres (2.1) on a
/ 1 ! -t
S|f (t)](u):f Ef (Hewdt.
0

On fait une intégration par partie, on trouve

1 —t 1
f —fl(hewdr=—
o U

u

f(tew

°o+lfoof(t)e7tdt]

0 uJo

—l[nm £t ’—’—f(0)+1foof(r) __[dt]
= | e o e .

Ona tlirn f (e =0, d’apres la forme sommable de Sumudu f(0)=S(0).
Alors,

S[fW](w=

S~ f(0) _ S() -~ S(0)
u

u
|

Théoreme 2.9 [8] Soit f € A avec S(u) sa transformée de Sumudu. Alors

, _dS()
S[tf' (0] (w=u o

15



3. RELATION ENTRE TRANSFORMEE DE SUMUDU ET DE LAPLACE

Preuve. D’apres (2.2) ,On a
S[tf’(t)](u):f utf'(une tdr
0

o0
= uf tf'(uve 'dt,
0

et comme
d[S(u)] _

* / _tdt,
T fo tf'(ut)e

alors, Jis
! _ [S(u)]
S[tf'0](w=u I

2.6 Théoreme de Shift

On appelle Shift ou décalage I'application

f) — e f(o).

Théoreme 2.10 [4] Soit f(t) € A et S(u) sa transformée de Sumudu. Alors

at 1 u
S[e f(t)](u)_l_au§( ).

l-au
Preuve. D’apres (2.2), On a
o0
S[e* (0] (w) :f fune e dr
0

:f fut)e I-aWtgy,
0

On fait un changement de variable, on pose w = (1 — au)t. On trouve

o0

uw ) _w adw

> [eatf(t)] (u):fo f(l—au l1-au
1 *° uw \ _y,
:l—aufo f(l—au)e dw

s
T l-au \1-aul’

3 Relation entre transformée de Sumudu et de Laplace

Théoréme 2.11 [10] Soit f (1) € A, avec transformée de Laplace £ | f (1)] (z). Alors la trans-
formation de SumuduS [ f(1)] (w) de f(¢) est donnée par

S[F)] W= %55 [f(0)] (%) 2.7)

16



4. LA DIFFERENTIATION ET LES INTEGRATIONS MULTIPLES DE SUMUDU

Preuve. Soit f () €A, alors pour —1; < u<T2.0Ona

S[f(t)](u):fo e”!funds.

Si nous définissons w = ut (¢ = %), alors le coté droit peut étre écrit sous la forme

S[f(t)](u):f e‘if(w)—w:—f e~ fw)dw.
0 u uJo

Lintégrale du coté droit est clairement £ [ ()] (<), ce qui donne (2.7). m

Corollaire 2.1 /4] Soit f(t) € A, ayant £ et'S pour transformée de Laplace et de Sumudu
respectivement. Alors

:ZLﬂan:%SU%nwé) 2.8)

Preuve. L'équation (2.8) peut étre obtenue a partir de (2.7), en prenant (u = %). n

4 Ladifférentiation etles intégrations multiples de Sumudu

Théoreme 2.12 [3] Soit f(t) étre dans A et S, (u) désigne la transformée de Sumudu de la
dérivée n'®™e £V (1) de f(t), alors pourn=1ona

S(w) _ n-1 f(k) 0)

ul’l

Snw) =S[f™ )] (w =

— 2.9)

Preuve. On vérifié que S; est vrai, c’est a dire que la proposition est vrai au rang n =1,
ona

S(w) ~ 1-1 f(k) 0)

Siw=S[fP0)w=

par un—k
sw_so
Cu u’

puisque ca a déja démontrer dans le Théoreme 2.8, donc elle est vrai.
Supposons que pour un entier n =1, S, est vrai et montrons que S, soit vraie. Alors

(n) _ r(n)
§mﬂw:qUWUWMW:qf mk? "o

Spw) - f™0) Sw & fP0)
= u = yn+1 _k=0 yn+1-k’

Alors S,,41 est vraie.
D’oti pourtoutn=1,0ona
~ S(w) n-1 f(k) (0)

n
u k=0
||

Théoreme 2.13 (8] Si S|[f(1)] (w) =S(uw), alors

L dS [ ()] W)

S[tf'"®] @ =uS[f"®](w+u -

17



4. LA DIFFERENTIATION ET LES INTEGRATIONS MULTIPLES DE SUMUDU

Preuve. On fait une intégration par partie, on trouve

* 0 oo tF' (ut
S [tf"(t)] () :f u’ff"(mf)e_tdlfz—ute_tf"(ut)‘ +f Me_tdt
0 0 0 dt
:uf f”(ut)e_tdt+uf tMe—tdt
0 0 dt

o0 (e9]
:uf f'(ut)e tde+ uf utfOwnelde
0 0

as "
=uS[f"(0] (u) + MZW'

Théoréme 2.14 [3] Soit S(u) la transformation de Sumudu de la fonction f(t), soit £ (1)
la n'®™¢ dérivée de f(t) par rapportat et'S,(u) désigne la n'®"° dérivée de S(u) par rap-
port a u, la transformation de Sumudu de la fonction [ " f” (1)] est donnée par

S[t"f" ()] (W) = u"Sy,w).
Preuve. D’apres(2.2), on a
S(u) :f fut)e 'dt.
0
On dérive n fois S(u), on obtient

A"sw) . [(ed'fun _,
du” _Sn(u)_f dun © dt

:f " f(unede
0

1 o0 n o) 3
:_u"fo " f "M (une tdt
1 n p(n)
:Fs[t 0] w.

Alors
S[t"f" ()] (W) = u"Sn(w).

Théoreme 2.15 /3] Soit f(t) étre dans A et soit S désigne la transformée de Sumudu du
n'®™¢ primitive de f(t), obtenue en intégrant la fonction f(t) n fois successivement

t t
W”(t):ff f fo@do”,
0 0

S™"(w) =S [W"(0)] (w) = u"S(w). (2.10)

puis pourn=1,

Preuve. Pourn=1,0na

t
wln = fo f(dr,

et
S'w =S [W'®)] W) = uS(w),

18



5. THEOREME DE LA VALEUR INITIALE ET DE LA VALEUR FINAL

ce qui résultat a démontrer dans le Théoreme 2.7. Alors la proposition est vraie.
Supposons que pour 7 = 1 la proposition $” soit vraie et montrons que la proposition
S$"*1 est vraie pour tout 72 + 1. Alors

t
" w) =S [W" ()] (w =S fw"(T)dT ()
0

=uS [W"(0)] (W) = u[u"Sw)] = u"'S(w).

Alors S,,;1 est vraie.
D’ou pourtoutn=1,
S™w) = u"S(u).

5 Théoréme de la valeur initiale et de la valeur final

Théoreme 2.16 [4] Soit f(t) € A, On suppose que ltir% f) et tlim f (1) existe. Alors,
lim S(w) =lim f ().
u—0 t—0
lim S(u) = lim f(#).
u—o00o t—oo
Preuve. D’apres (2.2), on a

dt

1im§(u):lirnf f(ut)e_tdt:f lim f(ut)
u—0 u—0Jo 0 u—0
:f [lim fw)|dt=1lim f(w).

0 w—0 w—0

De méme pour,

o0

[hm f(ut)] dt

Uu—oo

lim S(u) = limf f(ut)e_tdt:f
Uu—oo Uu—oo 0 0

:fo [u%gréof(w)]dt:uljgrolof(w).

6 Convolution

Théoreme 2.17 [4] Soit f(t) et g(t) dans l'ensemble A, ayant des transformées de Laplace
L[] (2) et £[g(1)] (2) respectivement et des transformées de Sumudu S [f(1)] (u) et
S [g()] (w) respectivement. Alors la transformée de Sumudu de produit de convolution de

t
fetg:[f*g](t):f f()g(t—T)dt estdonnée par
0

S[(fxg) (O] W =uS[f(O] WS [g®)] w.
Preuve. Tout d’abord, rappelons que la transformée de Laplace (f x g) est donnée par
Lfrgl@=2L[f0](2£[g®)] (2.
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6. CONVOLUTION

Maintenant, par la relation entre la Transformée de Laplace et de Sumudu, on a
1 1
S[(f+&) ()] (w) = —Z [(f*x8) (D] (;)

28] (3)

et S[g](w=—"—"1.

1
comme, S[f(1)] (w) = w

Alors la transformée de Sumudu de (f x g) est obtenue comme suit

S[(F*g)(D] (u):% [g[f(t)] (é)a‘f[g(r)] (%)

- Lhes [Fo] aos [g0] w)]

u
=uS[f(] (wS[g®)] (w.

Corollaire 2.2 /3] Soit f(t), g(t), h(t), hi(¢), --- , et hy,(t) des fonctions dans A, ayant les
transformations de SumudusS [ f ()] (w), S [g(D)] (W), S[h(D)] (W), S[h1 (D] (W), -+, et S[hn ()] (w)
t t

respectivement, alors la transformation de Sumudu de (f * g)" (t) = | fOglt-1)(dDt)"
0 0

est donnée par
S[(f*x@" O] (W =u"S[f(O] WS [g®)] (w.

De plus, pour tout entiern = 1,

S[h1 () x ha (1) %+ hy(D)] () = "' S [hy ()] (WS [h2 (D] (W) - - S[ (D] ().

En particulier, la transformation de Sumudu de (f « g~ h) avec f, g et h dans A est donnée
par
S[(fxgxm )] (w=u*S[f(O] WS [gB)] WS[h(®)]w).

Preuve. Pour n=1,
S[(fxg)' O] (w =u'S[f(®)] WS [g(D] (w.

Puisque ¢a a déja démontrer dans le Théoreme 2.17, donc elle est vrai.
Supposons que pour tout n = 1, la proposition soit vraie et montrons que la proposition
est vrai pour tout n+ 1, alors on a

t
(f*g)””(t):fo (fxg)"(v)dr,

donc,
(gl ws=s| [ 7rprwar] w,
alors d’apres (2.6), on a
S[(F*™ 0] w=uS[(fx®)" (] W)
=u(u"s [f(0] s [g()] )
=u"'S[f(0] (WS [g(®)] (w).

Alors pour n + 1 la proposition est vraie, d’ot1 pour tout n = 1 la proposition vraie.
Méme principe pour S| 7 (£) x ha(£) x -+ % hy ()] (u). m
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7. LA TRANSFORMEE INVERSE DE SUMUDU

Théoreme 2.18 [5] La transformée de Sumudu de la dérivée de convolution des fonctions
fetg
S[(f*8' 0] w=S[f(O]wS[g®](w).

Preuve. D’apres la commutativité de la convolution on a

[fxgl'=[f'*gl=[f*g'],

et comme 1
S[(f*8)' (] )= [s[(F*®] @ -S[(F+p O] w)],
avec
S[(fxg)(0)](w=0.
Alors,
1
S[(f*xg)' (] W)= =S [(f*x8) (1] (w
1
== |us 0] s [go)] @)
=S[f(n] s [g(0] w.
||

7 Latransformée inverse de Sumudu

Théoréme 2.19 (6] Soit S(u) la transformation de Sumudu de f (1) telle que :
1
S(z)
z
e Il existe une région circulaire C de rayon R et de constante positive M et k avec

()

est une fonction méromorphe avec des singularités ayant Re(z) <Yy.

2| < MR,
z
puis la fonction f(t) est donnée par
1oy o(1ydz - ztg(%)
f(t)_EfY_ioo e §(2)7_2Re31dus e - ,Sil. (2.11)

Preuve. On a déja vu la formule d’inversion de Laplace,
1 Y+ioco
f()=— F(z)e*'dz,
27 y—ioco
et d’apres la relation entre la transformée de Laplace et de Sumudu (2.8) on a

1 [Yt+ico 1\dz 1 Y+ioo 1\dz
f(t):—,f ezf§(—)—:—, lim e”S(—)—.
2mi Jy-ico z) z 2miR—ooJy—jco z) z
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7. LA TRANSFORMEE INVERSE DE SUMUDU

D’apreés le théoréme de résidus on a

1\ d
f e”§(—) 4z :ZTriZRésidus
C z

V4

1
eztg(E) S,
Z

)

ou C le contour de Bromwich définit dans le figure 2.3.

D’autre part, .
Jesl)E= L sl S e l) S
C z) 2 Jy-ico z) z  Jor z) z’

alors, d’apres la deuxiéme condition de Théoreme 2.19 on a

d
lim Zl‘g( ) 0,
R—ooJCr zZ)] z

1 Y+ioco - dz
f(t)_EfY e §(z) =) Résidus

—ioco

donc,

«S)

N =

e’

FIGURE 2.3 — Le contour de Bromwich.

Corollaire 2.3 /3] La transformée discrete inverse de Sumudu de la série entiere de la fonc-
tion
o0
Sw)=)_ nla,u”,
n=0
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7. LA TRANSFORMEE INVERSE DE SUMUDU

est donnée par,
o0

_ 1,
JOER 1[§(u)]:zﬁant :

n=0 "%
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, on s'intéresse a donner des résultats liés aux transformations de
Sumudu

1 Equations différentielles

La solution de certaines équations différentielles peut étre facilement réalisée au moyen
de la transformation de Sumudu [3], [17].
On considere I’équation différentielle d’ordre

n H

any™ @)+ an 1y V() + -+ ay@ (1) + aly(” (B +agy(t) = f(1).

On cherche les solutions y = y(¢) vérifiant’équation avec des conditions initiales connues.
On applique la transformation de Sumudu au deux membres de I’équation et d’apres
la linéarité, on a

anS (Y 0) + an-1S (YN () + -+ @S (P (0) + @S (V' (0) + aoS (y(1) =S (£ (1) .
D’apreés le théoréeme de la différentiation multiples, on trouve

S(y(t))_n—ly(k)(o))+a _I(S(y(t)) n- (k)(o))+ .+a1(S(y(t))_@)+a
u

un paar un—k un-1 prar uh-1 k ul

oS (y(0)

Apres les simplifications, on obtient

n X n 1 n—1

Y Es(yn)-Y = Y any® O =s(fn).

i-o U i=1 U k=0
Ceci implique que,

1
S(y(0)=—S(f(n)+— Z Z aikyP )],
p(u) Ul o
telle que
ai
p(u) =

l
i=0

Alors on applique la transformée inverse de Sumudu, on trouve

lnl

Z Z az+ky(k) (0)

i= 1

y) =St —S(f®)|+S™*

(u)

24
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1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exemple 3.1 Considérons l'équation différentielle
YO +ym=1, 3.1

avec la condition initiale, y(0) =0.
On applique la transformée de Sumudu sur (3.1), on obtient

S[y'()+y®]=S[1].

D’apres la linéarité de Sumudu, on a

S[Y'(®]+S[y®]=S[1], (3.2)
et comme
S[y(t
S[1]=1 et S[Yy'(n]= [ybf )].
Donc, (3.2) devient
S[y(
ly ]+S[y(t)]:1,
u
ce qui implique,
1+u
S[y(t)]( - ):1.
D'on
S[yn] = ——=1- (3.3)
T P )

Maintenant, on applique la transformée inverse de Sumudu pour (3.3), on obtient
y()=8"" (1 - L) (H=s"11)(n-s* (L) ©)
1+u 1+u)

La solution de (3.1) est
y)=1-e".
Exemple 3.2 "Systeme de masse a ressort"[9]
Considérons les systemes "Spring- Mass" donnés par le probleme de valeur initiale de se-
cond ordre suivant

my"+cy' +ky=f@), (>0), yO0=a et y(0)=p.

Out m représente la masse, c le coefficient d’amortissement, k la constante de ressort déter-
minée par la loi de Hooke et f (t) la fonction de for¢age.

Nous considérons en particulier le probleme de la valeur initiale qui consiste a avoir une
fonction de for¢age discontinue et m=1, c = -2, k= -3, donnée par

y'"(0)-2y'(0) -3y = f(r), >0, (3.4)

avec
y(0)=1,y(0)=0.

0 si 0<tr=<l,
fHy=<X t—1 si 1<t=<4,

3 si t=4.

ol
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1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

La fonction f(t) peut étre écrite sous la forme suivante,
f=-D[H({E-1)-H(-4)]+3H(-4),
ou H est la fonction de Heaviside,

0 si t<l1

H(t_l):{ 1 si t=1

et
0 si t<4

alors, f(t) devient
f@)=-1DH(-1)—-(t-4)H(t-4).
Donc (3.4) peut étre écrite sous la forme
y'"(6)—-2y' () -3y(H) =(t—DH(-1) - (t—4)H(t—4), >0 (3.5)

avec
y(0)=1,y'(0) =0.

En utilisant la transformation de Sumudu pour (3.5), nous obtenons
S[y"(®) -2y (0 -3y®)]=S[(t—DH(E—-1) - (r —HH(r - 4)].

D’apres les propriétés de Sumudu en simplifiant 'équation ci-dessus, nous trouvons

(i—g—s)s[ (0] () - — + = = ueT - ue™
” y u——g+—=ue uew .

)
Dot ., »
S [y(0)] (1) = wew ~ uew . 1-2u
y T12u-312 1-2u-3u2 1-2u-3u2
et puis remplacant u par %, alors nous trouvons
S| (t)](l)— e ? e 42 . z2-2z (3.6
Y z] z(z?2-2z-3) z(z2-2z-3) 2z2-2z-3° '
Ainsi, on multiplié (3.6) par % On trouve la transformée de Laplace de f (1),
e ? e 4% z—2
Zly)|(2)= — + .
] @ z%2(z2-2z-3) z2(z2-2z-3) z2-2z-3
Alors,
2(e’®\ 1(e*\ 1( e ? 1 (e?
ZLlyvol@=|=-—|-=|—|-= +—
] @ 9\ z ) 3(z2) 4(z+1) 36(z—3)]
2 -4z 1 -4z 1 -4z 1 -4z
_[2(e )__(e )__ e +_(e )] 3.7)
9\ z 3\ 22 4\z+1) 36\z-3
)il
+ | = + -
4\z+1 4\z-3

en utilisant la transformée inverse de Laplace pour (3.7), nous obtenons la solution de (3.4),

g — l (t—1)— le—(t—l) + ie—3(t—1)

f) = H(t-1
yi=13"3 4 36 (=
2 1 1 1
- [— (-4 -—e Y +—e—3<f—4)] H(t-4)
9 3 4 36

+i(3e‘t+e3t)H(t).
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2. EQUATIONS INTEGRALES

2 Equations intégrales

Dans [2], 'objectif de ce travail est de démontrer I’application de cette nouvelle trans-
formation a la solution d’équation intégrale linéaire de type

b
f(x) :f K(x,©)h(t)dT, (3.8)
a

et
b
h(x)=f(x) + )\f K(x,©)h(t)dTt, A=cst (3.9)
a

ol h(.) doit étre déterminée, f(x), K(x,T) = g(x, 1) et les limites de 'intégration sont
supposées connues. K(.,.) Estappelé le noyau de I’équation.
On appelle (3.9) 'équation de Ferdholm si a et b sont des constantes et homogenes si
f(x)=0.
Si a=0, b=x (cCest-a-dire que la variable est une limite d’intégration), on appelle (3.9)
I’équation de I'intégrale Volterra. La, encore, elle est homogeéne si f(x) =0.

Considérer I'’équation

X
fx) :f g(x-T1h(t)dr. (3.10)
0
Nous prenons la transformation de Sumudu de (3.10) pour obtenir
F(u) = uG(u)H(w).

Ou

F(u)
uGu)’
tels qu, F(w) =S [f(1)], G(w) =S [g(n)] et H(w) =S[h(1)].
Et par la transformée de Sumudu inverse, nous avons

H(uw) =

h(x)=S7! (M)

uG(u)

De méme. Considérons I’équation,

h(x) = f(x) +)\f gx—T1)h(t)dr. (3.11)
0

De nouveau, la transformée de Sumudu de (3.11) est

H(u) =F(w) + A\uG(uw)H(u).

ou
H = — 1
T 1-AuG(w)
et la transformée de Sumudu inverse donne
_ F(uw)
h(x)=S~H———M1.
(x) (I—AuG(u))
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2. EQUATIONS INTEGRALES

Exemple 3.3 Soit l'équation intégrale suivante
X
sin (2x) :f (t—x)h(t)dT.
0
On applique la transformée de Sumudu, on obtient

S[sin(2x)](w) =S

X
f (t—x)h(t)dT
0

(u).
Donc, d’apres les propriétés de Sumudu. On a

lfoosin(ZJC)e__uxdx: uS[ - x| (wS[hx)] W),
0

u
alors, ,
u_ o
IS S[h(x)](w).
Ceci implique que,
-2 8u 2
S[h(x)](w) = =

u(l+4u?) 1+4i2 u
d’apres la formule d’inversion de Sumudu. On trouve

h(x) =4sin(2x) —28(x).
Exemple 3.4 On considere I'équation intégrale suivante
gx)=1+ )\fox(‘r -x)g(t)dTt, A=cst.
On applique la transformée de Sumudu aux deux membres de l'équation, on trouve

S[g(x)]=S[1]+S Af (T-x)g(m)dt
0

D’apres les propriétés de Sumudu, on a
Gu) =1+ uS[-Ax]G(u),
donc,
G(u) =1 - Au’G(w).
Alors
G(u) + \u’G(u) =1,
ce qui implique que,

G =Tz

On applique la transformée inverse de Sumudu. On obtient

e 1 )

1
On a déja vu que S™* ( : ) =cos (x), donc

+ u?

g(x) =cos (VAx).
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Conclusion

La transformée de Sumudu est un outil important dans le calcule opérationnel. Elle
est largement appliquée a la résolution des problemes pratiques en mathématiques ap-
pliquées, physiques et en ingenierie.

La transformée de Sumudu est une nouvelle transformée employée pour résoudre des
équations différentielles et intégrales, cela représente notre sujet de mémoire. pour défi-
nir cette transformation en passe par la transformation de Laplace qui est tres connue et
plus utilisé partout.

La transformée de Sumudu a des propriétés tres spéciales et utiles et peut aider dans
des applications complexes en sciences et 'ingénierie. Maintenant cette transformée consi-
deére parmi les transformations intégrales populaires.
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