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Introduction

0.1 Objectif principal de ce mémoire

Les problèmes aux limites que l�on se propose d�étudier ici, consistent en l�équation
di¤érentielle

u00(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (1)

munie de conditions aux limites de type Robin généralisé :�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines respectifs D(A)
et D(H), u0, et d0 sont des éléments donnés dans X et ! est un paramètre spectral positif.
Notre étude se fera lorsque le second membre f appartient à

Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1;

On s�intéressera à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution classique
pour les Problèmes (1)-(2) sous des conditions nécessaires et su¢ santes de compatibilité des
données u0, d0 et f . Pour des raisons de commodité, on va traiter l�équation (1) avec la
notation

A! = A� !I; ! > 0:
Le premier chapitre est détudié aux rappels d�usage sur les outils mathématiques

utilisés dans cette mémoire.
Le deuxième et le troisième chapitre sont consacré à la construction d�une formule

de représentation de la solution grâce à un raisonnement heuristique en supposant l�existence
d�une solution véri�ant la régularité optimale.
Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif. On

suppose qu�il existe une solution u au Problème (1)-(2) et on remplace la fonction f et u1; d0
dans la solution du cas commutatif par u�1; d

�
0 et f

�et pour obtenir la représentation �nale
de la solution u de notre cas il faudra trouver ces inconnus sous les hypothéses suivantes :

X est un espace U.M.D, (3)

et qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que les opérateurs linéaires fermés A! et H véri�ent(
9C0 > 0 : 8! > !0; [0;+1[ � � (A!) ;
et sup

�>0



� (A! � �I)�1

L(X) 6 C0; (4)

et ( 9�A 2]0; �[;9C > 1;8! > !0;8s 2 R;
(�A!)is 2 L(X) et




(�A!)is



L(X)

6 Ce�Ajsj; (5)

ainsi que 8<:
9� 2]0; 1

2
[;9C > 0 : 8� > 0;8! > !0; D(A!) � D (H)

et


H (A! � �I)�1

L(X) 6 C

j! + �j1=2+�
: (6)



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs :

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Soient X; Y et Z des espaces de Banach.

De�nition 1.1 On dit qu�un opérateur A; dé�nie de X dans Y est borné si

D (A) = X et sup
k�k�1

kA�k <1:

De�nition 1.2 On appelle ensemble résolvant de A l�ensemble

� (A) = f� 2 C : (A� �I) est inversible dans L (X)g :

Un élément de � (A) est appelé valeur résolvante de A:

1. Si � 2 � (A) on dé�nit R� (A) la résolvante de A au point � par

R� (A) = (A� �I)�1 :

2. � (A) = C n � (A) est appelé le spectre de A et un élément de � (A) est appelé valeur
spectrale de A:

1.1.2 Opérateurs linéaires

De�nition 1.3 Soient A : D (A) � X ! Y et B : D (B) ! Z deux opérateurs linéaires.
On peut dé�nir l�opérateur BA par�

D (BA) = fx 2 D (A) ; Ax 2 D (B)g ;
(BA)x = B (Ax) ; x 2 D (BA) :

Si A est injectif, on peut dé�nir l�inverse de A; noté A�1; par :

A�1 : A (D (A)) ! D (A)
y ! A�1y = x.

6
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1.1.3 Opérateurs linéaires fermés

De�nition 1.4 Un opérateur linéaire A : D (A) � X ! Y est dit fermé si et seulement si,
pour toute suite (xn)n2N 2 D (A) telle que8<: xn ! x

n!+1
; dans X

Axn ! y
n!+1

; dans Y;

on a x 2 D (A) et Ax = y:

Proposition 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l�application R� : � 2
� (A)! R� (A) = (A� �I)�1 est analytique sur � (A) :

1.2 Les semi-groupes d�opérateurs linéaires

De�nition 1.5 Soit fG (t)gt�0 une famille d�opérateurs linéaires dans X: On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. G (0) = IX ;

2. 8s; t 2 R+; G (t+ s) = G (t)G (s) :
Lorsque la famille fG (t)gt est dé�nie pour t 2 R et que la deuxième propriété est véri�ée

pour tout s; t de R on dira qu�on a un groupe.

1.2.1 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

De�nition 1.6 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fG (t)gt�0, l�opérateur
A dé�ni par 8><>:

D (A) =

�
' 2 X : lim

h!0+
G (h)'� '

h
existe

�
;

A' = lim
h!0+

G (h)'� '
h

; ' 2 D (A) :

D (A) est non vide (0 2 D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X: A est linéaire de
D (A) dans X:

1.2.2 Semi-groupes analytiques

On dé�nit, pour tout 0 < � � �

2
; le secteur

�� := fz 2 C n f0g : jarg zj < �g :

De�nition 1.7 Soit 0 < � � �

2
. Une famille fG (z)gz2�� d�éléments de L (X) forme un

semi-groupe analytique de type � dans X, un espace de Banach complexe, si elle véri�e les
conditions suivantes :

1. G (0) = I;
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2. 8 z1; z2 2 ��; tel que z1 + z2 2 ��; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) ;
3. 8� > 0; 8x 2 X; lim

z!0
z2��

G (z)x = x;

4. l�application z ! G (z) est holomorphe sur ��:

1.3 Les espaces d�interpolation

Soit X un espace de Banach. On désigne par Lp� (R+;X) avec p 2 [1;+1]; l�espace de
Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+ et telles que�Z +1

0

kf(t)kpX
dt

t

�1=p
= kfkLp�(R+;X) < +1:

De�nition 1.8 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine

D(A) � X;

muni de sa norme du graphe :

8 x 2 D(A); kxkD(A) = kxkX + kAxkX :

On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard [6].

DA (�; p) = (D(A); X)1��;p ;

où p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:

1.4 Les espaces sobolev

Soient a < b �nis ou in�nis, k 2 Nn f0g et p 2 [1;+1]. On dé�nit pour p 2 [1;+1[

Lp ((a; b) ;X) =

�
f mesurable de (a; b) vers X avec

Z b

a

jf(x)jp dx <1
�
;

et pour p = +1

Lp ((a; b) ;X)

=

(
f mesurable de (a; b) vers X et 9C > 0 : sup

x2(a;b)
jf(x)j 6 C p.p sur (a; b)

)
:

1.5 Les espaces UMD

On considère un espace de Banach X.
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De�nition 1.9 Pour " 2]0; 1[ et p 2]1;+1[; on dé�nit l�opérateur

H" 2 L(Lp (R;X));

par

8f 2 Lp (R;X) ; (H"f) (x) =
1

�

Z
"<jsj< 1

"

f(x� s)
s

ds; p.p. x 2 R;

De�nition 1.10 X est appelé espace UMD ( Unconditional Martingale Di¤erences), s�il
existe p 2]1;+1[ tel que

8f 2 Lp (R;X) ; lim
"!0+

H"f existe dans Lp (R;X) : (1.1)

Dans ce cas, l�application

H : Lp (R;X) ! Lp (R;X)
f ! H f = lim

"!0+
H"f ;

est un élément de L(Lp (R;X)); appelé la transformée de Hilbert sur Lp (R;X) :

1.6 Quelques résultats avec les espaces de Lp

Lemme 1.1 Supposons que l�hypothèse (4) est réalisée et soient B un générateur in�nitési-
mal de semi-groupe analytique (etB)t�0; ' 2 X; p 2 ]1;+1[, on a
1. e:B' 2 Lp (0; 1; X) ;
2. Bne:B' 2 Lp (0; 1; X) si et seulement si ' 2 (D (Bn) ; X) 1

np
;p :

Lemme 1.2 Soit f 2 Lp (0; 1; X) ; 1 < p < +1. Sous les hypothèses (3), (4) et (5), nous
avons

1.

x! L (x; f) = Q

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

2.

x! L (1� x; f(1� :)) = Q!
1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

3.

x! L (x; f) = Q
1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

4. Z 1

0

esQf(s)ds;

Z 1

0

e(1�s)Qf(s)ds 2 (D(Q); X) 1
p
;p = (D (A) ; X) 1

2p
+ 1
2
;p :



Chapitre 2

Equations di¤érentielles
opérationnelles avec des C-L de type
Robin généralisé : cas non commutatif
sur les espaces Lp

Notre but dans ce chapitre est d�étudier, dans un cadre non commutatif, l�équation
di¤érentielle opérationnelle elliptique du second ordre :

u00(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1); (2.1)

munie des conditions aux limites de type Robin généralisé�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2.2)

où A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X, f 2
LP (0; 1;X) avec 1 < p < 1 ; d0, u1 sont des éléments donnés dans X. On s�intéresse à
l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique du Problème (2.1)-
(2.2), c�est-à-dire une fonction u telle que�

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ;
u(0) 2 D (H) ;

et u satisfait le Problème (2.1)-(2.2).

2.1 Les hypothèses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (2.3)(

A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0;+1[ � � (A) et
sup
�>0



� (A� �I)�1

L(X) < +1; (2.4)

10
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cette hypothèse implique que
Q = � (�A)1=2 ;

existe et génère un semi-groupe analytique
�
exQ
�
x>0 (voir A. V. Balakrishnan [1]).(

9�A 2]0; �[;9C > 1 : 8s 2 R; (�A)is 2 L(X)
et



(�A)is




L(X)
6 Ce�Ajsj; (2.5)

on dit dans ce cas que A est BIP (Bounded Imaginary Power).
On suppose également

H est un opérateur linéaire fermé dans X; (2.6)

1T
k=1

D
�
Ak
�
� D (H) ; (2.7)

Q�H est inversible; (2.8)

0 2 � (�) et 0 2 � (�) ; (2.9)

où �
� = (Q�H) + e2Q (Q+H) ;
� = (Q�H) + (Q+H) e2Q:

Notons que, dans le cas commutatif, les opérateurs � et � coïncident sur le domaine D (Q)\
D (H).

Remarque 2.1 Sous les hypothèses (2.4) et (2.7) on a

��1! = (Q! �H)�1 (I + T!)�1 (I + S!)�1

= (Q! �H)�1
�
I � T! (I + T!)�1

� �
I � S! (I + S!)�1

�
;

où 8><>:
T! = 2e

2Q!
�
I � e2Q!

��1
Q! (Q! �H)�1 2 L (X) ;

S! = �e2Q! 2 L (X) et
T! (X) ; S! (X) �

T
k2Nnf0g

D(Qk!);

Voir ( M. Kaid et K. Ould Melha [7] ).

2.2 Représentation de la solution

La formule de représentation trouvée, quand Q et H commutent au sens des résolvantes,
est écrite sous la forme :
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u (x) =
�
exQ � e(2�x)Q

�
��1d0 + e

(1�x)Qu1

+
�
exQ � e(2�x)Q

�
Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
exQQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

�1
2
e(2�x)QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f (s) ds

�e(1�x)Q1
2
Q�1

1Z
0

e(1�s)Qf (s) ds+
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds+
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds:

La formule de représentation précédente pourra s�écrire sous la forme suivante

u (x) = T (x)��1d0 + e
(1�x)Qu1

+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds (2.10)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) ;
où 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

T (x) = exQ � e(2�x)Q;

I (x) =
1

2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds;

J(x) =
1

2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds:

En remplaçant la fonction f et les données u1, d0 dans (2.10) par f �, u�1 et d
�
0, on trouve

pour presque tout x 2 (0; 1)
u (x) = T (x)��1d�0 + e

(1�x)Qu�1
+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu�1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds (2.11)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J(x):
Le but est de déterminer les inconnus u�1; d

�
0 et f

�en utilisant les conditions aux limites (2.2).

2.2.1 Le calcul de u�1 :

Notons que T (1) = 0; alors pour x = 1, on obtient

u (1) = u�1 � I (1) + I (1) ;
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il s�ensuit que

u�1 = u(1) = u1:

2.2.2 Le calcul de d�0 :

Par un calcul analogue, pour x = 0, on obtient

u (0) = T (0)��1d�0 + e
Qu1

+T (0)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (0)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

�eQI (1) + J(0):
Le fait que T (0) = I � e2Q, la formule précédente peut être écrite sous la forme suivante

u (0) = T (0)��1d�0 (2.12)

+Q�1
�
� +

�
I � e2Q

�
(Q+H)

�
��1QeQu1

+
1

2
Q�1

�
� +

�
I � e2Q

�
(Q+H)

�
��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds:

On a

� +
�
I � e2Q

�
(Q+H) (2.13)

= (Q�H) + e2Q (Q+H) + (Q+H)� e2Q (Q+H)
= 2Q;

en introduisant (2.13) dans la formule de (2.12), on trouve

u (0) = T (0)��1d�0 + 2�
�1QeQu1 + �

�1
1Z
0

T (s)f � (s) ds:

On remarque que ce dernier terme appartient à D(H), en appliquant l�opérateur H à u (0),
il s�ensuit

Hu (0) = HT (0)��1d�0 + 2H�
�1QeQu1 (2.14)

+H��1
1Z
0

T (s)f � (s) ds:

En dérivant la fonction u, on trouve pour presque tout x 2 (0; 1)
u0 (x) = Q

�
exQ + e(2�x)Q

�
��1d�0 �Qe(1�x)Qu1

+
�
exQ + e(2�x)Q

�
(Q+H) ��1QeQu1

+
1

2

�
exQ + e(2�x)Q

�
(Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

+Qe(1�x)QI (1) +QI (x)�QJ(x):
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Pour x = 0, on obtient

u0 (0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 �QeQu1

+
�
I + e2Q

�
(Q+H) ��1QeQu1

+
1

2

�
I + e2Q

�
(Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

+QeQI (1)�QJ(0):

La formule précédente peut s�écrire sous la forme

u0 (0)

= Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 +

��
I + e2Q

�
(Q+H)� �

�
��1QeQu1

+
1

2

��
I + e2Q

�
(Q+H)� �

�
��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds;

on a �
I + e2Q

�
(Q+H)� �

= (Q+H) + e2Q (Q+H)� (Q�H)� e2Q (Q+H)
= 2H;

ce qui donne

u0 (0) = Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 + 2H�

�1QeQu1 (2.15)

+H��1
1Z
0

T (s)f � (s) ds:

On exploite les conditions aux limites (2.2), on trouve

u0 (0)�Hu (0)

= Q
�
I + e2Q

�
��1d�0 + 2H�

�1QeQu1 +H�
�1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

�H
�
I � e2Q

�
��1d�0 � 2H��1QeQu1 �H��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds;

ce qui donne

u0 (0)�Hu (0) =
�
Q
�
I + e2Q

�
�H

�
I � e2Q

��
��1d�0

=
�
Q�H + (Q+H) e2Q

�
��1d�0

= ���1d�0
= d0;
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où
� = Q�H + (Q+H) e2Q;

et grâce au Lemme 2.4, on déduit alors

d�0 = ��
�1d0:

2.2.3 Le calcul de f � :

En dérivant deux fois la fonction u donnée par la formule (2.11), on trouve pour presque
tout x 2 (0; 1)

u00 (x) = Q2T (x)��1d�0 + e
(1�x)Qu�1

+Q2T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu�1

+
1

2
Q2T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f � (s) ds

�Q2e(1�x)QI (1) +Q2I (x) +Q2J(x) + f � (x)
= Q2u(x) + f � (x) ;

et le fait que

A = �Q2;
et

u00 (x) + Au (x) = f (x) ;

on obtient alors, pour presque tout x 2 (0; 1)

f � (x) = f (x) :

Finalement, en remplaçant u�1, d
�
0 et f

� par leur expression dans la formule (2.11), on trouve
pour presque tout x 2 (0; 1)

u (x) = T (x)��1d0 + e
(1�x)Qu1

+T (x)Q�1 (Q+H) ��1QeQu1

+
1

2
T (x)Q�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds (2.16)

�e(1�x)QI (1) + I (x) + J (x) :

2.3 Régularité de la solution

Soit
T (x) = exQ � e(2�x)Q;

donc, la formule (2.16) peut être écrite comme suit
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u (:) = S(:; d0; u1; f) +R(:; d0; u1; f); (2.17)

où S(:; d0; u1; f) est la partie singulière donnée par

S(:; d0; u1; f) = S1(:; d0; u1) + S2(:; f);

avec, pour presque tout x 2 (0; 1)

S1(x; d0; u1) = e
xQ��1d0 + e

(1�x)Qu1; (2.18)

et

S2(x; f) =
1

2
exQQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds

+exQQ�1 (Q+H) ��1QeQu1 (2.19)

�1
2
e(1�x)QI(1) + I(x) + J(x);

et R(:; d0; u1; f) est la partie régulière donnée, pour presque tout x 2 (0; 1), par

R(x; d0; u1; f) = �e(2�x)QQ�1 (Q+H) ��1QeQu1 (2.20)

�e(2�x)Q��1d0 �
1

2
e(2�x)QQ�1 (Q+H) ��1

1Z
0

T (s)f (s) ds;

Lemme 2.1 On suppose (2.4) et (2.7). Soient d0; u1 2 X et

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

Alors, on a
AR(�; d0; u1; f) 2 Lp(0; 1;X):

Preuve. En utilisant 2.20 ona

AR(�; d0; u1; f) = �Ae(2��)QQ�1(Q+H)��1QeQu1

�Ae(2��)Q��1d0 �
1

2
Ae(2��)QQ�1(Q+H)��1

1Z
0

T (s)eSQf(s)ds:

Il est claire que

e(2��)Q = eQe(1��)Q;

en plus
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8� 2 X; eQ� 2 \1K=1D(QK);
on peut alors, veri�er faculement que l�operateur AR(�; d0; u1; f) peut etre écrit sous

forme d�une somme des termes

e(1��)QAeQPj"j; j = 1; :::; 3:

Ou (Pj)j=1;3 sont des opérateur borneès et les autres terme ("j)j=1;3 sont des élement de
X:

Lemme 2.2 On suppose (2.4)�(2.7). Soit u1 2 X et

f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1:

Alors, on a
AS2(:; f) 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1:

Preuve. On a

AS2(x; f) =
�1
2
QexQ(Q+H)��1

1Z
0

T (s)f(s)ds

�QexQ(Q+H)��1QeQu1
+
1

2
Q2e(1�x)QI(1)�Q2I(x)�Q3j(x);

d�ou, d�aprés le lemme (1.2), on écrit la formule précédente sous la forme

AS2(x; f)

=
�1
2
QexQ(Q+H)��1

1Z
0

T (s)f(s)ds

�QexQ(Q+H)��1QeQu1
+
1

2
Q2e(1�x)QI(1)� 1

2
L(x; f)� 1

2
L(1� x; f(1� �));

ou

1Z
0

T (s)f(s)ds 2 (D(Q); X) 1
p;
p 1 <1 < p;

I(1) =
1

2
Q�1

1Z
0

e(1�s)Qf(s)ds 2 (D(A); X) 2 (D(A); X) 1
2p;
p;

et
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L(:; f)� L(1� �; f(1� �)) 2 Lp(0; 1;X) 1 <1 < p:

En utilisant le lemme (2.3), on obtient

(Q+H)��1
1Z
0

T (s)f(s)ds 2 (D(Q); X) 1
p;
p;

et, d�une autre part on a

eQQu1 2 (D(Q); X) 1
p;
p 1 <1 < p;

on dèduit alors

(Q+H)��1QeQu1 2 (D(Q); X) 1
p;
p 1 <1 < p;

en vertu de l�assertion 2. du lemme (1.1) on conclut que AS2(:; f) 2 Lp(0; 1;X); 1 <1 <
p:

2.4 Résultat principal

Theorem 2.1 On suppose (2.4)�(2.7). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1: Alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Problème (2.1)-(2.2) admet une unique solution classique u, c�est-à-dire

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ; 1 < p <1;

u(0) 2 D (H) et u véri�ant le Problème (2.1)-(2.2) avec u donnée par (2.16)
2.

��1d0; u1 2 (D(A); X) 1
2p
;p; 1 < p <1;

où
� = (Q�H) + (Q+H) e2Q.



Chapitre 3

Problème de type Robin avec un
paramètre spectral

On s�intéresse cette fois-ci, au Problème de Robin généralisé suivant :8<:
u00(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0
u(1) = u1;

(3.1)

où A, H des opérateurs linéaires fermés ne commutent pas au sens des résolvantes,
f 2 LP (0; 1;X) avec 1 < p < 1 ; d1;0, u0 sont des éléments donnés dans un espace de
Banach complexe X et ! est un réel positif assez grand.
On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique

du Problème (3.1), c�est-à-dire une fonction u telle que�
u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ;
u(0) 2 D(H);

et u satisfait le Problème (3.1).
Pour des raisons de commodité, on va traiter Problème (3.1) avec la notation

A! = A� !I; ! > 0:

3.0.1 Les hypothèses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (3.2)

et qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que :(
A!0 est un opérateur linéaire fermé X, [0;+1[ � � (A!0) et
sup
�>0



� (A!0 � �I)�1

L(X) < +1; (3.3)

cette hypothèse implique que
Q!0 = � (�A!0)

1=2 ;

19
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existe et génère un semi-groupe analytique
�
exQ!0

�
x>0 (voir A. V. Balakrishnan [1]).(

9�A!0 2]0; �[;9C > 1;8s 2 R; (�A!0)
is 2 L(X)

et



(�A!0)is


L(X) 6 Ce�A!0 jsj; (3.4)

on dit, dans ce cas, que A!0 est BIP (Bounded Imaginary Power).8<:
9� 2]0; 1

2
[;8! > !0; 9C > 0 : 8� > 0; D(A!) � D (H)

et


H (A! � �I)�1

L(X) 6 C

j! + �j1=2+�
; (3.5)

3.0.2 Conséquences des hypothèses

Lemme 3.1 On suppose (3.3). Alors, il existe deux constantes C > 0 et !1 > !0, tels que
pour tout ! > !1, l�opérateur Q! �H admet un inverse borné et

(Q! �H)�1

L(X) 6 Cp

!
:

Lemme 3.2 On suppose (3.3) et (3.5). Alors, il existe !2 > !1 tel que pour tout ! > !2,
l�opérateur

�! = (Q! �H) + e2Q! (Q! +H) ;
de domaine

D (�!) = D (Q!) \D (H) = D (Q!) ;
est inversible et a un inverse borné tel que

��1! = (Q�H)�1 (I +W ) ; (3.6)

où
W 2 L (X) et W (X) �

\
k2Nnf0g

D(Qk!):

Preuve. On a

�! =
�
I � e2Q!

�
(Q! �H) + 2Q!e2Q!

=
�
I � e2Q!

� h
I + 2

�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q! (Q! �H)�1
i
(Q! �H)

=
�
I � e2Q!

�
(I + T!) (Q! �H) ;

où
T! = 2

�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q! (Q! �H)�1 :
On peut écrire

kT!kL(X) = k 2
�
I � e2Q!

��1
Q!e

2Q! (Q! �H)�1 kL(X)
6 2 k

�
I � e2Q!

��1 kL(X)k Q!e2Q! kL(X)k (Q! �H)�1 kL(X)
6 2

1� ke2Q!kL(X)
k Q!e2Q! kL(X)k (Q! �H)�1 kL(X);



21

Il existe des constantes K0; K1 et c0 positives (qui ne dépendent pas de ! ) telles que

k Q!e2Q! kL(X)6 K0e
�2c0

p
! et k e2Q! kL(X)6 K1e

�2c0
p
!;

(voir [5], p. 103), on obtient

kT!kL(X) 6
2CK1

!1=2
�
1�K0e�2c0

p
!
�e�2c0p!:

Alors, Il existe !2 > !1 tel que pour tout ! > !2, on a
2CK1

!1=2
�
1�K0e�2c0

p
!
�e�2c0p! < 1;

ce qui implique que I + T! est un opérteur inversible. Donc

��1! = (Q! �H)�1 (I + T!)�1 (I + S!)�1

= (Q! �H)�1
�
I � T! (I + T!)�1

� �
I � S! (I + S!)�1

�
;

où 8><>:
T! = 2e

2Q!
�
I � e2Q!

��1
Q! (Q! �H)�1 2 L (X) ;

S! = �e2Q! 2 L (X) et
T! (X) ; S! (X) �

T
k2Nnf0g

D(Qk!):

3.1 Résultat principal

Theorem 3.1 On suppose (3.2)�(3.5). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1: Alors, il existe
!� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. Le Problème (3.1) admet une unique solution classique u, c�est-à-dire

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ; 1 < p <1;

u(0) 2 D (H) et u véri�ant le Problème (3.1) avec u donnée par (2.16)
2.

��1! d0; u1 2 (D(A); X) 1
2p
;p; 1 < p <1;

où
�! = (Q! �H) + (Q! +H) e2Q! :

3.2 Exemple

Soit X = L2(
) avec 
 =]0; 1[ est un ouvert régulier borné de R, qui est un espace de
type UMD. On dé�nit les opérateurs Q! et H par :8<:

D(Q!) = D(H) = f' 2 W 2;p(]0; 1[) : ' (0) = ' (1) = 0g ;
(Q!') (y) = '

00 (y) + a (y)'0 (y)�
p
!' (y) ; y 2 (0; 1) ;

(H') (y) = �'00 (y) ; y 2 (0; 1) ;
(3.7)
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où ! un réel positif assez grand et

a 2 C2 ([0; 1]) avec a (0) = a (1) = 0:

On a

D(Q2!)

= f' 2 D(Q!) : Q!' 2 D(Q!)g
=

�
' 2 W 2;p(
) : '00 + a'0 �

p
!' 2 W 2;p(
) et '00 (�) + a (�)'0 (�)�

p
!' (�) = 0; � 2 f0; 1g

	
=

�
' 2 W 2;p(
) : '00 + a'0 2 W 2;p(
) et '00 (�) + a (�)'0 (�)�

p
!' (�) = 0; � 2 f0; 1g

	
=

�
' 2 W 3;p(
) : '00 + a'0 2 W 2;p(
); '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
=

�
' 2 W 3;p(
) : '00 2 W 2;p(
); '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
=

�
' 2 W 4;p(
) : '00 (0) = '00 (1) = ' (0) = ' (1) = 0

	
;

Toutes les hypothèses sont véri�ées, donc tous les résultats obtenus pour ! positif assez
grand, s�appliquent au problème concret8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� @

4u

@y4
(x; y)� 2a (y) @

3u

@y3
(x; y)� (a2 (y) + 2a0 (y)� 2

p
!)
@2u

@y2
(x; y)

�a (y) (a0 (y)� 2
p
!)
@u

@y
(x; y)� !u(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 (0; 1)2;

u(x; 0) = u(x; 1) = 0; x 2 (0; 1);
@2u

@y2
(x; 0) =

@2u

@y2
(x; 1) = 0; x 2 (0; 1);

@u

@x
(0; y)� @

2u

@y2
(0; y) = d0 (y) ; y 2 (0; 1);

u(1; y) = u1 (y) ; y 2 (0; 1);

(3.8)

La proposition suivante donne l�existence et l�unicité de la solution de ce problème

Proposition 3.1 Soit f 2 Lp (0; 1;L2 (]0; 1[)) avec 1 < p < +1: Alors, pour ! > 0, les
deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (3.8) admet une unique solution classique u:

2. u1; ��1! d0 2 (W 4;p(]0; 1[); L2(]0; 1[)) 1
2p
;p; 1 < p <1:
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Résumé

Ce travail est consacré à l�étude des équations di¤érentielles opérationnelles du second
ordre de type elliptique, dans un cadre non commutatif :

u00(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) : (1)

Les conditions aux limites considérées dans ce travail sont :

1. Les conditions aux limites de type Robin généralisé :�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach com-
plexe, ne commutant pas au sens des résolvantes, u0, u1, u0;1 et d0 2 X et ! > 0. Notre
étude se fera dans un espace de Banach de géométrie di¤érente, lorsque le second
membre f appartient à classe suivante :

Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1 :

On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution des Pro-
blèmes (1)-(2)
Mots clés : Equations di¤érentielles opérationnelles du second ordre de type elliptique,

cadre non commutatif, semi-groupes analytiques, régularité maximale, espace UMD, espaces
d�interpolation.

Abstract

This work is devoted to the study of the operational di¤erential equations of the second
order of elliptic type in non-commutative framework :

u00(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) : (1)

the abstract boundary conditions of Robin�s type�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)
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where A and H are closed linear operators in a complex Banach space X, u0 and d0 2 X
and ! > 0.

f 2 LP ([0; 1] ; X) with 0 < � < 1 .

We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the solution classical to
Problems (1)-(2).
Keywords : second-order abstract elliptic di¤erential equations, non-commutative case,

analytic semi-group, maximal regularity, UMD space, interpolation spaces.


