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Introduction

0.1 Objectif principal de ce mémoire

Les problémes aux limites que 1'on se propose d’étudier ici, consistent en 1’équation
différentielle

u'(z) + Au(z) — wu (x) = f(2), z e (0,1), (1)

munie de conditions aux limites de type Robin généralisé :

{10~ 10) = @

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines respectifs D(A)
et D(H), ug, et do sont des éléments donnés dans X et w est un parameétre spectral positif.
Notre étude se fera lorsque le second membre f appartient a

LP(0,1; X) avec 1 < p < o0,

On s’intéressera a l’existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution classique
pour les Problémes (1)-(2) sous des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité des
données ug, dy et f. Pour des raisons de commodité, on va traiter I’équation (1) avec la
notation

A, =A—wl, w>0.

Le premier chapitre est détudié aux rappels d’usage sur les outils mathématiques
utilisés dans cette mémoire.

Le deuxiéme et le troisiéme chapitre sont consacré a la construction d’une formule
de représentation de la solution grace a un raisonnement heuristique en supposant 1’existence
d’une solution vérifiant la régularité optimale.

Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif. On
suppose qu'il existe une solution u au Probléme (1)-(2) et on remplace la fonction f et uq, dy
dans la solution du cas commutatif par uj, dj et f*et pour obtenir la représentation finale
de la solution u de notre cas il faudra trouver ces inconnus sous les hypothéses suivantes :

X est un espace U.M.D, (3)

et qu’il existe un réel positif fixé wy tel que les opérateurs linéaires fermés A, et H vérifient

{EIC’O>O:Vw2w0, [0, +00[ C p(As), n
et sup ||\ (A < Cy, 4
A>Ig [A( Hc(X) 0
et
30 4 G]O w[,3C > 1,Vw >w0,Vs€R
(—AL)™ € £(X) et H Al < cetan, (5)
L(X)
ainsi que

Jv €]0, [EIC>0 Vu > 0,Vw > wy, D(A,) C D(H)

C 6
ot |1# (A = 1D) ey < o am )



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs :

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés
Soient X, Y et Z des espaces de Banach.

Definition 1.1 On dit qu’un opérateur A, définie de X dans Y est borné si

D (A) =X etsup [|AE] < oo.

lel<1
Definition 1.2 On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A)={AeC:(A—A) est inversible dans L(X)}.
Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si A € p(A) on définit Ry (A) la résolvante de A au point A par
Ry (A) = (A= )",
2. 0(A) =C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o (A) est appelé valeur

spectrale de A.

1.1.2 Opérateurs linéaires

Definition 1.3 Soient A: D(A) C X — Y et B: D(B) — Z deux opérateurs linéaires.
On peut définir l'opérateur BA par

{ D(BA)={xe D(A), Ax € D(B)},
(BA)z = B (Ax), r € D(BA).

Si A est injectif, on peut définir Uinverse de A, noté A=Y, par :

A"V A(D(A) —  D(A)
y —



1.1.3 Opérateurs linéaires fermés

Definition 1.4 Un opérateur linéaire A : D (A) C X — Y est dit fermé si et seulement s,
pour toute suite (v,,), .y € D (A) telle que

T, — x, dans X

n—-+o0o

Ax, — vy, dans,

n—-+o00
onax e D(A) et Ax =y.

Proposition 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors Uapplication Ry : A €
p(A) — Ry (A) = (A= X)"" est analytique sur p(A).

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

Definition 1.5 Soit {G (t)},5, une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0) = Ix,

2. Vs, t e RT G(t+s)=G ()G (s).

Lorsque la famille {G (t)}, est définie pour ¢ € R et que la deuxiéme propriété est vérifiée
pour tout s, ¢t de R on dira qu’on a un groupe.

1.2.1 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Definition 1.6 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G (t)},5,, L'opérateur
A défini par
_ e Gh)e—v
D(A) = {gp € X: hli%lJr — existe p
G (h) g —
Ap = lim —( ) —¥

D(A).
h—0t h ’ v e <)

D (A) est non vide (0 € D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X. A est linéaire de
D (A) dans X.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < a < g le secteur
Yo :={2€C\{0}:|argz| < a}.

Definition 1.7 Soit 0 < a < g Une famille {G (2)},cy,. d’éléments de L(X) forme un

semi-groupe analytique de type o dans X, un espace de Banach compleze, si elle vérifie les
conditions suivantes :

1. G(0) =1,



2.V 21,20 € Xy, tel que 21 + 20 € X, G (21 + 22) = G (21) G (22),
3. Va >0, Vr € X, 1i1% G(2)r ==,

ZEE&
4. Dapplication z — G (z) est holomorphe sur %,.

1.3 Les espaces d’interpolation

Soit X un espace de Banach. On désigne par LF (R, ; X) avec p € [1,+o0], espace de
Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout ¢ € R, et telles que

([ i) =

Definition 1.8 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine

L2Ryx) < TOO-

D(A) C X,
munt de sa norme du graphe :
Vae DA, |zlpa) = el + Az] k-
On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard [6].
Da(0,p) = (D(A), X) g,

oup € [1,+00] et 0 <0 < 1.
1.4 Les espaces sobolev
Soient a < b finis ou infinis, & € N\ {0} et p € [1, +00]. On définit pour p € [1, +o00|
b
LP ((a,b); X) = {f mesurable de (a,b) vers X avec / |f(2)]P dx < oo} ,
et pour p = +00

Lr ((a’ b) ; X)

z€(a,b)

= {f mesurable de (a,b) vers X et 3C' > 0: sup |f(z)| < C p.p sur (a,b)} :

1.5 Les espaces UMD

On considére un espace de Banach X.



Definition 1.9 Pour ¢ €]0,1[ et p €]1,4+00[, on définit l'opérateur
H. € L(LP (R; X)),
par

™ S

Ve’ (R, X), (H.f) (x):l/<| s mds, p.p. x €R,

Definition 1.10 X est appelé espace UMD ( Unconditional Martingale Differences), s’il
existe p €]1,400] tel que

Vfe LP(R; X), lim H.f eziste dans LP (R; X). (1.1)

e—0t
Dans ce cas, ’application

H: [P(R;X) — LP (R; X)
f — Hf=ImH.f,

est un élément de L(LP (R; X)), appelé la transformée de Hilbert sur LP (R; X).

1.6 Quelques résultats avec les espaces de Lp

Lemme 1.1 Supposons que U’hypothése (4) est réalisée et soient B un générateur infinitési-
mal de semi-groupe analytique (€'P);>0, ¢ € X, p € ]1,+00[, on a

1. eBpe”(0,1,X),

2. BreBp e LP(0,1,X) si et seulement si p € (D (B"),X) 1

np P

Lemme 1.2 Soit f € L”(0,1,X),1 < p < 400. Sous les hypothéses (3), (4) et (5), nous
avons

1.
x— Lz, f)= Q/e(”_s)Qf(s) ds € LP(0,1,X).
0
2.
1
r—L(1—z f(l1-.)= Qw/e(sx)Qf(s)ds € L”(0,1,X).
3. ,
r— L(z, f) = Q/e(HS)Qf(s)ds € LP(0,1,X).
0
4.
1 1
| eers, [ (s)as e (DQ).X)y, = (D(A). )y,
0 P 2p ' 2

0



Chapitre 2

Equations différentielles
opérationnelles avec des C-L de type
Robin généralisé : cas non commutatif
sur les espaces L*

Notre but dans ce chapitre est d’étudier, dans un cadre non commutatif, I’équation
différentielle opérationnelle elliptique du second ordre :

u"(z) + Au(z) = f(z), x€(0,1), (2.1)
munie des conditions aux limites de type Robin généralisé

(L 22

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X, f €
L¥(0,1;X) avec 1 < p < o0; dy, u; sont des éléments donnés dans X. On s’intéresse &
I'existence, 'unicité et la régularité maximale d’une solution classique du Probléme (2.1)-
(2.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ we W (0,1;X)NLP(0,1;D(A)),
u(0) € D (H),

et u satisfait le Probleme (2.1)-(2.2).
2.1 Les hypothéses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (2.3)

{ A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0,4+00[ C p(A) et
sup |[|A (A= AI)"! < 400, (2.4)
A;g H ( ) Hc(x)

10
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cette hypothése implique que

Q = - <_A)1/2 )
existe et génére un semi-groupe analytique (e‘”Q)x>0 (voir A. V. Balakrishnan [1]).
304 €]0,7[,3C > 1:V¥s € R, (—A)" € L(X)
L(X)
on dit dans ce cas que A est BI P (Bounded Imaginary Power).
On suppose également
H est un opérateur linéaire fermé dans X, (2.6)
N D (4*) c D(H), (2.7)
k=1
@ + H est inversible, (2.8)
0€p(A) et0ep(ll), (2.9)

o {Az(Q—H>+eQQ(Q+H),
II=(Q—-H)+(Q+H)e*.

Notons que, dans le cas commutatif, les opérateurs A et I coincident sur le domaine D (Q) N
D (H).

Remarque 2.1 Sous les hypothéses (2.4) et (2.7) on a

AV = (Qu—-H)'U+T,)  (I+S,)7"
— Qu-H) " (I-T,(I+T) ™ (IS, (T+5,)7"),

ou
T, = 2¢*% (I — e?Qw)—l Q. (Q,—H) 'eL(X),
S, =—e"% € L(X) et
T, (X),S.(X)c N D@L,
keN\{0}

Voir ( M. Kaid et K. Ould Melha [7] ).

2.2 Représentation de la solution

La formule de représentation trouvée, quand () et H commutent au sens des résolvantes,
est écrite sous la forme :
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u(r) = (eﬂﬁQ _ 6(2—96)@) A Ydy 4+ (109,
+ (€79 = eI Q7N (Q + H) A Qe%uy

1

—l—%emQQ_l (Q+ H) A_l/ (eSQ — 6(2_S)Q) f(s)ds
0

1
~52 Q@+ M)A [ (2 - e99) £ (5)ds
0

1

T 1
Q1 / 199 f (5) ds + %Q‘l / @=L f (s)ds + %Q‘l / et f (5) ds

0 0

_ el

2

La formule de représentation précédente pourra s’écrire sous la forme suivante
u(z) = T(z)Atdy + 1%,
+T(2)Q™" (Q + H) A' Qe uy
1

+%T( Q™ Q+HA1/T (2.10)
=L () + 1 (2) + T (2),

ou )
T(z) = e — 6(2 z)Q

__Q / T— s)Qf

T) = iQ_lfe(s_””)Qf (s)ds

\
En remplacant la fonction f et les données wuy, dy dans (2.10) par f*, uj et dj, on trouve
pour presque tout = € (0,1)

w(z) = T(z)Atd;+ e 29y
+T(2)Q " (Q + H) A 'Qe%u

1

T@Q Q@+ H) A / T(s) /" (s) ds (2.11)
—e17R (1) + I (z) + J(x).

Le but est de déterminer les inconnus uj, d et f*en utilisant les conditions aux limites (2.2).

2.2.1 Le calcul de uj :
Notons que T'(1) = 0, alors pour x = 1, on obtient

u(l)=uy—1(1)+1(1),
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il s’ensuit que

2.2.2 Le calcul de dj :

Par un calcul analogue, pour x = 0, on obtient
w(0) = T(O)A'd, + %y
+T(0)Q™ 1 (Q + H) A Qe®uy
1
1
T (Q+ H)A [T()f (5)ds
0
—e@T (1) + J(0).
Le fait que T'(0) = I — 2@, la formule précédente peut étre écrite sous la forme suivante
u(0) = TO)A'd} (2.12)
+Q7! [A + (] — GQQ) (Q + H)] A 1Qe%uy
1
1
—!—5@_1 [A + ([ — eQQ) (@ + H)} A_l/T(s)f* (s)ds.

0

On a
A+ (I-€e*)(Q+H) (2.13)
(Q—H)+e*%(Q+H)+(Q+H) - (Q+H)
2Q,

en introduisant (2.13) dans la formule de (2.12), on trouve
1
u (0) = T(O)A™'d} 4+ 201 Qe%uy + Al/T(s)f* (s)ds.
0

On remarque que ce dernier terme appartient & D(H), en appliquant 'opérateur H a u (0),
il s’ensuit
Hu(0) = HT(0)A'd)+2HA'Qe%uy (2.14)
1
+HA / T(s)f* (s) ds.
0
En dérivant la fonction u, on trouve pour presque tout x € (0, 1)

u(z) = Q"+ e M) AT — Qe My,

+ (emQ + 6(2_95)@) (Q@+ H) A_lQeQul
1

5 (049 Q@ YA [T f () ds

+Qer R (1) + QI (z) — QJ(z).
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Pour x = 0, on obtient
W (0) = Q(I+e*?)Ady— Qeuy
+ (4 +

eQQ) (Q + H) A Qe%u,y

La formule précédente peut s’écrire sous la forme

u' (0)
= QI+ ezQ) Ay + [(1+ ezQ) (Q+ H) — A A1 Qeu,

1

FL[(+ ) @+ H) - A A / T(s)f* (s) ds,

on a

(I+e*?)(Q+H)—A
= (Q+H)+e?(Q+H)—(Q—H)—e*(Q+H)
= 2H,

ce qui donne
W (0) = QI +e?) A dy+2HA Qe (2.15)

+HA / T(s)f* (s) ds.

On exploite les conditions aux limites (2.2), on trouve

u' (0) — Hu (0)

= QI+ Ay +2HA Qe + HA™! / T(s)f*(s)ds
0

1
—H (I — ) Ay — 2HA ' Qeuy — HA_l/T(s)f* (s)ds,
0

ce qui donne

W (0)— Hu(0) = [Q(I+€*)—H(I—-e*)]A'd;
= (Q-H+(Q+H)*) A 'd;
= TIA"'d}
= do,
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ou

I=Q—-H+(Q+ H)e*,

et grace au Lemme 2.4, on déduit alors

d;; == AHildo.

2.2.3 Le calcul de f*:
En dérivant deux fois la fonction u donnée par la formule (2.11), on trouve pour presque
tout = € (0,1)
W (z) = Q*(x)A7d + 199y
+Q*T(2)Q ™1 (Q + H) A1 Qe%;

1

SQT@Q Q@+ A [T()f (5)ds
QI (1) + QT (1) + Q) + 1 (2)
= Qu(x)+ [ (w),

et le fait que

A= _QQ’

et
u’ (z) + Au(z) = f (2),

on obtient alors, pour presque tout z € (0, 1)
fr(@) = f(z).

Finalement, en remplagant u}, df et f* par leur expression dans la formule (2.11), on trouve
pour presque tout z € (0,1)

u(z) = T(x)I d+ e %%,
+T (2) Q7 (Q + H) A 'Qeuy
ST QT Q+MAT [T()f (5)ds (2.16)

—e QT (1) + 1 () + J ().

2.3 Reégularité de la solution

Soit
T(z) = €@ — 220

J

donc, la formule (2.16) peut étre écrite comme suit



16

u(.) = S(.,do,ur, f) + R(., do, us, f),
ou S(.,doy,u1, f) est la partie singuliére donnée par

S(.,do, ur, f) = Si(. do,wr) + Sa(., f),
avec, pour presque tout x € (0,1)

Sy (z, do, uy) = eI 1dy + 17209y, |

et

1

Sief) = 3¢9 Q@+ AT [T()F (5)ds

0
+e™Q7N (Q + H) A'QeCu,y
—%e(lx)QI(l) + I(z) + J(z),

et R(.,do,u1, f) est la partie réguliére donnée, pour presque tout = € (0,1), par

R(x,do,ur, f) = —e®2Q71(Q + H)A'Qe%uy

1
1
Qg — 56(27‘1")@@*1 (Q+ H) Al/T(s)f (s)ds,
0

Lemme 2.1 On suppose (2.4) et (2.7). Soient dy,uy € X et
ferr0,1;X),1<p< 0.

Alors, on a

AR(7 dOa U, .f) S Lp(oa L; X)
Preuve. En utilisant 2.20 ona
AR(7 d07 Uy, f) = _Ae(Zi.)QQil(Q + H)AilQeQul

1
1

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

~ACRIdy — S A RQHQ + A [T(5)e5 s (s)ds.

0

[ ]
Il est claire que

(2@ = (Qp(1-)Q

en plus
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Vo e X, e ene_ D(QY),

on peut alors, verifier faculement que loperateur AR(-,dy,u1, f) peut etre écrit sous
forme d’une somme des termes

6(17')QA€QPj€j, j=1,..3.

Ou (P;);=1,3 sont des opérateur bornees et les autres terme (¢;);—1,3 sont des élement de
X.

Lemme 2.2 On suppose (2.4)~(2.7). Soit u; € X et
ferr0,1;X),1<p< 0.

Alors, on a
ASs(., f) € LP(0,1; X),1 < p < o0.

Preuve. On a

1

A f) = 5 QeQ+ M [T(s)p(s)ds
_QemQ(Q+H)A—1Q6Q;

Qr-r ) - 1) - @),

[ ]
d’ou, d’aprés le lemme (1.2), on écrit la formule précédente sous la forme

ASy(z, f)
_ _71@%@(@ +H)A! / T(s)f(s)ds

—Qe™RRFH AL @y,
1 1 1
+S QIR — L, f) = L0 =2, f(1- 1)),

ou

1

JTr)s € D@, x)y, 1< <p,
I(1) = %Ql/e(ls)Qf(s)ds € (D(A4),X) € (D(4), X) 1,

et



18

L(,f)—L(1—- f(1=4))el’0,1;X) 1<oo<p.

En utilisant le lemme (2.3), on obtient

1
@+ WA [T(s)1(s)ds € (D(@). X)
0
et, d’'une autre part on a

e?Qui € (D(Q), X)

1 < oo <p,

1
p’p

on déduit alors

(Q@+ H)A™'Qe%; € (D(Q), X) 2

P>

en vertu de P'assertion 2. du lemme (1.1) on conclut que ASy(., f) € LP(0,1; X), 1 < 00 <

, 1 <oo<p,

2.4 Reésultat principal

Theorem 2.1 On suppose (2.4)~(2.7). Soit f € L (0,1;X), 1 < p < oco. Alors, les deux

assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Le Probléme (2.1)-(2.2) admet une unique solution classique u, c’est-a-dire
we W (0,1; X)NLP(0,1; D (A), 1 <p < oo,

uw(0) € D (H) et u vérifiant le Probléme (2.1)-(2.2) avec u donnée par (2.16)

T 'dy, u; € (D(A), X) 1<p<oo,

2P’
o
M= (Q—-H)+(Q+H)e*.



Chapitre 3

Probléme de type Robin avec un
parameétre spectral

On s’intéresse cette fois-ci, au Probleme de Robin généralisé suivant :

u'(z) + Au(z) — wu(z) = f(x), =€ (0,1)
u'(0) — Hu(0) = dy (3.1)
u(1l) = uq,

ou A, H des opérateurs linéaires fermés ne commutent pas au sens des résolvantes,
f € LP(0,1;X) avec 1 < p < 00; dy, up sont des éléments donnés dans un espace de
Banach complexe X et w est un réel positif assez grand.

On s’intéresse a ’existence, I'unicité et la régularité maximale d’une solution classique
du Probléme (3.1), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ we WP (0,1;X)NLP(0,1;D(A)),
u(0) € D(H),

et u satisfait le Probleme (3.1).
Pour des raisons de commodité, on va traiter Probléme (3.1) avec la notation

A, =A—wl, w>N0.

3.0.1 Les hypothéses

On suppose que
X est un espace de type UMD, (3.2)

et qu’il existe un réel positif fixé wg tel que :

sup ||A (Awy — M)~ < 400, (3.3)

{ Ay, est un opérateur linéaire fermé X, [0, 400 C p(A,,) et
A>0

1
HL(X)

cette hypothése implique que
Quo = — (_Awo)1/2 )

19
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existe et génére un semi-groupe analytique (e”@) voir A. V. Balakrishnan [1]).

x>0 (

304, €]0,7[,3C >1,¥s € R, (—A,,)" € L(X)
et ’ (_Aw())is < CQGAMD‘S‘a (34)
L(X)
on dit, dans ce cas, que A, est BIP (Bounded Imaginary Power).
v €]0, 5[, Yw > wp, IC > 0:Vu > 0,D(A,) C D (H)
_ 3.5)

et ||H (A, — pul) ! < — (

H HLZ(X) o +M|1/2+u

3.0.2 Conséquences des hypothéses

Lemme 3.1 On suppose (3.3). Alors, il existe deuz constantes C' > 0 et wy > wy, tels que
pour tout w > wy, opérateur Q, £ H admet un inverse borné et

. C
Qo H) gy < =

Lemme 3.2 On suppose (3.3) et (3.5). Alors, il existe wy > wy tel que pour tout w > wa,

["opérateur
Aw = (Qw _H) +€2Qw (Qw+H)7

de domaine
D(Ay) =D (Qu)ND(H)=D(Qu),

est inversible et a un inverse borné tel que
AT = Q- H) (I +W), (3.6)

ol
WeL(X)eWX)c (] D@L
keN\{0}

Preuve. On a
Ao = (I— ™) (Qu— H) +2Que*
= (=) [T+2(1 - )7 Que™ (Qu - H) | (Qu — H)
= (I-)(I+T,)(Q.—H),

ou
T, =2 (1 — %) 7' Que®@ (Qu — H) .

On peut écrire

—1 _
ITullpy = 12(7 =€) Que®® (Qu—H) ™' lewx)
71 _
< 20 (=€) ool Que®@ ol (Qu — H) ™ leex
2 _
< | Que®® ol (Qu — H) ™ lex),

1—- ||€2Q”||5(X)
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[ ]
Il existe des constantes Ky, K et c¢g positives (qui ne dépendent pas de w ) telles que

| Quet ey Koe ¥ et || 2% o< Kue 0%,

(voir [5], p. 103), on obtient

20K, 9
< —2e0v,
||Tw“E(X) = ol/2 (1 _ K0€—2co\/o?) €
Alors, Il existe ws > wy tel que pour tout w > ws, on a

20K,
wl/2 (1 — Koe—QCO\/G)

e 200V 1,

ce qui implique que [ + T}, est un opérteur inversible. Donc

A = (Qu—H)'(I+T) T+ 8,)7"
= Qu-H) '"(I-T,(0+T,) Y (I-S,(I+8.)7"),
ou
Tw = 2€2Qw (I - €2Qw)71 Qw (Qw - H)il €L (X) ’
S, =—¢e* e L(X) et

T, (X), 5. (X) C ) NQ{O}D(Qii)-

3.1 Reésultat principal
Theorem 3.1 On suppose (3.2)~(3.5). Soit f € LP(0,1;X), 1 < p < oco. Alors, il existe
w* > wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Probléme (3.1) admet une unique solution classique u, c’est-a-dire
u € WP (0,1; X)NLP(0,1; D (A)), 1<p< oo,

u(0) € D (H) et u vérifiant le Probléme (3.1) avec u donnée par (2.16)

I 'dy, uy € (D(A), X) 1 <p< oo,

ol
Hw = (Qw - H) + (Qw +H>€2Qw'

3.2 Exemple

Soit X = L?(Q) avec Q =]0, 1] est un ouvert régulier borné de R, qui est un espace de
type UM D. On définit les opérateurs (), et H par :

D(Qu) = D(H) = {p € W??(]0,1[) : ¢ (0) = ¢ (1) = 0},
(Que) (y) =¢" (y) +ay) ¢ (y) — Vwe (y), y e (0,1), (3.7)
(He) (v) = —¢" (y), y € (0,1),
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ol w un réel positif assez grand et

a € C*([0,1]) avec a(0) =a(1)=0.

(Q): ¢ +ayp’ —Vwp e WP(Q) et 9" (§) +a (&) ¢ (§) — Vwp(§) =0, £€{0,1}}
(Q): " +ap' e WP(Q) et ¢ () +a(§) ' (€) = Vwp (§) =0, &e{0,1}}
= {eeW™(Q): ¢"+ap’ e W(Q), ¢"(0)=¢"(1) 0}
(€2)
(Q)

L e WPP(Q),  @"(0)=¢" (1) =¢(0
: " (0)=¢" (1) =¢(0) = ¢ (1) =0},

Toutes les hypothéses sont vérifiées, donc tous les résultats obtenus pour w positif assez
grand, s’appliquent au probléme concret

() - g—ﬂu,w ~2a(y) g—ﬁmw — (a* (y) + 24 (3) — 2V/) g_ygwx,y)

—a(y) (d' (y) — 2y/w) ?(% y) —wu(r,y) = f(z,y), (,y) € (0,1)%

15(232 0) = u(xa,Zlg =0, z€(0,1), (3.8)
8_y2(x’0) = a—yz(m, 1)=0, x¢€(0,1),

ou 0%u

520~ a—yQ(an) =do(y), ye(0,1),
L u(Ly) =u(y), ye(01),

La proposition suivante donne ’existence et 1'unicité de la solution de ce probléme
Proposition 3.1 Soit f € L?(0,1; L*(]0,1])) avec 1 < p < +o0o. Alors, pour w > 0, les
deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléme (3.8) admet une unique solution classique u.
2.y, Ity € (WHP(]0, 1)), L2(J0,1[) L, 1 < p < o0
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Résumé

Ce travail est consacré a ’étude des équations différentielles opérationnelles du second
ordre de type elliptique, dans un cadre non commutatif :

u'(x) + Au(r) — wu (v) = f(z), z € (0,1). (1)
Les conditions aux limites considérées dans ce travail sont :
1. Les conditions aux limites de type Robin généralisé :

{102 0= o @

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach com-
plexe, ne commutant pas au sens des résolvantes, ug, ui, ug; et dg € X et w > 0. Notre
étude se fera dans un espace de Banach de géométrie différente, lorsque le second
membre f appartient & classe suivante :

LP(0,1; X) avec 1 < p < o0 .

On s’intéresse a l'existence, I'unicité et la régularité maximale d’une solution des Pro-
bleémes (1)-(2)

Mots clés : Equations différentielles opérationnelles du second ordre de type elliptique,
cadre non commutatif, semi-groupes analytiques, régularité maximale, espace UMD, espaces
d’interpolation.

Abstract

This work is devoted to the study of the operational differential equations of the second
order of elliptic type in non-commutative framework :

W'(@) + Au(e) —wu (@) = flz),  we (1), 1)
the abstract boundary conditions of Robin’s type

(£~ ) = o @
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where A and H are closed linear operators in a complex Banach space X, ug and dy € X
and w > 0.
feL”(0,1],X) with0o< 6 <1.

We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the solution classical to
Problems (1)-(2).

Keywords : second-order abstract elliptic differential equations, non-commutative case,
analytic semi-group, maximal regularity, UMD space, interpolation spaces.



