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Fésume

Dans ce mémoire, on s'intéresse al’étude le g-analogue des fonctions spéciales (Gamma,
Béta et Zéta) et les fonctions k et g,k-spéciales, ainsi on va donnée des inégalités impli-
quant ces fonctions d’aprés une technique développée par Mercer.

Mots-Clés. Fonction Gamma, Fonction Béta, Fonction Zéta , Fonction g-Gamma, Fonc-
tion g-Béta, Fonction g-Zéta, g-dérivée.......



Introduction

Le g-analogue est une extension utilisée dans plusieurs domaines des mathématiques
et de la physique, comme la théorie des nombres, les polynomes orthogonaux, la com-
binatoire, la théorie quantique et la mécanique, il trouve des applications dans un cer-
tain nombre des domaines, notamment I’étude des mesures fractales et multi-fractales,
et des expressions pour I'entropie des systemes dynamiques chaotiques qui furent intro-
duit dans le travail de Leonhard Euler et furent ensuite étendus par Frank Hilton Jackson.

D’une maniere générale, le g-analogue d'un concept mathématique est une expression
polynomiale dans une variable réelle g qui se réduit a un objet simple et classique situé a
la limite g — 1.

Au début du 20 siecle, le révérend Frank Hilton a beaucoup travaillé sur le g-analogue,
il a donné des définitions plus élémentaires sur le g-calcule [14]. En 1910 Jackson a com-
mencé étude d'un systeme du g-calcule et introduit la notion de g-dérivé, g-intégrale et
q-shift factorielle...

En se référant a 'expression des fonctions spéciales (la fonction Gamma, la fonction Béta
et la fonction Zéta), plusieurs auteurs définissent le g-analogue des fonctions spéciales.
La premiere définition est donnée par Thomae [22] et plus tard par Jackson [13] qui a dé-
finie nouveaux représentation intégrale des g-fonctions spéciales, on réfere le lecteur a
([31, [11], [14], [17]) .

La plupart des mathématiciens s'intéressaient aux les fonctions spéciales, parmi eux Mer-
cer [16] qui a introduit une inégalité impliquant un opérateur linéaire positif agissant sur
la composition de deux fonctions continues. Cette inégalité entraine des nouvelles inéga-
lités impliquant les fonctions spéciales et une grande famille des fonctions transformées
par Mellin (voir [5], [6]). En effet il a considere une application linéaire positive L qui défi-
nie sur un sous-espace C*(I) c C(I), telle que I € [0,a] avec a> 0 ou [0,00] .

il a considéré deux fonctions qui sont strictement croissantes et positives sur C*(I) sa-
chant que

f(x) — 0et g(x) — 0lorsque x — 07,

et puis il a supposé que Jé strictement croissante. Alors la fonction ¢ est définie par

_ L)
P8y

Ainsi, on propose une fonction F définie sur les gammes de f et g telle que les composi-
tions F(f) et F(g) appartiennent chacun a C*(I) tel que

a) F est convexe si

L[F(f)] =L[F($)].



Introduction

b) F est concave si

LF(f)] =L[F(o)].

Donc, nous pouvons étudier pour un plus grand sous-espace C* (I) de C(I),
pour tout a € R, on pose la fonction F(f) = f* est convexe si (a <0 ou o > 1) et concave
si0<ax<l1).
D’ou

L(f%) 2 L(¢%).

Si(a <Ooua >1)et(0< a <1)respectivement.
En remplacant ¢, on trouve

(L))" _ L

L(g*) ~ L{f%
Danslecas (ad <Ooua >1) et (0< a <1) respectivement.
On pose

A%

1)

f(x):xﬁ et g(x):x6 avec, P> 06>0.

Finalement la formule (1) devient

[L(xﬁ)]"‘ > [L(xﬁ)]a si a< ou o>

L) L) 0 ! ®)
L L

L) (e o OTesh )

Ce mémoire se comporte essentiellement de quatres chapitres et d'une conclusion.

Le premier chapitre comporte une partie préliminaire, dans laquelle on rappelle les fonc-
tions spéciales et leurs propriétés, puis nous prouvons certaines inégalités impliquant ces
fonctions par la méthode géométrique qui a été développée par Mercer.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude de la notion de g-analogue et I'introduction
de la définition de g-analogue des fonctions spéciales ainsi leur propriétés, puis on passe
a défini les inégalités de ces fonctions qui sont donné par la technique de Mercer.

Dans les troisieme et quatrieme chapitres, nous présentons quelques définitions fonda-
mentales pour les fonctions k-spéciales et g, k-spéciales qui sont introduit par les cher-
cheurs ([7], [8] , [15] ) et ces applications.

Finalement, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une biblio-
graphie sont données a la fin de ce document.



Chapitre 1

Les Fonctions Spéciales

Dans ce chapitre, on présente les fonctions spéciales (la fonction Gamma, la fonction
Béta et la fonction Zéta) ainsi que leur propriétés (voir [3], [14], [18]).
Dans la deuxieme section, on introduit ses applications par la technique de Mercer [16].

1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1 [18] La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale suivante
+00
I(t) :f x"Ye™*dx, avecRe(t)>0.
0

La définition suivante de la fonction Gamma par produits infinis due a Euler, a un sens
pour les nombres complexes t qui ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.

()= lim in .
=400 t(f+ 1Dueeeeennnnnn. (t+n)
Proposition 1.1 [18] Soit t un nombre complexe tel que Re(t) > 0. Alors
I-
I'(t+1)=tI(e). (1.1)

II- On en déduit que pour toutn € N

I'(n+1)=n! casparticulier, 111)=1.

Preuve.
I- Pour tout Re(f) > 0 et par une intégration par parties, on a

+00 +00
f xte*dx= [xt(—e_x)]go—f tx' " (—e Mdx
0 0
t17(t).

It+1)

II- D’apres un raisonnement par récurrence, on a

I'n+1) (n)'(n)

(Mn-DI'(n-1)

(nMn-1)n-2)1'"(n-2)
(n)!.



2. FONCTION BETA D’EULER

2 Fonction Béta d’Euler
Définition 1.2 [14]La fonction Béta est définie par l'intégrale suivante

1
B(t,s) :f x" 11 -x)"tdx, avec Re(t)>0,Re(s)>0. (1.2)
0

Propriétés 1.1 [14] La fonction Béta vérifie les propriétés suivantes
1- Le lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta est

I I(s)

I(t+5)
2- La fonction Béta est symétrique

B(t,s)=P(s,t), avecRe(t) >0, Re(s) > 0.

B(t,s) = , avec Re(t) >0, Re(s) > 0.

3 Fonction Zéta De Riemann

Définition 1.3 [9] La fonction {(x) de Riemann est une fonction analytique complexe mé-
romorphe définie pour tout nombre complexe s tel queRe(s) > 1, par la série de Riemann

+00 1
((s)=) —, avecRe(s) > 1.
n=11

La fonction zéta de Riemann s'écrit aussi sous forme intégrale, pour Re(s) > 1

1 (' (-lnw!
= du.
‘O = ok 1o
Théoreme 1.1 [9] Le lien entre la fonction Zéta et la fonction Gamma est définie par l'in-

tégrale suivante

dx, Re(s)>1.

UHIT(s) = f x5!
0 e¥—1

Preuve. D’aprés la définition de la fonction Gamma et Zéta on a
+00 F(S)

2

n=1

C(s)I(s)

nS

Posant u = nx, alors
©  u\s—ldu o _
f e ”(—) — = f e x5 ldx.
0 n n 0

Puis d’aprés le théoréme de convergence monotone, on a

+00 oo 1 oo 1 e—x
Yo e™x* dx:f x5 —dx
n=1J0 0 l-e

©o 1
f x5t dx.
0 e*—1

C(s)I1(s)




4. APPLICATIONS

4 Applications

Dans la derniere section, nous établissons des nouvelles inégalités impliquant les fonc-
tions spéciales par la technique de Mercer[16].

4.1 Fonction Gamma

Théoréme 1.2 [16] Soit la fonction f définie par

(7" (1 4]

)= ema +oax)

alors
a) la fonction f est croissante si0 < a <1 sur]0,00] .

b) la fonction f est décroissante sia > 1 sur]0,00] .

Preuve. La fonction Gamma est infiniment différentiable sur [0,o00[ et ses dérivées suc-
cessives sont données par

+00o
vneN, Vx €]0, cof, I'*™ (1) :f x* 1 log(x)]*" e dx.
0

On considere une application linéaire positive L définie sur un sous-espace C*(I) < CI),
par

L(v) :f v(x) [log(x)]*" e *dx.
0
pour tout v dans C* (I), les conditions d’existence et de la convergence de I'intégrale sont

v(x)—{ O(xP) si p> -1 lorsquex — 0
1 0(x®) V¥ & lorsque x — oo.

Alors d’apres les inégalités (2) et (3), on obtient poury > 6 > 0

[rePa+9)]"  [PPa+p)]°

> >1, 1.3)
I°ma+ad)  I'?"Q1+ap) > (
et
[IeMa+8)]" [1@"a+p)]”
< ; 0<a<l. (1.4)
IMa+ad) I +ap)
||
Corollaire 1.1 Pour tout x € [0,1], on obtient
i
L < L0+ 01" < si a=1 (1.5)
IMN+a)~ I'Ml+ax) — - '
ii.
(11 +x)1 1 .
< < si O<ac<l. (1.6)

T IQ4+o0x) " 10+



4. APPLICATIONS

Preuve.

i. On prend n =0 dans I'inégalité (1.3), on trouve

[fa+p)]" _a+8)
I+ap) IQ+ad)’

Posons =1 et § = x, alors pour tout x € [0,1] tel que p > &, on obtient

[1'2)* - (11 + x)1*
INl+a) Id+oax)

D’autre part, on prend f = x et 6 =0, on obtient

[I(1+x)]* - [«
I +ax) ) -

Si a=1, on obtient I'inégalité (1.5).

ii. Duméme principe, on trouve (1.6).

4.2 Fonction Béta
Théoreme 1.3 [16] Soit la fonction f définie pour tout s > 0 par

B [B(1+x,8)]"
B +ax,s)’

f(x)

alors
a) la fonction f est croissante pour tout0 < o <1 sur]0,o0].

b) la fonction f est décroissante pour a > 1 sur]0,00l.

Preuve. Soit la fonction Béta donnée par

1
ﬁ(t,s):f x"t1-x)°1dx, Re(t)>0,Re(s)>0.
0

On définit une application linéaire positive L sur un sous-espace C*(I) < C(I), tel que I =
[0,1] par

1
L(v) :f v(x)1-x)""dx, s>0.
0
Pour tout v dans C* (I) les conditions d’existence et de la convergence de I'intégrale sont

O(xP) si p> -1 lorsquex — 0

v(x) :{ o lorsque x — 1.

On applique les inégalités (2) et (3) pour p > & > 0, on obtient

B+89]" [B(1+p,5)]"

L 1.
pA+ad,s)  P(l1+ap,s) ° o
et
Ba+s 9" [BO+BI 0 (1.8)
Bl+ad,s)  p(L+ap,s)
|



4. APPLICATIONS

Corollaire 1.2 Pour toutx € [0,1] ets>0,0na
i
[mzﬂ“<mu+mwﬁ

a-1 .
P(l+as) PA+ax,s) =[] si az=l. (1.9)

ii.
Pa+x9l [P 9]

< B+ ax,s) _ﬁ(1+0(s) si O0<ac=<l. (1.10)

[f) (1,5)]0(_1

Preuve.
i. OnposeP=1etd=ux,alors pourtout x € [0,1] tel que p > 6, 'inégalité (1.7), devient

B2, 9] 5 [B(1+x,5)]"

) (1.11)
B(l+q,s) B(1+ax,s)
Sion pose p=x et =0, on trouve
(1+x,5)]" o
El————l—<[ﬁﬂﬁﬂ " (1.12)

B+ax,s)
D’apres (1.11), (1.12) et sia = 1, on trouve (1.9). D’ot le résultat.

ii. De la méme méthode, on peut le démontrer (1.10).

4.3 Fonction Zéta

Théoreme 1.4 [16] Soit la fonction f définie par

o= LR+x) T2+ x)]"
Tl2+ax) 2 +ax)’

alors
a) la fonction f est croissante pour tout0 < a < 1 sur]0,00l.
b) la fonction f est décroissante pour a > 1 sur]0,00l.

Preuve. On a pour tout s > 1

Us)I(s) = fmﬁ* !
0

e’*—1

dx.

Soit L une application linéaire positive de C* (I) < C(I) telle que

oo X
L(v) :fo v(x) e dx,

pour tout v dans C*(I)

v(x)—{ O(xP) si p> -1 lorsquex — 0
1 0(x®) V¥ & lorsque x — oo.

Alors d’apres I'inégalité (2) et (3), on obtient pour f > & > 0
2+ 82+ )1 [F2+p)Ee+p)]”

;o a1,
I2+ad){2+ad) I12+aPf)C(2+af)
et
T2+8)L2+8)* [I2+pre+p]”
< ; O<ax1.
I2+ad){2+ad) I2+ap)l2+ap)
| |



Chapitre 2

Les Fonctions q-Spéciales

Dans ce chapitre, on présente des notions de base de g-analogue et on étudie le g-
analogue des fonctions spéciales (la fonction g-Gamma, la fonction gBéta et la fonction
q-Zéta) ainsi que leurs propriétés. Finalement, on termine le chapitre par des applica-
tions.

1 Généralités

Gasper et Rahman [11], Kac et Cheung [14] ont donné les définitions de base de g-
analogue.

Définition 2.1 [14] La g-théorie classique commence par la définition des q-analogues des
entiers positifs par
. 1-q"
im
g—1 1-q
Soit0 < q < 1, on définit le g-analogue de n comme étant [14]

=n.

_ 4N

(nl,= 1_{2 =l+qg+q°+....+q""', necC,

pour tout n € N, le q-shift factorielle est définie par[11]
n-1 ‘
(a;CI)n: H (1_6161 ), n=1,2.....00, (a;q)ozl_
k=0

On peut définir le q-analogue de la factorielle connue sous le nom de q-factorielle, par [11]

n-1 . n-1
[n]q!:H[k]q:(q’—q)"n avec n €N, ol (q;q)n:H(l—qk),
k=0 (1-9) k=0

pour tout n € N et pour tout a, b € C, le g-analogue de la fonction (x — a)” est définie
comme suit [1]

n—1
(x— a)Z = ]E) (x — aqk) , enparticulier (x-— a)?7 =1. 2.1
d'ott
n—1
(a-x)"= ]E) (a—qu). 2.2)

9



1. GENERALITES

[11] On a aussi pour tout n € N*

n-1 (1_6])(;0
(1-4q), = m-

Définition 2.2 [14] La q-différentielle de la fonction f(x) est donnée par

dqf (x)=f(qx)-f ).

Définition 2.3 [14] La q-dérivée de la fonction f(x) est définie par l'expression suivante

dgf () _ [(qx)-f )

D, f(x)= = 2.3)
af (%) dgx (g-1)x
Exemple 2.1 La q-dérivée de la fonction f(x) = x", ot n est un entier positif est
n n n
X)) —x -1
D,x" = (4] _4 x 1= [n]qx”_l. (2.4)

(g-1)x  g-1

Définition 2.4 [14] La q-dérivée du produit de la fonction f (x) et la fonction g(x) est comme
suit

D, (f(x)g@)=f(x)Dyg(x)+g(qx)Dyf (x). (2.5)
Proposition 2.1 [I1] Pour toutentierneta € Cona
I-
Dy(x—a)j=[nlg(x—a); . (2.6)
1I-
D, (a—x)Z:—[n]q(a—qx)Z_l 2.7
Preuve.

I- On raisonne par récurrence, la propriété est vraie pour n =0, car [0], =0 et on sup-
pose qu’elle est vrais pour certain rang m, (i.e)

Dy (x - a);” =[mlg (x— a)Z%l.

On vérifie la propriété pour m + 1, sachant que (x — a)g1+1 =(x-a)y (x—q™a).
En utilisant la dérivée du produit (2.5), on obtient

Dy(x-a))™ = Dy(x-a)) (x—q"a)
= (x—a)g+(qx-q"a)Dy(x-a)y
m—1

= (x—a);”+q(x—q a)[m]q(X—d)qm_l
= (1+glmlg) x-a)y

= [m+ l]q(x—a)gl.
II- D’apres (2.2),pourn=1ona

(a-x)(a-qx)(a-g*x)--(a-q" ")
(a-xq(q " a-x)q* (g *a~x)--q"" (" a-x)
n(n—-1)

-D"q z (x-q"™'a)---(x-q*a)(x-qg 'a)(x-a).

(a—x)g

10



1. GENERALITES

D’ou,
nn-1)

(a-0j = D"q z (x-q"a),. (2.8)

En utilisant la formule (2.8) et la propriété (2.6), on trouve

n(n

zﬁl)Dq (x—qg""'a)’

n
(-1"q .
n(n-1) n—-1

= (-1"q 7 [nlg(x-q""a),

= " DT T (k- g (g7 )

Dq(a—x)g

= —[nlyq"™! (q_la—x)z_1
= - [n]q(a—qx)g_1
u

Définition 2.5 [I] On définit deux q-analogues de la fonction exponentielle respective-
ment par

eézi x" 1 _
molnlg! (1-a- q)x)q
et
X am-n x" 0o
E; = ’;)q 2 [n]q!:(1+(l—q)x)q. (2.9)

Xp—X _
e,E 7 =1
Proposition 2.2 []]
I-
Dgey=e, en particulier eg =1.
1I-
DgE; = EZX en particulier Eg =1.
Preuve.

I- Pour démontrer la premiere propriété, on a besoin d’utiliser la définition (2.3)

Dge, = Z

11



2. FONCTION Q-GAMMA

II- D’apres (2.3) on a

I
18
Q

DyE}

n=0 (nlg! 2 [n]4!
-1
_ ‘iqm—nz(n—m 6[” 1 x"
n=1 [n—114!
00 5y gl
_ Z qn(n2 g x
n=0 [n]q'

Définition 2.6 [12] Soit f (x) une fonction d’'une variable réelle x, la q-intégrale de Jackson
de la fonction f sur |0, a] est donnée par

a [e¢)
fo fwdgx = (1-q)a)_ f(aq")q".
n=0
Définition 2.7 [12] La q-intégrale de Jackson de la fonction f sur [0,00] est définie par
[ rwde = 1-q) ¥ rlan)a"

n=—0o0

Proposition 2.3 [1] Soient f (x) et g(x) deux fonctions q-dérivables sur[a, b], la q-intégration
par parties est définie par

b b
fg(x)qu(x)dqx = f(b)g(b)—f(a)g(a)—f f(qx)Dgg (x)dgx. (2.10)

2 Fonction g-Gamma

Définition 2.8 [14] La fonction q-Gamma notée I'; est définie par

(1-q);"

—
Tyn=——0q

(1—q) 7 >0 (2.11)

Elle admet aussi une représentation q-intégrale
1
ryo=[" "B "d
a(0= | X g dgx.

Propriétés 2.1 [14] Les propriétés de la fonction q-Gamma sont

1-
2-
Pour toutneN [;(n+1)=[nly!. Enparticulier I';(1) =1.
Preuve.

12



3. FONCTION Q-BETA

1- On applique (2.11) puis (2.1), on trouve

t

(1-4),

Iy(t+1)

1-q) A-q)'!
(141 4(1).

2- D’apres un raisonnement par récurrence, on a

Iyn+1) = [nlgly(n)
[nlgln—-11414(n-1)

(nlgln—1lgln—214T (n—2)

[n]4.

3 Fonction g-Béta

Définition 2.9 [14] La fonction q-Béta est définie par l'intégrale suivante

1
ﬁq(r,s):f xf‘l(l—qx);‘ldqx, t,s>0. (2.12)
0

Propriétés 2.2 [14]
1- Sit >0 et n un entier positif, on a

(1-q)(1-q);"
(1-q");

(2.13)

ﬁq(ty n) =

2- pourtoutt,s>0,o0na
(1-q)(1-a)7 (1-q"™)7
(0,0 o0
(1-q), (1-a°),

Bqy(t,s)= (2.14)
Preuve.

1- Tout d’abord en utilisant la propriété (2.7) et une g-intégration par partie (2.10).
Alors pour tout £, s > 0 ona

1
fo x(1- qx)‘:’_1 dgx

1
_ ¢
= _[S]qfo X Dq(l—x)qux

By (t+1,5)

1

1
- 11— ax)
= [S]qfo Dgx'(1-gx), dgx,

13



3. FONCTION Q-BETA

et par conséquent,

[t]4
Bgt+1,8) = —Py(r,s+1). (2.15)
[slq

D’autre part, en utilisant la propriété (2.1), alors on a
1
Bg(t,n+1) = fo - qx)qux
1
_ -1
= fo x! 1(1—q”x)(1—qx)2 dgx
1 1
- f - qx)Z_1 dgx— q”[ x'(1- qx)Z_l dgx.
0 0
D’ou
By(t,n+1) = Pgy(t,n)—q"Pg(t+1,n). (2.16)

Combinant (2.15) et (2.16), on trouve

t
By(t,n+1) ﬁq(t,n)—q”&ﬁq(t,n+l).
(nlg

1-qg"
Wﬁq (t,n).

Alors P4 (¢,n+1) 1

Il est claire que pour tout ¢ > 0 et n un entier positif

1 1
By(t,1) = fx“:—.
0

[t]q
Finalement, on conclut que
(1=g" ") (1-q)
(1-g™ 1) ...(1-q"1) 1y
(1-q)(1-q);"
- .
(1 - qt)q

ﬁq (t) n) =

Pour démontrer la deuxiéme propriété, on va utiliser les deux définitions suivantes

1-9)7
1-¢g)"' = ——L 2.17
(1-4), g (2.17)
1 (=g"")y
- , (2.18)

(1-q9, (-4
On remplace (2.17) et (2.18) dans (2.13), on obtient
1-q)(1-q)7 (1-q™)7
(1-4), (1-4g°),

ﬁq(ty S) =

14



4. FONCTION Q-ZETA

Proposition 2.4 [1] La fonction q-Gamma et la fonction q-Béta sont liées entre elles par
les deux équations suivantes

I-
L,
[’q([):ﬁq(—oot)_
(1-4q)
" I, (0T, ()
_1q q\$
Pq(t,9)= Iy(t+s)
Preuve.

I- D’apres (2.12) et (2.9),0na

1 —qx

1
Bg(t,00) = fxt_l(l—qx)zodqx:fo xt_lE;"dqx.

0

Effectuons le changement de variable x = (1 — g) y, on obtient pour s = co

1
(1 _ q)tﬁlq yt—lE;/QJ’dqy

= (1-q) Iy®.

II- En utilisant (2.17) dans (2.11), on trouve

1-q)%
L= (H ) —- (2.19)
(1-q)  (1-4),
Alors al'aide de (2.14) et (2.19), on obtient
1-q)(1-q); (1-q™*)7 1-q)7
ﬁq(t,S)Fq(t-l—S) = ( )( 00)6]( %) )q tE—s—l )q s
(1-q'); (0-a’)y  (1-q)"" " (1-g™);
) (1-4q)7 (1-4q); (1-q)
(1-a)7 (-4 (1-a)" (1-4°)7
) (1-9)7 (1-aq)7
(1-a)" (-4 (1-a)" (147
|
4 Fonction q-Zéta
[10] Pour tout x > 0, on note
log (x) log (x)
a(x) = - ,
log(q)  llog(q)
[x]4
xlg= gorag)”

15



4. FONCTION Q-ZETA

log(x)
log(q)

Définition 2.10 Le g-analogue de la fonction Zéta de Riemann si E

] est une partie

log(x)
log(q)

entiere de est définie pour s € C par

Cq (s) = i

De plus dans [10], le g-analogue de la fonction classique de Zéta de Riemann tel que
log(1-4)

10g(q) € Z, a une expression intégrale pour tout Re(s) > 1.

]. oo -1
== 7 Zq (D dgt,
Cq (s) Fq (S)](; q()dg

sachant que

X —{nlgt
mm:;% “,
n=

7 ogoLa® (-a'-a""%q)
(_q’ _1; q)oo

telle que

16



5. APPLICATIONS

5 Applications

Dans cette section, nous donnons des nouvelles inégalités impliquant les fonctions
g-spéciales, en utilisant leurs représentations intégrales et une technique développée par

Mercer [16].

Ce type d’'inégalités ont été étudiées par des nombreux auteurs (voir[3], [4], [20], [16]).

5.1 Fonction q-Gamma

Théoreme 2.1 [19] On définit la fonction f par

[rema+ o]

X)=—F7,
J ﬁ;”)(1+ax)

alors
a) la fonction f est croissante si0 < o < 1 sur]0,00]l.

b) la fonction f est décroissante sia > 1 sur]0,00l.

Preuve. La fonction I'; est de classe C* sur [0, 0], sa dérivée niéme est donnée par
1+
™) :f " x' log(x)]*"E, ™ dx, Vx €]0,c0l, VneN.
0
On considere un intervalle I = [0, +q] et L une application dans C*(I)  C(I) tel que

L(v) :fom v(x) [log(x)]*" E, " dyx,

pour tout v dans C*(I), on a

o lorsque x — ——.

{ O(xP) si p> -1 lorsquex — 0
v(x) =
I-q

Alors d’apres les inégalités (2) et (3), on trouve pour f > & > 0

[grase]” [rgrasp]

> a>1,
I$Pa+ad) I +ap)
et
[rena+s)|” [rema+p)
e 1 a8) M1 +ap) P O=ast
q q
]

(2.20)

(2.21)

17



5. APPLICATIONS

Corollaire 2.1 Soit x € [0,1], alors
i
[0 4
1 [+ )] 3
Fq(l +) Fq(l +ox)

si a=1. (2.22)

ii.
[[;(1+x)]° 1
< <
I'y+ax) I+

si O0<asl. (2.23)

Preuve.

i. On applique n =0 dans (2.20), on trouve

[Fq(l+ﬁ)]a< [L,1+8)]°
Iy(1+ap)  IyA+ad)

Ainsi, onposef=1etd=xavec x€ [0,1] et > 6. Alors

1 <[F,,(1+x)]‘x
Iy+a)  I;Q+ax)’

et sion pose f=x et 5=0, alors on trouve

[, 1 +x)]” X
I'y (1+ax) =

Sia=1, onalinégalité (2.22).
ii. De méme facon, on trouve (2.23).

Remarque 2.1 Les résultats prouvés sont des q-analogues de Théoreme précédente, si q =
1, nous obtenons les résultats concernant la fonction Gamma d’Euler.

5.2 Fonction q-Béta

Théoreme 2.2 [19] Pour s > 0, la fonction f est donnée par

B [Bq(1+x,5)]”
- Pg(l+ax,s)’

fx)

alors
a) la fonction f est croissante pour tout0 < o <1 sur]0,o0].

b) la fonction f est décroissante pour a > 1 sur]0,00l.

Preuve. Soit la fonction g-Béta est donnée par l'intégrale suivante

1
- -1
ﬁq(t,s):fo xTH1-gx); dgx,  ts>0.

18



5. APPLICATIONS

On considere un intervalle I = [0, 1] et 'application linéaire positive L sur le sous espace
C*(I) de C(I) donnée par
Vs>0etveC ()

1
-1
L(v) :fo v(x)(1- qx); dgx,
tel que la fonction v(x) vérifie les conditions suivante

b(x) = O(xP) si p> -1 lorsquex — 0
1 O lorsque x — 1.

En utilisant les inégalités (2) et (3), alors pour p > 6 > 0. on obtient

[Bs(1+8,9]" g B4 (1+B,5)]"

1, 2.24
By (1 +ad,s) By (1+ap,s) o .
et
o x
By 148,91 _[Bg(1+P.9)] . o<ax<l. (2.25)
Bg(1+ad,s) ~ By(1+ap,s)
|
Corollaire 2.2 Pour toutx€[0,1] ets>0,ona
i
+ 1+x,5)]"
[ac+ sl Bl 1 o)

ladg [s1g s+ 11GBg (@ s) — Pg(L+ax,s) — [s]5"

ii.

1 [Bg(+x,9)]" o+ 5]y _
pr =< X o si O0<a<l. (2.27)
[s15 Bg(l+ax,s) — lalglslgls+115Pq (o, 9)

Preuve.
i. OnprendpP=1etd=xtelque x€[0,1] et > d. Alors (2.24) devient

[642,9]° b [Bg(1+x,5)]°
Bgl+a,s) Pgl+oax,s)

(2.28)

Maintenant on prend 3 = x et 5 = 0. Alors

[Bq (1+x,9)]"

a-1
By (705, <[Bg, 9], (2.29)

tel que

1
1,8) = —.
Bq (1,9 51,

ﬁq (2’ S) = [S]q—[8+ l]q .

[a

]
By(l+a,s)= 1 By (a,s).
s]q

[+
De (2.28), (2.29), et sia =1 on trouve I'inégalité (2.26).
ii. De méme, on prouve I'inégalité (2.27).

Remarque 2.2 Si g =1, on trouve les inégalités concernant la fonction Béta d’Euler.
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5. APPLICATIONS

5.3 Fonction q-Zéta
Théoreme 2.3 [19] Soit la fonction f définie par

[Tya+x0ga+0]°
ST +ax0) (1 +ax)

fx)

alors
a) la fonction f est croissante pour tout0 < a < 1 sur]0,00l.

b) la fonction f est décroissante pour a > 1 sur]0,00l.

Preuve. Soit la fonction définie pour tout Re(s) > 1 par
Cq (s) Fq (8) :f() x5 Zq (x) dqx,
pour v dans C*(I), on considere donc
o0
L(v) :f v(X)Zg(x)dgx,
0

tel que

v(x)—{ O(xP) si p> -1 lorsquex — 0
1 0(x®) V¥ & lorsque x — oo.

Ainsi on applique les inégalités (2) et (3), on trouve pour f > & >0

[740+8)8, 1 +8)]" [Ty (1+B)G (1+)]"

3 . a>1,
IpQ+ad)g(1+ad) Iy(1+ap)ly(1+ap)
et
[~Fq(1+6)cq(1+6)] <[~Fq(1+ﬁ)cq(1+ﬁ)] C o<a<l.
IgQ+ad)ly(1+ad)  Iq(1+ap)ly(1+ap)
]
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Chapitre 3

Les Fonctions k-Spéciales

Gammak?2).
Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales pour les fonctions
k-spéciales, ainsi que certaines propriétés (voir [7], [15]).
La derniére section va sevir a trouver des applications pour certaines inégalités dévelop-
pées par Mercer [16].

1 Fonction k -Gamma

Définition 3.1 [7] La fonction k-Gamma est donnée par l'intégrale suivante

+00 —tk
Ti(s) :f t5tex dt, Re(s)>0. 3.1)
0
Propriétés 3.1 [15] Pour tout s un nombre réelle positif et pour tout k > 0, on a
I- s
_ri-1p(2
Ii(s) = k# F(k). (3.2)
2-
I'i(s+k)=sI)(s), enparticulier I'i(k) =1.
Preuve.

1- Parla définition de la fonction k-Gamma, on a
+00 *tk
f 5l  drt
0
+00 _k
[ 15k k1 gy
0
+00 S_1 _4k
f (tk)k e t*ldr.
0

Puis, on effectue le changement de variable suivant

I'k(s)

tk
X=—,dx= t*dr.
k

Alors

Ik (s)

S +oo S
kF_lf xk e ¥dx
0
_ (S
= ki F(k)
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2. FONCTION K- BETA

2- Pour démontrer la deuxiéme propriété, on a besoin d’utiliser la propriété (3.2) et
(1.1). Alors

Fk(8+k)

s+k S+k
ke )
&

sk%—lr(%)
sT.(s).

2 Fonction k- Béta

Définition 3.2 [15] La fonction k-Béta est donnée par l'intégrale suivante

+S

o0 T
f’k(t,s):f xt (1+xk) dx, t,s>0.
0

Définition 3.3 [15] La fonction k-Béta est donnée aussi pour k > 0

Br(t, s):%. (3.3)
Propriétés 3.2 [15] La fonction k-Béta vérifie les propriétés suivantes
1-
ﬁk(t,s)=%ﬁ(£,%)- (3.4)
2-
1ty sy
Pr(t,s) = —f X (1-x)* " dx.
k Jo
Preuve.

1- D’apres la propriété (3.2) et (3.3), on a
KEU(f) k()

(t’ S) = t+s
ﬁk kT—IF( [';(':S)
1 r s
= 3P (%’ %)-
2- D’apres la propriété (3.4) et la définition de la fontion Béta (1.2), on obtient

1 r s
t; = =T PR

Pr (1,9 kﬁ ( k k)

]. 1 13 S
- _f xtla-x)* ldx.
k Jo

3 Fonction k-Zéta

Définition 3.4 [15] La fonction (i (x) est donnée par la formule suivante

Ce(s) = — fooxs_kd -k (3.5)
kS_Fk(s) Ml x, s>k .

Remarque 3.1 Si k=1, on trouve la fonction Zéta de Riemann ((s).
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4. APPLICATIONS

4 Applications
Dans la derniére section, on applique une technique de Mercer [16] sur les fonctions

k-spéciales pour trouver les inégalités impliquant ces fonctions.

4.1 Fonction k-Gamma

Théoreme 3.1 [21] Soit f la fonction définie par

1o

fX)=—F7",
ﬂ,f") (k +ax)

alors
a) la fonction f est croissante si0 < o < 1 sur]0,o0[.

b) la fonction f est décroissante sia > 1 sur]0,00[.

Preuve. La fonction k-Gamma est continue et dérivable sur |0, 00| et sa dérivée n'ieéme est
donnée par

+00 _xk
ﬂ,f")(t):f x'log(x)]*" e * dx, VneN.
0

On introduit I'application linéaire L € C* (I) c C(I) par
o0 —xk
L(v) =f v(x)x*"! [log(x)]*" e7F dx,
0

pour tout v dans C*(I), on a

v(x)—{ O(xP) si p > —k lorsquex — 0
1 0(x%) V& lorsque x — oo.

En utilisant les inégalités (2) et (3) sachant que p > 6 > 0, alors

(e +o)|" [rerwp)| )

> >1, (3.6)
I k+ad) I (k+ap)
et
[ﬂ,f”)(k+ 6)]0‘ [ﬂkz”)(mﬁ)]a
2n) <—n ; O<ax<l1. (3.7
I k+ad) I (k+ap)
||
Corollaire 3.1 Soitx€[0,k], ona
i
k° [ (k+ x)]¢ .
< < > 1. .
Tek+k) - Tetkran L %= (3-:8)
ii.
[0 4 (0 4
Uk 07 k si <a<l. (3.9)

T Iik+oax) T i(ak+k)
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4. APPLICATIONS

Preuve.

i. Pour n=0dans (3.6), on trouve

[Tk (k+P)]" 5 (I} (k+8)]“
Iglk+ap) Ti(k+ad)’

OnprendpP=ketd=xavecxe[0,k] etp > §, ontrouve

[ 2k)1% - [ (k+x)1¢
I(k+ak)  Ti(k+ax)’

sion prend 3 = x et 5 =0, on obtient

([ (k+01% [Tk (k)"

< <1.
Fk(k+0(x) Fk(k)

Si a=1, on trouve I'inégalité (3.8).
ii. Dela méme méthode on prouve (3.9).

Remarque 3.2 Ces résultats sont des k-analogues des Théoremes donnés précédemment, si
on pose k =1, alors on obtient les inégalités concernant la fonction Gamma d’Euler.

4.2 Fonction k-Béta

Théoreme 3.2 [21] Soit la fonction f définie pour tout s > 0 par

B (k1 +x),9)]"
C Brk(l+ax),s)’

fx)

alors
a) la fonction f est croissante pour tout0 < a < 1 sur]0,00l.

b) la fonction f est décroissante pour a > 1 sur]0,00l.

Preuve. Soit la fonction k-Béta définie par

1! . s
Br(t,s) = —f xeta-xnrtdx.
kJo

On introduit L e C*(I) < C(I) pour I=[0,1]
Vs>0etveC*{).Ona

1 .
L(v) :f v(x)(1-x)* dx.
0

tel que la fonction v(x) doit vérifier les conditions d’existence et de la convergence de
I'intégrale suivante

O(xP) si p> -1 lorsquex — 0

V) :{ o) lorsque x — 1.

D’apreés les inégalités (2) et (3), on obtient pourf > & > 0

[Br (k(1+8),5)]* . [Br (k1 +P),s)]”

1, 3.10
Pr(k(1+ad),s)  Px(k(+ap),s) *~ 5.10)
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4. APPLICATIONS

et

[Br (k(1+8),s)]” 5 [Br (k(1+p),s)]”
Br(k(1+0),8)  Pr(k+ap),s)
|
Corollaire 3.2 Pour tout x€ [0,k] ets>0,0ona
1.
KO0 (ak? +5) [Be (K2, 5)] _ [Br (k(L+2),9)]*
a(k2+s)"  Pr(ak?s) — Pr(k(l+ax),s)

< [Bx(k, s)]o‘_1 si a=1.

ii.
- [Br (k(1+x),9)]" - k2@ (ak? + ) [Br (K2 5)]°

k)] < <
Ptk O = g e a9 = a(@+s)"  Pelakss)

Remarque 3.3 Sion a k=1, on trouve les inégalités pour la fonction Béta d’Euler.

4.3 Fonction k-Zéta

Théoreme 3.3 [21] Soit la fonction f donnée par

Gk (x+k+1) Ty (x + k+1)]°

fto= (elax+k+ D) (ax+k+1)

alors
a) la fonction f est croissante pour tout 0 <« <1 sur ]0, ool.

b) la fonction f est décroissante pour o > 1 sur 10, ool.

Preuve. D’apres la définition de la fonction (g, on trouve

1
e’r—1

On introduit I'application linéaire L € C*(I) < C(I) tel que

L(v) :foo v(x)
0

Ck ()% (s) = f x5k dx, s>k.
0

X
x_1 dx.
e —
Pour tout v dans C*(I)

v(x)—{ O(x%) si B> -1 lorsque x — 0
1 0(x®) V¥ & lorsque x — oo.

D’apres I'inégalités (2) et (3), on obtient pourp > & > 0
e+ k+8) e (k+1+8)1%  [I(1+k+p) e (1+Kk+p)]”

;a1
I+ k+ad) (e A+ k+ad)  Ip(1+k+of)lk(1+k+ap)
et
[cQ+k+8) QL+ k+8)*  [T(1+k+p)G(1+k+p)]"
< ; O0<ax<l.
IeQ+k+ad){A+k+ad) I (1+k+ap)lx(1+k+ap)
| ]

Remarque 3.4 Si k=1, on trouve les inégalités pour la fonction Zéta .

;o O0<ax1. (3.11)

si O<a<l.

25



Chapitre 4

Les Fonctions q,k-Spéciales

Dans ce chapitre, on donne les définitions fondamentales pour les fonctions ¢, k-
spéciales et quelques propriétés liée a ces fonctions (voir [8], [21]).
Dans la derniere section, on s’intéresse a appliquer certaines inégalités par la technique
de Mercer [16].

1 Fonction q,k-Gamma

Définition 4.1 /8] Pour tout n € 7, x € R, on définit le q, k-analogue des formules sui-
vantes

I-
n—1 ”
a-x0=[1(1-a"x). (4.1)
j=0
II- le q, k-analogue de la fonction exponentielle est représenté par

Bpu=(1+ (1=

Définition 4.2 [8] La fonction q, k-Gamma notée Iy i est donnée par la formule suivante
kye!

(1 —-q );k

(1-q)F"

elle admet une représentation intégrale de Jackson par

Iy r(s)= s>0, (4.2)

( [klg )llc gk ik
XUE LT dgx, s>0. (4.3)

(1-4%)

(s = f
q,k(S) A

Proposition 4.1 [8] La fonction I ;. satisfait les formules suivantes

I-
Ly r(s+k)=[s14L 7 k(s).
1I-
Fq,k(k) =1.
Preuve.
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2. FONCTION Q,K-BETA

I- D’apres (4.2), on trouve

(1-a"),5 "
Fyps+k) = @t
(1-q) ¢

(1-4) (1-¢)%"
[s1gL g,k (9).

II- évident.

2 Fonction q,k-Béta

Définition 4.3 [8] La fonction q, k-Béta notée 3 4 i est définie par

£-1
(1-q)(1-4"); ,
Bgk (t,8) = : , 1,s>0. (4.4)
(1 - qt)qyk

elle admet aussi une représentation intégrale par

1 s_q
_ t-1(1 _ k k\%
ﬁq,k(f,S)—fo X (1 q~x )q,k dgx.

Propriétés 4.1 [8] La fonction B4\ satisfait les formules suivante pour tout t,s >0

1-
ﬁq,k(t)oo):(l_q)ﬁpq,k(t).
2_
[t]4
ﬁq,k(t"‘k,s) = —Bq,k(t,s+k).
[slq
3_
Pgr(t,s+k) = 5q,k(t;3)—qsﬁq,k(l‘+k,s).
4-
Bgr(t,s+k) [slq Bor(L,8)
PrD s+t @E0
5_
§ (tk):i
AR
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2. FONCTION Q,K-BETA

Preuve.

1- En utilise la définition de la fonction B, i (4.4) et (4.1), alors par simplification, on a

(1- k)ook (1_q)(1_qk)ook
Bok () = (1-4q) % = T
! (1-a")gx (l—qk(_kk)qk)
q,k
_ (- _ o k)ET!
= (1-9)1 q)qyk
= (1-q)F Ty x(o).
2-
2-1 241
Bor(t+kys)  (1-a%, (1-4)5,  (1-¢")
t, k 2 2 —_ S
By.k (£, 5+k) (1-q")E , (1-qrH)f | 1-g°)
G
~ [slg
3_
Bok(ts+k)—Pgr(ts)  (1-a™); (-4 (1-9"9)7,
t+k, s sy s
Parli ) (1-a5 (=495 (-4,
(1-4°) (A-g")
= — —q.
(1-q") (1-4")
4-
Bor(ts+k)  (1-a")5,(1-a"),
- sS4 S_1
Ba.k (t,9) (1_qt);; (1-qb)E,
_ (1_qk)§,k(1_qt)§,k
(1-g9%,(1-q+) (1-4")}  (1-q)"

5- D’apres (4.4) on trouve

B [slq
C (1-g™) s+
(1-q) 1
Lk = =—.
Pas(bR) = o =1,
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3. APPLICATIONS

Remarque 4.1

)5 Byt

[gl(t) —Tyl() Bylt.

k—1 k—1 k—1 k—1

(t,$)
t,s)—=B(t,s)

L () —T(1 Bt.)—

FIGURE 4.1 - Le diagramme commutatif pour la fonction Gamma et Béta .

3 Applications

Dans cette section, on s’'interesse a trouver des nouvelles inégalités pour les fonctions
q, k-spéciales par la méthode géométrique qui a été développée par Mercer [16].

3.1 Fonction q,k-Gamma

Théoreme 4.1 [21] Soit la fonction f représentée par

|10 G+ 0]

fy=—r—,
ﬂ; Z) (k + ax)

alors
a) la fonction f est croissante si0 < o < 1 sur]0,o0l.

b) la fonction f est décroissante sia > 1 sur]0,00l.

Preuve. La fonction [ ;. est différentiable sur ]0, oo et ses dérivées successives est donnée
comme suit

([Hq )i _gkxk
2n) (1-qk) -1 2n . Mg
I{q'z (1) :fo x'7 [log(x)] E ' dgx, 1>0neN.

On prend une application linéaire L définie par

=

_gkxk

v(x)x* 1 [log(x)]*" Eq[:”

L(v) = f [75)
0

[kl
(1-g%

dgx.

1
Soit un intervalle I = ( )k, pour tout v dans C* (I), la fonction v(x) vérifie les condi-

tions suivantes

v(x) =

{ O(xP) si p > —k lorsquex — 0
1
[kl )z

o) lorsque x — ((l—qk)
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3. APPLICATIONS

Par les inégalités (2), (3) on obtient pourfy > & > 0

R

>1, (4.5)
redk+ad) 190 k+op)
et
[0 4 [0 4
[ﬂjz)(k+6)] [ﬂ;Z)(k+ﬁ)]
ren < ren ; O0<axl. (4.6)
s (k + ad) s (k+ap)
||
Corollaire 4.1 Soitx € [0,k], ona
i
k© 3 [T+ x)]” 1 sianl @
Lgrlak+k) ~ Igelk+ax) — o '
ii.
T, elk+x)]" «
p < Larke0l” & si 0<a<l, 4.8)

- Iyklk+ax)  Iyrlak+k)

Preuve.

i. On prend n =0, I'inégalité (4.5) devient

[Tk (k+p)]" [T (ke + Ol
Iyi(k+ap) Fgr(k+ad)

(4.9)

OnposeP=ketd=xavecxe[0,k]etp > d. Alorsona

[k @] [Tk (k+x)]°
<
Tgrk+ak)  Igr(k+ox)’

sion prend = x et 5 =0, on trouve

[Fgk e+ x)]° - [Fqk G)]®
Iy x (k+ax) Iy (k)

Sia=1, onalinégalité (4.7).
ii. De la méme maniere on prouve (4.8)

Remarque 4.2 Si on pose q =1 et k = 1, on obtient les résultats concernant la fonction
Gamma d’Euler.
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3. APPLICATIONS

3.2 Lafonction q,k-Béta

Théoreme 4.2 [21] Soit la fonction f définie pour s > 0 par

B [Bgr(k+x,9]"
Pk (k+ax,s)’

fx)

alors
a) la fonction f est croissante pour tout0 < a < 1 sur]0,o00l.

b) la fonction f est décroissante pour o > 1 sur]0,00].

Preuve. Soit la fonction 4 donnée par

1 . |
(t,s):f T 1-gkxk)*  dx.
ﬁq,k 0 ( q )q,k q
Alors on introduit une application linéaire L € C*(I) < C(I) avec I = [0, 1]

1 s
Lv:fvxxk_ll— kxk)® " dgx.
=] vex" 1-gF)) d
Vs>0etveC'()
tel que
O(xP) si p > —k lorsquex — 0

v :{ ol lorsque x — 1.

D’apreés les inégalités (2) et (3), on trouve pour > & > 0

[Bgk (k+8,9]%  [Bgrk+p,9]"

1, 4.10
By k (k+ad,s) g B,k (k+ap,s) %= (4.10)
et
k+38,5)]" k+B,s)]®
P (k+0.9) <[ﬁq’k( +h.9) ; 0<a<l. 4.11)
Bokk+o,s)  Bgr(k+ap,s)
| |

Corollaire 4.2 Pourtoutxe[0,k[ets>0,0na

i

(k1§ [k + 514 By x (K, ) 5 [Bgx(k+x,9]"

< < k, a—1 . >1.
[k+s]‘;[ak]q Bgx(ak,s)  Pgr(k+ax,s) <[ﬁ‘7’k( 9 st a=

.

[Bgr(k+x,9]" - (k17 ok + 514 ﬁgyk(k,s)
Byk (k+ax,s) ~ [k+s1S okl By (ak,s)

[Bai (k9] < si O<a<l.

Remarque 4.3 Sionaq=1etk=1, on trouve les inégalités pour la fonction Béta d’Euler.
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Conclusion

Dans le cadre du projet de fin d’études, nous avons constaté que les fonctions spé-
cialesjouaient un role majeur dans la recherche etles applications de nombreuses branches,
qui étaient utilisées par de nombreux mathématiciens, dont Mercer, qui avait mis au point
une technique trés intéressante qui poussait les chercheurs a appliquer des fonctions spé-
ciales.

il existe des autres inégalités pour les fonctions spéciales comme I'inégalité de Chebychev
et 'inégalité de Griiss, ces résultat utilisés pour prouver certaines inégalités .
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