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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’étude le q-analogue des fonctions spéciales (Gamma,
Bêta et Zêta) et les fonctions k et q,k-spéciales, ainsi on va donnée des inégalités impli-
quant ces fonctions d’après une technique développée par Mercer.

Mots-Clés. Fonction Gamma, Fonction Bêta , Fonction Zêta , Fonction q-Gamma, Fonc-
tion q-Bêta, Fonction q-Zêta, q-dérivée.......
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Introduction

Le q-analogue est une extension utilisée dans plusieurs domaines des mathématiques
et de la physique, comme la théorie des nombres, les polynômes orthogonaux, la com-
binatoire, la théorie quantique et la mécanique, il trouve des applications dans un cer-
tain nombre des domaines, notamment l’étude des mesures fractales et multi-fractales,
et des expressions pour l’entropie des systèmes dynamiques chaotiques qui furent intro-
duit dans le travail de Leonhard Euler et furent ensuite étendus par Frank Hilton Jackson.

D’une manière générale, le q-analogue d’un concept mathématique est une expression
polynomiale dans une variable réelle q qui se réduit a un objet simple et classique situé a
la limite q −→ 1.

Au début du 20 siècle, le révérend Frank Hilton a beaucoup travaillé sur le q-analogue,
il a donné des définitions plus élémentaires sur le q-calcule [14]. En 1910 Jackson a com-
mencé étude d’un système du q-calcule et introduit la notion de q-dérivé, q-intégrale et
q-shift factorielle...
En se référant à l’expression des fonctions spéciales (la fonction Gamma, la fonction Bêta
et la fonction Zêta), plusieurs auteurs définissent le q-analogue des fonctions spéciales.
La première définition est donnée par Thomae [22] et plus tard par Jackson [13] qui a dé-
finie nouveaux représentation intégrale des q-fonctions spéciales, on réfère le lecteur à
([3], [11], [14], [17]) .

La plupart des mathématiciens s’intéressaient aux les fonctions spéciales, parmi eux Mer-
cer [16] qui a introduit une inégalité impliquant un opérateur linéaire positif agissant sur
la composition de deux fonctions continues. Cette inégalité entraîne des nouvelles inéga-
lités impliquant les fonctions spéciales et une grande famille des fonctions transformées
par Mellin (voir [5], [6]). En effet il à considère une application linéaire positive L qui défi-
nie sur un sous-espace C∗(I) ⊂ C(I), telle que I ∈ [0, a] avec a Â 0 ou [0,∞[ .
il a considéré deux fonctions qui sont strictement croissantes et positives sur C∗(I) sa-
chant que
f (x) −→ 0 et g (x) −→ 0 lorsque x −→ 0+,

et puis il a supposé que f
g strictement croissante. Alors la fonction φ est définie par

φ = g
L

(
f
)

L
(
g
) .

Ainsi, on propose une fonction F définie sur les gammes de f et g telle que les composi-
tions F( f ) et F(g ) appartiennent chacun à C∗(I) tel que

a) F est convexe si
L

[
F

(
f
)]≥ L

[
F

(
φ

)]
.
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Introduction

b) F est concave si
L

[
F

(
f
)]≤ L

[
F

(
φ

)]
.

Donc, nous pouvons étudier pour un plus grand sous-espace C∗(I) de C(I),
pour tout α ∈ R, on pose la fonction F( f ) = f α est convexe si (α ≺ 0 ou α Â 1) et concave
si (0 ≺ α ≺ 1) .
D’où

L
(

f α
)
≷ L

(
φα

)
.

Si (α ≺ 0 ou α Â 1) et (0 ≺ α ≺ 1) respectivement.
En remplaçant φ, on trouve

[
L

(
g
)]α

L
(
gα

) ≷

[
L

(
f
)]α

L
(

f α
) . (1)

Dans le cas (α ≺ 0 ou α Â 1) et (0 ≺ α ≺ 1) respectivement.
On pose

f (x) = xβ et g (x) = xδ avec, β Â δ Â 0.

Finalement la formule (1) devient

[
L

(
xδ

)]α
L

(
xαδ

) Â
[
L

(
xβ

)]α
L

(
xαβ

) si α≺ 0 ou αÂ 1 (2)[
L

(
xδ

)]α
L

(
xαδ

) ≺
[
L

(
xβ

)]α
L

(
xαβ

) si 0 ≺ α≺ 1. (3)

Ce mémoire se comporte essentiellement de quatres chapitres et d’une conclusion.
Le premier chapitre comporte une partie préliminaire, dans laquelle on rappelle les fonc-
tions spéciales et leurs propriétés, puis nous prouvons certaines inégalités impliquant ces
fonctions par la méthode géométrique qui a été développée par Mercer.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la notion de q-analogue et l’introduction
de la définition de q-analogue des fonctions spéciales ainsi leur propriétés, puis on passe
a défini les inégalités de ces fonctions qui sont donné par la technique de Mercer.

Dans les troisième et quatrième chapitres, nous présentons quelques définitions fonda-
mentales pour les fonctions k-spéciales et q,k-spéciales qui sont introduit par les cher-
cheurs ([7], [8] , [15] ) et ces applications.
Finalement, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une biblio-
graphie sont données à la fin de ce document.
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Chapitre 1

Les Fonctions Spéciales

Dans ce chapitre, on présente les fonctions spéciales (la fonction Gamma, la fonction
Bêta et la fonction Zêta) ainsi que leur propriétés (voir [3], [14], [18]).
Dans la deuxième section, on introduit ses applications par la technique de Mercer [16].

1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 [18] La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante

Γ(t ) =
∫ +∞

0
x t−1e−xd x , avec Re(t ) Â 0.

La définition suivante de la fonction Gamma par produits infinis due à Euler, a un sens
pour les nombres complexes t qui ne sont pas des entiers négatifs ou nuls.

Γ(t ) = lim
n→+∞

n!nt

t (t +1)...............(t +n)
.

Proposition 1.1 [18] Soit t un nombre complexe tel que Re(t ) Â 0. Alors

I-
Γ (t +1) = tΓ(t ). (1.1)

II- On en déduit que pour tout n ∈ N

Γ (n +1) = n! cas particulier, Γ(1) = 1.

Preuve.

I- Pour tout Re(t ) Â 0 et par une intégration par parties, on a

Γ(t +1) =
∫ +∞

0
x t e−xd x =

[
x t (−e−x)

]∞
0 −

∫ +∞

0
t x t−1(−e−x)d x

= tΓ(t ).

II- D’après un raisonnement par récurrence, on a

Γ (n +1) = (n)Γ (n)

= (n)(n −1)Γ (n −1)

=
...

= (n)(n −1)(n −2)Γ (n −2)

= (n)!.
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2. FONCTION BÊTA D’EULER

2 Fonction Bêta d’Euler

Définition 1.2 [14]La fonction Bêta est définie par l’intégrale suivante

β(t , s) =
∫ 1

0
x t−1 (1−x)s−1 d x, avec Re(t ) Â 0, Re(s) Â 0. (1.2)

Propriétés 1.1 [14] La fonction Bêta vérifie les propriétés suivantes

1- Le lien entre la fonction Gamma et la fonction Bêta est

β(t , s) =
Γ(t )Γ(s)

Γ(t + s)
, avec Re(t ) Â 0, Re(s) Â 0.

2- La fonction Bêta est symétrique

β(t , s) = β(s, t ), avec Re(t ) Â 0, Re(s) Â 0.

3 Fonction Zêta De Riemann

Définition 1.3 [9] La fonction ζ(x) de Riemann est une fonction analytique complexe mé-
romorphe définie pour tout nombre complexe s tel que Re(s) Â 1, par la série de Riemann

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
, avec Re(s) Â 1.

La fonction zêta de Riemann s’écrit aussi sous forme intégrale, pour Re(s) Â 1

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ 1

0

(− lnu)s−1

1−u
du.

Théorème 1.1 [9] Le lien entre la fonction Zêta et la fonction Gamma est définie par l’in-
tégrale suivante

ζ(s)Γ(s) =
∫ ∞

0
xs−1 1

ex −1
d x, Re(s) Â 1.

Preuve. D’après la définition de la fonction Gamma et Zêta on a

ζ(s)Γ(s) =
+∞∑
n=1

Γ(s)

ns

=
+∞∑
n=1

∫ ∞

0
e−u

(u

n

)s−1 du

n
.

Posant u = nx, alors ∫ ∞

0
e−u

(u

n

)s−1 du

n
=

∫ ∞

0
e−nx xs−1d x.

Puis d’après le théorème de convergence monotone, on a

ζ(s)Γ(s) =
+∞∑
n=1

∫ ∞

0
e−nx xs−1d x =

∫ ∞

0
xs−1 e−x

1−e−x
d x

=
∫ ∞

0
xs−1 1

ex −1
d x.
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4. APPLICATIONS

4 Applications

Dans la dernière section, nous établissons des nouvelles inégalités impliquant les fonc-
tions spéciales par la technique de Mercer[16].

4.1 Fonction Gamma

Théorème 1.2 [16] Soit la fonction f définie par

f (x) =

[
Γ(2n)(1+x)

]α
Γ(2n)(1+αx)

,

alors

a) la fonction f est croissante si 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[ .

b) la fonction f est décroissante si α Â 1 sur ]0,∞[ .

Preuve. La fonction Gamma est infiniment différentiable sur [0,∞[ et ses dérivées suc-
cessives sont données par

∀n ∈N, ∀x ∈]0, ∞[, Γ(2n)(t ) =
∫ +∞

0
x t−1 [

log(x)
]2n e−xd x.

On considère une application linéaire positive L définie sur un sous-espace C∗(I) ⊂ CI),
par

L(v) =
∫ ∞

0
v(x)

[
log(x)

]2n e−xd x.

pour tout v dans C∗(I), les conditions d’existence et de la convergence de l’intégrale sont

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O
(
xδ

) ∀ δ lorsque x −→∞.

Alors d’après les inégalités (2) et (3), on obtient pour β Â δ Â 0[
Γ(2n)(1+δ)

]α
Γ(2n)(1+αδ)

Â
[
Γ(2n)(1+β)

]α
Γ(2n)(1+αβ)

; αÂ 1, (1.3)

et [
Γ(2n)(1+δ)

]α
Γ(2n)(1+αδ)

≺
[
Γ(2n)(1+β)

]α
Γ(2n)(1+αβ)

; 0 ≺ α≺ 1. (1.4)

Corollaire 1.1 Pour tout x ∈ [0,1], on obtient

i.

1

Γ(1+α)
≤ [Γ(1+x)]α

Γ(1+αx)
≤ 1 si α≥ 1. (1.5)

ii.

1 ≤ [Γ(1+x)]α

Γ(1+αx)
≤ 1

Γ(1+α)
si 0 ≺ α≤ 1. (1.6)

6



4. APPLICATIONS

Preuve.

i. On prend n = 0 dans l’inégalité (1.3), on trouve[
Γ(1+β)

]α
Γ(1+αβ)

≺ [Γ(1+δ)]α

Γ(1+αδ)
.

Posons β = 1 et δ = x, alors pour tout x ∈ [0,1] tel que β Â δ, on obtient

[Γ(2)]α

Γ(1+α)
≺ [Γ(1+x)]α

Γ(1+αx)
.

D’autre part, on prend β = x et δ = 0, on obtient

[Γ(1+x)]α

Γ(1+αx)
≺ [Γ(1)]α

Γ(1)
.

Si α = 1, on obtient l’inégalité (1.5).

ii. Du même principe, on trouve (1.6).

4.2 Fonction Bêta

Théorème 1.3 [16] Soit la fonction f définie pour tout s Â 0 par

f (x) =

[
β(1+x, s)

]α
β (1+αx, s)

,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. Soit la fonction Bêta donnée par

β(t , s) =
∫ 1

0
x t−1 (1−x)s−1 d x, Re(t ) Â 0, Re(s) Â 0.

On définit une application linéaire positive L sur un sous-espace C∗(I) ⊂ C(I), tel que I =
[0,1] par

L(v) =
∫ 1

0
v(x) (1−x)s−1 d x, s Â 0.

Pour tout v dans C∗(I) les conditions d’existence et de la convergence de l’intégrale sont

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O(1) lorsque x −→ 1.

On applique les inégalités (2) et (3) pour β Â δ Â 0, on obtient[
β (1+δ, s)

]α
β (1+αδ, s)

Â
[
β

(
1+β, s

)]α
β

(
1+αβ, s

) ; αÂ 1, (1.7)

et [
β (1+δ, s)

]α
β (1+αδ, s)

≺
[
β

(
1+β, s

)]α
β

(
1+αβ, s

) ; 0 ≺ α≺ 1. (1.8)

7



4. APPLICATIONS

Corollaire 1.2 Pour tout x ∈ [0,1] et s Â 0, on a

i. [
β (2, s)

]α
β (1+αs)

≤
[
β (1+x, s)

]α
β (1+αx, s)

≤ [
β (1, s)

]α−1 si α≥ 1. (1.9)

ii. [
β (1, s)

]α−1 ≤
[
β (1+x, s)

]α
β (1+αx, s)

≤
[
β (2, s)

]α
β (1+αs)

si 0 ≺ α≤ 1. (1.10)

Preuve.

i. On pose β = 1 et δ = x, alors pour tout x ∈ [0,1] tel que β Â δ, l’inégalité (1.7), devient[
β (2, s)

]α
β (1+α, s)

≺
[
β (1+x, s)

]α
β (1+αx, s)

. (1.11)

Si on pose β = x et δ = 0, on trouve[
β (1+x, s)

]α
β (1+αx, s)

≺ [
β (1, s)

]α−1 . (1.12)

D’après (1.11), (1.12) et si α = 1, on trouve (1.9). D’où le résultat.

ii. De la même méthode, on peut le démontrer (1.10).

4.3 Fonction Zêta

Théorème 1.4 [16] Soit la fonction f définie par

f (x) =
[ζ (2+x)Γ (2+x)]α

ζ (2+αx)Γ (2+αx)
,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. On a pour tout s Â 1

ζ(s)Γ(s) =
∫ ∞

0
xs−1 1

ex −1
d x.

Soit L une application linéaire positive de C∗(I) ⊂ C(I) telle que

L(v) =
∫ ∞

0
v(x)

x

ex −1
d x,

pour tout v dans C∗(I)

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O
(
xδ

) ∀ δ lorsque x −→∞.

Alors d’après l’inégalité (2) et (3), on obtient pour β Â δ Â 0

[Γ(2+δ)ζ(2+δ)]α

Γ(2+αδ)ζ(2+αδ)
Â

[
Γ(2+β)ζ(2+β)

]α
Γ(2+αβ)ζ(2+αβ)

; αÂ 1,

et

[Γ(2+δ)ζ(2+δ)]α

Γ(2+αδ)ζ(2+αδ)
≺

[
Γ(2+β)ζ(2+β)

]α
Γ(2+αβ)ζ(2+αβ)

; 0 ≺ α≺ 1.

8



Chapitre 2

Les Fonctions q-Spéciales

Dans ce chapitre, on présente des notions de base de q-analogue et on étudie le q-
analogue des fonctions spéciales (la fonction q-Gamma, la fonction qBêta et la fonction
q-Zêta) ainsi que leurs propriétés. Finalement, on termine le chapitre par des applica-
tions.

1 Généralités

Gasper et Rahman [11], Kac et Cheung [14] ont donné les définitions de base de q-
analogue.

Définition 2.1 [14] La q-théorie classique commence par la définition des q-analogues des
entiers positifs par

lim
q→1

1−qn

1−q
= n.

Soit 0 ≺ q ≺ 1, on définit le q-analogue de n comme étant [14]

[n]q =
1−qn

1−q
= 1+q +q2 + ......+qn−1, n ∈C,

pour tout n ∈ N, le q-shift factorielle est définie par[11]

(
a; q

)
n =

n−1∏
k=0

(
1−aqk

)
, n = 1,2.....∞,

(
a; q

)
0 = 1.

On peut définir le q-analogue de la factorielle connue sous le nom de q-factorielle, par [11]

[n]q ! =
n−1∏
k=0

[k]q =

(
q ; q

)
n(

1−q
)n avec n ∈N, où

(
q ; q

)
n =

n−1∏
k=0

(
1−qk

)
,

pour tout n ∈ N et pour tout a, b ∈ C, le q-analogue de la fonction (x − a)n est définie
comme suit [1]

(x −a)n
q =

n−1∏
k=0

(
x −aqk

)
, en particulier (x −a)0

q = 1. (2.1)

d’où

(a −x)n
q =

n−1∏
k=0

(
a −xqk

)
. (2.2)

9



1. GÉNÉRALITÉS

[11] On a aussi pour tout n ∈ N∗

(
1−q

)n−1
q =

(
1−q

)∞
q(

1−qn
)∞

q

.

Définition 2.2 [14] La q-différentielle de la fonction f (x) est donnée par

dq f (x) = f
(
qx

)− f (x) .

Définition 2.3 [14] La q-dérivée de la fonction f (x) est définie par l’expression suivante

Dq f (x) =
dq f (x)

dq x
=

f
(
qx

)− f (x)(
q −1

)
x

. (2.3)

Exemple 2.1 La q-dérivée de la fonction f (x) = xn , où n est un entier positif est

Dq xn =

(
qx

)n −xn(
q −1

)
x

=
qn −1

q −1
xn−1 = [n]q xn−1. (2.4)

Définition 2.4 [14] La q-dérivée du produit de la fonction f (x) et la fonction g (x) est comme
suit

Dq
(

f (x)g (x)
)

= f (x)Dq g (x)+ g
(
qx

)
Dq f (x) . (2.5)

Proposition 2.1 [1] Pour tout entier n et a ∈ C on a

I-
Dq (x −a)n

q = [n]q (x −a)n−1
q . (2.6)

II-
Dq (a −x)n

q = − [n]q
(
a −qx

)n−1
q . (2.7)

Preuve.

I- On raisonne par récurrence, la propriété est vraie pour n = 0, car [0]q = 0 et on sup-
pose qu’elle est vrais pour certain rang m, (i.e)

Dq (x −a)m
q = [m]q (x −a)m−1

q .

On vérifie la propriété pour m +1, sachant que (x −a)m+1
q = (x −a)m

q

(
x −qm a

)
.

En utilisant la dérivée du produit (2.5), on obtient

Dq (x −a)m+1
q = Dq (x −a)m

q

(
x −qm a

)
= (x −a)m

q + (
qx −qm a

)
Dq (x −a)m

q

= (x −a)m
q +q

(
x −qm−1a

)
[m]q (x −a)m−1

q

=
(
1+q[m]q

)
(x −a)m

q

= [m +1]q (x −a)m
q .

II- D’après (2.2), pour n ≥ 1 on a

(a −x)n
q = (a −x)

(
a −qx

)(
a −q2x

) · · ·(a −qn−1x
)

= (a −x) q
(
q−1a −x

)
q2 (

q−2a −x
) · · ·qn−1 (

q−n+1a −x
)

= (−1)n q
n(n−1)

2
(
x −q−n+1a

) · · ·(x −q−2a
)(

x −q−1a
)

(x −a) .

10



1. GÉNÉRALITÉS

D’où,

(a −x)n
q = (−1)n q

n(n−1)
2

(
x −q−n+1a

)n
q . (2.8)

En utilisant la formule (2.8) et la propriété (2.6), on trouve

Dq (a −x)n
q = (−1)n q

n(n−1)
2 Dq

(
x −q−n+1a

)n
q

= (−1)n q
n(n−1)

2 [n]q
(
x −q−n+1a

)n−1
q

= −[n]q qn−1 (−1)n−1 q
(n−1)(n−2)

2
(
x −q−n+2 (

q−1a
))n−1

q

= −[n]q qn−1 (
q−1a −x

)n−1
q

= − [n]q
(
a −qx

)n−1
q .

Définition 2.5 [1] On définit deux q-analogues de la fonction exponentielle respective-
ment par

ex
q =

∞∑
n=0

xn

[n]q !
=

1(
1− (1−q)x

)∞
q

,

et

Ex
q =

∞∑
n=0

q
n(n−1)

2
xn

[n]q !
=

(
1+ (1−q)x

)∞
q . (2.9)

Les deux fonctions q-exponentielles sont étroitement liées

ex
q E−x

q = 1.

Proposition 2.2 [1]

I-
Dq ex

q = ex
q en particulier e0

q = 1.

II-
Dq Ex

q = Eqx
q en particulier E0

q = 1.

Preuve.

I- Pour démontrer la première propriété, on a besoin d’utiliser la définition (2.3)

Dq ex
q =

∞∑
n=0

Dq xn

[n]q !
=

∞∑
n=1

[n]q xn−1

[n]q !

=
∞∑

n=1

xn−1

[n −1]q !

=
∞∑

n=0

xn

[n]q !
.

11



2. FONCTION Q-GAMMA

II- D’après (2.3) on a

Dq Ex
q =

∞∑
n=0

q
n(n−1)

2
Dq xn

[n]q !
=

∞∑
n=1

q
n(n−1)

2
[n]q xn−1

[n]q !

=
∞∑

n=1
q

(n−1)(n−2)
2 qn−1 xn−1

[n −1]q !

=
∞∑

n=0
q

n(n−1)
2

qn xn

[n]q !
.

Définition 2.6 [12] Soit f (x) une fonction d’une variable réelle x, la q-intégrale de Jackson
de la fonction f sur [0, a] est donnée par∫ a

0
f (x)dq x =

(
1−q

)
a

∞∑
n=0

f
(
aqn)

qn .

Définition 2.7 [12] La q-intégrale de Jackson de la fonction f sur [0,∞[ est définie par∫ ∞

0
f (x)dq x =

(
1−q

) ∞∑
n=−∞

f
(
qn)

qn .

Proposition 2.3 [1] Soient f (x) et g (x) deux fonctions q-dérivables sur [a,b], la q-intégration
par parties est définie par∫ b

a
g (x)Dq f (x)dq x = f (b) g (b)− f (a) g (a)−

∫ b

a
f
(
qx

)
Dq g (x)dq x. (2.10)

2 Fonction q-Gamma

Définition 2.8 [14] La fonction q-Gamma notée Γq est définie par

Γq (t ) =

(
1−q

)t−1
q(

1−q
)t−1 , t Â 0. (2.11)

Elle admet aussi une représentation q-intégrale

Γq (t ) =
∫ 1

1−q

0
x t−1E−qx

q dq x.

Propriétés 2.1 [14] Les propriétés de la fonction q-Gamma sont

1-
Γq (t +1) = [t ]qΓq (t ), t Â 0.

2-
Pour tout n ∈N Γq (n +1) = [n]q !. En particulier Γq (1) = 1.

Preuve.
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3. FONCTION Q-BÊTA

1- On applique (2.11) puis (2.1), on trouve

Γq (t +1) =

(
1−q

)t
q(

1−q
)t

=

(
1−q

)(
1−q2

)(
1−q3

)
.............

(
1−q t

)(
1−q

)t

=

(
1−q t

)
(1−q)

(
1−q

)t−1
q

(1−q)t−1

= [t ]qΓq (t ).

2- D’après un raisonnement par récurrence, on a

Γq (n +1) = [n]qΓq (n)

= [n]q [n −1]qΓq (n −1)

=
...

= [n]q [n −1]q [n −2]qΓq (n −2)

= [n]q !.

3 Fonction q-Bêta

Définition 2.9 [14] La fonction q-Bêta est définie par l’intégrale suivante

βq (t , s) =
∫ 1

0
x t−1 (

1−qx
)s−1

q dq x, t , s Â 0. (2.12)

Propriétés 2.2 [14]

1- Si t Â 0 et n un entier positif, on a

βq (t ,n) =

(
1−q

)(
1−q

)n−1
q(

1−q t
)n

q

. (2.13)

2- pour tout t , s Â 0, on a

βq (t , s) =

(
1−q

)(
1−q

)∞
q

(
1−q t+s

)∞
q(

1−q t
)∞

q

(
1−q s

)∞
q

. (2.14)

Preuve.

1- Tout d’abord en utilisant la propriété (2.7) et une q-intégration par partie (2.10).
Alors pour tout t , s Â 0 ona

βq (t +1, s) =
∫ 1

0
x t (

1−qx
)s−1

q dq x

=
−1

[s]q

∫ 1

0
x t Dq (1−x)s

q dq x

=
1

[s]q

∫ 1

0
Dq x t (

1−qx
)s

q dq x,

13



3. FONCTION Q-BÊTA

et par conséquent,

βq (t +1, s) =
[t ]q

[s]q
βq (t , s +1) . (2.15)

D’autre part, en utilisant la propriété (2.1), alors on a

βq (t ,n +1) =
∫ 1

0
x t−1 (

1−qx
)n

q dq x

=
∫ 1

0
x t−1 (

1−qn x
)(

1−qx
)n−1

q dq x

=
∫ 1

0
x t−1 (

1−qx
)n−1

q dq x −qn
∫ 1

0
x t (

1−qx
)n−1

q dq x.

D’où

βq (t ,n +1) = βq (t ,n)−qn βq (t +1,n) . (2.16)

Combinant (2.15) et (2.16), on trouve

βq (t ,n +1) = βq (t ,n)−qn [t ]q

[n]q
βq (t ,n +1) .

Alors βq (t ,n +1) =
1−qn

1−q t+n
βq (t ,n) .

Il est claire que pour tout t Â 0 et n un entier positif

βq (t ,1) =
∫ 1

0
x t−1 =

1

[t ]q
.

Finalement, on conclut que

βq (t ,n) =

(
1−qn−1

)
.....

(
1−q

)(
1−q t+n−1

)
......

(
1−q t+1

)
[t ]q

=

(
1−q

)(
1−q

)n−1
q(

1−q t
)n

q

.

2- Pour démontrer la deuxième propriété, on va utiliser les deux définitions suivantes

(
1−q

)n−1
q =

(
1−q

)∞
q(

1−qn
)∞

q

. (2.17)

1(
1−q t

)n
q

=

(
1−q t+n

)∞
q(

1−q t
)∞

q

. (2.18)

On remplace (2.17) et (2.18) dans (2.13), on obtient

βq (t , s) =

(
1−q

)(
1−q

)∞
q

(
1−q t+s

)∞
q(

1−q t
)∞

q

(
1−q s

)∞
q

.
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4. FONCTION Q-ZÊTA

Proposition 2.4 [1] La fonction q-Gamma et la fonction q-Bêta sont liées entre elles par
les deux équations suivantes

I-

Γq (t ) =
βq (t ,∞)(

1−q
)t .

II-

βq (t , s) =
Γq (t )Γq (s)

Γq (t + s)
.

Preuve.

I- D’après (2.12) et (2.9), on a

βq (t ,∞) =
∫ 1

0
x t−1 (

1−qx
)∞

q dq x =
∫ 1

0
x t−1E

−qx
1−q
q dq x.

Effectuons le changement de variable x = (1−q)y , on obtient pour s = ∞

=
(
1−q

)t
∫ 1

1−q

0
y t−1E−q y

q dq y

=
(
1−q

)t
Γq (t ).

II- En utilisant (2.17) dans (2.11), on trouve

Γq (t ) =

(
1−q

)∞
q(

1−q
)t−1 (

1−q t
)∞

q

. (2.19)

Alors à l’aide de (2.14) et (2.19), on obtient

βq (t , s)Γq (t + s) =

(
1−q

)(
1−q

)∞
q

(
1−q t+s

)∞
q(

1−q t
)∞

q

(
1−q s

)∞
q

(
1−q

)∞
q(

1−q
)t+s−1 (

1−q t+s
)∞

q

=

(
1−q

)∞
q(

1−q
)t−1 (

1−q t
)∞

q

(
1−q

)∞
q

(
1−q

)
(
1−q

)s−1 (
1−q s

)∞
q

=

(
1−q

)∞
q(

1−q
)t−1 (

1−q t
)∞

q

(
1−q

)∞
q(

1−q
)s−1 (

1−q s
)∞

q

= Γq (t )Γq (s) .

4 Fonction q-Zêta

[10] Pour tout x Â 0, on note

α (x) =
log(x)

log
(
q
) −E

[
log(x)

log
(
q
)] ,

{x}q =
[x]q

q x+α([x]q )
.
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4. FONCTION Q-ZÊTA

Définition 2.10 Le q-analogue de la fonction Zêta de Riemann si E
[

log(x)
log(q)

]
est une partie

entière de log(x)
log(q) est définie pour s ∈ C par

ζq (s) =
∞∑

n=1

1

{n}s
q

=
∞∑

n=1

q(n+α([n]q ))s

[n]s
q

.

De plus dans [10], le q-analogue de la fonction classique de Zêta de Riemann tel que
log(1−q)

log(q) ∈ Z, a une expression intégrale pour tout Re(s) Â 1.

ζq (s) =
1

Γ̃q (s)

∫ ∞

0
t s−1Zq (t )dq t ,

sachant que

Zq (t ) =
∞∑

n=1
e
−{n}q t
q ,

Γ̃q (s) =
Γq (t )

(−q t ,−q1−t ; q
)
∞(−q,−1; q

)
∞

,

telle que (−q t ,−q1−t ; q
)
∞ =

(−q t ; q
)
∞

(−q1−t ; q
)
∞

16
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5 Applications

Dans cette section, nous donnons des nouvelles inégalités impliquant les fonctions
q-spéciales, en utilisant leurs représentations intégrales et une technique développée par
Mercer [16].
Ce type d’inégalités ont été étudiées par des nombreux auteurs (voir[3], [4], [20], [16]).

5.1 Fonction q-Gamma

Théorème 2.1 [19] On définit la fonction f par

f (x) =

[
Γ(2n)

q (1+x)
]α

Γ(2n)
q (1+αx)

,

alors

a) la fonction f est croissante si 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante si α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. La fonction Γq est de classe C∞ sur [0,∞[, sa dérivée nième est donnée par

Γ(2n)
q (t ) =

∫ 1
1−q

0
x t−1 [

log(x)
]2n E−qx

q d x, ∀x ∈]0, ∞[, ∀n ∈N.

On considère un intervalle I =
[

0, 1
1−q

]
et L une application dans C∗(I) ⊂ C(I) tel que

L(v) =
∫ 1

1−q

0
v(x)

[
log(x)

]2n E−qx
q dq x,

pour tout v dans C∗(I), on a

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O(1) lorsque x −→ 1
1−q .

Alors d’après les inégalités (2) et (3), on trouve pour β Â δ Â 0[
Γ(2n)

q (1+δ)
]α

Γ(2n)
q (1+αδ)

Â
[
Γ(2n)

q (1+β)
]α

Γ(2n)
q (1+αβ)

; αÂ 1, (2.20)

et [
Γ(2n)

q (1+δ)
]α

Γ(2n)
q (1+αδ)

≺
[
Γ(2n)

q (1+β)
]α

Γ(2n)
q (1+αβ)

; 0 ≺ α≺ 1. (2.21)
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Corollaire 2.1 Soit x ∈ [0,1], alors

i.

1

Γq (1+α)
≤

[
Γq (1+x)

]α
Γq (1+αx)

≤ 1 si α≥ 1. (2.22)

ii.

1 ≤
[
Γq (1+x)

]α
Γq (1+αx)

≤ 1

Γq (1+α)
si 0 ≺ α≤ 1. (2.23)

Preuve.

i. On applique n = 0 dans (2.20), on trouve[
Γq

(
1+β

)]α
Γq

(
1+αβ

) ≺
[
Γq (1+δ)

]α
Γq (1+αδ)

.

Ainsi, on pose β = 1 et δ = x avec x ∈ [0,1] et β Â δ. Alors

1

Γq (1+α)
≺

[
Γq (1+x)

]α
Γq (1+αx)

,

et si on pose β = x et δ = 0, alors on trouve[
Γq (1+x)

]α
Γq (1+αx)

≺ 1.

Si α = 1, on a l’inégalité (2.22).

ii. De même façon, on trouve (2.23).

Remarque 2.1 Les résultats prouvés sont des q-analogues de Théorème précédente, si q =
1, nous obtenons les résultats concernant la fonction Gamma d’Euler.

5.2 Fonction q-Bêta

Théorème 2.2 [19] Pour s Â 0, la fonction f est donnée par

f (x) =

[
βq (1+x, s)

]α
βq (1+αx, s)

,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. Soit la fonction q-Bêta est donnée par l’intégrale suivante

βq (t , s) =
∫ 1

0
x t−1 (

1−qx
)s−1

q dq x, t , s Â 0.
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On considère un intervalle I = [0,1] et l’application linéaire positive L sur le sous espace
C∗(I) de C(I) donnée par
∀ s Â 0 et v ∈ C∗(I)

L(v) =
∫ 1

0
v(x)

(
1−qx

)s−1
q dq x,

tel que la fonction v(x) vérifie les conditions suivante

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O(1) lorsque x −→ 1.

En utilisant les inégalités (2) et (3), alors pour β Â δ Â 0. on obtient[
βq (1+δ, s)

]α
βq (1+αδ, s)

Â
[
βq

(
1+β, s

)]α
βq

(
1+αβ, s

) ; αÂ 1, (2.24)

et [
βq (1+δ, s)

]α
βq (1+αδ, s)

≺
[
βq

(
1+β, s

)]α
βq

(
1+αβ, s

) ; 0 ≺ α≺ 1. (2.25)

Corollaire 2.2 Pour tout x ∈ [0,1] et s Â 0, on a

i.

[α+ s]q

[α]q [s]αq [s +1]αq βq (α, s)
≤

[
βq (1+x, s)

]α
βq (1+αx, s)

≤ 1

[s]α−1
q

si α≥ 1. (2.26)

ii.

1

[s]α−1
q

≤
[
βq (1+x, s)

]α
βq (1+αx, s)

≤ [α+ s]q

[α]q [s]αq [s +1]αq βq (α, s)
si 0 ≺ α≤ 1. (2.27)

Preuve.

i. On prend β = 1 et δ = x tel que x ∈ [0,1] et β Â δ. Alors (2.24) devient[
βq (2, s)

]α
βq (1+α, s)

≺
[
βq (1+x, s)

]α
βq (1+αx, s)

, (2.28)

Maintenant on prend β = x et δ = 0. Alors[
βq (1+x, s)

]α
βq (1+αx, s)

≺ [
βq (1, s)

]α−1 , (2.29)

tel que

βq (1, s) =
1

[s]q
.

βq (2, s) =
1

[s]q [s +1]q
.

βq (1+α, s) =
[α]q

[α+ s]q
βq (α, s) .

De (2.28), (2.29), et si α = 1 on trouve l’inégalité (2.26).

ii. De même, on prouve l’inégalité (2.27).

Remarque 2.2 Si q = 1, on trouve les inégalités concernant la fonction Bêta d’Euler.
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5.3 Fonction q-Zêta

Théorème 2.3 [19] Soit la fonction f définie par

f (x) =

[
Γ̃q (1+x)ζq (1+x)

]α
Γ̃q (1+αx)ζq (1+αx)

,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. Soit la fonction définie pour tout Re(s) Â 1 par

ζq (s) Γ̃q (s) =
∫ ∞

0
xs−1Zq (x)dq x,

pour v dans C∗(I), on considère donc

L(v) =
∫ ∞

0
v(x)Zq (x)dq x,

tel que

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O
(
xδ

) ∀ δ lorsque x −→∞.

Ainsi on applique les inégalités (2) et (3), on trouve pour β Â δ Â 0[
Γ̃q (1+δ)ζq (1+δ)

]α
Γ̃q (1+αδ)ζq (1+αδ)

Â
[
Γ̃q

(
1+β

)
ζq

(
1+β

)]α
Γ̃q

(
1+αβ

)
ζq

(
1+αβ

) ; αÂ 1,

et [
Γ̃q (1+δ)ζq (1+δ)

]α
Γ̃q (1+αδ)ζq (1+αδ)

≺
[
Γ̃q

(
1+β

)
ζq

(
1+β

)]α
Γ̃q

(
1+αβ

)
ζq

(
1+αβ

) ; 0 ≺ α≺ 1.
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Chapitre 3

Les Fonctions k-Spéciales

Gammak2).
Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales pour les fonctions
k-spéciales, ainsi que certaines propriétés (voir [7], [15]).
La dernière section va sevir à trouver des applications pour certaines inégalités dévelop-
pées par Mercer [16].

1 Fonction k -Gamma

Définition 3.1 [7] La fonction k-Gamma est donnée par l’intégrale suivante

Γk (s) =
∫ +∞

0
t s−1e

−tk

k d t , Re(s) Â 0. (3.1)

Propriétés 3.1 [15] Pour tout s un nombre réelle positif et pour tout k Â 0, on a

1-
Γk (s) = k

s
k −1Γ

( s

k

)
. (3.2)

2-
Γk (s +k) = sΓk (s), en particulier Γk (k) = 1.

Preuve.

1- Par la définition de la fonction k-Gamma, on a

Γk (s) =
∫ +∞

0
t s−1e

−tk

k d t

=
∫ +∞

0
t s−k e

−tk

k t k−1d t

=
∫ +∞

0

(
t k

) s
k −1

e
−tk

k t k−1d t .

Puis, on effectue le changement de variable suivant

x =
t k

k
, d x = t k−1d t .

Alors

Γk (s) = k
s
k −1

∫ +∞

0
x

s
k −1e−xd x

= k
s
k −1Γ

( s

k

)
.
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2. FONCTION K- BÊTA

2- Pour démontrer la deuxième propriété, on a besoin d’utiliser la propriété (3.2) et
(1.1). Alors

Γk (s +k) = k
s+k

k −1Γ

(
s +k

k

)
= sk

s
k −1Γ

( s

k

)
= sΓk (s).

2 Fonction k- Bêta

Définition 3.2 [15] La fonction k-Bêta est donnée par l’intégrale suivante

βk (t , s) =
∫ ∞

0
x t−1

(
1+xk

)− t+s
k

d x, t , s Â 0.

Définition 3.3 [15] La fonction k-Bêta est donnée aussi pour k Â 0

βk (t , s) =
Γk (t )Γk (s)

Γk (t + s)
. (3.3)

Propriétés 3.2 [15] La fonction k-Bêta vérifie les propriétés suivantes

1-

βk (t , s) =
1

k
β

(
t

k
,

s

k

)
. (3.4)

2-

βk (t , s) =
1

k

∫ 1

0
x

t
k −1 (1−x)

s
k −1 d x.

Preuve.

1- D’après la propriété (3.2) et (3.3), on a

βk (t , s) =
k

t
k −1Γ

( t
k

)
k

s
k −1Γ

( s
k

)
k

t+s
k −1Γ

( t+s
k

)
=

1

k
β

(
t

k
,

s

k

)
.

2- D’après la propriété (3.4) et la définition de la fontion Bêta (1.2), on obtient

βk (t , s) =
1

k
β

(
t

k
,

s

k

)
=

1

k

∫ 1

0
x

t
k −1 (1−x)

s
k −1 d x.

3 Fonction k-Zêta

Définition 3.4 [15] La fonction ζk (x) est donnée par la formule suivante

ζk (s) =
1

Γk (s)

∫ ∞

0

xs−k

ex −1
d x, s Â k. (3.5)

Remarque 3.1 Si k = 1, on trouve la fonction Zêta de Riemann ζ(s).
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4. APPLICATIONS

4 Applications

Dans la derniére section, on applique une technique de Mercer [16] sur les fonctions
k-spéciales pour trouver les inégalités impliquant ces fonctions.

4.1 Fonction k-Gamma

Théorème 3.1 [21] Soit f la fonction définie par

f (x) =

[
Γ(2n)

k (k +x)
]α

Γ(2n)
k (k +αx)

,

alors

a) la fonction f est croissante si 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante si α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. La fonction k-Gamma est continue et dérivable sur ]0,∞[ et sa dérivée n’ième est
donnée par

Γ(2n)
k (t ) =

∫ +∞

0
x t−1 [

log(x)
]2n e

−xk

k d x, ∀n ∈N.

On introduit l’application linéaire L ∈ C∗(I) ⊂ C(I) par

L(v) =
∫ ∞

0
v(x)xk−1 [

log(x)
]2n e

−xk

k d x,

pour tout v dans C∗(I), on a

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −k lorsque x −→ 0

O
(
xδ

) ∀ δ lorsque x −→∞.

En utilisant les inégalités (2) et (3) sachant que β Â δ Â 0, alors[
Γ(2n)

k (k +δ)
]α

Γ(2n)
k (k +αδ)

Â
[
Γ(2n)

k (k +β)
]α

Γ(2n)
k (k +αβ)

; αÂ 1, (3.6)

et [
Γ(2n)

k (k +δ)
]α

Γ(2n)
k (k +αδ)

≺
[
Γ(2n)

k (k +β)
]α

Γ(2n)
k (k +αβ)

; 0 ≺ α≺ 1. (3.7)

Corollaire 3.1 Soit x ∈ [0,k], on a

i.

kα

Γk (αk +k)
≤ [Γk (k +x)]α

Γk (k +αx)
≤ 1 si α≥ 1. (3.8)

ii.

1 ≤ [Γk (k +x)]α

Γk (k +αx)
≤ kα

Γk (αk +k)
si ≺ α≤ 1. (3.9)
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4. APPLICATIONS

Preuve.

i. Pour n = 0 dans (3.6), on trouve[
Γk

(
k +β

)]α
Γq

(
k +αβ

) ≺ [Γk (k +δ)]α

Γk (k +αδ)
.

On prend β = k et δ = x avec x ∈ [0,k] et β Â δ, on trouve

[Γk (2k)]α

Γk (k +αk)
≺ [Γk (k +x)]α

Γk (k +αx)
,

si on prend β = x et δ = 0, on obtient

[Γk (k +x)]α

Γk (k +αx)
≺ [Γk (k)]α

Γk (k)
≺ 1.

Si α = 1, on trouve l’inégalité (3.8).

ii. De la même méthode on prouve (3.9).

Remarque 3.2 Ces résultats sont des k-analogues des Théorèmes donnés précédemment, si
on pose k = 1, alors on obtient les inégalités concernant la fonction Gamma d’Euler.

4.2 Fonction k-Bêta

Théorème 3.2 [21] Soit la fonction f définie pour tout s Â 0 par

f (x) =

[
βk (k(1+x), s)

]α
βk (k (1+αx) , s)

,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. Soit la fonction k-Bêta définie par

βk (t , s) =
1

k

∫ 1

0
x

t
k −1 (1−x)

s
k −1 d x.

On introduit L ∈ C∗(I) ⊂ C(I) pour I = [0,1]
∀ s Â 0 et v ∈ C∗(I). On a

L(v) =
∫ 1

0
v(x) (1−x)

s
k −1 d x.

tel que la fonction v(x) doit vérifier les conditions d’existence et de la convergence de
l’intégrale suivante

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O(1) lorsque x −→ 1.

D’après les inégalités (2) et (3), on obtient pour β Â δ Â 0[
βk (k(1+δ), s)

]α
βk (k(1+αδ), s)

Â
[
βk

(
k(1+β), s

)]α
βk

(
k(1+αβ), s

) ; αÂ 1, (3.10)
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4. APPLICATIONS

et [
βk (k(1+δ), s)

]α
βk (k(1+α), s)

≺
[
βk

(
k(1+β), s

)]α
βk

(
k(1+αβ), s

) ; 0 ≺ α≺ 1. (3.11)

Corollaire 3.2 Pour tout x ∈ [0,k] et s Â 0, on a

i.

k2(α−1)
(
αk2 + s

)
α

(
k2 + s

)α
[
βk

(
k2, s

)]α
βk

(
αk2, s

) ≤
[
βk (k(1+x), s)

]α
βk (k(1+αx), s)

≤ [
βk (k, s)

]α−1 si α≥ 1.

ii. [
βk (k, s)

]α−1 ≤
[
βk (k(1+x), s)

]α
βk (k(1+αx), s)

≤ k2(α−1)
(
αk2 + s

)
α

(
k2 + s

)α
[
βk

(
k2, s

)]α
βk

(
αk2, s

) si 0 ≺ α≤ 1.

Remarque 3.3 Si on a k = 1, on trouve les inégalités pour la fonction Bêta d’Euler.

4.3 Fonction k-Zêta

Théorème 3.3 [21] Soit la fonction f donnée par

f (x) =
[ζk (x +k +1)Γk (x +k +1)]α

ζk (αx +k +1)Γk (αx +k +1)
,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0, ∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0, ∞[.

Preuve. D’après la définition de la fonction ζk , on trouve

ζk (s)Γk (s) =
∫ ∞

0
xs−k 1

ex −1
d x, s Â k.

On introduit l’application linéaire L ∈ C∗(I) ⊂ C(I) tel que

L(v) =
∫ ∞

0
v(x)

x

ex −1
d x.

Pour tout v dans C∗(I)

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −1 lorsque x −→ 0

O
(
xδ

) ∀ δ lorsque x −→∞.

D’après l’inégalités (2) et (3), on obtient pour β Â δ Â 0

[Γk (1+k +δ)ζk (k +1+δ)]α

Γk (1+k +αδ)ζk (1+k +αδ)
Â

[
Γk

(
1+k +β

)
ζk

(
1+k +β

)]α
Γk

(
1+k +αβ

)
ζk

(
1+k +αβ

) ; αÂ 1,

et

[Γk (1+k +δ)ζk (1+k +δ)]α

Γk (1+k +αδ)ζk (1+k +αδ)
≺

[
Γk

(
1+k +β

)
ζk

(
1+k +β

)]α
Γk

(
1+k +αβ

)
ζk

(
1+k +αβ

) ; 0 ≺ α≺ 1.

Remarque 3.4 Si k = 1, on trouve les inégalités pour la fonction Zêta .
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Chapitre 4

Les Fonctions q,k-Spéciales

Dans ce chapitre, on donne les définitions fondamentales pour les fonctions q,k-
spéciales et quelques propriétés liée à ces fonctions (voir [8], [21]).
Dans la dernière section, on s’intéresse à appliquer certaines inégalités par la technique
de Mercer [16].

1 Fonction q,k-Gamma

Définition 4.1 [8] Pour tout n ∈ Z+, x ∈ R, on définit le q,k-analogue des formules sui-
vantes

I-

(1−x)n
q,k =

n−1∏
j =0

(
1−q j k x

)
. (4.1)

II- le q,k-analogue de la fonction exponentielle est représenté par

Ex
q,k =

(
1+

(
1−qk

)
x
)∞

q,k
.

Définition 4.2 [8] La fonction q,k-Gamma notée Γq,k est donnée par la formule suivante

Γq,k (s) =

(
1−qk

) s
k −1

q,k(
1−q

) s
k −1

, s Â 0, (4.2)

elle admet une représentation intégrale de Jackson par

Γq,k (s) =
∫ (

[k]q

(1−qk )

) 1
k

0
xs−1E

−qk xk

[k]q

q,k dq x, s Â 0. (4.3)

Proposition 4.1 [8] La fonction Γq,k satisfait les formules suivantes

I-
Γq,k (s +k) = [s]qΓq,k (s).

II-
Γq,k (k) = 1.

Preuve.

26



2. FONCTION Q,K-BÊTA

I- D’après (4.2), on trouve

Γq,k (s +k) =

(
1−qk

) s+k
k −1

q,k(
1−q

) s+k
k −1

=

(
1−q s

)(
1−q

)
(
1−qk

) s
k −1

q,k(
1−q

) s
k −1

= [s]qΓq,k (s).

II- évident.

2 Fonction q,k-Bêta

Définition 4.3 [8] La fonction q,k-Bêta notée βq,k est définie par

βq,k (t , s) =

(
1−q

)(
1−qk

) s
k −1

q,k(
1−q t

) s
k
q,k

, t , s Â 0. (4.4)

elle admet aussi une représentation intégrale par

βq,k (t , s) =
∫ 1

0
x t−1

(
1−qk xk

) s
k −1

q,k
dq x.

Propriétés 4.1 [8] La fonction βq,k satisfait les formules suivante pour tout t , s Â 0

1-
βq,k (t ,∞) =

(
1−q

) t
k Γq,k (t ).

2-

βq,k (t +k, s) =
[t ]q

[s]q
βq,k (t , s +k) .

3-

βq,k (t , s +k) = βq,k (t , s)−q sβq,k (t +k, s) .

4-

βq,k (t , s +k) =
[s]q

[s + t ]q
βq,k (t , s) .

5-

βq,k (t ,k) =
1

[t ]q
.
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2. FONCTION Q,K-BÊTA

Preuve.

1- En utilise la définition de la fonction βq,k (4.4) et (4.1), alors par simplification, on a

βq,k (t ,∞) =
(
1−q

) (
1−qk

)∞
q,k(

1−q t
)∞

q,k

=

(
1−q

)(
1−qk

)∞
q,k(

1−qk (t−k)
k qk

)∞
q,k

=
(
1−q

)(
1−qk

) t
k −1

q,k

=
(
1−q

) t
k Γq,k (t ).

2-

βq,k (t +k, s)

βq,k (t , s +k)
=

(
1−qk

) s
k −1

q,k

(
1−q t

) s
k +1

q,k(
1−qk

) s
k
q,k

(
1−q t+k

) s
k
q,k

=

(
1−q t

)(
1−q s

)
=

[t ]q

[s]q
.

3-

βq,k (t , s +k)−βq,k (t , s)

βq,k (t +k, s)
=

(
1−q t+k

) s
k
q,k

(
1−qk

) s
k
q,k(

1−q t
) s

k +1

q,k

(
1−qk

) s
k −1

q,k

−
(
1−q t+k

) s
k
q,k(

1−q t
) s

k
q,k

=

(
1−q s

)(
1−q t

) − (
1−q t+s

)(
1−q t

) = −q s .

4-

βq,k (t , s +k)

βq,k (t , s)
=

(
1−qk

) s
k
q,k

(
1−q t

) s
k
q,k(

1−q t
) s

k +1

q,k

(
1−qk

) s
k −1

q,k

=

(
1−qk

) s
k
q,k

(
1−q t

) s
k
q,k(

1−q t
) s

k
q,k

(
1−q t+s

)(
1−qk

) s
k
q,k

(
1−q s

)−1

=

(
1−q s

)(
1−q t+s

) =
[s]q

[s + t ]q
.

5- D’après (4.4) on trouve

βq,k (t ,k) =

(
1−q

)(
1−q t

) =
1

[t ]q
.
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Remarque 4.1

FIGURE 4.1 – Le diagramme commutatif pour la fonction Gamma et Bêta .

3 Applications

Dans cette section, on s’interesse à trouver des nouvelles inégalités pour les fonctions
q,k-spéciales par la méthode géométrique qui a été développée par Mercer [16].

3.1 Fonction q,k-Gamma

Théorème 4.1 [21] Soit la fonction f représentée par

f (x) =

[
Γ(2n)

q,k (k +x)
]α

Γ(2n)
q,k (k +αx)

,

alors

a) la fonction f est croissante si 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante si α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. La fonctionΓq,k est différentiable sur ]0,∞[ et ses dérivées successives est donnée
comme suit

Γ(2n)
q,k (t ) =

∫ (
[k]q

(1−qk )

) 1
k

0
x t−1 [

log(x)
]2n E

−qk xk

[k]q

q,k dq x, t Â 0n ∈ N.

On prend une application linéaire L définie par

L(v) =
∫ (

[k]q

(1−qk )

) 1
k

0
v(x)xk−1 [

log(x)
]2n E

−qk xk

[k]q

q,k dq x.

Soit un intervalle I =
(

[k]q

(1−qk )

) 1
k

, pour tout v dans C∗(I), la fonction v(x) vérifie les condi-

tions suivantes

v(x) =

 O
(
xβ

)
si β Â −k lorsque x −→ 0

O(1) lorsque x −→
(

[k]q

(1−qk )

) 1
k

.
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Par les inégalités (2), (3) on obtient pour β Â δ Â 0[
Γ(2n)

q,k (k +δ)
]α

Γ(2n)
q,k (k +αδ)

Â
[
Γ(2n)

q,k (k +β)
]α

Γ(2n)
q,k (k +αβ)

; αÂ 1, (4.5)

et [
Γ(2n)

q,k (k +δ)
]α

Γ(2n)
q,k (k +αδ)

≺
[
Γ(2n)

q,k (k +β)
]α

Γ(2n)
q,k (k +αβ)

; 0 ≺ α≺ 1. (4.6)

Corollaire 4.1 Soit x ∈ [0,k], on a

i.

kα

Γq,k (αk +k)
≤

[
Γq,k (k +x)

]α
Γq,k (k +αx)

≤ 1 si α≥ 1. (4.7)

.

ii.

1 ≤
[
Γq,k (k +x)

]α
Γq,k (k +αx)

≤ kα

Γq,k (αk +k)
si 0 ≺ α≤ 1. (4.8)

.

Preuve.

i. On prend n = 0, l’inégalité (4.5) devient[
Γq,k

(
k +β

)]α
Γq,k

(
k +αβ

) ≺
[
Γq,k (k +δ)

]α
Γq,k (k +αδ)

. (4.9)

On pose β = k et δ = x avec x ∈ [0,k] et β Â δ. Alors on a[
Γq,k (2k)

]α
Γq,k (k +αk)

≺
[
Γq,k (k +x)

]α
Γq,k (k +αx)

,

si on prend β = x et δ = 0, on trouve[
Γq,k (k +x)

]α
Γq,k (k +αx)

≺
[
Γq,k (k)

]α
Γq,k (k)

≺ 1.

Si α = 1, on a l’inégalité (4.7).

ii. De la même manière on prouve (4.8)

Remarque 4.2 Si on pose q = 1 et k = 1, on obtient les résultats concernant la fonction
Gamma d’Euler.
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3.2 La fonction q,k-Bêta

Théorème 4.2 [21] Soit la fonction f définie pour s Â 0 par

f (x) =

[
βq,k (k +x, s)

]α
βq,k (k +αx, s)

,

alors

a) la fonction f est croissante pour tout 0 ≺ α ≺ 1 sur ]0,∞[.

b) la fonction f est décroissante pour α Â 1 sur ]0,∞[.

Preuve. Soit la fonction βq,k donnée par

βq,k (t , s) =
∫ 1

0
x t−1

(
1−qk xk

) s
k −1

q,k
dq x.

Alors on introduit une application linéaire L ∈ C∗(I) ⊂ C(I) avec I = [0,1]

L(v) =
∫ 1

0
v(x)xk−1

(
1−qk xk

) s
k −1

q,k
dq x.

∀ s Â 0 et v ∈ C∗(I)
tel que

v(x) =

{
O

(
xβ

)
si β Â −k lorsque x −→ 0

O(1) lorsque x −→ 1.

D’après les inégalités (2) et (3), on trouve pour β Â δ Â 0[
βq,k (k +δ, s)

]α
βq,k (k +αδ, s)

Â
[
βq,k (k +β, s)

]α
βq,k

(
k +αβ, s

) ; αÂ 1, (4.10)

et [
βq,k (k +δ, s)

]α
βq,k (k +α, s)

≺
[
βq,k

(
k +β, s

)]α
βq,k

(
k +αβ, s

) ; 0 ≺ α≺ 1. (4.11)

Corollaire 4.2 Pour tout x ∈ [0,k[ et s Â 0, on a

i.

[k]αq [αk + s]q

[k + s]αq [αk]q

βαq,k (k, s)

βq,k (αk, s)
≤

[
βq,k (k +x, s)

]α
βq,k (k +αx, s)

≤ [
βq,k (k, s)

]α−1 si α≥ 1.

ii.

[
βq,k (k, s)

]α−1 ≤
[
βq,k (k +x, s)

]α
βq,k (k +αx, s)

≤
[k]αq [αk + s]q

[k + s]αq [αk]q

βαq,k (k, s)

βq,k (αk, s)
si 0 ≺ α≤ 1.

Remarque 4.3 Si on a q = 1 et k = 1, on trouve les inégalités pour la fonction Bêta d’Euler.
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Conclusion

Dans le cadre du projet de fin d’études, nous avons constaté que les fonctions spé-
ciales jouaient un rôle majeur dans la recherche et les applications de nombreuses branches,
qui étaient utilisées par de nombreux mathématiciens, dont Mercer, qui avait mis au point
une technique très intéressante qui poussait les chercheurs à appliquer des fonctions spé-
ciales.

il existe des autres inégalités pour les fonctions spéciales comme l’inégalité de Chebychev
et l’inégalité de Grüss, ces résultat utilisés pour prouver certaines inégalités .
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