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RLDα

a : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α> 0, au point a.
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a : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α> 0, au point a.
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Introduction

La dérivation d’ordre fractionnaire remonte à diverses correspondances entre Gott-
fried Wilhelm Leibniz, Guillaume de L’Hôspital et Johann Bernoulli à la fin du 17ème
siècle, voir [19].

Plusieurs définitions de la dérivation fractionnaire ont fait leurs apparitions, dont on
peut citer Joseph Lioville (1832-1837), A.K. Grünwald (1867-1872), Aleksey Vasilyevich Let-
nikov (1868-1872), Hermann Weyl (1917), et M.Caputo (1967), voir [2].

En 1974, B. Ross a organisé la première conférence sur le calcul fractionnaire et ses
applications à l’Université de New Haven. De plus, Keith B. Oldham et Jerome Spanier ont
publié le premier livre consacré au calcul fractionnaire en 1974, voir [26].

La monographie "encyclopédie" de Anatoly A. Kilbas et Oleg Marichev du calcul frac-
tionnaire a été publiée en 1993, voir [24].

Le sujet du calcul fractionnaire a gagné une importance par ses applications dans de
nombreux domaines de la science et de l’ingénierie, voir [10, 22, 41].

D’autre part, en 1940, la question de la stabilité des équations fonctionnelles a été sou-
levée par Stanisław Ulam dans un discours prononcé à l’Université du Wisconsin, [42].
En1941, Hyers a donné une réponse partielle à la question d’Ulam, [9].

En 1978, Tomson Rassias a établi la stabilité au sens d’Ulam-Hyers des opérateurs li-
néaires et non linéaires, voir [23].

Récemment, plusieurs papiers [8, 12, 13, 14, 15, 28, 30, 31] ont été publiés en généra-
lisant les résultats de Ulam-Hyers dans plusieurs directions. Très récemment, A. Taïeb a
obtenu quelques résultats d’existence et de stabilité pour plusieurs classes des équations
diférentielles fractionnaires au sens de Caputo, voir [34, 35, 36].

L’objectif de ce manuscrit est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution pour un
système des équations différentielles fractionnaires, ainsi que la stabilité au sens d’Ulam-
Hyers généralisée du système considéré.

Ce mémoire comprend trois chapitres :

Chapitre1, intitulé "Notions Fondamentales" est consacré aux éléments de base du
calcul fractionnaire.

Chapitre2, intitulé "Problème aux Limite Pour des EDFs" comprend une étude sur
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Introduction

l’existence et l’unicité de la solution pour un système des équations différentielles frac-
tionnaire de la forme suivante :



CDαn
0 u (t ) = f

(
t ,u (t ) , v (t ) ,C Dβ1

0 v (t ) , ...,C Dβn−1
0 v (t )

)
,

CDβn
0 v (t ) = g

(
t ,u (t ) , v (t ) ,C Dα1

0 u (t ) , ...,C Dαn−1
0 u (t )

)
,

0 < t ≤ 1,k −1 < αk , βk < k, k = 1,2, ...,n,

u( j) (0) = a j , v( j) (0) = b j , j = 0,1, ...,n −2,

u(n−1) (0) =C Dη
0u (1) , v (n−1) (0) =C Dκ

0 v (1) , n −2 < η,κ< n −1,

(1)

oú n ∈N−{0,1} f , g : (0,1]×Rn+1 →R sont des fonctions continues, singulières

à t = 0, et lim
t→0+

f (t ) = ∞, lim
t→0+

g (t ) = ∞. CDαk
0 , CDβk

0 , CDη
0 , CDκ

0 sont les déri-

vées fractionnaires au sens de Caputo.

Chapitre3, intitulé "Stabilité au sens d’Ulam-Hyers Généralisée Pour des EDFs" est
consacré à l’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée pour le système consi-
déré au chapitre 2.

À la fin de ce mémoire, on donne une conclusion du travail effectué et on termine par
une riche bibliographie.
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Chapitre 1

Notions Fondamentales

Dans ce chapitre, on présente certaines définitions élémentaires et notions de base
relatives au calcul fractionnaire qui sont utilisées dans les autre chapitres. On présente
aussi quelques théorèmes des points fixes qui représentent un outil indispensable dans
ce mémoire.

1 Fonctions Spéciales

Dans cette section, on présente les fonctions Gamma et Bêta d’Euler qui jouent un
rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire, (voir [21, 24, 26]).

1.1 Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma d’Euler Γ (.) est l’un des outils de base du calcul fractionnaire qui
a été introduite par le mathématicien suisse Leonhar d’Euler (1707-1783). La fonction
Gamma d’Euler Γ (.) est définie par l’intégrale suivante :

Γ (x) =

∞∫
0

e−t t x−1d t , x > 0. (1.1)

Exemple 1.1

Γ

(
1

2

)
=

∞∫
0

e−t t
−1
2 d t =

p
π, (1.2)

par le changement de variable t=u2.

Propriétés

La fonction Gamma d’Euler possède les propriétés suivantes :

1. Γ (1) = 1,

2. Γ(x +1) = xΓ(x), x > 0,

3. La fonction Gamma d’Euler est une fonction convexe.

3



2. INTÉGRATION D’ORDRE FRACTIONNAIRE

1.2 Fonction Bêta d’Euler

La fonction Bêta est définie par :

B
(
x, y

)
=

1∫
0

(1− t )x−1 t y−1d t , x, y ∈R∗
+. (1.3)

Propriétés

1. La fonction Bêta est raccordée avec la fonction Gamma par la relation suivante :

B
(
x, y

)
=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
.

2. La fonction Bêta est symétrique i.e :

B
(
x, y

)
= B

(
y, x

)
.

3. On peut prendre aussi la forme d’intégrale

B
(
x, y

)
= 2

1∫
0

(sinθ)2x−1 (cosθ)2y−1 dθ,

par le changement de variable t = sin2θ.

2 Intégration d’Ordre Fractionnaire

Dans cette section, on va définir l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1 [21, 24, 26] Soit α ∈ R∗+, l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville d’ordre α> 0, d’une fonction f continue sur [a,b) est définie par :

Iαa f (t ) =


1

Γ(α)

t∫
a

(t − s)α−1 f (s)d s, α> 0,

f (t ), α = 0,

(1.4)

où t ≥ 0.

Proposition 1.1 Soient α,β> 0. Pour toute fonction f ∈ C ([a,b)), on a :

IαaIβa f (t ) = Iα+βa f (t ) = IβaIαa f (t ) . (1.5)

Preuve. Soit f ∈ C ([a,b)) , on a :

IαaIβa f (t ) =
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0
(t − s)α−1

∫ s

0
(s −τ)β−1 f (τ)dτd s. (1.6)

4



2. INTÉGRATION D’ORDRE FRACTIONNAIRE

D’après le théorème de Fubini on a :

IαaIβa f (t ) =
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0
f (τ)

∫ t

τ
(t − s)α−1 (s −τ)β−1 d sdτ. (1.7)

Pour évaluer cette intégrale on pose :

x =
s −τ
t −τ . (1.8)

Donc,

IαaIβa f (t ) =
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0
f (τ) (t −τ)α+β−1

∫ 1

0
(1−x)α−1 xβ−1d xdτ

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0
f (τ) (t −τ)α+β−1 B

(
α,β

)
dτ

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0
f (τ) (t −τ)α+β−1 Γ (α)Γ

(
β
)

Γ
(
α+β) dτ

=
1

Γ
(
α+β)

∫ t

0
f (τ) (t −τ)α+β−1 dτ = Iα+βa f (t ) . (1.9)

D’où le résultat.

On peut montrer la deuxième égalité en utilisant le fait que : IαaIβa f (t ) = Iα+βa f (t ).

Lemme 1.1 [38] Soient f ∈ C ([a,b]) et α> 0. Alors,

lim
t
>→a

Iαa f (t ) = 0. (1.10)

Preuve. On a : ∣∣Iαa f (t )
∣∣ ≤ 1

Γ (α)

∫ t

a
(t − s)α−1

∣∣ f (s)
∣∣d s

≤
∥∥ f

∥∥∞
Γ (α)

∫ t

a
(t − s)α−1 d s

≤
∥∥ f

∥∥∞
Γ (α+1)

(t −a)α . (1.11)

On remarque que le second membre de la formule (1.11) tend vers 0 lorsque t tend
vers a. Alors lim

t
>→a

Iαa f (t ) = 0.

Exemple 1.2 Soit la fonction f (t ) = (ct )β ; β ∈R, c ∈R.
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3. DIVERS APPROCHES DE LA DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

Alors, l’intégrale fractionnaire de Riemann Liouville s’écrit :

Iα0 (ct )β =
1

Γ (α)

∫ t

0
(t −τ)α−1 (cτ)βdτ. (1.12)

On pose le changement de variable τ = t x, on aura :

Iα0 (ct )β =
1

Γ (α)

∫ 1

0
(t − t x)α−1 (ct x)β td x

=
cβ

Γ (α)

∫ 1

0
tα−1 (1−x)α−1 tβ+1xβd x

=
cβtβ+1

Γ (α)

∫ 1

0
(1−x)α−1 xβd x

=
cβtα+β

Γ (α)
B

(
α,β+1

)
. (1.13)

D´après la propriété 1 de la fonction bêta, on a :

Iα0 (ct )β =
Γ

(
β+1

)
Γ

(
α+β+1

)cβtα+β. (1.14)

3 Divers Approches de la Dérivation Fractionnaire

Dans cette section, on va présenter deux approches de la dérivation fractionnaire : de
Riemann-Liouville et celle de Caputo.

3.1 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2 [21, 24, 26] Soient a ∈R, m ∈N−{0} . La dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre α d’une fonction f ∈ C ([a,+∞),R) est définie par :

RLDα
a f (t ) =


DmIm−α

a f (t ) = d m

d t m

(
1

Γ(m−α)

t∫
a

(t −τ)m−α−1 f (τ)dτ

)
, m −1 < α< m,

d m

d t m f (t ), α = m.

(1.15)

Exemple 1.3 On prend la fonction :

f (t ) = (t −a)λ , t > a. (1.16)

Pour 0 ≤ m −1 < α< m et λ>−1, on pose le changement de variable : x = a + s(t −a),
on aura :

6



3. DIVERS APPROCHES DE LA DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

RLDα
a (t −a)λ =

1

Γ (m −α)

d m

d t m (t −a)m+λ−α
1∫
0

(1− s)m−α−1 sλd s. (1.17)

En utilisant la relation de dérivation classique :

d m

d t m (t −a)δ = δ (δ−1) ... (δ−m +1)(t −a)δ−m

=
Γ(δ+1)

Γ(δ−m +1)
(t −a)δ−m , (1.18)

et la relation (1.3), on trouve :

RLDa (t −a)λ =
Γ(λ+m −α+1)B(m −α,λ+1)

Γ(m −α)Γ(λ−α+1)
(t −a)λ−α. (1.19)

D’après la propriété 1 des propriétés de la fonction bêta, on a :

RLDα
a (t −a)λ =

Γ (λ+1)

Γ (λ+1−α)
(t −a)λ−α . (1.20)

Pour α = 1
2 , λ = 1

2 et a = 0, on aura :

RLD
1
2
0 (t )

1
2 =

Γ
(1

2 +1
)

Γ
(1

2 − 1
2 +1

) =Γ

(
3

2

)
. (1.21)

Pour α> 0 et λ = 0, on trouve :

RLDα
a (t −a)0 =

Γ (1)

Γ (1−α)
(t −a)−α =

(t −a)−α

Γ (1−α)
. (1.22)

Donc, la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est plus nulle.

Proposition 1.2 Pour f ∈ C ([a,b)), m −1 < α< m et m ∈N− {0} , on a :

(a) : RLDα
a est un opérateur linéaire,

(b) :
(

RLDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = f (t ) ,

(c) : Si
(

RLDα
a f

)
(t ) = 0, alors f (t ) =

m−1∑
j =0

c j
Γ( j+1)

Γ( j+α+1−m)
(t −a) j+α−m ,

(
c j

)
j =0,...,m−1 ∈ R.

Preuve. Soient f ∈ C ([a,b)) et m −1 < α< m, m ∈N− {0} .

(a) : On peut montrer la linéarité par une simple vérification.

7



3. DIVERS APPROCHES DE LA DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

(b) : En utilisant la définition 1.2, on a :

(RLDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = Dm (

Im−α
a

)(
Iαa f

)
(t )

= Dm (
Im−α+α

a f
)

(t )

= Dm (
Im

a f
)

(t )

= f (t ) , (1.23)

car DmIm
a f (t ) = I. Ce qui établit le résultat.

(c) : Comme f appartient au noyau de
(

RLDα
a

)
, alors par définition, on trouve :(RLDα

a

)
f (t ) = Dm (

Im−α
a f

)
(t ) = 0. (1.24)

C’est-à-dire que la dérivée d’ordre m de
(
Im−α

a f
)

est nulle. Alors,

(
Im−α

a f
)

(t ) =
m−1∑
j =0

c j (t −a) j ,
(
c j

)
j =0,...,m−1 ∈R. (1.25)

On applique Iαa aux deux membres de l’expression (1.25), on obtient :(
Im−α+α

a f
)

(t ) =
(
Im

a f
)

(t )

= Iαa

(
m−1∑
j =0

c j (t −a) j

)

=
m−1∑
j =0

c j

(
Γ

(
j +1

)
Γ

(
j +1+α)) (t −a) j+α . (1.26)

L’application de Dm à (1.26), donne :

Dm (
Im

a f
)

(t ) = f (t ) =
m−1∑
j =0

c j

(
Γ

(
j +1

)
Γ

(
j +1+α))Dm (t −a) j+α

=
m−1∑
j =0

c j

(
Γ

(
j +1

)
Γ

(
j +1+α))(

Γ
(

j +α+1
)

Γ
(

j +α+1−m
) (t −a) j+α−m

)

=
m−1∑
j =0

c j
Γ

(
j +1

)
Γ

(
j +α+1−m

) (t −a) j+α−m . (1.27)

Alors,

f (t ) =
m−1∑
j =0

c j
Γ

(
j +1

)
Γ

(
j +α+1−m

) (t −a) j+α−m . (1.28)

8



3. DIVERS APPROCHES DE LA DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

3.2 Dérivée Fractionnaire de Caputo

Maintenant, on présente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Définition 1.3 [21, 24, 26] Soient m −1 < α≤ m, m ∈N− {0} , la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo d’ordre α> 0 d’une fonction f ∈ Cm ([a,+∞)) est donnée par :

CDα
a f (t ) =


1

Γ(m−α)

∫ t
a (t − s)m−α−1 d m

d sm f (s)d s = Im−α
a Dm f (t ), m −1 < α< m,

d m

d t m f (t ), α = m.

(1.29)

Lemme 1.2 Soient m −1 < α< m, m ∈N− {0} et f ∈ Cm ([a,+∞)). Alors,

(a) : lim
α→m<

CDα
0 f (t ) = f (m)(t ) .

(b) : lim
α→m−1>

CDα
0 f (t ) = f (m−1)(t )− f (m−1)(0) .

Preuve. (a) : On peut montrer (a) par une simple vérification en utilissant le fait que
CDα

0 f (t ) = Im−α
0 f m (t ) .

(b) : En utilisant l’intégrale par partie, on obtient :

CDα
0 f (t ) =

1

Γ (m −α)

∫ t

0
f (m)(x) (t −x)m−α−1 d x

=
1

Γ (m −α+1)

(
f (m)(0)t m−α+

∫ t

0
f (m+1)(x) (t −x)m−αd x

)
. (1.30)

En faisant tendre α→ m −1, on trouve que :

lim
α→m−1>

CDα
0 f (t ) = f (m)(0)t+ f (m)(x)(t−x)

∣∣t
x=0−

∫ t

0
− f (m)(x)d x = f (m−1)(t )− f (m−1)(0).

(1.31)

3.3 La Relation entre la dérivée Fractionnaire de Riemann-Liouville et
celle de Caputo

Soient m −1 < α < m, m ∈ N− {0}, a ∈ R, et f ∈ Cm ([a,+∞)) , la relation entre la
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo est :

(RLDα
a

)
f (t ) =

(CDα
a

)
f (t )+

m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ( j −α+1)
f ( j )(a). (1.32)

La relation (1.32), peut aussi s’écrire :

(CDα
a

)
f (t ) =

(RLDα
a

)(
f (t )−

m−1∑
j =0

(t −a) j

j !
f ( j )(a)

)
. (1.33)

9



3. DIVERS APPROCHES DE LA DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

De (1.32) et (1.33), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre α de f de Riemann-
Liouville coïncide avec la dérivée fractionnaire de Caputo si a est un point zéro d’ordre m
de f . D’où, (

f ( j )(a) = 0, j = 0,1, ...,m −1
)

=⇒ ((RLDα
a

)
f (t ) =

(CDα
a

)
f (t )

)
. (1.34)

Preuve. On a f est de classe Cm , alors,

f (t ) =
m−1∑
j =0

(t −a) j

j !
f ( j )(a)+ Im

a Dm f (t ) . (1.35)

On applique Im−α
a à la formule (1.35), on trouve :

Im−α
a f (t ) =

m−1∑
j =0

(t −a)m−α+ j

Γ
(
m −α+ j +1

) f ( j )(a)+ I2m−α
a Dm f (t ) . (1.36)

Ensuite, on applique Dm à l’expression (1.36), on obtient :

DmIm−α
a f (t ) =

m−1∑
j =0

f ( j )(a)

Γ
(
m −α+ j +1

)Dm (t −a)m−α+ j +DmI2m−α
a Dm f (t )

=
m−1∑
j =0

f ( j )(a)

Γ
(
m −α+ j +1

) (
Γ

(
m −α+ j +1

)
(t −a)m−α+ j−m

Γ
(
m −α+ j +1−m

) )
+DmImIm−α

a Dm f (t )

=
m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ
(

j −α+1
) f ( j )(a)+ Im−α

a Dm f (t ) . (1.37)

Et comme (RLDα
a

)
= DmIm−α

a ,
(CDα

a

)
= Im−α

a Dm ,

on trouve :

(RLDα
a

)
f (t ) =

(CDα
a

)
f (t )+

m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ
(

j −α+1
) f ( j )(a). (1.38)

Proposition 1.3 Soient m −1 < α< m, m ∈N− {0} , et f ∈ Cm ([a,b)) . Alors,

(a) :
(

CDα
a

)
est un opérateur linéaire,

(b) :
(

CDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = f (t ) ,

(c) : Si
(

CDα
a f

)
(t ) = 0, alors f (t ) =

m−1∑
j =0

c j (t −a) j ,
(
c j

)
j =0,...,m−1 ∈ R,

(d) : Iαa
(

CDα
a f

)
(t ) = f (t )+

m−1∑
j =0

c j (t −a) j ,
(
c j

)
j =0,...,m−1 ∈ R.

Preuve. Soient m −1 < α< m, m ∈N− {0} , et f ∈ Cm ([a,b)) .
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4. POINTS FIXES

(a) : La démonstration de ( a) est simple.

(b) : De la relation (1.33), on a :

(CDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) =

(RLDα
a

)(
Iαa f (t )−

m−1∑
j =0

(t −a) j

j !

((
d j

d t j

(
Iαa f

))
(a)

))

= f (t )−
(

Γ
(

j +1
)

Γ
(

j +1−α) m−1∑
j =0

(t −a) j−α

j !

)((
d j

d t j

(
Iαa f

))
(a)

)

= f (t )−
(

m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ
(

j +1−α))((
d j

d t j

(
Iαa f

))
(a)

)
. (1.39)

Et comme j ≤ m−1 < α, pour j = 0, ...,m−1, alors, les dérivées
(

d j

d t j

(
Iαa f

))
(a) = 0. Ce

que permet de donner : (CDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = f (t ) . (1.40)

(c) : Soit
(

CDα
a f

)
(t ) = 0. Alors,

Im−α
a f (m) (t ) = 0. (1.41)

L’application de
(

CDm−α
a

)
à (1.41), donne :(CDm−α

a

)
Im−α

a f (m) (t ) = 0. (1.42)

D’après la propriété (1.40), on trouve :(CDm−α
a

)(
Im−α

a

)
f (m) (t ) = f (m) (t ) = 0. (1.43)

Donc, f peut s’écrire sous la forme :

f (t ) =
m−1∑
j =0

c j (t −a) j , (1.44)

où c j ∈R, j = 0,1, ...,m −1.

4 Points Fixes

Ici, on présente les théorèmes des points fixes, [17, 25, 38].
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4. POINTS FIXES

4.1 Quelques Définitions

Définition 1.4 Soient S un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖S et (un)n , n ∈N, une
suite de S. On dit que (un)n est une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, ∀p ≥ N,
∥∥un+p −un

∥∥
S ≤ ε. (1.45)

Définition 1.5 On dit que l’espace vectoriel normé S est complet pour la norme ‖.‖S si
toute suite de Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace
est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.6 Soient B un espace de Banach muni de la norme ‖.‖B et T une application
de B dans B. On appelle point fixe de T tout point u tel que :

Tu = u. (1.46)

Définition 1.7 Soit S un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖S . Une application f de S
dans S est dite Lipschitzienne de constante L ≥ 0 si elle vérifie :

∀u, v ∈ S,
∥∥ f (u)− f (v)

∥∥
S ≤ L‖u − v‖S . (1.47)

Définition 1.8 L’application Lipschitzienne f est dite une contraction si L ∈ (0,1) .

4.2 Principe de Contraction de Banach

Théorème 1.1 [17, 25] Soit (E,d) un espace métrique complet et soit f : E → E une
contraction. Alors, f admet un point fixe unique.

4.3 Théorème de Schauder

Théorème 1.2 [17, 25, 38] Soient B un espace de Banach, U un fermé, borné, convexe
et non vide de B et T : U → U une application telle que l’ensemble {Tu : u ∈ U} est
relativement compact dans B. Alors, T possède au moins un point fixe dans U.
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Chapitre 2

Problèmes aux Limites Pour des EDFs

1 Introduction

L’étude des équations différentielles fractionnaires a gagné une importance dû princi-
palement aux nombreuses applications dans divers domaines. Des papiers considérables
ont été publiés dans ce domaine, pour plus de détails, voir [3, 4, 5, 6, 7, 20, 27, 29, 39].

Dans ce chapitre, on va traiter l’existence et l’unicité de la solution d’un système d’ équa-
tions différentielles fractionnaires [37], de la forme suivante :

CDαn
0 u (t ) = f

(
t ,u (t ) , v (t ) ,C Dβ1

0 v (t ) , ...,C Dβn−1
0 v (t )

)
,

CDβn
0 v (t ) = g

(
t ,u (t ) , v (t ) ,C Dα1

0 u (t ) , ...,C Dαn−1
0 u (t )

)
,

0 < t ≤ 1,k −1 < αk , βk < k, k = 1,2, ...,n,

u( j) (0) = a j , v( j) (0) = b j , j = 0,1, ...,n −2,

u(n−1) (0) =C Dη
0u (1) , v (n−1) (0) =C Dκ

0 v (1) , n −2 < η,κ< n −1,

(2.1)

où n ∈N−{0,1} , f , g : (0,1]×Rn+1 →R sont des fonctions continues, singulières à t =

0, lim
t→0+

f (t ) = ∞, et lim
t→0+

g (t ) = ∞. CDαk
0 , CDβk

0 , CDη
0 , CDκ

0 sont les dérivées fractionnaires

au sens de Caputo.

2 Lemmes Auxiliaires

Lemme 2.1 [16, 18] Soient α,β> 0, n−1 < α< n. Alors, CDα
0 tβ−1 =

Γ(β)
Γ(β−α)

tβ−α−1, β> n,

et CDα
0 t j = 0, j = 0,1, ...,n −1.

Lemme 2.2 [16, 18] Soient q > p > 0 et f ∈ L1 ([a,b]) . Alors,

CDp
0 Jq f (t ) = Jq−p f (t ).
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3. SOLUTION INTÉGRALE

Lemme 2.3 [16, 18] Soient n ∈N− {0} , n −1 < α< n, la solution générale de l’équation
différentielle fractionnaire CDα

0 u(t ) = 0, est

u(t ) =
n−1∑
j =0

c j t j ,

où
(
c j

)
j =0,1,...,n−1 ∈R.

Lemme 2.4 [16, 18] Soient n ∈N− {0} , n −1 < α< n. Alors,

IαCDα
0 u(t ) = u(t )+

n−1∑
j =0

c j t j ,

où
(
c j

)
j =0,1,...,n−1 ∈R.

3 Solution Intégrale

On donne maintenant la solution intégrale du système différentiel (2.1).

Lemme 2.5 [37] On suppose que n ∈N−{0,1} , n−1 < αn ,βn < n, et (U,V) ∈ C ([0,1] ,R) .
Alors, la solution unique du système



CDαn
0 u(t ) = U(t ), CDβn

0 v(t ) = V(t ), 0 < t < 1,

u( j) (0) = a j , v( j) (0) = b j , j = 0,1, ...,n −2,

u(n−1) (0) =C Dη
0u (1) , v (n−1) (0) =C Dκ

0 v (1) , n −2 < η,κ< n −1,

(2.2)

est donnée par : (u, v) (t ) ;

u(t ) =
∫ t

0

(t − s)αn−1

Γ (αn)
U (s)d s +

n−2∑
j =0

a j

j !
t j

+ Γ
(
n −η) t n−1

(n −1)!
(
Γ

(
n −η)−1

)
Γ

(
αn −η)

∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 U (s)d s, (2.3)

et

v(t ) =
∫ t

0

(t − s)βn−1

Γ
(
βn

) V (s)d s +
n−2∑
j =0

b j

j !
t j

+ Γ (n −κ) t n−1

(n −1)! (Γ (n −κ)−1)Γ
(
βn −κ) ∫ 1

0
(1− s)βn−κ−1 V (s)d s. (2.4)
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3. SOLUTION INTÉGRALE

Preuve. D’après les lemmes (2.3) et (2.4), on peut écrire le système (2.2) sous la forme :


u(t ) =

t∫
0

(t−s)αn−1

Γ(αn )
U (s)d s −

n−1∑
j =0

c1
j t j ,

v(t ) =
t∫

0

(t−s)βn−1

Γ(βn)
V (s)d s −

n−1∑
j =0

c2
j t j ,

(2.5)

où,

(
c1

0 c1
1 . . . c1

n−1
c2

0 c2
1 . . . c2

n−1

)
∈ Mn (R) .

Alors, on remarque que :



u( j) (0) = − j !c1
j , v( j) (0) = − j !c2

j , j = 0,1, ...,n −2,

u(n−1) (0) = − (n −1)!c1
n−1, v (n−1) (0) = − (n −1)!c2

n−1,

CDη
0u (1) =

∫ 1
0

(1−s)αn−η−1

Γ(αn−η)
U (s)d s − Γ(n)

Γ(n−η)
c1

n−1,

CDκ
0 v (1) =

∫ 1
0

(1−s)βn−κ−1

Γ(βn−κ)
V (s)d s − Γ(n)

Γ(n−κ)
c2

n−1.

(2.6)

En utilisant les conditions :

u( j) (0) = a j , v( j) (0) = b j , j = 0,1, ...,n −2,

u(n−1) (0) = CDη
0u (1) , v (n−1) (0) =C Dκ

0 v (1) ,

on trouve :

c1
j =


−a j

j ! , j = 0,1, ...,n −2,

Γ(n−η)
(n−1)!

(
1−Γ(n−η)

) ∫ 1
0

(1−s)αn−η−1

Γ(αn−η)
U (s)d s, j = n −1,

c2
j =


−b j

j ! , j = 0,1, ...,n −2,

Γ(n−κ)

(n−1)!
(
1−Γ(n−κ)

) ∫ 1
0

(1−s)βn−κ−1

Γ(βn−κ)
V (s)d s, j = n −1.

(2.7)
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4. EXISTENCE ET UNICITÉ

En remplaçant (2.7) dans (2.5), on trouve (2.3) et (2.4). D’où, le Lemme (2.5) est ainsi
prouvé.

Maintenant, on introduit l’espace de Banach suivant :

B :=
{

(u, v) : u, v ∈ C ([0,1] ,R) , CDαk
0 u, CDβk

0 v ∈ C ([0,1] ,R) , k = 1,2, ...,n −1
}

,

oú n ∈N− {0,1} , muni de la norme :

‖(u, v)‖B = max
1≤k≤n−1

(
‖u‖∞ ,‖v‖∞ ,

∥∥CDαk
0 u

∥∥
∞ ,

∥∥∥CDβk
0 v

∥∥∥∞

)
,

où

‖u‖∞ = max
t∈[0,1]

|u(t )| , ‖v‖∞ = max
t∈[0,1]

|v(t )| , ∥∥CDαk
0 u

∥∥
∞ = max

t∈[0,1]

∣∣CDαk
0 u(t )

∣∣ ,

et
∥∥∥CDβk

0 v
∥∥∥∞ = max

t∈[0,1]

∣∣∣CDβk
0 v

∣∣∣ .

4 Existence et Unicité

On considère les hypothèses suivantes, [37] :

(H1) : Il existe des constantes non négatives
(
ω1

j

)
j =1,...,n+1

et
(
ω2

j

)
j =1,...,n+1

, n ∈ N−
{0,1} , telles que :

tδ
∣∣ f (t , x1, ..., xn+1)− f

(
t , y1, ..., yn+1

)∣∣ ≤
n+1∑
j =1

ω1
j

∣∣x j − y j
∣∣ ,

tµ
∣∣g (t , x1, ..., xn+1)− g

(
t , y1, ..., yn+1

)∣∣ ≤
n+1∑
j =1

ω2
j

∣∣x j − y j
∣∣ ,

∀ t ∈ [0,1] , ∀ (x1, ..., xn+1) ,
(
y1, ..., yn+1

) ∈Rn+1.

(H2) : f , g : (0,1]×Rn+1 →R des fonctions continues, lim
t→0+

f (t , ...) = ∞ et lim
t→0+

g (t , ...) =

∞, et il existe des constantes 0 < δ,µ< 1, telles que tδ f (t , ...) et tµg (t , ...)

sont continues sur [0,1]×Rn+1.

Pour plus de simplicité, on introduit les notations suivantes :

Υ0 : =
Γ (1−δ)

Γ (αn +1−δ)
+ Γ

(
n −η)Γ (1−δ)

(n −1)!
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η+1−δ) ,

Υk : =
Γ (1−δ)

Γ (αn −αk +1−δ)
+ Γ

(
n −η)Γ (1−δ)

Γ (n −αk )
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η+1−δ) ,

Υ∗
0 : =

Γ
(
1−µ)

Γ
(
βn +1−µ) + Γ (n −κ)Γ

(
1−µ)

(n −1)! |Γ (n −κ)−1|Γ(
βn −κ+1−µ) ,

Υ∗
k : =

Γ
(
1−µ)

Γ
(
βn −βk +1−µ) + Γ (n −κ)Γ

(
1−µ)

Γ
(
n −βk

) |Γ (n −κ)−1|Γ(
βn −κ+1−µ) .
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4. EXISTENCE ET UNICITÉ

Maintenant, on présente un résultat d’existence et d’unicité qui est basé sur le principe
de contraction de Banach, [37].

Théorème 2.1 On suppose que l’hypothèse (H1) et l´inégalité

Θ := max
1≤k≤n−1

(
n+1∑
j =1

ω1
jΥ0,

n+1∑
j =1

ω1
jΥk ,

n+1∑
j =1

ω2
jΥ

∗
0 ,

n+1∑
j =1

ω2
jΥ

∗
k

)
< 1, (2.8)

sont satisfaites.

Alors, le système (2.1) admet une solution unique (u(t ), v(t )), t ∈ [0,1].

Preuve. En commençant par définir l’opérateur T : B → B par :

T (u, v) (t ) := (T1 (u, v) (t ) ,T2 (u, v) (t )) ,

avec

T1 (u, v) (t )

: =
∫ t

0

(t − s)αn−1

Γ (αn)
f
(
s,u (s) , v (s) ,C Dβ1

0 v (s) , ...,C Dβn−1
0 v (s)

)
d s

+
n−2∑
j =0

a j

j !
t j + Γ

(
n −η)

t n−1

(n −1)!
(
Γ

(
n −η)−1

)
Γ

(
αn −η)

×
∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 f

(
s,u (s) , v (s) ,C Dβ1

0 v (s) , ...,C Dβn−1
0 v (s)

)
d s, (2.9)

et

T2 (u, v) (t )

: =
∫ t

0

(t − s)βn−1

Γ
(
βn

) g
(
s,u (s) , v (s) ,C Dα1

0 u (s) , ...,C Dαn−1
0 u (s)

)
d s

+
n−2∑
j =0

b j

j !
t j + Γ (n −κ) t n−1

(n −1)! (Γ (n −κ)−1)Γ
(
βn −κ)

×
∫ 1

0
(1− s)βn−κ−1 g

(
s,u (s) , v (s) ,C Dα1

0 u (s) , ...,C Dαn−1
0 u (s)

)
d s, (2.10)

∀t ∈ [0,1] , ∀n ∈N− {0,1} .

On va maintenant montrer que l’opérateur T est contractif :

Soient (u1, v1) , (u2, v2) ∈ B et t ∈ [0,1] . De l’hypothèse (H2) , on a :
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4. EXISTENCE ET UNICITÉ

‖T1 (u1, v1)−T1 (u2, v2)‖∞

≤ max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αn−1 s−δ

Γ (αn)
sδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(
s,u1 (s) , v1 (s) ,C Dβ1

0 v1 (s) , ...,C Dβn−1
0 v1 (s)

)
− f

(
s,u2 (s) , v2 (s) ,C Dβ1

0 v2 (s) , ...,C Dβn−1
0 v2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣d s

+ Γ
(
n −η)

(n −1)!
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η) max
t∈[0,1]

t n−1

×
∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 s−δsδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(
s,u1 (s) , v1 (s) ,C Dβ1

0 v1 (s) , ...,C Dβn−1
0 v1 (s)

)
− f

(
s,u2 (s) , v2 (s) ,C Dβ1

0 v2 (s) , ...,C Dβn−1
0 v2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣d s

≤
(
ω1

1 ‖u1 −u2‖∞+ω1
2 ‖v1 − v2‖∞+ω1

3

∥∥∥CDβ1
0 (v1 − v2)

∥∥∥∞+ ...+ω1
n+1

∥∥∥CDβn−1
0 (v1 − v2)

∥∥∥∞

)

× max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αn−1 s−δ

Γ (αn)
d s

+
(
ω1

1 ‖u1 −u2‖∞+ω1
2 ‖v1 − v2‖∞+ω1

3

∥∥∥CDβ1
0 (v1 − v2)

∥∥∥∞+ ...+ω1
n+1

∥∥∥CDβn−1
0 (v1 − v2)

∥∥∥∞

)

× Γ
(
n −η)

(n −1)!
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η)
∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 s−δd s

≤
n+1∑
j =1

ω1
j max

(
‖u1 −u2‖∞ ,‖v1 − v2‖∞ , ...,

∥∥∥CDβn−1
0 (v1 − v2)

∥∥∥∞

)

×
(

Γ (1−δ)

Γ (αn +1−δ)
max
t∈[0,1]

tαn−δ+ Γ
(
n −η)Γ (1−δ)

(n −1)!
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η+1−δ)
)

. (2.11)

Alors,

‖T1 (u1, v1)−T1 (u2, v2)‖∞ ≤
n+1∑
j =1

ω1
jΥ0 ‖(u1 −u2, v1 − v2)‖B . (2.12)

D’autre part, l’hypothèse (H2) , donne :∥∥CDαk
0 (T1 (u1, v1)−T1 (u2, v2))

∥∥
∞
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4. EXISTENCE ET UNICITÉ

≤ max
t∈[0,1]

∫ t

0

(t − s)αn−αk−1 s−δ

Γ (αn −αk )
sδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(
s,u1 (s) , v1 (s) ,C Dβ1

0 v1 (s) , ...,C Dβn−1
0 v1 (s)

)
− f

(
s,u2 (s) , v2 (s) ,C Dβ1

0 v2 (s) , ...,C Dβn−1
0 v2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣d s

+ Γ
(
n −η)

(n −αk )
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η) max
t∈[0,1]

t n−1−αk

×
∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 s−δsδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(
s,u1 (s) , v1 (s) ,C Dβ1

0 v1 (s) , ...,C Dβn−1
0 v1 (s)

)
− f

(
s,u1 (s) , v2 (s) ,C Dβ1

0 v2 (s) , ...,C Dβn−1
0 v2 (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣d s

≤
n+1∑
j =1

ω1
j max

(
‖u1 −u2‖∞ ,‖v1 − v2‖∞ , ...,

∥∥∥CDβn−1
0 (v1 − v2)

∥∥∥∞

)

×
(

Γ (1−δ)

Γ (αn −αk +1−δ)
max
t∈[0,1]

tαn−αk−δ+ Γ
(
n −η)

Γ (1−δ)

(n −αk )
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η+1−δ)
)

. (2.13)

Alors,

∥∥CDαk
0 (T1 (u1, v1)−T1 (u2, v2))

∥∥
∞ ≤

n+1∑
j =1

ω1
jΥk ‖(u1 −u2, v1 − v2)‖B , (2.14)

où k = 1,2, ...,n −1.

De manière analogue, on obtient :

‖T2 (u1, v1)−T2 (u2, v2)‖∞ ≤
n+1∑
j =1

ω2
jΥ

∗
0 ‖(u1 −u2, v1 − v2)‖B , (2.15)

∥∥∥CDβk
0 (T2 (u1, v1)−T2 (u2, v2))

∥∥∥∞ ≤
n+1∑
j =1

ω2
jΥ

∗
k ‖(u1 −u2, v1 − v2)‖B . (2.16)

Des inégalités (2.12), (2.14), (2.15), et (2.16), on conclut que :

‖T (u1, v1)−T (u2, v2)‖B ≤Θ‖(u1 −u2, v1 − v2)‖B .

L’opérateur T est contractif. On en déduit que T a un point fixe unique qui est la
solution unique du système (2.1).

Remarque 2.1 On peut étudier l’existence d’une solution au moins du système (2.1), en
utilisant le théorème 1.2 (théorème de Schauder), pour plus de détails voir [37].
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4. EXISTENCE ET UNICITÉ

Exemple 2.1 [37] On Considère le système suivant :

CD
15
4

0 u (t ) =

∣∣∣∣u(t )+v(t )+CD
1
2
0 v(t )+CD

4
3
0 v(t )+CD

7
3
0 v(t )

∣∣∣∣
60π2t

2
9

(
1+

∣∣∣∣u(t )+v(t )+CD
1
2
0 v(t )+CD

4
3
0 v(t )+CD

7
3
0 v(t )

∣∣∣∣) ,

CD
11
3

0 v (t ) =
sinu(t )−cos v(t )+sinC D

3
4
0 u(t )+sinC D

3
2
0 u(t )+sinC D

9
4
0 u(t )

125πt
1
4

,

0 < t ≤ 1,

u (0) =
p

2, u
′
(0) = 1, u

′′
(0) = 2

p
3, u

′′′
(0) =C D

11
5

0 u (1) ,

v (0) =
p

3, v
′
(0) = 1, v

′′
(0) = 5

p
2, v

′′′
(0) =C D

14
5

0 v (1) .

(2.17)

On a : n = 4, α4 = 15
4 , β1 = 1

2 , β2 = 4
3 , β3 = 7

3 , a0 =
p

2, a1 = 1, a2 = 2
p

3,
η = 11

5 ,

β4 = 11
3 ,α1 = 3

4 , α2 = 3
2 , α3 = 9

4 , b0 =
p

3, b1 = 1, b2 = 5
p

2, κ = 14
5 .

∀t ∈ [0,1] et (x1, ..., x5) ,
(
y1, ..., y5

) ∈R5, on a :

t
4
9
∣∣ f (t , x1, ..., x5)− f

(
t , y1, ..., y5

)∣∣ ≤ t
2
9

60π2

5∑
i =1

∣∣xi − yi
∣∣ ,

t
3
4
∣∣g (t , x1, ..., x5)− g

(
t , y1, ..., y5

)∣∣ ≤ t
1
2

125π

5∑
i =1

∣∣xi − yi
∣∣ ,

où δ = 4
9 , µ = 3

4 . Alors, on peut prendre :

ω1
j =

1

60π2
, ω2

j =
1

125π
, j = 1, ...,5,

5∑
j =1
ω1

j =
1

12π2
,

5∑
j =1
ω2

j =
1

25π
.

D’autre part, on obtient :

Υ0 = 3.6314, Υ1 = 8.5776, Υ2 = 16.5292, Υ3 = 24.0831,

Υ∗
0 = 7.8493, Υ∗

1 = 14.1526, Υ∗
2 = 31.1912, Υ∗

3 = 51.7577.

Finalement,

5∑
j =1
ω1

jΥ0 = 0.0307,
5∑

j =1
ω1

jΥ1 = 0.0724,
5∑

j =1
ω1

jΥ2 = 0.1396,
5∑

j =1
ω1

jΥ3 = 0.1902,

5∑
j =1
ω1

jΥ
∗
0 = 0.0999,

5∑
j =1
ω1

jΥ
∗
1 = 0.1802,

5∑
j =1
ω1

jΥ
∗
2 = 0.3971,

5∑
j =1
ω1

jΥ
∗
3 = 0.6590.

On a Θ< 1. Alors le système (2.17) admet une solution unique dans [0,1] .
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Chapitre 3

Stabilité au sens d’Ulam-Hyers
Généralisée Pour des EDFs

1 Introduction

L’étude de la stabilité au sens Ulam-Hyers généralisée des équations différentielles frac-
tionnaires a été développée pour devenir l’un des sujets importants dans le domaine d’ana-
lyse mathématique. Des papiers considérables ont été publiés dans ce domaine de recherche,
par exemple, voir le papier de J. Wang [43], S. Abbas et al. [1], S. Harikrishnan et al. [11], A.
Taïeb et Z. Dahmani [8, 28, 29, 30, 31, 32]. En revanche, A. Taïeb a établi quelques résultats
d’existence et de stabilité pour certains systèmes fractionnaires, le lecteur peut se référer aux
papiers suivants : [33, 34, 35, 36, 37, 39, 40].

2 Quelques Définitions

Définition 3.1 [37] Système (2.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers s’il existe un nombre
réel λ f ,g > 0, tel que pour tout (ε1,ε2) > 0, et pour toute solution

(
x, y

) ∈ B de



∣∣∣CDαn
0 x (t )− f

(
t , x (t ) , y (t ) ,C Dβ1

0 y (t ) , ...,C Dβn−1
0 y (t )

)∣∣∣≤ ε1,

∣∣∣CDβn
0 y (t )− g

(
t , x (t ) , y (t ) ,C Dα1

0 x (t ) , ...,C Dαn−1
0 x (t )

)∣∣∣≤ ε2,

0 < t ≤ 1, k −1 < αk ,βk < k, k = 1,2, ...,n,

(3.1)

où


x( j) (0) = a j , y( j) (0) = b j , j = 0,1, ...,n −2,

x(n−1) (0) =C Dη
0 x (1) , y (n−1) (0) =C Dκ

0 y (1) , n −2 < η,κ< n −1,

il existe une solution (u, v) ∈ B de (2.1) avec

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B ≤ λ f ,g ε, ε> 0.
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3. ÉTUDE DE LA STABILITÉ

Définition 3.2 [37] Système (2.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée s’il existe
φ f ,g ∈ C

(
R+,R+)

, φ f ,g (0) = 0, telle que pour tout ε> 0, et pour toute solution
(
x, y

) ∈ B
de (3.1), il existe une solution (u, v) ∈ B de (2.1) avec

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B ≤φ f ,g (ε) , ε> 0.

3 Étude de la Stabilité

On considère le système (2.1) pour étudier la stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée.
On présente le résultat suivant :

Théorème 3.1 [37] On suppose que l’hypothèse (H1) , et l’inégalité 2.8 sont satisfaites.
Alors, système (2.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée.

Preuve. Soit
(
x, y

) ∈ B la solution des inégalités (3.1). Alors, par intégration des inégalités
(3.1), on obtient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xk (t )−∫ t
0

(t−s)αn−1

Γ(αn )
f
(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

−
n−2∑
j =0

a j

j ! t j − Γ(n−η)t n−1

(n−1)!
(
Γ(n−η)−1

)
Γ(αn−η)

×∫ 1
0 (1− s)αn−η−1 f

(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ tαn

Γ (αn +1)
ε1, (3.2)

et

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yk (t )−∫ t
0

(t−s)βn−1

Γ(βn)
g

(
s, x (s) , y (s) ,C Dα1

0 x (s) , ...,C Dαn−1
0 x (s)

)
d s

−
n−2∑
j =0

b j

j ! t j − Γ(n−κ)t n−1

(n−1)!
(
Γ(n−κ)−1

)
Γ(βn−κ)

×∫ 1
0 (1− s)βn−κ−1 g

(
s, x (s) , y (s) ,C Dα1

0 x (s) , ...,C Dαn−1
0 x (s)

)
d s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ tβn

Γ
(
βn +1

)ε2. (3.3)

En utilisant l’hypothèse (H1) et l’inégalité (2.8), il existe une solution (u, v) ∈ B du sys-
tème (2.1) :
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3. ÉTUDE DE LA STABILITÉ

u(t )

=
∫ t

0

(t − s)αn−1

Γ (αn)
f
(
s,u (s) , v (s) ,C Dβ1

0 v (s) , ...,C Dβn−1
0 v (s)

)
d s

+
n−2∑
j =0

a j

j !
t j + Γ

(
n −η)

t n−1

(n −1)!
(
Γ

(
n −η)−1

)
Γ

(
αn −η)

×
∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 f

(
s,u (s) , v (s) ,C Dβ1

0 v (s) , ...,C Dβn−1
0 v (s)

)
d s, (3.4)

et

v(t )

=
∫ t

0

(t − s)βn−1

Γ
(
βn

) g
(
s,u (s) , v (s) ,C Dα1

0 u (s) , ...,C Dαn−1
0 u (s)

)
d s

+
n−2∑
j =0

b j

j !
t j + Γ (n −κ) t n−1

(n −1)! (Γ (n −κ)−1)Γ
(
βn −κ)

×
∫ 1

0
(1− s)βn−κ−1 g

(
s,u (s) , v (s) ,C Dα1

0 u (s) , ...,C Dαn−1
0 u (s)

)
d s. (3.5)

En utilisant l’inégalité (3.2), on trouve :

max
t∈[0,1]

|x (t )−u (t )|

≤ ε1

Γ (αn +1)

+
∫ t

0

(t − s)αn−1 s−δ

Γ (αn)
sδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
− f

(
s,u (s) , v (s) ,C Dβ1

0 v (s) , ...,C Dβn−1
0 v (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣d s

+ Γ
(
n −η)

t n−1

(n −1)!
∣∣Γ(

n −η)−1
∣∣Γ(

αn −η)

×
∫ 1

0
(1− s)αn−η−1 s−δsδ

∣∣∣∣∣∣∣∣
f
(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

− f
(
s,u (s) , v (s) ,C Dβ1

0 v (s) , ...,C Dβn−1
0 v (s)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣d s,

(3.6)

par conséquent,

‖x −u‖∞ ≤ ε1

Γ (αn +1)
+

n+1∑
j =1

ω1
jΥ0

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B . (3.7)
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3. ÉTUDE DE LA STABILITÉ

De la même manière, on peut montrer que :

∥∥y − v
∥∥∞ ≤ ε2

Γ
(
βn +1

) +n+1∑
j =1

ω2
jΥ

∗
0

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B . (3.8)

En dérivant l’inégalité (3.2), on obtient :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

CDαk
0 xk (t )−∫ t

0
(t−s)αn−αk−1

Γ(αn−αk )
f
(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

−
n−2∑
j =k

a j

Γ( j+1−αk )
t j−αk − Γ(n−η)t n−1−αk

Γ(n−αk )
(
Γ(n−η)−1

)
Γ(αn−η)

×∫ 1
0 (1− s)αn−η−1 f

(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ tαn−αk

Γ (αn −αk +1)
ε1, (3.9)

pour k = 1,2, ...,n −2, et

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

CDαn−1
0 xk (t )−∫ t

0
(t−s)αn−αn−1−1

Γ(αn−αn−1)
f
(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

− Γ(n−η)t n−1−αn−1

Γ(n−αn−1)
(
Γ(n−η)−1

)
Γ(αn−η)

×∫ 1
0 (1− s)αn−η−1 f

(
s, x (s) , y (s) ,C Dβ1

0 y (s) , ...,C Dβn−1
0 y (s)

)
d s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ tαn−αn−1

Γ (αn −αn−1 +1)
ε1, (3.10)

aussi, en dérivant l’inégalité (3.3), on trouve :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

CDβk
0 yk (t )−∫ t

0
(t−s)βn−βk−1

Γ(βn−βk )
g

(
s, x (s) , y (s) ,C Dα1

0 x (s) , ...,C Dαn−1
0 x (s)

)
d s

−
n−2∑
j =k

b j

Γ( j+1−βk )
t j−βk − Γ(n−κ)t n−1−βk

Γ(n−βk )
(
Γ(n−κ)−1

)
Γ(βn−κ)

×∫ 1
0 (1− s)βn−κ−1 g

(
s, x (s) , y (s) ,C Dα1

0 x (s) , ...,C Dαn−1
0 x (s)

)
d s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ tβn−βk

Γ
(
βn −βk +1

)ε2, (3.11)

pour k = 1,2, ...,n −2,
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

CDβn−1
0 yk (t )−∫ t

0
(t−s)βn−βn−1−1

Γ(βn−βn−1)
g

(
s, x (s) , y (s) ,C Dα1

0 x (s) , ...,C Dαn−1
0 x (s)

)
d s

− Γ(n−κ)t n−1−βn−1

Γ(n−βn−1)
(
Γ(n−κ)−1

)
Γ(βn−κ)

×∫ 1
0 (1− s)βn−κ−1 g

(
s, x (s) , y (s) ,C Dα1

0 x (s) , ...,C Dαn−1
0 x (s)

)
d s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ tβn−βn−1

Γ
(
βn −βn−1 +1

)ε2. (3.12)

De même, on peut montrer que :

∥∥CDαk
0 (x −u)

∥∥
∞ ≤ ε1

Γ (αn −αk +1)
+

n+1∑
j =1

ω1
jΥk

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B , (3.13)

∥∥∥CDβk
0

(
y − v

)∥∥∥∞ ≤ ε2

Γ
(
βn −βk +1

) +n+1∑
j =1

ω2
jΥ

∗
k

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B . (3.14)

En utilisant (3.7), (3.8), (3.13) et (3.14), on trouve :

∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B ≤ max

1≤k≤n

(
ε1

Γ (αn −αk +1)
,

ε2

Γ
(
βn −βk +1

))+Θ
∥∥(

x −u, y − v
)∥∥

B

≤ εψ+Θ
∥∥(

x −u, y − v
)∥∥

B , (3.15)

où

ε = max
1≤k≤2

εk , ψ = max
1≤k≤n

(
1

Γ (αn −αk +1)
,

1

Γ
(
βn −βk +1

)) . (3.16)

Alors, ∥∥(
x −u, y − v

)∥∥
B ≤ εψ

(1−Θ)
:= λ f ,g ε, λ f ,g =

ψ

(1−Θ)
. (3.17)

On en déduit que λ f ,g > 0. Par conséquent système (2.1) est stable au sens d’Ulam-
Hyers. Prenant φ f ,g (ε) = λ f ,g ε, système (2.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté un résultat d’existence et d’unicité de solution du pro-
blème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Ca-
puto. Ce résultat a été obtenu par l’application du théorème de point fixe de Banach. Une
application a été présentée pour illustrer le résultat obtenu.

De plus, on a traité la stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée du système différentiel
fractionnaire considéré.
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Résumé

La stabilité d’Ulam-Hyers est l’un des problémes importants de la théorie des équations
différentielles et de leurs applications. Dans ce memoire, on considère un systéme non li-
néaire 2D fractionnaire singulier.

Tout d’abord, on a présenté quelques propriétés bien connues du calcul fractionnaire et
de la théorie du point fixe.

En utilisant le principe de contraction de Banach, on a présenté une étude sur l’exis-
tence et l’unicité de la solution d’un système non linéaire des équations différentielles frac-
tionnaires. Une application a été présentée pour illustrer ce résultat.

De plus, on a défini et étudié la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et la stabilité au sens de
d’Ulam-Hyers généralisée de solutions de tels systèmes.

Mots-Clés : Dérivé au sens de Caputo, équations différentielles fractionnaires, intégrale
fractionnaire, existence et unicité, point fixe.

MSC (2010) : 30C45, 39B72, 39B82.

Stability of Fractional Differential Equations

Abstract : Ulam-Hyers stability is one of the important issues in the thory of differen-
tial equations and their applications. In this paper, we consider a singular fractional 2D
nonlinear system.

First, we list some well known properties of the fractional calculus theory and fixed
point theory.

Using contraction mapping principle, we investigate the existence and uniqueness of
solutions of a nonlinear system of fractional differential equations. An application is pre-
sented to illustrate our main result.

Moreover, we define and study the Ulam-Hyers stability and the generalized Ulam-
Hyers stability of solutions for such systems.

Key Words. Caputo derivative, fixed point, singular fractional differential equation, exis-
tence and uniqueness, generalized Ulam-Hyers stability.
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