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Index des notations

N* : Ensemble des entiers naturels non nuls.

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels non nuls.

Il.lloo : Norme infinie, || x|l = Max (|x(8)], £ € [a, b]).

C([0,1]) : Espace des fonctions continues sur [0,1].

C([0,1],R) : Espace des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans R.

C([0,1],B) : Espace des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans un espace de Banach B.
1) : La fonction Gamma.

B(,.) : La fonction Béta.

I% : Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0 au point a.
RLDY : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0 au point a.
CDY : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0 au point a.
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Introduction

Les origines de la théorie du calcul fractionnaire, remontent a la fin du 17¢™Mesiecle
ol Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral, voir
[12]. De nombreux mathématiciens ont fourni des contributions au développement du
calcul fractionnaire, dont on peut citer : P.S. Laplace (1812), N.H. Abel (1823-1826), J. Liou-
ville (1832-1837), B. Riemann (1847), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), Hada-
mard (1892), H. Weyl (1917), M. Riesz (1949) et M.Caputo (1967), voir [1].

Cette théorie peut étre considérée aussi nouvelle ou B. Ross a organisé la premiere
conférence sur le calcul fractionnaire et ses applications en 1974 a l'université de New
Haven. Aussi, la premiere monographie consacrée au calcul fractionnaire a été publiée en
1974 apres une collaboration commencée en 1968 entre K.B. Oldham et J.Spanier [17].

La théorie des équations différentielles fractionnaires a de nombreuses applications
dans I'ingénierie, la physique, la chimie, la biologie,...etc., (voir, [8, 14, 32]). Par consé-
quent, on doit étre capable de résoudre les équations différentielles, qui peuvent étre for-
tement non linéaires.

Lobjectif principal de ce mémoire est de traiter la question d’existence et d'unicité de
la solution pour un systéme fractionnaire, ainsi que I'existence d'une solution au moins
du systeme considéré.

Ce travail est organisé de la maniere suivante :

Le premier chapitre intitulé "Préliminaire" est consacré aux outils mathématiques
de base du calcul fractionnaire et de la théorie du point fixe.

Le deuxiéme chapitre intitulé "Systeme Différentiel d’Ordre Fractionnaire" com-
prend une étude sur I'existence et I'unicité de la solution d’un systeme non linéaire des
équations différentielles fractionnaires.

Le dernier chapitre intitulé "Application du Théoreme de Schaefer a un Systeme des
EDFs" est dédié a I’étude de I'existence d'une solution au moins du systéeme différentiel

fractionnaire considéré au chapitre 2.

On terminera par une conclusion qui regroupe tout ce qui a été fait.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on introduit les concepts et les notions nécessaires de la théorie des
équations différentielles fractionnaires. On conclut le chapitre par une section réservée
aux différents Théoremes des points fixes.

1 Fonctions Spéciales

Dans cette section on présente des outils mathématiques de base du calcul fraction-
naire (voir, [13, 15, 17, 24])

1.1 Fonction Gamma d’Euler

L'une des fonctions spéciales est la fonction Gamma d’Euler qui apparait dans divers
domaines, comme les séries asymptotiques, la théorie des nombres et I'intégration frac-
tionnaire.

Elle est donnée par la définition suivante :

Définition 1.1

(1.1)

Propriétés

1. La propriété importante de la fonction Gamma d’Euler [ est la relation de récur-
rence suivante :

I'x+1) = xI(x).

2.7'1)=1,'0,)=+ooet I'(3) = V.
3. La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorielle car :

I'n+1) = n!, VneN*. (1.2)



2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2 ['une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Eu-
ler qui est définie par l'intégrale suivante :

1

B(x,y) = f(l—t)x‘lty‘ldt, x,y€R*.
0

(1.3)
La relation entre les fonctions Gamma et Beta est donnée par |’expression :
I'x)I(y)
B(x, ——=B(y,x).
(63) = Fory B0
(1.4)

2 Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3 [13, 15, 17] L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’'ordre o > 0,
pour une fonction f continue sur [a, b) est donnée par :

m (t-95)*' f(s)ds, a>0,

S— o

18f() =

f(t)) (XZO,
(1.5)

ouut=0.

Proposition 1.1 Soit f € C([a,b)). Pour a>0 et p>0,0na:
(@: 10 F=1%*P £,
) : 1P F (=12 f (1).

Preuve. Soient a>0, p>0 etfeC(lab)).



3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Pour (a), la preuve découle directement de la définition.

a (B _ 1 ! Y = )
Ia(Iaf)(t) = T fo (t—s) (Iaf)(s)ds
= ;ftfs([—s)a_l(S—T)ﬁ_lf(‘[) dtds
- T@Ie)Jo Jo
= ;ftf(ﬂ(ft(t—s)“_l(s—T)ﬁ_lds dt
T I'()Jo T '
(1.6)
On utilise le changement de variable
S—T
X = —,
r—T
(1.7)
on obtient :
t 1
f(r—s)“‘l(s—nﬁ‘lds = (t—T)‘“ﬁ‘lf (1-x)""1xPlax
T 0
= (t-1*P!B(a,p)
- (t—T)“+ﬁ_1—F(a)F(m.
I(a+p)
(1.8)
En remplacant (1.8) dans (1.6), on aura:
1 t
“(Prl@ = f t—1)%P1 dt=1Pf(p).
*(15F) @ Farp o €O =1
(1.9)
D’ou1 le résultat. m
Maintenant pour démontrer (b), en utilisant la propriété précédente (a).
Alors,
Clhro = SPro=tro=rtro.
(1.10)

3 Dérivation Fractionnaire

Dans la littérature, il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, on va
citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.



3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

3.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [13,15, 17 pour meN* eta€ R, ladérivée d'ordrea au sens de Riemann-
Liouville d’'une fonction f € C([a, +o0),R), est donnée par :

t
_ _gm 1 —a-1
DI f (D) = T —F(m_a)g(t—ﬂm “lfmdt|, m-1<a<m,

%f(t), o =m.

(1.11)

A titre d’exemple : On considere la fonction suivante :

f: t—u-aP r>a.

(1.12)

Alors,

Rpt(r—aPf = DI (t-a)f
D™ F(ﬁ+1) (t_a)[3+m—(x .
Irp+1+m-a

(1.13)

En utilisant 'expression de la dérivation classique

dm
W(t—a)ﬁ = 8(B-1D..6-m+1)(t—a)® "™
I3+1) Sem
= —|(t— R
T6-men-

(1.14)

onaura:

Rips (g - rg+1) I'B+m—-a+1) (1= @ftmam)
Irp+1+m-o) I B+m—-a+1-m)

(1.15)

Ce qui permet d’avoir

I'p+1
Ript(r—a)Pf = Iy (t—a)P,
Ir'p+1-a

(1.16)



3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Onpose: a=0.5et=0.5. Alors,

RLDg.S (t— a)0.5 — 2

1
!
—_—
\CH OV
S

= —Vm. (1.17)

Composition avec Lintégrale Fractionnaire

Lopérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire.

Proposition 1.2 Soient f € C([a,b)) et m-1<a<m, meN*.

Ona,
(DY) (G0 = f@.

Preuve. Soient f € C([a, b)) et m—-1<a<m, meN"*.

En utilisant la propriété classique :

D"(INf) (1) = f(0),

(1.18)
on obtient :
(DY) (1G) 0 = D7) (15f) @)
— Dm (IZZ—OH-(Xf) (l,)
= D"(IZf)(®
= f(.
(1.19)

D’otu le résultat annoncé. m



3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

3.2 Approche de Caputo

On vaintroduire une dérivée fractionnaire qui est la plus utilisée que celle de Riemann-
Liouville.

Définition 1.5 [13, 15, 17] Pour m-1<a<m, meN*etfeC™"(la,+00)), ladérivée
fractionnaire de Caputo d’'ordre a de | est définie par :

F(ni_a) [Ht =)L FM (5)ds =T D™ (1), m—1<a<m,
‘Dif(n =
;%f(t), a=m.
(1.20)

3.3 Comparaison entre la Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo et
Celle de Riemann-Liouville

La dérivée d'une constante est nulle par Caputo mais n’est pas nulle par Riemann-
Liouville.

A titre d’exemple : On prend la fonction f : t — (£ - a)f avec f =0, eton calcule
3
CD2f(1).

Alors,

Cr o [2-3)\(d°
Di(t—-a) = |I,* ﬁ(l)
1
T
= 0.
(1.21)
Par contre par Riemann-Liouville, on a:
ram o (E—a)™®
RLHy« 0 o
D, (t— = —7 (- =—.
af=a) F(l—a)( 2 Ir'l-w
(1.22)
- Le lien entre Riemann-Liouville et Caputo est donnée par la relation suivante :
m—1 _ nj—«
RL Ca (t—a) )
D ) = ("D 0+ S ,
(Poa)f@ = ("pg) f® ]ZO G arn/ @
(1.23)



3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

telque m—-1<a<m, meN*, acRetfeC™"(la,+00)).
Cette derniére relation peut aussi s’écrire :

ml(

(‘D) fw = (DY) |rm- 3

Jj=0

f(])( )

(1.24)

A partir de (1.23) et (1.24), si a est un point zéro de f d’ordre m, alors la dérivée frac-
tionnaire d’ordre o de f au sens de Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo.

ie.

(f(f)(a) =0,j=0,1,..m— 1) = ((*'D%) f(n =(“DY) f(1)).

(1.25)
Preuve. soit f € C™([a,+00)). Alors,
fo =y ff()+I D™ f(1).
j=0
(1.26)
On applique I'"* al’équation(1.26), on aura :
m-—1 m—o+j
_ (1-a) TG _
[M=%f(p = §)] IZm DM £ (£).
a S ];()F(m—a+j+1)f (@+1g r
(1.27)

Maintenant on applique D™ al’équation(1.27) ,on obtient :

m-1 f(j)(a)

D™ (t—a m—(x+j+Dm12m—(xDm ¢
= I'(m-a+j+1) ( ) a F

DI f (1)

~.

m-1 (/) I'(m—-a+j+1)(t—a)oti—-m

o (m—a+j+1) I'(m—oa+j+1-m)

m—1 -

(t—a)’ () m—opym

= a)+1 D t).

jgop(]__aﬂ)f (a)+]1, f

(1.28)
Par définition, on a
(MDg) = DI, (DY) =13-eD".
(1.29)



3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Donc,

m=1 (y_ j—a
(%) f(n) = (CD8)f+ Y D

' f(j)(a).
o I(j-a+1)

(1.30)

Proposition 1.3 Soient m—-1<a<m, meN* et feC"(la,b)). Alors,ona:

: (CDZ) est un opérateur linéaire.
2): (°DG) (1IGF) 0 =f (1.

3): Si (“DYf) (1) =0, alors f(1)= mZ_l cj(t=a), (¢;) €R
j=0

..... m—1 :
C m—1 ;
@: 1I5(*Daf)=f)+ X ci(t=a)V,(cj) ;g €R-
AR R S
Preuve. Soient m—-1<a<m, meN* et feC"([a,b)). Litem (1) s'obtient par

calcul direct.
(2) : Larelation (1.24) permet d’obtenir le résultat suivant :

oo - (o9 isro-E S (4 080)a)

. (rfﬁ i)a) n:zol (t—;z!)f—a) ([ 2 a

ro-(& it (5 0)a).

= I(j+1-a

(1.31)

Etcomme j<m-1<aq,pourj=0,.. m—1,alors,les dérivées (;—; (Igf)) (@)=0. Ce
qui donne :

(‘DY) (I51) ) = f).

(1.32)
3):Soit (“D%f)(r)=0. Alors,ona:
My = 0.
(1.33)
On applique (*D”"~%) a cette formule, on aura:
(‘DE™) I @ = 0.
(1.34)



4. AUTOUR DES THEOREMES DES POINTS FIXES

En utilisant I'item (2), on obtient :

D)) ™ = f" @ =0.

(1.35)
Alors, f peut s’écrire sous la forme :
m-1 .
f@ = ) c¢jt—ay,
j=0
(1.36)

ou cjelR,j:O,l,...,m—l.

4 Autour des Théoremes des Points Fixes

Les Théoremes du point fixe accordent des conditions suffisantes pour assurer I’exis-
tence d'un point fixe pour une fonction donnée.

4.1 Notations et Définitions

Le principe de contraction de Banach [10, 16] est le résultat le plus élémentaire qui
assure 'unicité d'un point fixe. Ce Théoreme est essentiellement basé sur les définitions
suivantes :

Définition 1.6 Soient S un espace vectoriel normé, de norme |.ls et (u,),, neN, une
suitedeS. On dit que (uy), est une suite de Cauchy si

Ve > 0, AN=0,Yn=N,Vp=N, |upsp—un|s <e.
(1.37)

Définition 1.7 On dit que l'espace vectoriel norméS est complet pour la norme ||.||s si toute
suite de Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est
aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.8 Soient B un espace de Banach muni de la norme ||.||g et T une application
de B dans B. On appelle point fixe de T tout point u tel que :

Tu = u.
(1.38)

10



4. AUTOUR DES THEOREMES DES POINTS FIXES

Définition 1.9 Soit S un espace vectoriel normé, de norme ||.|s. Une application f de S
dans S est dite Lipschitzienne de constante L. = 0 si elle vérifie :

Yu,v € S, ||fw-fwls=Llu-vls.
(1.39)

Définition 1.10 Lapplication Lipschitzienne f est dite une contraction siL € (0,1).

4.2 Principe de Contraction de Banach

Théoreme 1.1 [10, 16] Soit (E, d) un espace métrique complet et soit f : E — E une contrac-
tion. Alors, f admet un point fixe unique.

Définition 1.11 SoientB, etB, deux espaces de Banach. Lopérateur continuT : By — B, est
completement continu s'il transforme tout borné de B, en une partie relativement compacte
dansB,.

4.3 Théoreme du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxiéme résultat du point fixe est le Théoreme du point fixe de Schaefer.

Théoreme 1.2 [10, 16] Soient B un espace de Banach et'T : B — B un opérateur complete-
ment continu. Si l'ensemble :
2 : ={ueB:u=pTu, pelo,1f},
(1.40)

est borné, alors T possede au moins un point fixe.

4.4 Théoreme de Arzela-Ascoli

Théoreme 1.3 [2]Soit F<C(la,b]), supposonsquel’ensemble F estéquipédenorme
I.llo- Alors, F est relativement compact dans C([a, b]) si F est equicontinu (c'est-a-dire
pour tout €>0 il existe & >0 tel que pourtout fe€F etpourtous x,x € la,b]

avec|x; —x2| <8 ona: |f(x1) - f(x2)| <€) estuniformémentborné (c'est-a-dire il existe
une constante C> 0 telleque | f|_ <C, pourtout feF).

11



Chapitre 2

Systeme Différentiel d’Ordre
Fractionnaire

1 Introduction

Une attention considérable a été focalisée sur I'étude des équations différentielles
fractionnaires, des papiers considérables ont été réalisés dans ce domaine de recherche,
le lecteur intéressé peut se référer aux papiers de références: [3, 4, 5, 7, 18, 19, 20, 21].

Dans ce chapitre, on présente un résultat d’existence et d'unicité de la solution pour
un systeme des équations différentielles non linéaires [6], de la forme suivante :

“Dex(1) = glﬁ (t,x(t),y(t),c Df)x(t),C Dgy(t)), 0<t<l,
i=

CDgy(t) = E 8i (t,x(t),y(t),CDf)x(t),CDgy(t)), 0<t<l,
i=1

3 2.1)
x(0)=x5, y0) =y,

x (0)=y'(0) =0,

a Dyx(0) + b *Dyx(1) = ¢ ° DY y(0) + d “Df y(1) =0.

Pour ce probléme, on prend «,p € (2,3), y,p€ (0,1), d,0€(1,2) et J=10,1].
Les dérivées CDg, CDS, CDg, CDg sont prises au sens de Caputo, a,b,c et de
R*, meN*. Pourtout i=1,..,m, lesfonctions f;etg;:[0,1] xR* - R seront préci-
sées plus tard.

1.1 Lemmes Auxiliaires

Lemme 2.1 /9, 11] Pour o> 0, la solution intégrale de l'équation différentielle fraction-
naire CDgx(t) =0, est donnée par :

n—1 .
x(t) = Z cjt’,
j=0

12



1. INTRODUCTION

o cjeR,j=1,..,n-1,n=[a] +1, avec [a] désigne la partie entiere de .

Lemme 2.2 /9, 11] Soit a>0. Alors,

n—1 .
5 (‘DY) x() =x(O) + Y c;t!,
j=0

o c; €R, j=1,..,n—-1, n=[a] +1, avec [a] désigne la partie entiere de .

Lemme 2.3 [9, 1] Soient qg>p>0 et feLl(labl). Alors, “DIIf()=11"7f(1),
tela,b].

1.2 Solution Intégrale

On prouve le Lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution in-
tégrale de (2.1) :

Lemme 2.4 [6] On suppose que (G;);-;,. m € C([0,1],R) et on considere le probléeme :

m
Dix(t) = Y Gi(n, te], 2<a<3,

2.2)
avec les conditions initiales :
x(0) = xg,
x'(0)=0, (2.3)
a®Dyx(0)+ b Dyx(1)=0, Ye€(0,1), abeR"
Alors, la solution de (2.2) & (2.3) est donnée par :
m ! (t— S)a—l
X(t) = lzzl WGI (S) ds+x0
0
— l—2 m ! - S)(X y-1
Zf G; (s)ds.
i=1 F
0
2.4)

13



1. INTRODUCTION

Preuve. On considere le probleme (2.2) . En appliquant le Lemme 2.2, on obtient I’équa-
tion intégrale suivante :

t
m t-_ a—1
x(t) = ¢G,~ (s) ds—co—clt—CZtZ,
izlo I'(o)

(2.5)
ouc;eR, j=1,2.
D’apres les conditions initiales, on trouve

co=—x3, ¢1=0.

RACERY mfl (1-s) Y
C2=— ; Ty Gi(s)ds.

Finalement, en substituant cy, ¢ et ¢; dans (2.5), on obtient (2.4). m
Maintenant, on présente I’espace de Banach suivant :

X:={x:x€C([0,1],R), D®x € C([0,1],R)}, muni de la norme :

Ixlx = max(lx],|“Djx]),
ou
I ¥lloo =max|x(0),  |“Dgx| o, =max|“Djx(n)].

En effet (X, ||.llx) est un espace de Banach et I'espace produit (X x X, ||.[lxxx) est égale-
ment un espace de Banach avec la norme : ||(x, ) | x,.x = max (I xlx, || ¥

-

1.3 Quelque Hypothese:

Dans le but d’établir des résultats d’existence pour le systeme (2.1), on impose les
hypotheses suivantes : [6]

(Hy) : Pour touti=1,2,...,m, les fonctions f; et g; : [0,1] x R* — R sont continues.

(H») : 1l existe des constantes non négatives p;'., Uj., j=1,2,3,4, i=1,..., m, telles que pour
tout ¢ €] et toutes (x1, X2, X3, X4), (¥1, 2, ¥3,y4) ER*, ona:

14



1. INTRODUCTION

4 .
|fi(t»xbxz,xs,xﬂ—fi(f;J/l,J’Z»J/3;J/4)| = le;|x]_y]|’
j=

et

4 .
|gi (£, %1, %2, X3, X4) = &i (L, Y1, V2, ¥3, 1) | < Zlvj |x; = yil.
]:

(H3) : 1l existe des fonctions continues non négatives (M;);—;
que:

m € (Li)iz1,. m> telles

.....

|fi (6, x1,%0,x3,x4)| = M;, i=1,2,...m,

IA

|gi (t!xleryx37x4)| Ll’y i:]-)z!'--)m-

On introduit aussi les quantités suivantes : [6]

1 ri3-y)
A1 = + ,
Ia+1) 20(a-y+1)
VR S F(S—p),
rp+1) 2rp-p+1)
(3 -
Asg = L + (3 Y) ,
Foa-1)  IMa-y+1)
r(3-
A s =l (3-0)

IB-1) TB-p+1)

i

S )

I'3-9%) I[I(3-o0)

m . .
o :Z(pll+p§+

~
1l
—_

4
1

~
Il
—_

o Vi vl
z+ l+ 3 + 4 )
(Ul V2T 3 g F(S—G))
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2. EXISTENCE ET UNICITE

2 Existence et Unicité

Notre premier résultat principal est basé sur le principe de la contraction de Banach.

Théoréme 2.1 [6] On suppose que 'hypotheése (H,) est vérifiée. Si l'inégalité

max (A;X,A235,A331,A430) < 1

(2.6)
est valide, alors le probleme (2.1) a une solution unique sur J.
Preuve. On définit'opérateur T: X x X — X x X par :
T(x,y) () :=(T1(xy) (®,T2(x,y) (1), te],
avec
L 1
- [(E=9% Cdvia) Co
Ti(xy)@ = ) —ﬂ(s,x(S),y(S), DJx(s), Doy(S))ds
=1y I'(a)
I'(3-
+x5 — 1 (-v)
2
m 1(1_S)O(—Y—1 Cod c
x —————fi|$,x(5),y(s),"Dyx(s),” Dy y(s)| ds,
lzlof P(a-y) | " br)
(2.7)
et
m t(t_s)ﬁ—l
T2 (x,y) () = Zf—gi (s,x(S),y(S),CDSx(S),CDgy(S))ds
=)
* F(3—p) tz
L
m (1= g)ppl
—3 CnHd Co
X ———&i|$,x(5), y(s),” Dyx(s),” Dy y(s) | ds.
2| e o $(5:D819)
(2.8)

On va maintenant montrer que T possede un point fixe unique. Pour cela, on va prou-
ver que T est un opérateur contractif :

16



2. EXISTENCE ET UNICITE

Soient (x1,y1), (x2,¥2) €XxX. Alors, pourtoutte],ona:

Ty (x1,1) (8) = T1 (%2, y2) (1)

i (5,x1(8), y1(),° D§x1(5),C D 1 ()

ta m

Ia+1) XI?SX;

—fi (8, x2(8), y2(9),C Dg’xz(s),c DJ y2(s))

.\ r3-y)e
2l (a—y+1)

i (5, x1(8), y1(8),C D3 x1(5),C DY y1 (5))

m

sel iz

— i (8, %2(8), ¥2(5),“ D8 x2(5),“ DY y2(s))

En utilisant (H,), on obtient :

T3 (x1, 1) () = T1 (x2, y2) (9]

m . i

2 (u’1+ s )maX(”xl—x2||,||D(2)(x1—x2)||)
I(3- i=1 (3-6)

1, 16~y )

T+ 20 (a—y+1)

M3

—+

[+ s Jmaax (11 = e I - )

Par conséquent,

||T1 (x1,31) = T1 (%2, y2) ||oo

( L, F(3—Y))

a+1) 20(a-y+1)

m . I-li m . Hi
X ( '21 (”i + F(ss_s)) 1 — x2llx + El (”é + F(34_g)) ly1 = y2llx )»

1=

1 r's-y) [ 15 i My
(F(a+1) +2F((x—y+1)) X;(”1+F(3—6) Rt e g

x max ([lx1 = x2llx, |11 = y2llx) -

17



2. EXISTENCE ET UNICITE

D’ou,

||T1 (x1, 1) = T1 (%2, y2) ||oo = A2 || (x1 = x2), (y1—¥2) ”xXx-

(2.9)

D’une maniére similaire, on peut montrer que :

[ T2 (x1, 1) = T2 (%2, 2) | oo = A2Z2 |1 = x2), 1 = ¥2) | xx -

(2.10)

D’autre part,ona:

|“D3 (T4 (1, 1) () = T (%2, y2) (1))

ta—z m

i ($,x1(5), y1(5),° Dy x1(5),° DY 1 (5))

Ta-1) %a";

— fi (5, %2(5), 2(9),“ D§ x2(5),“ DF ya ()

rs-y)
Ioa—y+1)

m | fi(5,x108), 3109, DJx1(5), DI 1 (5))
X max
sel i3

—fi (8,%2(8), y2(5),€ Dgxz(s),c DJ y2(s))

En utilisant I'hypothése (H»), on obtient :

|“D3(Ty (x1, 1) () = Ty (2, y2) ()]

( L F(3—y))

Foa-1) INa-y+1)

m . i
El Sk F(gs—a))max(”xl — Xl | D3 (x1 — x2)||)
X
m . i
+z§1(pé+ F(:ic))max(”yl _y2” ) ”D%(J’l _J/z)”)

Par conséquent,
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2. EXISTENCE ET UNICITE

DTy (%1, 31) = T1 (%2, 72)) || o

( L I'a-vy)
I'a-1) I'(a-y+1)

m ;M
x by b+ —2
;(“1 TG-0) ' F(S—G))

x max (|| x1 — x2llx,

n-yellx)-

Il en résulte que :

[“Do(T1 (x1,31) = Ta (22, 2D [l = AsZn [[(31 = %2, 31 = 32) [ x -

(2.11)
Raisonnant de la méme manieére, on obtient :
[“DGT2 (21, 11) = T2 (x2, 2D o = AaZ2 || (31— %2, 31 = 2) [l
(2.12)
En utilisant (2.9) et (2.11), on trouve :
[Ty (%1, 1) =T (%2, 2) |y = max(A1 21, AsZ0D) || (21— %2, 11 = ¥2) |lxx -
(2.13)
Et par (2.10) et (2.12), on aura:
[ T2 (x1, 1) = T2 (%2, 2) |y = max(Az X5, As2) || (21— %2, ¥1 = ¥2) |lxx -
(2.14)

En utilisant (2.13) et (2.14), on trouve :

IT (21, 31) = T (%2, ¥2) [l xux

< max(A1X1,A3X1,A305,A4230) ” (x1 — X2, )1 _y2)||X><X'

I s’ensuit de la condition (2.6) que I'opérateur T est contractif. Donc T possede un
point fixe unique qui est une solution unique du probleme 2.1. m
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3. APPLICATION

3 Application

On présente I'exemple suivant, pour illustrer le Théoreme 2.1 .
On considere le probleme fractionnaire de la forme suivante [6] :

Exemple 2.1
CD“x(z‘) T 1|+s|iélir)1c§ct()t|)| 1|+S|i;31/(yt()t|)| . CDtgxm‘ + . CDezym'
+ 10;1 et (Cosx(tggosym + 16(t2+1) 51nCD2x(t) tom 9(n+1) sin D“y(t)),
tel0,1],
) CD4J’(” 24n2+t(e2t(|1xi|ta)cl(t)l) + l‘||'}|/.§/[()t|)| +cosCD2x(t)+cos Dy y(t))

+

3 7
m (e‘t(x(t) +y(1)) +sin® D{x (1) + sin® Déy(t)),

tel0,1],

3 3 ’
x(0)=3v2, °“Dix(0)+°Dix(1)=0, x(0)=0,

2 :
y(0)=v3, CDSy(0)+C Diy(1)=0, y (0=

(2.15)
Pourcetexemple,ona:(xzﬁz%, 6:%, 0:;71, y:%, p:%, a=b=c=d=1,
J=1[0,1].
D’autre part,
1 |sin x| |sin x| t e )
t,X1,X2,X3,X4) = - - + , 2.16
it x, %2, %5, 34) 32n(1+|smx1| 1+(sinxy| 1+|x3] e +|x4l ( )
At ) 1 (cosx1+cosx2+ . N . ) 2.17)
, X1, X2,X3,X4) = sin x; sinxy |. .
2R B T Y ot 42 16(2+1) 9@+l

Donc, pour tout t € [0,1] et toutes (x1, X2, X3, Xa), (y1, 2, 3, y1) €R*, ona:
| fi (x1, %2, x3,%0) = fi (11, y2, V3, V4)|

1 1
= | 1—y1|+ |.7C2—y2|+ |X3—y3| |X4 y4| (2.18)

327 327
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3. APPLICATION

et
| f2 (x1, X2, X3, %1) = f2 (11, Y2, V3, Va) |
| X1 — y1|+ | Xo = Yo| + ——— |3 — y3| + ;|x4—y4|. (2.19)
407 4073 1607 90(m2 + )
On peut prendre :
1 1
1_..1_ .1 1
= = :_, = 2.20
M1 =H2=H3 3971 Mg 327e ( )
1 1 1
2_ .2 2 2
=U5 = , =—, = 2.21
Hi=t=203 B 760 M7 9002+ (2.21)
On a aussi :
&1 (2, x1, X2, X3, X4)
= e’ Sil 12| + COS X3 + COS X, (2.22)
C24am2+ t\ et (1 +x1) 1+ |xo] 3 1) ‘
et
& (t, X1, X2, X3, X4)
1
(7" (x1 + x2) + sin x3 + sin xy). (2.23)

T 12n2(2+1)

Pour tel0,1] et (x1,%2,%x3,%1), (¥1,¥2 )3 1) ERY,  onpeut écrire

|g1 (x1, X2, x3,x4) — &1 (y1, Y2, ¥3, y4) |

1 1 1
S e R (| Ry ERS P R ] LER PR A RS DI (2.24)
|g2 (xl!x2)x3’x4)_g2 (yl,yz,yg,y4)|
- 1
< 127[2|x1_y1|+12 2| 2_J/2|+12n2|X3—y3|+TT[2|X4—y4|. (2.25)
Alors, on peut avoir

1111 1
Ul :U2:U3:U4: 24]-[2’ (226)

1
Vi=V3= V3= V=g (2.27)

Il est clair que
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3. APPLICATION

max(Alﬂl,AZEZ,Agzl,A422) <l1. (2.28)

Donc, toutes les hypotheses du Théoreme 2.1 sont vérifiées, donc le probleme 2.15 admet
une solution unique.
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Chapitre 3

Application du Théoreme de Schaefer a
un Systéme des EDFs

1 Introduction

Récemment de nombreux papiers traitant |’existence d’'une solution au moins, ont été
publié, pour plus de détails voir, [22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31].

Dans ce chapitre, on présente |'existence d’'une solution au moins du systeme [6] de
la forme suivante :

CDgx(t) = glfi (t,x(t),y(t),c Dgx(t),c Dgy(t)), 0<t<l,

D= ¥ gi(1,x(0, Y0, DGx(0.CDEy0), o< 1<,

] 3.1
x0)=x5, yO=y,

X 0=y (0)=0,

a “Dyx(0) + b “Dyx(1) = ¢ °Df y(0) + d CDEy(1) = 0.

2 Existence d’une Solution au Moins

Ce résultat est basé sur le Théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoreme 3.1 [6] Si les hypothéses (Hy) et (H3) sont satisfaites, alors le probleme (3.1)
admet au moins une solution surJ .

Preuve. Afin d’établir I'existence d'une solution au moins, on va montrer que T admet
un point fixe. Pour ce faire, on utilise le Théoréme du point fixe de Schaefer.
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

D’apreés I'hypothese (H;), 'opérateur T est continu.
Maintenant, on montre que I'opérateur T est completement continu :

(A) : On montre que I'opérateur T envoie tout ensemble borné de X xX en un ensemble
borné dans X xX.Onprend A >0, (x,y)€Byr:={(x,y) <A}.

Alors, pour toute €], ona:

(X m
F(O(+ 1) se] ;
2 I3-y)
2l (a—y+1)

m
xmax y_

SE]ll

1 (x, ) (0]

£i (5,209, y(5).C D3 (9, D y(9)) | + 55

+1

ﬁ(&xxw,yuchquchgywﬂ(. (3.2)

En tenant compte de (H3), on peut écrire

1 Ir'3-y) &
Ty (x, <
RIS (F(a+1)+2F(a Y+1)Z
+]x5]. 3.3)
Donc
I ()l = A Mot
1=
(3.4)
D’une maniere analogue, on a:
m
IT2 (6 )l = A2 Li+|ys]-
i=1
(3.5)

D’autre part,on a:
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

oa—2

Cny2
|“DgT1 (x,y) ()] TaD

m
XHSISXZ )fi (s, x(s), y(5),° D3 x(5),° Dgy(S))(
i=1

ERACESY
Ioa—y+1)
«max ). ) f; (s,x(s), (5,6 D2x(5),€Dg y(s))( . 3.6)
€)=
Donc,
[0(—2 F( _

|“D3T) (x,y) (8)] < Z 3.7)

F(a—1)+F(0( y+1)

Cela implique que,

m
[°DT1 (6 )l = As M.

i=1
(3.8)

Avec les mémes arguments que précédemment, on obtient :

Cn?2 &
I*DoT2 (2, ¥) o = As) L.
3.9
Des inégalités (3.4) et (3.8), on obtient :
[T (e p)llx =

(3.10)

m m
ax|Ar ) M;+|x5|, Az M;]|.
i=1 i=1

En utilisant (3.5) et (3.9), on aura:
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

I (e ¥)llx =
m m
max|Ay Y Li+|Yg|, Asd Li].
i=1 i=1

Des inégalités (3.10) et (3.11), on trouve :

1T e =

m m m m
max|A1 ) M+ x|, A2 ) Li+|Yg|, As) M, Ag) Li|.
i=1 i=1

i=1 i=1
Alors,

[T P < 00

(B) : On va établir I'équicontinuité de T :

Soit (x,y) €By. Alorspour 0<fj<f,<l,ona:

|T1 (x,y) (12) = T1 (%, y) (1)

(8= 12) +2(t, — 1) [ (—-1)*I(3-
= i

+
Ia+1) o 2l(a—y+1) i3

cela implique que

1Ty (x, %) (22) = T (3, 7) ()] o

(5 —1)+2(L—-t)* (—-1)*T'(3-Y)

m
M;.
Ia+1) ’ 2I(a—y+1) ;

1

De la méme maniére, on montre que :

T2 (x, ) (22) = T2 (%, y) (2] o

Y) iMi»

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

- (tg_t?)+2(t2_tl)ﬁ N (= 1)*I'(3-p) iL
B r'(p+1) 2I(p-p+1) |5
(3.16)
D’autre part, ona:
I°D2T, (x,y) (82) ~C DT, (x, y) ()]
(72 -0 (—0)*” i
I'la-1) F(a D |5
(3.17)
Ainsi
1“D5T1 (x,y) (22) =“ DG (%, y) (1) | o,
(572-1772) (- 1)*?
Ta-1 ° Ia-1) ;M"
(3.18)
Finalement, d'une maniere analogue on peut obtenir :
D5 T2 (x, y) (22) =“ DFT2 (x, ¥) (1) [ o
p-2 _ p-2
- (57— )+ (tz—tl)ﬁ2 i
rp-1) rp- o
(3.19)

D’apres (3.15), (3.16), (3.18) et (3.19), onpeutaffirmerque||T(x,y) (%) =T (x,¥) (1) |x.x
tend vers zéro quand #, tend vers f;.

En combinant (A) et (B), eten vertudu Théoréme de Arzela-Ascoli, on conclut que
T est un opérateur complétement continu.

(C) : On prouve que pour un certain 0 < ¢ <1, l'ensemble

w:={(xy)eXxX, (x,y) =0T (x,y)}, (3.20)

est borné.
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3. APPLICATION

En effet, soit (x,y) € w, alors (x,y)=¢T(x,y), pour0O<¢@<1.
Donc, pourtoutte],ona:

x(0) =T (x,y) @), y@O=¢T2(x,y)@). (3.21)

En utilisant I'hypothese (Hs), (3.10) et (3.11), on obtient:

1
—lxlx = max

m m
A1) M;+|x5], A3ZMi);
i=1 i=1

et,

m m
A Li+|Yg], A4ZLZ-).

Zlyly = max
P X = i=1 i=1

Dongc,

16 7) xex < oo
(3.22)

Ce qui prouve que w est borné.

On conclut par le Théoreme du point fixe de Schaefer que I'opérateur T admet au
moins un point fixe qui est la solution du probléme 3.1. Ce qui achéve la démonstration.

3 Application

On présente un exemple pour illustrer le résultat principal.
On considere le systéme fractionnaire suivant [6] :
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3. APPLICATION

Exemple 3.1
§ 2 t
CDSx(t) — J +1 . " e cosé(x(t)y(t))g ’
4n+e+sin(x(t)+CDg’ x(t)) cos(y(t)+CD07 y(t)) 8m+cos|CDg x()+CD{ y(t))
tef0,1],
cp3 (inen?
CD% (t) _ COs(x(t)+y(t))+sinCD%x(t) SiIlC Dgy(t) N znt COS()C(t)+ DO x(t)) N sm(y(t) DO y(f))
oY= e’ (12+16) 1 , 9 ’
3+cos| x()+CDg x(t)) 2et+sm(y(z)CD07 y(t))
3
re(0,1),
x(0)=v5 y0)=v2,
Cr col ol ool
Déx(O)— Déx(l):O, Dgy(O)— Déy(l):(),
X (0):y’(0):0.

(3.23)

Iciona: a= , 0=

, P=

][5
Wi~
W

9 1 1
, 0=% Y=z p=y a=c=-b=-d=l,

J=[0,1], et pour tout (x1, X2, X3, X4) € R*,

fie ) ! (3.24)
y X1, X2, X3, X4) = s , .
! b A2 23 2 41+ e+ sin(x; + x3) cos (x2 + X4)
t
e’ cos(x1x2)
t,X1,X2,X3,X4) = , 3.25
o (t,x1, X2, X3, X4) T — (3.25)
Ccos (X1 + X2) + sin x3 sin x4
(1, X1, X2, X3, X4) = , (3.26)
81 1, X2, X3, X4 ef(t2+16)
cos (x1 + x3) sin (xpx4)
82 (t, X1, X2, X3, X4) = 2701 (3.27)

34+cos(x;+x3) 2el+sin(xpxy))

Donc, les hypotheses (H;) et (H3) sont satisfaites, d’ou le systeme 3.23 admet au moins
une solution sur]J.
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Conclusion et Perspective

Dans ce travail, on a présenté quelques résultats d’existence et d'unicité des solu-
tions du probléme aux limites concernant les équations différentielles fractionnaires avec
des conditions initiales. Les résultats obtenus sont basés sur des théorémes qui ont leurs
poids dans '’analyse fonctionnelle, en particulier on a utilisé le théoréeme du point fixe de
Banach et de Scheafer. Dans le future, on peut considérer des problémes aux limites pour
les équations différentielles fractionnaires avec la dérivée d'Hdamart.
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Résumé

Au cours de ces dernieres années, une attention particuliere a été focalisée a la théorie
des équations différentielles fractionnaires. Par conséquent, on doit étre capable de ré-
soudre les équations différentielles, qui peuvent étre fortement non linéaires.

L objectif principal de ce mémoire est de traiter la question d’existence et d'unicité de
la solution pour un systéme fractionnaire, ainsi que I'existence d'une solution au moins
du systeme considéré.

Tout d’abord, on a présenté des outils mathématiques de base du calcul fractionnaire
et de la théorie du point fixe.

Comme une application du principe de contraction de Banach, on a présenté une
étude sur I'existence et I'unicité de la solution d'un systeme non linéaire des équations
différentielles fractionnaires. Une application a été présentée pour illustrer ce résultat.

De plus, on a présenté une étude sur l'existence d’'une solution au moins du systeme

différentiel fractionnaire considéré. Pour illustrer le résultat obtenu, on a présenté une
application.

Mots-Clés: Dérivé au sens de Caputo, équations différentielles fractionnaires, intégrale
fractionnaire, existence et unicité, point fixe.

MSC (2010) : 26A33, 34K05

Analytical Study of Nonlinear Fractional Differential System

Abstract: In recent years, special attention has been focused on the theory of fractional
differential equations. Therefore, one should be able to solve the differential equations,
which can be strongly nonlinear.

The main purpose of this paper is to deal with the question of existence and unique-
ness of the solution for a fractional system, as well as the existence of at least one solution
of the considered system.

First, we presented basic mathematical tools for fractional calculus and fixed point
theory.

As an application of Banach’s contraction principle, we presented a study for the exis-
tence and uniqueness of the solution of a nonlinear system of fractional differential equa-
tions. In addition, we studied the existence of at least one solution of the considered sys-
tem. We also presented some applications, to illustrate the main results.

Key Words : Caputo derivative, fixed point, fractional differential equation, existence
and uniqueness.
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