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N∗ : Ensemble des entiers naturels non nuls.
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Γ(.) : La fonction Gamma.
B(., .) : La fonction Bêta.
Iαa : Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α> 0 au point a.
RLDα

a : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α> 0 au point a.
CDα

a : Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α> 0 au point a.
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Introduction

Les origines de la théorie du calcul fractionnaire, remontent à la fin du 17ème siècle
où Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral, voir
[12]. De nombreux mathématiciens ont fourni des contributions au développement du
calcul fractionnaire, dont on peut citer : P.S. Laplace (1812), N.H. Abel (1823-1826), J. Liou-
ville (1832-1837), B. Riemann (1847), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), Hada-
mard (1892), H. Weyl (1917), M. Riesz (1949) et M.Caputo (1967), voir [1].

Cette théorie peut être considérée aussi nouvelle où B. Ross a organisé la première
conférence sur le calcul fractionnaire et ses applications en 1974 à l’université de New
Haven. Aussi, la première monographie consacrée au calcul fractionnaire a été publiée en
1974 après une collaboration commencée en 1968 entre K.B. Oldham et J.Spanier [17].

La théorie des équations différentielles fractionnaires a de nombreuses applications
dans l’ingénierie, la physique, la chimie, la biologie,...etc., (voir, [8, 14, 32]). Par consé-
quent, on doit être capable de résoudre les équations différentielles, qui peuvent être for-
tement non linéaires.

L’objectif principal de ce mémoire est de traiter la question d’existence et d’unicité de
la solution pour un système fractionnaire, ainsi que l’existence d’une solution au moins
du système considéré.

Ce travail est organisé de la manière suivante :

Le premier chapitre intitulé "Préliminaire" est consacré aux outils mathématiques
de base du calcul fractionnaire et de la théorie du point fixe.

Le deuxième chapitre intitulé "Système Différentiel d’Ordre Fractionnaire" com-
prend une étude sur l’existence et l’unicité de la solution d’un système non linéaire des
équations différentielles fractionnaires.

Le dernier chapitre intitulé "Application du Théorème de Schaefer à un Système des
EDFs" est dédié à l’étude de l’existence d’une solution au moins du système différentiel
fractionnaire considéré au chapitre 2.

On terminera par une conclusion qui regroupe tout ce qui a été fait.
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, on introduit les concepts et les notions nécessaires de la théorie des
équations différentielles fractionnaires. On conclut le chapitre par une section réservée
aux différents Théorèmes des points fixes.

1 Fonctions Spéciales

Dans cette section on présente des outils mathématiques de base du calcul fraction-
naire (voir, [13, 15, 17, 24])

1.1 Fonction Gamma d’Euler

L’une des fonctions spéciales est la fonction Gamma d’Euler qui apparaît dans divers
domaines, comme les séries asymptotiques, la théorie des nombres et l’intégration frac-
tionnaire.

Elle est donnée par la définition suivante :

Définition 1.1

Γ (x) =

∞∫
0

e−t t x−1d t , x > 0.

(1.1)

Propriétés

1. La propriété importante de la fonction Gamma d’Euler Γ est la relation de récur-
rence suivante :

Γ(x +1) = xΓ(x).

2. Γ (1) = 1, Γ (0+) = +∞ et Γ
(1

2

)
=
p
π.

3. La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorielle car :

Γ(n +1) = n!, ∀n ∈N∗. (1.2)

2



2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE

1.2 Fonction Bêta d’Euler

Définition 1.2 l’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Bêta d’Eu-
ler qui est définie par l’intégrale suivante :

B
(
x, y

)
=

1∫
0

(1− t )x−1 t y−1d t , x, y ∈R∗
+.

(1.3)

La relation entre les fonctions Gamma et Beta est donnée par l’expression :

B
(
x, y

)
=

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
= B

(
y, x

)
.

(1.4)

2 Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3 [13, 15, 17] L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0,
pour une fonction f continue sur [a,b) est donnée par :

Iαa f (t ) =


1

Γ(α)

t∫
a

(t − s)α−1 f (s)d s, α> 0,

f (t ), α = 0,

(1.5)

où t ≥ 0.

Proposition 1.1 Soit f ∈ C ([a,b)) . Pour α> 0 et β> 0, on a :

(a) : IαaIβa f = Iα+βa f .

(b) : IαaIβa f (t ) = IβaIαa f (t ) .

Preuve. Soient α> 0, β> 0 et f ∈ C ([a,b)) .

3



3. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

Pour (a) , la preuve découle directement de la définition.

Iαa
(
Iβa f

)
(t ) =

1

Γ (α)

∫ t

0
(t − s)α−1

(
Iβa f

)
(s)d s

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0

∫ s

0
(t − s)α−1 (s −τ)β−1 f (τ)dτd s

=
1

Γ (α)Γ
(
β
) ∫ t

0
f (τ)

(∫ t

τ
(t − s)α−1 (s −τ)β−1 d s

)
dτ.

(1.6)

On utilise le changement de variable

x =
s −τ
t −τ ,

(1.7)

on obtient :∫ t

τ
(t − s)α−1 (s −τ)β−1 d s = (t −τ)α+β−1

∫ 1

0
(1−x)α−1 xβ−1d x

= (t −τ)α+β−1 B
(
α,β

)
= (t −τ)α+β−1 Γ (α)Γ

(
β
)

Γ
(
α+β) .

(1.8)

En remplaçant (1.8) dans (1.6) , on aura :

Iαa
(
Iβa f

)
(t ) =

1

Γ
(
α+β)

∫ t

0
(t −τ)α+β−1 f (τ)dτ = Iα+βa f (t ) .

(1.9)

D’où le résultat.
Maintenant pour démontrer (b) , en utilisant la propriété précédente (a) .
Alors,

IαaIβa f (t ) = Iα+βa f (t ) = Iβ+αa f (t ) = IβaIαa f (t ) .

(1.10)

3 Dérivation Fractionnaire

Dans la littérature, il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, on va
citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.
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3. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

3.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [13, 15, 17] pour m ∈N∗ et a ∈R, la dérivée d’ordreα au sens de Riemann-
Liouville d’une fonction f ∈ C ([a,+∞) ,R) , est donnée par :

RLDα
a f (t ) =


DmIm−α

a f (t ) = d m

d t m

(
1

Γ(m−α)

t∫
a

(t −τ)m−α−1 f (τ)dτ

)
, m −1 < α< m,

d m

d t m f (t ), α = m.

(1.11)

À titre d’exemple : On considère la fonction suivante :

f : t 7−→ (t −a)β , t > a.

(1.12)

Alors,

RLDα
a (t −a)β = DmIm−α

a (t −a)β

= Dm
(

Γ
(
β+1

)
Γ

(
β+1+m −α) (t −a)β+m−α

)
.

(1.13)

En utilisant l’expression de la dérivation classique

d m

d t m (t −a)δ = δ (δ−1) ... (δ−m +1)(t −a)δ−m

=
Γ(δ+1)

Γ(δ−m +1)
(t −a)δ−m ,

(1.14)

on aura :

RLDα
a (t −a)β =

Γ
(
β+1

)
Γ

(
β+1+m −α) (

Γ(β+m −α+1)

Γ(β+m −α+1−m)
(t −a)β+m−α−m

)
.

(1.15)

Ce qui permet d’avoir

RLDα
a (t −a)β =

Γ
(
β+1

)
Γ

(
β+1−α) (t −a)β−α .

(1.16)
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3. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

On pose : α = 0.5 et β = 0.5. Alors,

RLD0.5
a (t −a)0.5 =

Γ
(3

2

)
Γ (1)

= Γ

(
3

2

)

=
1

2
Γ

(
1

2

)

=
1

2

p
π. (1.17)

Composition avec L’intégrale Fractionnaire

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire.

Proposition 1.2 Soient f ∈ C ([a,b)) et m −1 < α< m, m ∈N∗.

On a,

(RLDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = f (t ) .

Preuve. Soient f ∈ C ([a,b)) et m −1 < α< m, m ∈N∗.

En utilisant la propriété classique :

Dm (
Im

a f
)

(t ) = f (t ) ,

(1.18)

on obtient : (RLDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = Dm (

Im−α
a

)(
Iαa f

)
(t )

= Dm (
Im−α+α

a f
)

(t )

= Dm (
Im

a f
)

(t )

= f (t ) .

(1.19)

D’où le résultat annoncé.
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3. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

3.2 Approche de Caputo

On va introduire une dérivée fractionnaire qui est la plus utilisée que celle de Riemann-
Liouville.

Définition 1.5 [13, 15, 17] Pour m−1 < α≤ m, m ∈N∗ et f ∈ Cm ([a,+∞)) , la dérivée
fractionnaire de Caputo d’ordre α de f est définie par :

CDα
a f (t ) =


1

Γ(m−α)

∫ t
a (t − s)m−α−1 f (m) (s)d s = Im−α

a Dm f (t ), m −1 < α< m,

d m

d t m f (t ), α = m.

(1.20)

3.3 Comparaison entre la Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo et
Celle de Riemann-Liouville

La dérivée d’une constante est nulle par Caputo mais n’est pas nulle par Riemann-
Liouville.

À titre d’exemple : On prend la fonction f : t 7→ (t −a)β avec β = 0, et on calcule
CD

3
2
a f (t ) .

Alors,

CD
3
2
a (t −a)0 =

(
I

2− 3
2

a

)(
d 2

d t 2
(1)

)

=

(
I

1
2
a

)
(0)

= 0.

(1.21)

Par contre par Riemann-Liouville, on a :

RLDα
a (t −a)0 =

Γ (1)

Γ (1−α)
(t −a)−α =

(t −a)−α

Γ (1−α)
.

(1.22)

- Le lien entre Riemann-Liouville et Caputo est donnée par la relation suivante :

(RLDα
a

)
f (t ) =

(CDα
a

)
f (t )+

m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ( j −α+1)
f ( j )(a),

(1.23)
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3. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

tel que m −1 < α< m, m ∈N∗, a ∈R et f ∈ Cm ([a,+∞)) .
Cette dernière relation peut aussi s’écrire :

(CDα
a

)
f (t ) =

(RLDα
a

)(
f (t )−

m−1∑
j =0

(t −a) j

j !
f ( j )(a)

)
.

(1.24)

À partir de (1.23) et (1.24) , si a est un point zéro de f d’ordre m, alors la dérivée frac-
tionnaire d’ordre α de f au sens de Riemann-Liouville coïncide avec celle de Caputo.

i.e.

(
f ( j )(a) = 0, j = 0,1, ...,m −1

)
=⇒ ((RLDα

a

)
f (t ) =

(CDα
a

)
f (t )

)
.

(1.25)

Preuve. soit f ∈ Cm ([a,+∞)) . Alors,

f (t ) =
m−1∑
j =0

(t −a) j

j !
f ( j )(a)+ Im

a Dm f (t ) .

(1.26)

On applique Im−α
a à l’équation(1.26), on aura :

Im−α
a f (t ) =

m−1∑
j =0

(t −a)m−α+ j

Γ
(
m −α+ j +1

) f ( j )(a)+ I2m−α
a Dm f (t ) .

(1.27)

Maintenant on applique Dm à l’équation(1.27) ,on obtient :

DmIm−α
a f (t ) =

m−1∑
j =0

f ( j )(a)

Γ
(
m −α+ j +1

)Dm (t −a)m−α+ j +DmI2m−α
a Dm f (t )

=
m−1∑
j =0

f ( j )(a)

Γ
(
m −α+ j +1

) (
Γ

(
m −α+ j +1

)
(t −a)m−α+ j−m

Γ
(
m −α+ j +1−m

) )
+DmImIm−α

a Dm f (t )

=
m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ
(

j −α+1
) f ( j )(a)+ Im−α

a Dm f (t ) .

(1.28)

Par définition, on a

(RLDα
a

)
= DmIm−α

a ,
(CDα

a

)
= Im−α

a Dm .

(1.29)

8



3. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

Donc,

(RLDα
a

)
f (t ) =

(CDα
a

)
f (t )+

m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ
(

j −α+1
) f ( j )(a).

(1.30)

Proposition 1.3 Soient m −1 < α< m, m ∈N∗ et f ∈ Cm ([a,b)). Alors, on a :

(1) :
(

CDα
a

)
est un opérateur linéaire.

(2) :
(

CDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = f (t ) .

(3) : Si
(

CDα
a f

)
(t ) = 0, alors f (t ) =

m−1∑
j =0

c j (t −a) j ,
(
c j

)
j =0,...,m−1 ∈ R.

(4) : Iαa
(

CDα
a f

)
(t ) = f (t )+

m−1∑
j =0

c j (t −a) j ,
(
c j

)
j =0,...,m−1 ∈ R.

Preuve. Soient m −1 < α < m, m ∈N∗ et f ∈ Cm ([a,b)) . L’item (1) s’obtient par
calcul direct.

(2) : La relation (1.24) permet d’obtenir le résultat suivant :

(CDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) =

(RLDα
a

)(
Iαa f (t )−

m−1∑
j =0

(t −a) j

j !

((
d j

d t j

(
Iαa f

))
(a)

))

= f (t )−
(

Γ
(

j +1
)

Γ
(

j +1−α) m−1∑
j =0

(t −a) j−α

j !

)((
d j

d t j

(
Iαa f

))
(a)

)

= f (t )−
(

m−1∑
j =0

(t −a) j−α

Γ
(

j +1−α))((
d j

d t j

(
Iαa f

))
(a)

)
.

(1.31)

Et comme j ≤ m−1 < α, pour j = 0, ...,m−1, alors, les dérivées
(

d j

d t j

(
Iαa f

))
(a) = 0. Ce

qui donne : (CDα
a

)(
Iαa f

)
(t ) = f (t ) .

(1.32)

(3) : Soit
(

CDα
a f

)
(t ) = 0. Alors, on a :

Im−α
a f (m) (t ) = 0.

(1.33)

On applique
(

CDm−α
a

)
à cette formule, on aura :(CDm−α

a

)
Im−α

a f (m) (t ) = 0.

(1.34)

9



4. AUTOUR DES THÉORÈMES DES POINTS FIXES

En utilisant l’item (2) , on obtient :

(CDm−α
a

)(
Im−α

a

)
f (m) (t ) = f (m) (t ) = 0.

(1.35)

Alors, f peut s’écrire sous la forme :

f (t ) =
m−1∑
j =0

c j (t −a) j ,

(1.36)

où c j ∈R, j = 0,1, ...,m −1.

4 Autour des Théorèmes des Points Fixes

Les Théorèmes du point fixe accordent des conditions suffisantes pour assurer l’exis-
tence d’un point fixe pour une fonction donnée.

4.1 Notations et Définitions

Le principe de contraction de Banach [10, 16] est le résultat le plus élémentaire qui
assure l’unicité d’un point fixe. Ce Théorème est essentiellement basé sur les définitions
suivantes :

Définition 1.6 Soient S un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖S et (un)n , n ∈N, une
suite de S. On dit que (un)n est une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃N ≥ 0,∀n ≥ N, ∀p ≥ N,
∥∥un+p −un

∥∥
S ≤ ε.

(1.37)

Définition 1.7 On dit que l’espace vectoriel normé S est complet pour la norme ‖.‖S si toute
suite de Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est
aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.8 Soient B un espace de Banach muni de la norme ‖.‖B et T une application
de B dans B. On appelle point fixe de T tout point u tel que :

Tu = u.

(1.38)

10



4. AUTOUR DES THÉORÈMES DES POINTS FIXES

Définition 1.9 Soit S un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖S . Une application f de S
dans S est dite Lipschitzienne de constante L ≥ 0 si elle vérifie :

∀u, v ∈ S,
∥∥ f (u)− f (v)

∥∥
S ≤ L‖u − v‖S .

(1.39)

Définition 1.10 L’application Lipschitzienne f est dite une contraction si L ∈ (0,1) .

4.2 Principe de Contraction de Banach

Théorème 1.1 [10, 16] Soit (E,d) un espace métrique complet et soit f : E → E une contrac-
tion. Alors, f admet un point fixe unique.

Définition 1.11 Soient B1 et B2 deux espaces de Banach. L’opérateur continu T : B1 → B2 est
complètement continu s’il transforme tout borné de B1 en une partie relativement compacte
dans B2.

4.3 Théorème du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxième résultat du point fixe est le Théorème du point fixe de Schaefer.

Théorème 1.2 [10, 16] Soient B un espace de Banach et T : B → B un opérateur complète-
ment continu. Si l’ensemble :

Ω : =
{
u ∈ B : u =µTu, µ ∈ ]0,1[

}
,

(1.40)

est borné, alors T possède au moins un point fixe.

4.4 Théorème de Arzela-Ascoli

Théorème 1.3 [2] Soit F ⊆ C([a,b]), supposons que l’ensemble F est équipé de norme
‖.‖∞. Alors, F est relativement compact dans C([a,b]) si F est equicontinu (c’est-à-dire
pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour tout f ∈ F et pour tous x1, x2 ∈ [a,b]
avec |x1 −x2| < δ on a :

∣∣ f (x1)− f (x2)
∣∣< ε ) est uniformément borné (c’est-à-dire il existe

une constante C > 0 telle que
∥∥ f

∥∥∞ ≤ C, pour tout f ∈ F).
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Chapitre 2

Système Différentiel d’Ordre
Fractionnaire

1 Introduction

Une attention considérable a été focalisée sur l’étude des équations différentielles
fractionnaires, des papiers considérables ont été réalisés dans ce domaine de recherche,
le lecteur intéressé peut se référer aux papiers de références : [3, 4, 5, 7, 18, 19, 20, 21].

Dans ce chapitre, on présente un résultat d’existence et d’unicité de la solution pour
un système des équations différentielles non linéaires [6], de la forme suivante :

CDα
0 x(t ) =

m∑
i =1

fi

(
t , x(t ), y(t ),C D

δ

0x(t ),C Dσ
0 y(t )

)
, 0 < t < 1,

CDβ
0 y(t ) =

m∑
i =1

gi

(
t , x(t ), y(t ),C D

δ

0x(t ),C Dσ
0 y(t )

)
, 0 < t < 1,

x (0) = x∗
0 , y (0) = y∗

0 ,

x
′
(0) = y

′
(0) = 0,

a CD
γ

0x(0)+b CD
γ

0x(1) = c CDρ
0 y(0)+d CDρ

0 y(1) = 0.

(2.1)

Pour ce problème, on prend α,β ∈ (2,3) , γ,ρ ∈ (0,1), δ,σ ∈ (1,2) et J = [0,1] .

Les dérivées CDα
0 , CDδ

0, CDβ
0, CDσ

0 sont prises au sens de Caputo, a,b,c et d ∈
R∗, m ∈N∗. Pour tout i = 1, ...,m, les fonctions fi et gi : [0,1] ×R4 →R seront préci-
sées plus tard.

1.1 Lemmes Auxiliaires

Lemme 2.1 [9, 11] Pour α> 0, la solution intégrale de l’équation différentielle fraction-
naire CDα

0 x(t ) = 0, est donnée par :

x(t ) =
n−1∑
j =0

c j t j ,

12



1. INTRODUCTION

où c j ∈ R, j = 1, ...,n −1, n = [α]+1, avec [α] désigne la partie entière de α.

Lemme 2.2 [9, 11] Soit α> 0. Alors,

Iα0
(CDα

0

)
x(t ) = x(t )+

n−1∑
j =0

c j t j ,

où c j ∈ R, j = 1, ...,n −1, n = [α]+1, avec [α] désigne la partie entière de α.

Lemme 2.3 [9, 11] Soient q > p > 0 et f ∈ L1 ([a,b]) . Alors, CDp
a Iq

a f (t ) = Iq−p
a f (t ),

t ∈ [a,b] .

1.2 Solution Intégrale

On prouve le Lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution in-
tégrale de (2.1) :

Lemme 2.4 [6] On suppose que (Gi )i =1,...,m ∈ C ([0,1] ,R) et on considère le problème :

CDα
0 x(t ) =

m∑
i =1

Gi (t ), t ∈ J, 2 < α< 3,

(2.2)

avec les conditions initiales :

x (0) = x∗
0 ,

x ′(0) = 0,

a CD
γ

0x(0)+b CD
γ

0x(1) = 0, γ ∈ (0,1), a,b ∈R∗.

(2.3)

Alors, la solution de (2.2)&(2.3) est donnée par :

x(t ) =
m∑

i =1

t∫
0

(t − s)α−1

Γ (α)
Gi (s)d s +x∗

0

−Γ
(
3−γ)

t 2

2

m∑
i =1

1∫
0

(1− s)α−γ−1

Γ
(
α−γ) Gi (s)d s.

(2.4)

13



1. INTRODUCTION

Preuve. On considère le problème (2.2) . En appliquant le Lemme 2.2, on obtient l’équa-
tion intégrale suivante :

x(t ) =
m∑

i =1

t∫
0

(t − s)α−1

Γ (α)
Gi (s)d s − c0 − c1t − c2t 2,

(2.5)

où c j ∈ R, j = 1,2.

D’après les conditions initiales, on trouve

c0 = −x∗
0 , c1 = 0.

c2 =
Γ(3−γ)

2

m∑
i =1

∫ 1

0

(1− s)α−γ−1

Γ(α−γ)
Gi (s)d s.

Finalement, en substituant c0,c1 et c2 dans (2.5), on obtient (2.4).

Maintenant, on présente l’espace de Banach suivant :

X := {x : x ∈ C ([0,1] ,R) , D2x ∈ C ([0,1] ,R)}, muni de la norme :

‖x‖X = max
(‖x‖ ,

∥∥CD2
0x

∥∥)
,

où

‖x‖∞ = max
t∈J

|x(t )| , ∥∥CD2
0x

∥∥∞ = max
t∈J

∣∣CD2
0x(t )

∣∣ .

En effet (X,‖.‖X) est un espace de Banach et l’espace produit (X×X,‖.‖X×X) est égale-
ment un espace de Banach avec la norme :

∥∥(x, y)
∥∥

X×X = max (‖x‖X ,
∥∥y

∥∥
X).

1.3 Quelque Hypothèse :

Dans le but d’établir des résultats d’existence pour le système (2.1) , on impose les
hypothèses suivantes : [6]

(H1) : Pour tout i = 1,2, ...,m, les fonctions fi et gi : [0,1]×R4 →R sont continues.

(H2) : Il existe des constantes non négatives µi
j ,υi

j , j = 1,2,3,4, i = 1, ...,m, telles que pour

tout t ∈ J et toutes (x1, x2, x3, x4) ,
(
y1, y2, y3, y4

) ∈R4, on a :

14



1. INTRODUCTION

∣∣ fi (t , x1, x2, x3, x4)− fi
(
t , y1, y2, y3, y4

)∣∣ ≤
4∑

j =1
µi

j

∣∣x j − y j
∣∣ ,

et

∣∣gi (t , x1, x2, x3, x4)− gi
(
t , y1, y2, y3, y4

)∣∣ ≤
4∑

j =1
υi

j

∣∣x j − y j
∣∣ .

(H3) : Il existe des fonctions continues non négatives (Mi )i =1,...,m et (Li )i =1,...,m , telles
que :

∣∣ fi (t , x1, x2, x3, x4)
∣∣ ≤ Mi , i = 1,2, ...,m,

∣∣gi (t , x1, x2, x3, x4)
∣∣ ≤ Li , i = 1,2, ...,m.

On introduit aussi les quantités suivantes : [6]

A1 : =
1

Γ (α+1)
+ Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

) ,

A2 : =
1

Γ
(
β+1

) + Γ
(
3−ρ)

2Γ
(
β−ρ+1

) ,

A3 : =
1

Γ (α−1)
+ Γ

(
3−γ)

Γ
(
α−γ+1

) ,

A4 : =
1

Γ
(
β−1

) + Γ
(
3−ρ)

Γ
(
β−ρ+1

) ,

Σ1 : =
m∑

i =1

(
µi

1 +µi
2 +

µi
3

Γ(3−δ)
+ µi

4

Γ(3−σ)

)
,

Σ2 : =
m∑

i =1

(
υi

1 +υi
2 +

υi
3

Γ(3−δ)
+ υi

4

Γ(3−σ)

)
.

15



2. EXISTENCE ET UNICITÉ

2 Existence et Unicité

Notre premier résultat principal est basé sur le principe de la contraction de Banach.

Théorème 2.1 [6] On suppose que l’hypothèse (H2) est vérifiée. Si l’inégalité

max(A1Σ1, A2Σ2, A3Σ1, A4Σ2) < 1

(2.6)

est valide, alors le problème (2.1) a une solution unique sur J.

Preuve. On définit l’opérateur T : X×X → X×X par :

T
(
x, y

)
(t ) :=

(
T1

(
x, y

)
(t ) ,T2

(
x, y

)
(t )

)
, t ∈ J,

avec

T1
(
x, y

)
(t ) =

m∑
i =1

t∫
0

(t − s)α−1

Γ (α)
fi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)
d s

+x∗
0 − t 2Γ

(
3−γ)
2

×
m∑

i =1

1∫
0

(1− s)α−γ−1

Γ
(
α−γ) fi

(
s, x(s), y(s),C D

δ

0x(s),C Dσ
0 y (s)

)
d s,

(2.7)

et

T2
(
x, y

)
(t ) =

m∑
i =1

t∫
0

(t − s)β−1

Γ
(
β
) gi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)
d s

+y∗
0 − Γ

(
3−ρ) t 2

2

×
m∑

i =1

1∫
0

(1− s)β−ρ−1

Γ
(
β−ρ) gi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)
d s.

(2.8)

On va maintenant montrer que T possède un point fixe unique. Pour cela, on va prou-
ver que T est un opérateur contractif :
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2. EXISTENCE ET UNICITÉ

Soient
(
x1, y1

)
,
(
x2, y2

) ∈ X×X. Alors, pour tout t ∈ J, on a :

∣∣T1
(
x1, y1

)
(t )−T1

(
x2, y2

)
(t )

∣∣

≤ tα

Γ (α+1)
×max

s∈J

m∑
i =1

∣∣∣∣∣∣
fi

(
s, x1(s), y1(s),C Dδ

0x1(s),C Dσ
0 y1(s)

)
− fi

(
s, x2(s), y2(s),C Dδ

0x2(s),C Dσ
0 y2(s)

)
∣∣∣∣∣∣

+ Γ
(
3−γ)

t 2

2Γ
(
α−γ+1

)

×max
s∈J

m∑
i =1

∣∣∣∣∣∣
fi

(
s, x1(s), y1(s),C Dδ

0x1(s),C Dσ
0 y1(s)

)
− fi

(
s, x2(s), y2(s),C Dδ

0x2(s),C Dσ
0 y2(s)

)
∣∣∣∣∣∣ .

En utilisant (H2), on obtient :

∣∣T1
(
x1, y1

)
(t )−T1

(
x2, y2

)
(t )

∣∣

≤
(

1

Γ (α+1)
+ Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

))


m∑
i =1

(
µi

1 +
µi

3

Γ(3−δ)

)
max

(‖x1 −x2‖ ,
∥∥D2

0(x1 −x2)
∥∥)

+
m∑

i =1

(
µi

2 +
µi

4

Γ(3−σ)

)
max

(∥∥y1 − y2
∥∥ ,

∥∥D2
0(y1 − y2)

∥∥)
 .

Par conséquent, ∥∥T1
(
x1, y1

)−T1
(
x2, y2

)∥∥∞

≤
(

1

Γ (α+1)
+ Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

))

×
(

m∑
i =1

(
µi

1 +
µi

3

Γ(3−δ)

)
‖x1 −x2‖X +

m∑
i =1

(
µi

2 +
µi

4

Γ(3−σ)

)∥∥y1 − y2
∥∥

X

)
,

≤
(

1

Γ (α+1)
+ Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

))× m∑
i =1

(
µi

1 +
µi

3

Γ(3−δ)
+µi

2 +
µi

4

Γ(3−σ)

)

×max
(‖x1 −x2‖X ,

∥∥y1 − y2
∥∥

X

)
.
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2. EXISTENCE ET UNICITÉ

D’où,

∥∥T1
(
x1, y1

)−T1
(
x2, y2

)∥∥∞ ≤ A1Σ1
∥∥(x1 −x2), (y1 − y2)

∥∥
X×X .

(2.9)

D’une manière similaire, on peut montrer que :

∥∥T2
(
x1, y1

)−T2
(
x2, y2

)∥∥∞ ≤ A2Σ2
∥∥(x1 −x2), (y1 − y2)

∥∥
X×X .

(2.10)

D’autre part, on a :

∣∣CD2
0(T1

(
x1, y1

)
(t )−T1

(
x2, y2

)
(t ))

∣∣

≤ tα−2

Γ (α−1)
×max

s∈J

m∑
i =1

∣∣∣∣∣∣
fi

(
s, x1(s), y1(s),C Dδ

0x1(s),C Dσ
0 y1(s)

)
− fi

(
s, x2(s), y2(s),C Dδ

0x2(s),C Dσ
0 y2(s)

)
∣∣∣∣∣∣

+ Γ
(
3−γ)

Γ
(
α−γ+1

)

×max
s∈J

m∑
i =1

∣∣∣∣∣∣
fi

(
s, x1(s), y1(s),C Dδ

0x1(s),C Dσ
0 y1(s)

)
− fi

(
s, x2(s), y2(s),C Dδ

0x2(s),C Dσ
0 y2(s)

)
∣∣∣∣∣∣ .

En utilisant l’hypothèse (H2) , on obtient :

∣∣CD2
0(T1

(
x1, y1

)
(t )−T1

(
x2, y2

)
(t ))

∣∣
≤

(
1

Γ (α−1)
+ Γ

(
3−γ)

Γ
(
α−γ+1

))

×


m∑

i =1

(
µi

1 +
µi

3

Γ(3−δ)

)
max

(‖x1 −x2‖ ,
∥∥D2

0(x1 −x2)
∥∥)

+
m∑

i =1

(
µi

2 +
µi

4

Γ(3−σ)

)
max

(∥∥y1 − y2
∥∥ ,

∥∥D2
0(y1 − y2)

∥∥)
 .

Par conséquent,
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∥∥CD2
0((T1

(
x1, y1

)−T1
(
x2, y2

)
)
∥∥∞

≤
(

1

Γ (α−1)
+ Γ

(
3−γ)

Γ
(
α−γ+1

))

×
m∑

i =1

(
µi

1 +
µi

3

Γ(3−δ)
+µi

2 +
µi

4

Γ(3−σ)

)

×max
(‖x1 −x2‖X ,

∥∥y1 − y2
∥∥

X

)
.

Il en résulte que :

∥∥CD2
0(T1

(
x1, y1

)−T1
(
x2, y2

)
)
∥∥∞ ≤ A3Σ1

∥∥(
x1 −x2, y1 − y2

)∥∥
X×X .

(2.11)

Raisonnant de la même manière, on obtient :

∥∥CD2
0(T2

(
x1, y1

)−T2
(
x2, y2

)
)
∥∥∞ ≤ A4Σ2

∥∥(
x1 −x2, y1 − y2

)∥∥
X×X .

(2.12)

En utilisant (2.9)et (2.11), on trouve :

∥∥T1
(
x1, y1

)−T1
(
x2, y2

)∥∥
X ≤ max(A1Σ1, A3Σ1)

∥∥(
x1 −x2, y1 − y2

)∥∥
X×X .

(2.13)

Et par (2.10) et (2.12), on aura :

∥∥T2
(
x1, y1

)−T2
(
x2, y2

)∥∥
X ≤ max(A2Σ2, A4Σ2)

∥∥(
x1 −x2, y1 − y2

)∥∥
X×X .

(2.14)

En utilisant (2.13)et (2.14), on trouve :

∥∥T
(
x1, y1

)−T
(
x2, y2

)∥∥
X×X

≤ max(A1Σ1, A3Σ1, A2Σ2, A4Σ2)
∥∥(

x1 −x2, y1 − y2
)∥∥

X×X .

Il s’ensuit de la condition (2.6) que l’opérateur T est contractif. Donc T possède un
point fixe unique qui est une solution unique du problème 2.1.
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3 Application

On présente l’exemple suivant, pour illustrer le Théorème 2.1 .
On considère le problème fractionnaire de la forme suivante [6] :

Exemple 2.1

CD
9
4
0 x (t ) = 1

32π

 |sin x(t )|
1+|sin x(t )| + |sin y(t )|

1+|sin y(t )| +
t

1+
∣∣∣∣CD

3
2 x(t )

∣∣∣∣ +
e

e +
∣∣∣∣CD

7
4 y(t )

∣∣∣∣


+ 1
10π e t

(
cos x(t )+cos y(t )

4π2 + t
16(t 2+1) sinC D

3
2
0 x (t )+ t

9(π+1) sinC D
7
4
0 y (t )

)
,

t ∈ [0,1] ,

CD
9
4
0 y (t ) = e−t

24π2+t

(
|x(t )|

e2t (1+|x(t )|) +
|y(t )|

1+|y(t )| +cosC D
3
2
0 x (t )+cosC D

7
4
0 y (t )

)

+ 1
12π2(t 2+1)

(
e−t (x(t )+ y(t ))+ sinC D

3
2
0 x (t )+ sinC D

7
4
0 y (t )

)
,

t ∈ [0,1] ,

x (0) = 3
p

2, CD
3
4
0 x (0)+C D

3
4
0 x (1) = 0, x

′
(0) = 0,

y (0) =
p

3, CD
2
3
0 y (0)+C D

2
3
0 y (1) = 0, y

′
(0) = 0.

(2.15)

Pour cet exemple, on a :α = β = 9
4 , δ = 3

2 , σ = 7
4 , γ = 3

4 , ρ = 2
3 , a = b = c = d = 1,

J = [0,1] .

D’autre part,

f1 (t , x1, x2, x3, x4) =
1

32π

( |sin x1|
1+|sin x1|

+ |sin x2|
1+|sin x2|

+ t

1+|x3|
+ e

e +|x4|
)

, (2.16)

f2 (t , x1, x2, x3, x4) =
1

10πe t

(
cos x1 +cos x2

4π2
+ t

16
(
t 2 +1

) sin x3 + t

9(π+1)
sin x4

)
. (2.17)

Donc, pour tout t ∈ [0,1] et toutes (x1, x2, x3, x4) ,
(
y1, y2, y3, y4

) ∈R4, on a :

∣∣ f1 (x1, x2, x3, x4)− f1
(
y1, y2, y3, y4

)∣∣
≤ 1

32π

∣∣x1 − y1
∣∣+ 1

32π

∣∣x2 − y2
∣∣+ 1

32π

∣∣x3 − y3
∣∣+ 1

32πe

∣∣x4 − y4
∣∣ , (2.18)
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et

∣∣ f2 (x1, x2, x3, x4)− f2
(
y1, y2, y3, y4

)∣∣
≤ 1

40π3

∣∣x1 − y1
∣∣+ 1

40π3

∣∣x2 − y2
∣∣+ 1

160π

∣∣x3 − y3
∣∣+ 1

90(π2 +π)

∣∣x4 − y4
∣∣ . (2.19)

On peut prendre :

µ1
1 =µ1

2 =µ1
3 =

1

32π
, µ1

4 =
1

32πe
, (2.20)

µ2
1 =µ2

2 =
1

40π3
, µ2

3 =
1

160π
, µ2

4 =
1

90(π2 +π)
. (2.21)

On a aussi :

g1 (t , x1, x2, x3, x4)

=
e−t

24π2 + t

( |x1|
e2t (1+|x1|)

+ |x2|
1+|x2|

+cos x3 +cos x4

)
, (2.22)

et

g2 (t , x1, x2, x3, x4)

=
1

12π2(t 2 +1)

(
e−t (x1 +x2

)+ sin x3 + sin x4). (2.23)

Pour t ∈ [0,1] et (x1, x2, x3, x4) ,
(
y1, y2, y3, y4

) ∈R4, on peut écrire∣∣g1 (x1, x2, x3, x4)− g1
(
y1, y2, y3, y4

)∣∣
≤ 1

24π2

∣∣x1 − y1
∣∣+ 1

24π2

∣∣x2 − y2
∣∣+ 1

24π2

∣∣x3 − y3
∣∣+ 1

24π2

∣∣x4 − y4
∣∣ , (2.24)

∣∣g2 (x1, x2, x3, x4)− g2
(
y1, y2, y3, y4

)∣∣
≤ 1

12π2

∣∣x1 − y1
∣∣+ 1

12π2

∣∣x2 − y2
∣∣+ 1

12π2

∣∣x3 − y3
∣∣+ 1

12π2

∣∣x4 − y4
∣∣ . (2.25)

Alors, on peut avoir

υ1
1 = υ1

2 = υ1
3 = υ1

4 =
1

24π2
, (2.26)

υ2
1 = υ2

2 = υ2
3 = υ2

4 =
1

12π2
. (2.27)

Il est clair que

21



3. APPLICATION

max(A1Σ1, A2Σ2, A3Σ1, A4Σ2) < 1. (2.28)

Donc, toutes les hypothèses du Théorème 2.1 sont vérifiées, donc le problème 2.15 admet
une solution unique.
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Chapitre 3

Application du Théorème de Schaefer à
un Système des EDFs

1 Introduction

Récemment de nombreux papiers traitant l’existence d’une solution au moins, ont été
publié, pour plus de détails voir,[22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31].

Dans ce chapitre, on présente l’existence d’une solution au moins du système [6] de
la forme suivante :



CDα
0 x(t ) =

m∑
i =1

fi

(
t , x(t ), y(t ),C D

δ

0x(t ),C Dσ
0 y(t )

)
, 0 < t < 1,

CDβ
0 y(t ) =

m∑
i =1

gi

(
t , x(t ), y(t ),C D

δ

0x(t ),C Dσ
0 y(t )

)
, 0 < t < 1,

x (0) = x∗
0 , y (0) = y∗

0 ,

x
′
(0) = y

′
(0) = 0,

a CD
γ

0x(0)+b CD
γ

0x(1) = c CDρ
0 y(0)+d CDρ

0 y(1) = 0.

(3.1)

2 Existence d’une Solution au Moins

Ce résultat est basé sur le Théorème du point fixe de Schaefer.

Théorème 3.1 [6] Si les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites, alors le problème (3.1)
admet au moins une solution sur J .

Preuve. Afin d’établir l’existence d’une solution au moins, on va montrer que T admet
un point fixe. Pour ce faire, on utilise le Théorème du point fixe de Schaefer.
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

D’après l’hypothèse (H1) , l’opérateur T est continu.

Maintenant, on montre que l’opérateur T est complètement continu :

(A) : On montre que l’opérateur T envoie tout ensemble borné de X×X en un ensemble
borné dans X×X . On prend λ> 0,

(
x, y

) ∈ Bλ :=
{(

x, y
) ∈ X×X;

∥∥(
x, y

)∥∥
X×X ≤ λ}

.

Alors, pour toute t ∈ J, on a :

∣∣T1
(
x, y

)
(t )

∣∣ ≤ tα

Γ (α+1)
max

s∈J

m∑
i =1

∣∣∣ fi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)∣∣∣+x∗
0

+t 2 Γ
(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

)
×max

s∈J

m∑
i =1

∣∣∣ fi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)∣∣∣ . (3.2)

En tenant compte de (H3) , on peut écrire

∣∣T1
(
x, y

)∣∣ ≤
(

1

Γ (α+1)
+ Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

)) m∑
i =1

Mi

+ ∣∣x∗
0

∣∣ . (3.3)

Donc

∥∥T1
(
x, y

)∥∥∞ ≤ A1

m∑
i =1

Mi +
∣∣x∗

0

∣∣ .

(3.4)

D’une manière analogue, on a :

∥∥T2
(
x, y

)∥∥∞ ≤ A2

m∑
i =1

Li +
∣∣y∗

0

∣∣ .

(3.5)

D’autre part, on a :

24



2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

∣∣CD2
0T1

(
x, y

)
(t )

∣∣ ≤ tα−2

Γ (α−1)

×max
s∈J

m∑
i =1

∣∣∣ fi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)∣∣∣
+ Γ

(
3−γ)

Γ
(
α−γ+1

)
×max

s∈J

m∑
i =1

∣∣∣ fi

(
s, x(s), y(s),C Dδ

0x(s),C Dσ
0 y(s)

)∣∣∣ . (3.6)

Donc,

∣∣CD2
0T1

(
x, y

)
(t )

∣∣≤ (
tα−2

Γ (α−1)
+ Γ

(
3−γ)

Γ
(
α−γ+1

)) m∑
i =1

Mi . (3.7)

Cela implique que,

∥∥CD2
0T1

(
x, y

)∥∥∞ ≤ A3

m∑
i =1

Mi .

(3.8)

Avec les mêmes arguments que précédemment, on obtient :

∥∥CD2
0T2

(
x, y

)∥∥∞ ≤ A4

m∑
i =1

Li .

(3.9)

Des inégalités (3.4) et (3.8) , on obtient :

∥∥T1
(
x, y

)∥∥
X ≤

(3.10)

max

(
A1

m∑
i =1

Mi +
∣∣x∗

0

∣∣ , A3

m∑
i =1

Mi

)
.

En utilisant (3.5)et (3.9), on aura :
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

∥∥T2
(
x, y

)∥∥
X ≤

(3.11)

max

(
A2

m∑
i =1

Li +
∣∣Y∗

0

∣∣ , A4

m∑
i =1

Li

)
.

Des inégalités (3.10) et (3.11), on trouve :∥∥T
(
x, y

)∥∥
X×X ≤

(3.12)

max

(
A1

m∑
i =1

Mi +
∣∣x∗

0

∣∣ , A2

m∑
i =1

Li +
∣∣Y∗

0

∣∣ , A3

m∑
i =1

Mi , A4

m∑
i =1

Li

)
.

Alors,

∥∥T
(
x, y

)∥∥
X×X < ∞.

(3.13)

(B) : On va établir l’équicontinuité de T :

Soit
(
x, y

) ∈ Bλ. Alors pour 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1, on a :

∣∣T1
(
x, y

)
(t2)−T1

(
x, y

)
(t1)

∣∣
≤

(
tα2 − tα1

)+2(t2 − t1)α

Γ (α+1)

m∑
i =1

Mi +
(t2 − t1)2Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

) m∑
i =1

Mi , (3.14)

cela implique que

∥∥T1
(
x, y

)
(t2)−T1

(
x, y

)
(t1)

∥∥∞

≤
((

tα2 − tα1
)+2(t2 − t1)α

Γ (α+1)
+ (t2 − t1)2Γ

(
3−γ)

2Γ
(
α−γ+1

) )
m∑

i =1
Mi . (3.15)

De la même manière, on montre que :∥∥T2
(
x, y

)
(t2)−T2

(
x, y

)
(t1)

∥∥∞
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2. EXISTENCE D’UNE SOLUTION AU MOINS

≤


(
tβ2 − tβ1

)
+2(t2 − t1)β

Γ
(
β+1

) + (t2 − t1)2Γ
(
3−ρ)

2Γ
(
β−ρ+1

)
 m∑

i =1
Li .

(3.16)

D’autre part, on a :∣∣CD2
0T1

(
x, y

)
(t2)−C D2

0T1
(
x, y

)
(t1)

∣∣
≤

((
tα−2

2 − tα−2
1

)
Γ (α−1)

+2
(t2 − t1)α−2

Γ (α−1)

)
m∑

i =1
Mi .

(3.17)

Ainsi

∥∥CD2
0T1

(
x, y

)
(t2)−C D2

0T1
(
x, y

)
(t1)

∥∥∞

≤
((

tα−2
2 − tα−2

1

)
Γ (α−1)

+2
(t2 − t1)α−2

Γ (α−1)

)
m∑

i =1
Mi .

(3.18)

Finalement, d’une manière analogue on peut obtenir :

∥∥CD2
0T2

(
x, y

)
(t2)−C D2

0T2
(
x, y

)
(t1)

∥∥∞

≤


(
tβ−2

2 − tβ−2
1

)
Γ

(
β−1

) +2
(t2 − t1)β−2

Γ
(
β−1

)
 m∑

i =1
Li .

(3.19)

D’après (3.15), (3.16), (3.18) et (3.19), on peut affirmer que
∥∥T

(
x, y

)
(t2)−T

(
x, y

)
(t1)

∥∥
X×X

tend vers zéro quand t2 tend vers t1.

En combinant (A) et (B) , et en vertu du Théorème de Arzela-Ascoli, on conclut que
T est un opérateur complètement continu.

(C) : On prouve que pour un certain 0 <ϕ< 1, l’ensemble

ω :=
{(

x, y
) ∈ X×X,

(
x, y

)
=ϕT

(
x, y

)}
, (3.20)

est borné.
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3. APPLICATION

En effet, soit
(
x, y

) ∈ω, alors
(
x, y

)
=ϕT

(
x, y

)
, pour 0 <ϕ< 1.

Donc, pour tout t ∈ J, on a :

x (t ) =ϕT1
(
x, y

)
(t ) , y (t ) =ϕT2

(
x, y

)
(t ) . (3.21)

En utilisant l’hypothèse (H3) , (3.10) et (3.11), on obtient :

1

ϕ
‖x‖X ≤ max

(
A1

m∑
i =1

Mi +
∣∣x∗

0

∣∣ , A3

m∑
i =1

Mi

)
,

et,

1

ϕ

∥∥y
∥∥

X ≤ max

(
A2

m∑
i =1

Li +
∣∣Y∗

0

∣∣ , A4

m∑
i =1

Li

)
.

Donc,

∥∥(
x, y

)∥∥
X×X < ∞.

(3.22)

Ce qui prouve que ω est borné.

On conclut par le Théorème du point fixe de Schaefer que l’opérateur T admet au
moins un point fixe qui est la solution du problème 3.1. Ce qui achève la démonstration.

3 Application

On présente un exemple pour illustrer le résultat principal.
On considère le système fractionnaire suivant [6] :

28



3. APPLICATION

Exemple 3.1

CD
5
2
0 x (t ) = t 2+1

4π+e+sin

(
x(t )+CD

4
3
0 x(t )

)
cos

(
y(t )+CD

9
7
0 y(t )

) + e t cos(x(t )y(t ))

8π+cos

(
CD

4
3
0 x(t )+CD

9
7
0 y(t )

) ,

t ∈ [0,1] ,

CD
7
3
0 y (t ) =

cos(x(t )+y(t ))+sinC D
4
3 x(t )sinC D

9
7 y(t )

e t (t 2+16) +2πt

 cos

(
x(t )+CD

4
3
0 x(t )

)
3+cos

(
x(t )+CD

4
3
0 x(t )

) + sin

(
y(t )CD

9
7
0 y(t )

)
2e t+sin

(
y(t )CD

9
7
0 y(t )

)
 ,

t ∈ (0,1) ,

x (0) =
p

5, y (0) =
p

2,

CD
1
2
0 x (0)−C D

1
2
0 x (1) = 0, CD

1
4
0 y (0)−C D

1
4
0 y (1) = 0,

x
′
(0) = y ′ (0) = 0 .

(3.23)

Ici on a : α = 5
2 , β = 7

3 , δ = 4
3 , σ = 9

7 , γ = 1
2 , ρ = 1

4 , a = c = −b = −d = 1,

J=[0,1] , et pour tout (x1, x2, x3, x4) ∈R4,

f1 (t , x1, x2, x3, x4) =
t 2 +1

4π+e + sin(x1 +x3)cos(x2 +x4)
, (3.24)

f2 (t , x1, x2, x3, x4) =
e t cos(x1x2)

8π+cos(x3 +x4)
, (3.25)

g1 (t , x1, x2, x3, x4) =
cos(x1 +x2)+ sin x3 sin x4

e t
(
t 2 +16

) , (3.26)

g2 (t , x1, x2, x3, x4) = 2πt

(
cos(x1 +x3)

3+cos(x1 +x3)
+ sin(x2x4)

2e t + sin(x2x4)

)
. (3.27)

Donc, les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites, d’où le système 3.23 admet au moins
une solution sur J.

29



Conclusion et Perspective

Dans ce travail, on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solu-
tions du problème aux limites concernant les équations différentielles fractionnaires avec
des conditions initiales. Les résultats obtenus sont basés sur des théorèmes qui ont leurs
poids dans l’analyse fonctionnelle, en particulier on a utilisé le théorème du point fixe de
Banach et de Scheafer. Dans le future, on peut considérer des problèmes aux limites pour
les équations différentielles fractionnaires avec la dérivée d’Hdamart.
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Résumé

Au cours de ces dernières années, une attention particulière a été focalisée à la théorie
des équations différentielles fractionnaires. Par conséquent, on doit être capable de ré-
soudre les équations différentielles, qui peuvent être fortement non linéaires.

L’objectif principal de ce mémoire est de traiter la question d’existence et d’unicité de
la solution pour un système fractionnaire, ainsi que l’existence d’une solution au moins
du système considéré.

Tout d’abord, on a présenté des outils mathématiques de base du calcul fractionnaire
et de la théorie du point fixe.

Comme une application du principe de contraction de Banach, on a présenté une
étude sur l’existence et l’unicité de la solution d’un système non linéaire des équations
différentielles fractionnaires. Une application a été présentée pour illustrer ce résultat.

De plus, on a présenté une étude sur l’existence d’une solution au moins du système
différentiel fractionnaire considéré. Pour illustrer le résultat obtenu, on a présenté une
application.

Mots-Clés : Dérivé au sens de Caputo, équations différentielles fractionnaires, intégrale
fractionnaire, existence et unicité, point fixe.

MSC (2010) : 26A33, 34K05

Analytical Study of Nonlinear Fractional Differential System

Abstract : In recent years, special attention has been focused on the theory of fractional
differential equations. Therefore, one should be able to solve the differential equations,
which can be strongly nonlinear.

The main purpose of this paper is to deal with the question of existence and unique-
ness of the solution for a fractional system, as well as the existence of at least one solution
of the considered system.

First, we presented basic mathematical tools for fractional calculus and fixed point
theory.

As an application of Banach’s contraction principle, we presented a study for the exis-
tence and uniqueness of the solution of a nonlinear system of fractional differential equa-
tions. In addition, we studied the existence of at least one solution of the considered sys-
tem. We also presented some applications, to illustrate the main results.

Key Words : Caputo derivative, fixed point, fractional differential equation, existence
and uniqueness.
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