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qu’ ils sachent que eur places dans mon couer, restent et demeurent immense.

A toute ma grande famaille, et spécialement à mon cher père et ma chère mére.
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Introduction

Beaucoup de phénomènes physiques sont modélisés sous forme d’équations différentielles
ou d’équations aux dérivées partielles. Un de ces phénomènes, les vibrations des poutres qui
présentent un intérêt considérable pour les ingénieurs.

Ce mémoire est consacré à l’étude des problèmes concernant la stabilisation de systèmes
vibrants qui sont modélisés par des systèmes hyperbolique-parabolique ou hyperbolique-
hyperbolique.

En 1921, Timoshenko [41] a donné le système d’équations hyperboliques couplées suivant :

(1)

{
ρutt(x, t) = (K(ux − ϕ))x dans ]0, L[×]0,+∞[

ρ̃ϕtt(x, t) = (EIϕx)x +K(ux − ϕ) dans ]0, L[×]0,+∞[,

avec les deux conditions aux limites de la forme suivante :{
EIϕx(t, 0) = EIϕ(t, L) = 0
EI(ux − ϕ)(t, 0) = EI(ux − ϕ)(t, L) = 0,

qui est un modèle simple décrivant les vibrations transversales d’une poutre. Ici t désigne
la variable temps et x est la variable d’espace le long du rayon de longueur L, u est le
déplacement transversal de la poutre et ϕ est l’angle de rotation du filament du faisceau. Les
coefficients ρ, ρ̃ , E , I et K sont respectivement la densité (la masse par unité de longueur), le
moment d’inertie polaire d’une section, le module d’élasticité de Young, le moment d’inertie
d’une section transversale et le module de cisaillement.

De nombreux mathématiciens ont étudié ce type de problème après avoir ajouté certains
termes et conditions pour prouver leurs résultats.

Kim et Renardy [22] ont considéré le système (1) avec les conditions aux limites de la forme :
Kϕ(L, t)−K∂u

∂x
(L, t) = α

∂u

∂t
(L, t) ∀t ≥ 0

EI
∂ϕ

∂x
(L, t) = −β∂ϕ

∂t
(L, t) ∀t ≥ 0,

Ils ont établi un résultat de la décroissance de la fonction de l’énergie uniformément avec la
méthode des multiplicateurs.
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Introduction vi

Salim A. Messaoudi, Belkacem Said-Houari [40] ont considéré le système linéaire suivant :

ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t) + µ1ψt(x, t) + βθx = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[

ρ2θtt(x, t)− δθxx(x, t) + γψttx − θtxx = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[

ϕ(., 0) = ϕ0, ϕt(., 0) = ϕ1, ψ(., 0) = ψ0, ψt(., 0) = ψ1

θ(0, t) = θ0, θt(., 0) = θ1

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = θx(0, t) = θx(1, t) = 0,

et ils ont prouvé que l’énergie décroit exponentiellement avec la même manière que celle de
[33].

Fernandez Sare et Muñoz Rivera [17] ont étudié le système suivant
ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x = 0

ρ2ψtt − bψxx +

∫ +∞

0

g(t)ψxx(t− s, .)ds+K(ϕx + ψ) = 0,

où g est une fonction positive décroit exponentiellement. Ils ont établi sous des hypothèse
sur les paramètres ρ1, ρ2, K et b, la décroissance uniforme de l’énergie .

Nôtre mémoire comporte trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à des rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce mémoire. Nous donnons certaines définitions classiques sur les espaces de Lebesgue,
la dérivée faible, la convergence faible, faible étoile, forte, les espaces de Sobolev et quelques
lemmes techniques.

Dans le deuxième chapitre on a considéré le sytème de Timoshenko non linéaire à la
présence d’un terme de retard constant qui est donné comme suit

(P)



ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,∞[

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t) + µ1g1(ψt(x, t))

+µ2g2(ψt(x, t− τ)) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0.∞[

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t ∈ [0 +∞[

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x) x ∈]0, 1[

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) x ∈]0, 1[

ψ(x, t− τ) = f0(x, t− τ) (x, t) ∈]0, 1[×]0, τ [,

où τ > 0 représente le terme de retard, µ1 et µ2 sont des nombres réels positifs et les données
initiales ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, f0 appartiennent à un espace fonctionnel approprié.
On a prouvé que l’énergie associée à la solution est décroissante de plus on a utilisé la méthode
de Galerkin pour montrer que ce système admet une solution globale sous les hypothèses
suivantes

(H1) g1 :R −→ R une fonction croissante continue sur R telle que :
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Introduction vii

il existe ε′ ; c1 ; c2 > 0 et une fonction convexe et croissante H : R+ −→ R+ de classe
C1(R+)

⋂
C2(]0; +∞[) véfifie

H(0) = 0 et H linéaire sur [0, ε′],

ou bien
H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′],

tels que

(1) c1|s| ≤ |g1(s)| ≤ c2|s| si |s| ≥ ε′,

(2) s2 + g2
1(s) ≤ H−1(sg1(s)) si |s| ≤ ε′.

(H2) g2 : R −→ R une fonction impaire croissante de classe C1(R) telle que :

il existe c3,α1,α2 > 0

(3) |g′2(s)| ≤ c3,

(4) α1sg2(s) ≤ G2(s) ≤ α2sg1(s),

où

G2(s) =

∫ s

0

g2(r)dr,

et

(5) α2µ2 ≤ α1µ1.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude du système de Timoshenko non linéaire à la
présence d’un terme de retard variable de la forme

(P)



ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[
ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t) + µ1(t)g1(ψt(x, t))
+µ2(t)g2(ψt(x, t− τ(t))) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[
ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t ∈ [0,+∞[
ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x) x ∈]0, 1[
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) x ∈]0, 1[
ψt(x, t− τ(0)) = f0(x, t− τ(0)) (x, t) ∈]0, 1[×]0, τ(0)[,

où τ(t) > 0 représente le terme de retard et les données initiales appartiennent à un espace
de fonction approprié.

Nous prouvons, dans ce chapitre, que l’énergie associée à la solution est décroissante et que la
solution existe en utilisant toujours la méthode de Galerkin, sous les hypothèses suivantes :
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(H1) µ1 : R+ −→]0,+∞[ est une fonction décroissante de classe C1(R+) satisfaisant

(6)

∫ +∞

0

µ1(t)dτ =∞,

(7) |µ′1(t)| ≤ cµ1(t).

µ2 : R+ −→ R est une fonction de classe C1(R+), qui n’est pas nécessairement positive ou
monotone, telle que

(8) |µ2(t)| ≤ βµ1(t),

(9) |µ′2(t)| ≤ c̃µ1(t),

où 0 < β < 1 et c̃ > 0.

(H2) g1 :R −→ R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe ε′ ; c1 ; c2 > 0 et une fonction convexe et croissante H : R+ −→ R+ de classe
C1(R+)

⋂
C2(]0; +∞[) véfifie

H(0) = 0 et H linéaire sur [0, ε′],

ou bien
H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′],

tels que

(10) c1|s| ≤ |g1(s)| ≤ c2|s| si |s| ≥ ε′,

(11) s2 + g2
1(s) ≤ H−1(sg1(s)) si |s| ≤ ε′,

g2 : R −→ R une fonction impaire croissante de classe C1(R) telle que :

il existe c3,α1,α2 > 0

(12) |g′2(s)| ≤ c3,

(13) α1sg2(s) ≤ G2(s) ≤ α2sg1(s),

où

G2(s) =

∫ s

0

g2(r)dr,

et

(14) α2µ2 ≤ α1µ1.
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(H3) τ est une fonction telle que

(15) τ ∈ W 2,∞([0, T ]), ∀T > 0

(16) 0 < τ0 ≤ τ(t) < τ1, ∀t > 0,

où la constante d vérifie

(17) τ ′(t) ≤ d < 1, ∀t > 0

τ0 et τ1 sont deux constantes positives.

Le poids de dissipation et le retard vérifient :

(18) β <
α1(1− d)

α2(1− α1d)
.

ix



Chapitre 1

Préliminaires

On commence par rappeler les notions de base et certains résultats classiques d’analyse
qui nous serviront à réaliser ce travail.

1.1 Espaces de Lebesgue

Dans ce qui suit, Ω est un ouvert de Rn avec n ∈ N∗ muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.1.1 Soit p ∈ [1,+∞[. On appelle espace de Lebesgue l’ensemble noté Lp(Ω)
définie par

Lp(Ω) =
{
u : Ω→ R mesurable :

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞
}
.

Théorème 1.1.1 Soit p ∈ [1,+∞[. L’application ‖.‖Lp(Ω) : Lp(Ω)→ R définie par :

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

,

est une norme sur Lp(Ω), muni de cette norme, Lp(Ω) est un espace vectoriel normé com-
plet(i.e. un espace de Banach).

Définition 1.1.2 L’espace L∞(Ω) est définie par

L∞(Ω) =

{
u : Ω→ R

∣∣∣∣ u mesurable et il existe une constante C > 0

|u(x)| ≤ C p.p sur Ω.

}
.

Théorème 1.1.2 L’application ‖.‖∞ : L∞(Ω)→ R définie par :

‖u‖∞ = inf

{
C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω

}
,

est une norme sur L∞(Ω), muni de cette norme, L∞(Ω) est un espace vectoriel normé com-
plet(i.e. un espace Banach).

1



Espaces de Lebesgue généralisés 2

Remarque 1.1.1 En particulier, quand p = 2, L2(Ω) muni du produit scalaire

< u, v >L2(Ω)=

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

est un espace de Hilbert.

Théorème 1.1.3 Pour p ∈]1,+∞[, l’espace Lp(Ω) est un espace réflexif.

1.2 Les espaces de Lebesgue généralisés

Dans toute la suite Ω est un ouvert de Rn.

1.2.1 Les espaces Lp(Ω,Rα) (α ∈ N∗)
On considère la généralisation suivante. Pour tout α ∈ N∗ et 1 ≤ p ≤ +∞, on définit

l’ensemble Lp(Ω,Rα) comme suit :

Lp(Ω,Rα) =

{
f : Ω→ Rα mesurable :

∫
Ω

|f |pdx < +∞
}
,

où |.| désigne une norme quelconque dans Rα.

Théorème 1.2.1 Soient α ∈ N∗ et 1 ≤ p ≤ +∞. L’application ‖.‖Lp(Ω,Rα) : Lp(Ω,Rα)→ R
définie par

‖f‖Lp(Ω,Rα) =

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

,

est une norme sur Lp(Ω,Rα), muni de cette norme, l’espace Lp(Ω,Rα) est un espace de
Banach.

Remarque 1.2.1 Dans le cas particulier où p = 2, l’espace L2(Ω,Rα) muni du produit
scalaire

< u, v >L2(Ω,Rα)=

∫
Ω

< u, v >Rα dx =
i=n∑
i=1

ui(x)vi(x)dx,

où u = (u1, u2, . . . , ui, . . . un) et v = (v1, v2, . . . , vi, . . . vn) est un espace de Hilbert.

1.2.2 Les espaces Lp(0, T ;V )

Définition 1.2.1 Soient V un espace de Banach et p ∈ [1,+∞[. L’espace Lp(0, T ;V ) est
définie par

Lp(0, T ;V ) =
{
f : [0, T ]→ V

∣∣ ∫ T

0

∥∥f(t)
∥∥p
V
dt < +∞

}
.

2



Espaces des distributions 3

Théorème 1.2.2 Soient V un espace de Banach et p ∈ [1,+∞[.

L’application ‖.‖Lp(0,T ;V ) : Lp(0, T ;V )→ R définie par

‖f‖Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖f(t)‖pdt
) 1

p

,

est une norme sur Lp(0, T ;V ), muni de cette norme, l’espace Lp(0, T ;V ) est un espace de
Banach.

1.2.3 Les espaces L∞(0, T ;V )

Définition 1.2.2 Soit V un espace de Banach. On défini L’espace L∞(0, T ;V ) par

L∞(0, T ;V ) =
{
f :]0, T [→ V mesurable et sup

t∈]0,T [

∥∥f(t)
∥∥ < +∞

}
.

Théorème 1.2.3 Soit V un espace de Banach. L’application ‖.‖L∞(0,T ;V ) : L∞(0, T ;V )→ R
définie par

‖f‖L∞(0,T ;V ) = sup ess
t∈]0,T [

‖f(t)‖,

est une norme sur L∞(0, T ;V ), muni de cette norme, l’espace L∞(0, T ;V ) est un espace de
Banach.

1.3 Espaces des distributions

Définition 1.3.1 Soit V un espace de Banach. On désigne par D′(0, T ;V ) l’espace des
distributions sur ]0, T [ à valeurs dans V , définie par

D′(0, T ;V ) = L(D(]0, T [);V );

où D(]0, T [;V ) est l’espace des fonction de classe C∞ de ]0, T [→ V et à suuport compact
dans ]0, T [. De plus

– Si f ∈ D′(0, T ;V ), sa dérivée distribution est définie par

∂f

∂t
(ϕ) = −f(

∂ϕ

∂t
).

– Si f ∈ Lp(0, T ;V ) avec 1 ≤ p ≤ +∞, il lui correspond une distribution, notée aussi f
sur ]0, T [ à valeurs dans V , par

f(ϕ) =

∫ T

0

f(t)ϕ(t)dt, ϕ ∈ D(]0, T [).

Remarque 1.3.1 L(E;F ) désigne l’espace des applications linéaires continues de E dans
F avec (E et F espaces vectoriels topologiques).

3



Espaces de Sobolev 4

On a le resulatat suivant qui est trés utile.

Lemme 1.3.1 Soit V un espace de Banach. Si f ∈ Lp(0, T ;V ) et
∂f

∂t
∈ Lp(0, T ;V ) avec

1 ≤ p ≤ +∞, alors f est après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de
(0, T ), continue de [0, T ]→ V .

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens faible sont
intégrables. Ces espaces sont complets ce qui est un avantage pour l’étude des solutions des
équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, nous notons par Ω un ouvert de Rn (n ∈ N∗ ) avec une frontière notée ∂Ω
régulière et nous allons aussi utiliser les notations suivantes pour les dérivées différentielles
partielles d’une fonction :

∂ki u =
∂ku

∂xki
pour tout k ∈ N et i = 1; . . . ;n;

Dαu = ∂α1
1 ∂α2

2 . . . ∂αnn u =
∂α1+α2+...αn u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

;

α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn et |α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

Proposition 1.4.1 Soit 1 ≤ p ≤ +∞. Une distribution T ∈ D′(Ω) est dans Lp(Ω) s’il existe
une fonction f ∈ Lp(Ω) telle que

< T, f >=

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx, pour tout ϕ ∈ D(Ω),

de plus f est unique.

1.4.1 Espaces de Sobolev

Définition 1.4.1 Soit p ∈ [1,+∞[ et m ∈ N∗. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est définie par :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp;Dαu ∈ Lp, ∀α ∈ Nm, |α| ≤ m

}
.

Proposition 1.4.2 L’espace Wm,p(Ω) munit de la norme :

u 7→ ‖u‖Wm,p(Ω) =


( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

si 1 ≤ p < +∞,∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞ si p = +∞,

est un espace de Banach, réfléxive pour 1 < p < +∞ de plus séparable pour 1 ≤ p < +∞.
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Espaces de Sobolev généralisés 5

Remarque 1.4.1 Dans le cas particulier où p = 2, l’espace Wm,2(Ω) est noté Hm(Ω) , on
le munit du produit scalaire

< f, g >Hm(Ω)=
∑
|α|≤m

(
Dαf,Dαg

)
L2(Ω)

=
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαf Dαg dx,

avec la norme associée

‖f‖Hm(Ω) =
(∑
|α|≤m

‖Dαf‖2
L2(Ω)

) 1
2

Proposition 1.4.3

1. Soit m ∈ N. Muni de la norme ‖.‖Hm(Ω), H
m(Ω) est un espace de Hilbert.

2. Soient p, q ∈ N. Si p ≥ q, Hp(Ω) s’inject continûment dans Hq(Ω).

Définition 1.4.2 L’espace Wm,p
o (Ω) (respectivement Hm

0 (Ω)) est la fermeture de D(Ω) par
la norme de Wm,p(Ω) (respectivement de Hm(Ω)).

On a le resultat suivant

Lemme 1.4.1

D(Ω) ↪→ Hm
0 (Ω) ↪→ Hm(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−m(Ω) ↪→ D′(Ω).

où Hm
0 (Ω) est le dual de Hm(Ω).

1.5 Espaces de Sobolev généralisés

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach. Pour m ∈ N, p ∈ [1,∞], On définit l’espace
de Sobolev Wm,p(a, b;X) par :

Wm,p(a, b;X) =

{
v ∈ Lp(a, b;X);

∂jv

∂tj
∈ Lp(a, b;X). ∀j ≤ m

}
.

Proposition 1.5.1 L’espace de Sobolev Wm,p(a, b;X) munit de la norme

‖f‖Wm,p(a,b;X) =



(
m∑
j=0

∥∥∥∥∂jf∂tj
∥∥∥∥p
Lp(a,b;X)

)1/p

, si 1 ≤ p < +∞,

m∑
j=0

∥∥∥∥∂jf∂tj
∥∥∥∥
L∞(a,b;X)

, si p = +∞,

est un espace de Banach.

Remarque 1.5.1 Dans le cas particulier où p = 2, l’espace Wm,2(a, b;X) est noté Hm(a, b;X),
on le munit du produit scalaire

(u, v)Hm(a,b;X) =
m∑
j=0

∫ b

a

(
∂ju

∂tj
,
∂jv

∂tj

)
X

dt.

Proposition 1.5.2 Hm(a, b;X) est un espace de Hilbert.
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Injections de Sobolev 6

1.5.1 Injections de Sobolev

Théorème 1.5.1 Soit 1 ≤ p ≤ n, alors

W 1,p(Rn) ⊂ Lp
∗
(Rn)

où p∗ est donné par
1

p∗
=

1

p
− 1

n
(p = n, p∗ =∞). De plus, il existe une constante C = C(p, n)

telle que
‖u‖Lp∗ ≤ C‖∇u‖Lp(Rn), ∀u ∈ W 1,p(Rn).

Corollaire 1.5.1 Soit 1 ≤ p < p∗ < n, alors

W 1,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) ∀q ∈ [p, p∗]

Dans le cas p = n, on aura

W 1,n(Rn) ⊂ Lq(Rn) ∀q ∈ [n,+∞[

Théorème 1.5.2 Soit p > n, alors

W 1,p(Rn) ↪→ L∞(Rn)

Corollaire 1.5.2 Soit Ω un ensemble borné de Rn de classe C1 avec Γ = ∂Ω et 1 ≤ p ≤ ∞.
Alors, on a

si 1 ≤ p <∞, alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω) où

1

p∗
=

1

p
− 1

n
.

si p = n, alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),∀q ∈ [p,+∞[.

si p > n, alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

De plus, si p > n, alors : ∀u ∈ W 1,p(Ω),

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α‖u‖W 1,p(Ω), ∀x, y ∈ Ω

avec α = 1− n

p
> 0, C une constante dépend de p, n et Ω. En particulier W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

Corollaire 1.5.3 Soit Ω un ensemble borné de Rn de classe C1 avec Γ = ∂Ω et 1 ≤ p ≤ ∞.
Alors, on a

si p < n, alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ où
1

p∗
=

1

p
− 1

n
.

si p = n, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[.

si p > n, alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

6



Convergence dans des espaces de Banach 7

Remarque 1.5.2 On remarque, en particulier, que

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)

pour 1 ≤ p ≤ ∞ et pour p ≤ q < p∗.

Corollaire 1.5.4

si
1

p
− m

n
> 0, alors Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) avec

1

q
=

1

p
− m

n
.

si
1

p
− m

n
= 0, alors Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn),∀q ∈ [p,+∞[.

si
1

p
− m

n
< 0, alors Wm,p(Rn) ↪→ L∞(Rn).

1.6 Convergence forte, faible, faible étoile dans des es-

paces de Banach

1.6.1 Convergence forte

Définition 1.6.1 Soient x ∈ E ;{xn} ⊂ E. On dit que {xn} converge fortement dans x, et
on écrit xn → x dans E, si

lim
n→+∞

‖xn − x‖E = 0.

1.6.2 Espace dual et bidual

Soit (E, ‖.‖E) un espace de Banach. On sait que l’espace de Banach de toutes les formes
linéaires continues sur E est l’espace noté E ′ espace dual de E muni de la norme ‖.‖E′ définie
par

‖f‖E′ = sup
x∈E
x 6=0

| < f, x > |
‖x‖E

où < f, x > désigne l’action de f sur x, c’est-à-dire que < f, x >= f(x). De la même manière,
on peut définir l’espace dual de E ′ qu’on le note E ′′, appelé espace bidual de E qui est aussi
un espace de Banach. Un élément x de E peut-être vu comme une forme linéaire continue
sur E ′′ en posant x(f) =< x, f > ; ce qui signifie que E ⊂ E ′′.

1.6.3 Convergence faible dans un espace de Banach

Définition 1.6.2 Soient x ∈ E et {xn} ⊂ E. On dit que {xn} converge faiblement vers x
dans E, et on écrit xn ⇀ x dans E, si

〈f, xn〉 → 〈f, x〉

pour tout f ∈ E ′.
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Méthode Faedo-Galerkin 8

1.6.4 Convergence faible dans un espace dual d’un espace de Ba-
nach

Définition 1.6.3 Soient f ∈ E ′ et {fn} ⊂ E ′. On dit que {fn} converge faiblement vers f
dans E ′, et on écrit fn ⇀ f dans E ′, si

〈fn, x〉 → 〈f, x〉

pour tout x ∈ E ′′.

1.6.5 Convergence faible dans Lp(Ω) avec 1 ≤ p < +∞
Définition 1.6.4 On dit que la suite {fn} de Lp(Ω) converge faiblement vers f ∈ Lp(Ω), si

lim
n→+∞

∫
Ω

fng(x)dx =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, pour tout g ∈ Lq(Ω) avec
1

p
+

1

q
= 1.

1.6.6 Convergence faible dans W 1,p(Ω) avec 1 < p < +∞
Définition 1.6.5 On dit que la suite {fn} de W 1,p(Ω) converge faiblement vers f ∈ W 1,p(Ω),
si

fn ⇀ f dans Lp(Ω) et ∇fn ⇀ ∇f dans Lp(Ω;Rn),

et on écrit fn ⇀ f dans W 1,p(Ω).

1.6.7 Convergence faible étoile

Définition 1.6.6 (Convergence faible étoile) Soient f ∈ E ′ et {fn} ⊂ E ′. On dit que {fn}
converge faible étoile vers f dans E ′, et on écrit fn ⇀ ∗f dans E ′, si

〈fn, x〉 → 〈f, x〉,

pour tout x ∈ E.

1.7 Méthode de Faedo-Galerkin

Nous considérons le problème de Cauchy abstrait pour une équation d’évolution du se-
conde ordre dans un espace de Hilbert séparable H avec le produit scalaire < ., . > et la
norme associée ‖.‖

(PC)

{
u′′(t) + A(t)u(t) = f(t), t ∈ [0, T ]
u(t, 0) = u0(t), u′(t, 0) = u1(t);

où u et f sont des fonctions inconnues définies sur l’intervalle fermé [0, T ] ⊂ R à valeurs dans
un l’espace H et A(t) (0 ≤ t ≤ T ) sont des opérateurs linéaires bornés dans H, agissants

8



Lemmes techniques 9

dans un espace V ⊂ H appelé espace d’énergie.

Supposons que < A(t)u(t), v(t) >= a(t;u(t), v(t)), pour tout u, v ∈ V ; où a(t; ., .) est une
forme bilinéaire continue dans V .

Le problème (PC) peut être formulé comme suit : Cherché la solution u(t) telle que

(P̃)


u ∈ C([0, T ];V ), u′ ∈ C([0, T ];H)
〈u′′(t, v)〉+ a(t;u(t), v) = 〈f, v〉 dans D′(]0, T [)
u0 ∈ V, u1 ∈ H

Un tel problème, peut être résolu avec la méthode de Faedo-Galerkin.

1.7.1 Méthode générale(Faedo-Galerkin)

Soit Vm un sous-espace de V de dimension finie dm, et soit {wjm} une base de Vm. Nous
définissons la solution um du problème approximatif suivant

(Pm)



um(t) =
dm∑
j=1

gi(t)wjm

um ∈ C([0, T ];Vm), u′m ∈ C([0, T ];Vm) , um ∈ L2(0, T ;Vm)
〈u′′m(t), wjm〉+ a(t;um(t), wjm) = 〈f, wjm〉 1 ≤ j ≤ dm

um(0) =
dm∑
j=1

ξi(t)wjm, u
′
m(0) =

dm∑
j=1

ηj(t)wjm

où
dm∑
j=1

ξi(t)wjm −→ u0 dans V lorsque m −→∞
dm∑
j=1

ηj(t)wjm −→ u1 dans V lorsque m −→∞

De la théorie des équations différentielles ordinaires, le système (Pm) admet une solution
locale dans l’intervalle [0, tm[ et les termes non linéaires, d’après le lemme de Zorn, ont la
régularté souhaitée. Les estimations a priori par la suite, montreront qu’on peut obtenir une
solution définie pour tout t > 0.

1.8 Lemmes techniques

1.8.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.8.1 Soit H un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire < ., . >. Alors,

∀u, v ∈ H, | < u, v > | ≤ ‖u‖H‖v‖H .

9
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1.8.2 Inégalité de young

Lemme 1.8.2 pour tous réels a et b positifs ou nuls et tous réels p et q strictement positifs

tels que
1

p
+

1

q
= 1, alors :

ab ≤ ap

p
+
bq

q

Lemme 1.8.3 Pour tous a, b ∈ R+, on a

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
,

où ε est une constante positive.

1.8.3 Inégalité Sobolev-Poincaré

Lemme 1.8.4 Soit Ω un ouvert de Rn avec n ≥ 1. Soit q un nombre tel que

2 ≤ q < +∞ si n = 1, 2 ou 2 ≤ q ≤ 2n

n− 1
si n ≥ 3,

alors, il existe une constante c? = c?(Ω, q) tel que

∀ψ ∈ H1
0 (Ω), ‖ψ‖q ≤ c?‖∇ψ‖2.

1.8.4 Inégalité de Hölder

Lemme 1.8.5 Soient p, q et r trois réels strictement positifs tels que
1

p
+

1

q
=

1

r
, alors

∀ψ ∈ Lp(Ω) ϕ ∈ Lq(Ω), ‖ψϕ‖Lr(Ω) ≤ ‖ψ‖Lp(Ω)‖ϕ‖Lq(Ω),

où Ω est un ouvert de Rn et n ∈ N∗.

1.8.5 Lemme de Gronwall

Lemme 1.8.6 Soient T ∈ R+ et C1, C2 ∈ R+. Soit ϕ ∈ L1([0, T ]) une fonction positive, et
soit enfin f : [0, T ]→ R positive, telle que f, fϕ ∈ L1([0, T ]) vérifiant

∀t ∈ [0, T ], f(t) ≤ C1 + C2

∫ t

0

ϕ(s)f(s)ds.

Alors f vérifie

∀t ∈ [0, T ], f(t) ≤ C1 exp
(
C2

∫ t

0

ϕ(s)ds
)
.

Voici une autre version du lemme, pour les fonctions dérivables.

10



Lemmes techniques 11

Lemme 1.8.7 Soit T ∈ R+. Soit ϕ ∈ L1(R+) une fonction positive, et soit f : [0, T ] → R
positive, dérivable sur [0, T ], et vérifiant

∀t ∈ [0, T ], f ′(t) ≤ ϕ(t)f(t).

Alors f vérifie

∀t ∈ [0, T ], f(t) ≤ f(0) exp
(∫ t

0

ϕ(s)ds
)
.
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Chapitre 2

Stabilité et l’existence globale de la
solution du système de Timoshenko à
la présence d’un terme de retard
constant

Dans ce chapitre, nous allons montrer que l’énergie associée à la solution du système de
Timoshenko non linéaire à la présence d’un terme de retard qui est donné par :

(P)



ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,∞[

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t)

+µ1g1(ψt(x, t)) + µ2g2(ψt(x, t− τ)) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0.∞[

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t ∈ [0 +∞[

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x) x ∈]0, 1[

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) x ∈]0, 1[

ψt(x, t− τ) = f0(x, t− τ) (x, t) ∈]0, 1[×]0, τ [,

où τ > 0 représente le terme de retard, µ1 et µ2 sont des nombres réels positifs et les données
initiales ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, f0 appartiennent à un espace fonctionnel approprié, est décroissante,
de plus nous montrons l’existence globale de la solution de ce système.

Pour établir nos résultats, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

2.1 Hypothèses

(H1) g1 :R −→ R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe ε′ ; c1 ; c2 > 0 et une fonction convexe et croissante H : R+ −→ R+ de classe
C1(R+)

⋂
C2(]0; +∞[) véfifie

H(0) = 0 et H linéaire sur [0, ε′],

12



Etude de la décroissance de l’énergie du problème posé 13

ou bien
H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′],

tels que

(2.1) c1|s| ≤ |g1(s)| ≤ c2|s| si |s| ≥ ε′,

(2.2) s2 + g2
1(s) ≤ H−1(sg1(s)) si |s| ≤ ε′.

(H2) g2 : R −→ R une fonction impaire croissante de classe C1(R) telle que :

il existe c3,α1,α2 > 0

(2.3) |g′2(s)| ≤ c3,

(2.4) α1sg2(s) ≤ G2(s) ≤ α2sg1(s),

où

G2(s) =

∫ s

0

g2(r)dr,

et

(2.5) α2µ2 ≤ α1µ1.

2.2 Etude de la décroissance de l’énergie du problème

posé

Pour simplifier nôtre étude, on introduit, comme dans [36], la nouvelle variable z(x, ρ, t)
définie comme suit

(2.6) z(x, ρ, t) = ψt(x, t− τρ), x ∈]0, 1[, ρ ∈]0, 1[, t > 0.

On déduit de (2.6), que

(2.7) τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, (x, t, ρ) ∈]0, 1[×]0, 1[×]0,+∞[.

Utilisant (3.1) et (3.2), alors le problème (P) prend la forme suivante

(P′)



ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,∞[
ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t)

+µ1g1(ψt(x, t)) + µ2g2(z(x, 1, t)) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,∞[
τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0 (x, ρ, t) ∈]0, 1[×]0; 1[×]0,+∞[
ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t ∈ [0,+∞[
z(x, 0, t) = ψt(x, t) (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) x ∈]0, 1[
ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x) x ∈]0, 1[
z(x, ρ, 0) = f0(x,−ρτ) (x, ρ) ∈]0, 1[×]0, 1[.
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Etude de la décroissance de l’énergie du problème posé 14

On peut donc définir la fonction de l’énergie associée à la solution du problème (P′), comme
suit

Définition 2.2.1 La fonction de l’énergie associée à la solution (ψ, ϕ, z) du problème (P′)
notée E, est définie sur [0,+∞[ par

(2.8)

E(t) = E(t, z, ϕ, ψ) =
1

2

∫ 1

0

{ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t +K|ϕx + ψ2|+ bψ2

x}dx

+ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t)dρdx,

où ξ est une constante positive vérifie

(2.9) τ
µ2(1− α1)

α1

< ξ < τ
µ1 − α2µ2

α2

.

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant.

Lemme 2.2.1 Soit (ϕ, ψ, z) une solution du problème (P′). La fonction de l’énergie E
définie par (3.10), vérifie

(2.10)

E ′(t) ≤ −
(
µ1 −

ξα2

τ
− µ2α2

)∫ 1

0

ψtg1(ψt)dx

−
( ξ
τ
α1 − µ2(1− α1)

)∫ 1

0

z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))dx

≤ 0.

Preuve : Multipliant la première équation du problème (P′) par ϕt et intégrant sur ]0, 1[,
on obtient :

(2.11) ρ1

∫ 1

0

ϕtt(x, t)ϕt(x, t)dx−K
∫ 1

0

(ϕx + ψ)x(x, t)ϕt(x, t)dx = 0,

et puisque ∫ 1

0

ϕtt(x, t)ϕt(x, t)dx =
1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
t (x, t)dx,

alors, (2.11) devient

(2.12)
1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
t (x, t)dx−K

∫ 1

0

ϕxx(x, t)ϕt(x, t)dx−K
∫ 1

0

ψx(x, t)ϕt(x, t)dx = 0.

Une intégration par partie, nous donne

(2.13)

−K
∫ 1

0

ϕxx(x, t)ϕt(x, t)dx = K

∫ 1

0

ϕx(x, t)ϕtx(x, t)dx

=
1

2

d

dt

∫ 1

0

Kϕ2
x(x, t)dx,

14
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de plus

(2.14) −K
∫ 1

0

ψx(x, t)ϕt(x, t)dx = K

∫ 1

0

ψ(x, t)ϕtx(x, t)dx.

De (2.13) et (2.14), l’équation (2.12) prend la forme :

(2.15)
1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t (x, t) +Kϕ2

x(x, t)
}
dx+K

∫ 1

0

ψ(x, t)ϕtx(x, t)dx = 0.

On multiplie la deuxième équation du problème (P′) par ψt, et intégrant sur ]0, 1[, il vient :

(2.16)

ρ2

∫ 1

0

ψtt(x, t)ψt(x, t)dx− b
∫ 1

0

ψxx(x, t)ψt(x, t) +K

∫ 1

0

(ϕx + ψ)(x, t)ψt(x, t)dx

+µ1

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx+ µ2

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx = 0.

D’une part

ρ2

∫ 1

0

ψtt(x, t)ψt(x, t)dx =
1

2

d

dt

∫ 1

0

ρ2ψ
2
t (x, t)dx,

et d’autre part, une intégration par partie nous donne

−b
∫ 1

0

ψxx(x, t)ψt(x, t)dx = b

∫ 1

0

ψx(x, t)ψtx(x, t)dx

=
1

2

d

dt

∫ 1

0

bψ2
x(x, t)dx.

De plus

K

∫ 1

0

(ϕx + ψ)(x, t)ψt(x, t)dx = K

∫ 1

0

ϕx(x, t)ψt(x, t)dx+K

∫ 1

0

ψ(x, t)ψt(x, t)dx

= K

∫ 1

0

ϕx(x, t)ψt(x, t)dx+
1

2

d

dt

∫ 1

0

Kψ2(x, t)dx.

De ce qui précède, l’équation (2.16) devient

(2.17)

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ2ψ

2
t (x, t) + bψ2

x(x, t) +Kψ2(x, t)
}
dx+K

∫ 1

0

ψx(x, t)ϕt(x, t)dx

+µ1

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx+ µ2

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx = 0.

La somme membre à membre de (2.15) et (2.17) nous donne :

(2.18)

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t (x, t) + ρ2ψ

2
t (x, t) +K|ϕx(x, t) + ψ(x, t)|2 + bψ2

x(x, t)
}
dx

= −µ1

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx− µ2

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx.

15
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Maintenant, on multiplie la troisième équation du problème (P′) par ξg2(z(x, ρ, t)) et on
intègre sur ]0, 1[×]0, 1[, il vient

ξτ

∫ 1

0

∫ 1

0

g2(z(x, ρ, t))zt(x, ρ, t)dρdx+ ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

zρ(x, ρ, t)g2(z(x, ρ, t))dρdx = 0,

ceci implique que

ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

zt(x, ρ, t)g2(z(x, ρ, t))dρdx = − ξ
τ

∫ 1

0

∫ 1

0

zρ(x, ρ, t)g2(z(x, ρ, t))dρdx.

Or

ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

zt(x, ρ, t)g2(z(x, ρ, t))dρdx = ξ
d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx,

alors il vient

ξ
d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t)dρdx = − ξ
τ

∫ 1

0

∫ 1

0

∂

∂ρ
G2(z(x, ρ, t))dρdx

= − ξ
τ

∫ 1

0

(
G2(z(x, 1, t))−G2(z(x, 0, t))

)
dx

= − ξ
τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫ 1

0

G2(ψt(x, t))dx,

il résulte

(2.19) ξ
d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx = − ξ
τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫ 1

0

G2(ψt(x, t))dx.

On somme membre à mombre les égalités (3.12) et (2.19), nous obtenons

d

dt

(
1

2

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t (x, t) + ρ2ψ

2
t (x, t) +K|ϕx(x, t) + ψ(x, t)|2 + bψ2

x(x, t)
}
dx

+ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx

)

= −µ1

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx− µ2

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx

− ξ
τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫ 1

0

G2(ψt(x, t))dx.

On déduit donc

E ′(t) = −µ1

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx− µ2

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx

− ξ
τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+
ξ

τ

∫ 1

0

G2(ψt(x, t))dx.

16
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On déduit donc, en particulier de (3.8), que

(2.20)

E ′(t) ≤ −
(
µ1 −

ξ

τ
α2

)∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx−
ξ

τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx

−µ2

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx.

Soit G?
2 la fonction conjuguée de la fonction convexe G2 définie par

(2.21) G?
2(s) = sup

t∈R+

(st−G2(t)).

Alors G?
2 est la transformée de Legendre de G2 (Voir Arnold [4], p. 61-62, et Lasiecka [14]),

qui est donné par

(2.22) G?
2(s) = s(G′2)−1(s)−G2[(G′2)−1(s)], ∀s ≥ 0.

De (2.21), il vient

(2.23) st ≤ G?
2(s) +G2(t), ∀s, t ≥ 0,

et à partir de la définition de G2, on obtient

G?
2(s) = sg−1

2 (s)−G2(g−1
2 (s)),

alors

(2.24)

G?
2(g2(z(x, 1, t))) = g2(z(x, 1, t))g−1

2 (g2(z(x, 1, t))−G2(g−1
2 (g2(z(x, 1, t))))

= z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))−G2(z(x, 1, t))

≤ (1− α1)z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t)).

Par ailleurs, il résuite de (2.20), (2.23) et (2.24) que

E ′(t) ≤ −
(
µ1 −

ξ

τ
α2

)∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx−
ξ

τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t)))dx

+µ2

∫ 1

0

(
G2(ψt(x, t)) +G?

2(g2(z(x, 1, t)))
)
dx

≤ −
(
µ1 −

ξ

τ
α2 − µ2α2

)∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx−
ξ

τ

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t)))dx

+µ2

∫ 1

0

G?
2(g2(z(x, 1, t)))dx.

D’après (3.8) et (3.3), il résulte finalement

E ′(t) ≤ −
(
µ1 −

ξ

τ
α2 − µ2α2

)∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx

−
( ξ
τ
α1 − µ2(1− α1)

)∫ 1

0

z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))dx

≤ 0.

Le lemme est complètement démontré. �
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2.3 Existence globale de la solution du problème posé

Le résultat principal, dans ce chapitre, est le théorème d’éxistence suivant :

Théorème 2.3.1 On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont réalisées. Alors, étant
donné les couples de données initiales

(ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ (H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1))×H1

0 (0, 1),

et f0 ∈ H1
0 ((0, 1);H1(0, 1)) qui vérifie la condition de compatibilité

f0(., 0) = ψ1,

le problème (P) admet une solution faible vérifiant{
ψ, ϕ ∈ L∞loc(−τ,∞;H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1)), ψt, ϕt ∈ L∞loc(−τ,∞;H1
0 (0, 1)),

ψtt, ϕtt ∈ L∞loc(−τ,∞;L2(0, 1)).

Preuve

Durant toute la démonstration, on suppose que

ϕ0, ψ0 ∈ H2 ∩H1
0 (0, 1);ϕ1, ψ1 ∈ H1

0 (0, 1) et f0 ∈ H1
0 ((0, 1), H1(0, 1)).

On va employer la méthode de Galerkin pour construire une solution globale du problème
(P).

Nous suivrons la méthode dans [15] avec les changements nécessaires puisque nôtre problème
est un système d’équations hyperboliques couplé.

Soit T > 0 fixé et on note par Vk à l’espace engendré par la partie {w1;w2; . . . ;wk} où
{wk, k ∈ N} est une base de H2 ∩H1

0 .

Maintenant, nous définissons pour 1 ≤ j ≤ k la suite φj(x, ρ) par :

φj(x, 0) = wj.

Alors, nous pouvons l’étendre à un élément de H2 ∩H1((0, 1);H1(0, 1)) et notons par Zk à
l’espace engendré par {φ1;φ2; . . . ;φk}.
On cherche alors {ϕk, ψk, zk}, k = 1, 2, 3, . . . solution approchée du problème (P ) sous la
forme

ϕk(t) =
k∑
j=1

gjkwj, ψk(t) =
k∑
j=1

g̃jkwj, zk(t) =
k∑
j=1

hjkφj,

où les gjk, g̃jk et hjk, j = 1, 2, . . . , k, étant à déterminer par les conditions :

(2.25)



ρ1(ϕ′′k(t), wj) +K(ϕkx(t), wjx)−K(ψkx(t), wj) = 0,

ρ2(ψ′′k(t), wj) + b(ψkx(t), wjx) + k((ϕkx + ψk)(t), wj) + µ1(g1(ψ′k), wj)

+µ2(g2(zk(., 1)), wj) = 0,

zk(x, 0, t) = ψ′k(x, t),

(τzkt + zkρ, φj) = 0,

1 ≤ j ≤ k,

18



Existence globale de la solution du problème posé 19

le système (2.25) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est à compléter par les
conditions initiales :

(2.26) ϕk(0) = ϕ0k =
k∑
j=1

(ϕ0, wj)wj → ϕ0 dans H2 ∩H1
0 lorsque k →∞,

(2.27) ϕ′k(0) = ϕ1k =
k∑
j=1

(ϕ1, wj)wj → ϕ1 dans H1
0 lorsque k →∞,

(2.28) ψk(0) = ψ0k =
k∑
j=1

(ψ0, wj)wj → ψ0 dans H2 ∩H1
0 lorsque k →∞,

(2.29) ψ′k(0) = ψ1k =
k∑
j=1

(ψ1, wj)wj → ψ1 dans H1
0 lorsque k →∞,

et

(2.30) zk(ρ, 0) = z0k =
k∑
j=1

(f0, φj)φj → f0 dans H1
0 ((0, 1);H1(0, 1)) lorsque k →∞.

D’après les résultats généraux sur les systèmes d’équations différentielles, on est assuré de
l’existence d’une solution de (2.25)-(2.30) dans un intervalle [0, tk] . Les estimations à priori
qui suivent montreront que tk = T .

La première estimation :

On utilise le même calcul comme dans la démonstration du Lemme (3.11), on obtient,

(2.31)

Ek(t) + a1

∫ t

0

∫ 1

0

ψ′kg1(ψ′k)dxds

+a2

∫ t

0

∫ 1

0

zk(x, 1, s)g2(zk(x, 1, s))dxds ≤ Ek(0) ≤ C,

où

Ek(t) =
1

2

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

′
k

2
+ ρ2ψ

′
k

2
+K|ϕkx + ψk|2 + bψ2

kx

}
dx

+ξ

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(zk(x, ρ, t))dρdx,

a1 = µ1 −
ξ

τ
α2 − µ2α2 et a2 =

ξ

τ
α1 − µ2(1− α1).

19
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Ces estimations nous permet de dire que la solution (ϕk;ψk; zk) existe, de plus elle est globale
dans [0,+∞[.

De l’estimation (2.31), on obtient

(2.32) ϕk, ψk sont bornées dans L∞(0, T ;H1
0 (0, 1)),

(2.33) ϕ′k, ψ
′
k sont bornées dans L∞(0, T ;L2(0, 1)),

(2.34) ψ′k(t)g1(ψ′k(t)) est bornée dans L1((0, 1)× (0, T )),

(2.35) G2(zk(x, ρ, t)) est bornée dans L∞(0, T ;L1((0, 1)× (0, 1))),

(2.36) zk(x, 1, t)g2(zk(x, 1, t)) est bornée dans L1((0, 1)× (0, T )),

pour T > 0.

La deuxiéme estimation :

Tout d’abord, on estime les termes ϕ′′k(0) et ψ′′k(0). On multiplie la première et la deuxième
équation dans (2.25) respectivement par g′′jk(t) et g̃′′jk(t), on les somme en j de 1 à k et
choisissant t = 0, il vient :

ρ1‖ϕ′′k(0)‖2 ≤ K(‖ϕ0kxx‖2 + ‖ψ0kx‖2),

et

ρ2‖ψ′′k(0)‖2 ≤ b‖ψ0kxx‖2 +K(‖ϕ0kx‖2 + ‖ψ0k‖2) + µ1‖g1(ψ1k)‖2 + µ2‖g2(z0k)‖2.

D’aprés, (2.25), (2.26) et (2.30), on a donc

‖ϕ′′k(0)‖2 ≤ C.

Comme (g1(ψ1k)k, (g2(z0k))k sont bornés dans L2(0, 1) d’aprés, (2.26), (2.28), (2.29) et (2.30),
d’où résulte que

‖ψ′′k(0)‖2 ≤ C.

On dérive la première et la deuxième équation dans (2.25) par rapport à t, on obtient

(2.37) (ρ1ϕ
′′′
k (t)−Kϕ′kxx(t)−Kψ′kx(t), wj) = 0,

et

(2.38)
(ρ2ψ

′′′
k (t)− bψ′kxx(t) +Kϕ′kx(t) +Kψ′k(t) + µ1ψ

′′
k(t)g′1(ψ′k(t))

+µ2z
′
k(x, 1, t)g

′
2(zk(x, 1, t)), wj) = 0.
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On multiplie l’équation (2.37) par g′′jk(t) et l’équation (2.38) par g̃′′jk(t), on les somme en j
de 1 à k, il résulte que

(2.39)
1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2

)
−K

∫ 1

0

(ϕ′kx + ψ′k)xϕ
′′
kdx = 0,

(2.40)

1

2

d

dt

(
ρ2‖ψ′′k(t)‖2

2 + b‖ψ′kx(t)‖2
2

)
+K

∫ 1

0

(ϕ′kx + ψ′k)ψ
′′
kdx

+µ1

∫ 1

0

ψ′′k
2
(t)g′1(ψ′k(t))dx+ µ2

∫ 1

0

ψ′′k(t)z′k(x, 1, t)g2(zk(x, 1, t))dx = 0.

De même, on dérive la quatrième équation dans (2.25) par rapport à t, on obtient

(2.41)

(
τz′′k(t) +

∂

∂ρ
z′k, φj

)
= 0.

On multiplie (2.41) par h′jk(t), l’on somme en j de 1 à k, il en résulte que

(2.42)
1

2
τ
d

dt
‖z′k(t)‖2

2 +
1

2

d

dρ
‖z′k(t)‖2

2 = 0.

On somme membre à membre les égalités (2.39), (2.40) et (2.42), on obtient
(2.43)
1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖(ϕ′kx + ψ′k)(t)‖2
2 + τ‖z′k(., ., t)‖2

L2((0,1)×(0,1))

)
+µ1

∫ 1

0

ψ′′k
2
(t)g′1ψ

′
k(t))dx+

1

2

∫ 1

0

|z′k(x, 1, t)|2dx = −µ2

∫ 1

0

ψ′′k(t)z′k(x, 1, t)g
′
2(z′k(x, 1, t))dx

+
1

2
‖ψ′′k(t)‖2

2.

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young et (2.3), on obtient

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖(ϕ′kx + ψ′k)(t)‖2
2 + τ‖z′k(., ., t)‖2

L2((0,1)×(0,1)

)
+µ1

∫ 1

0

ψ′′2k (t)g′1(ψ′k(t))dx+ c

∫ 1

0

|z′k(x, 1, t)|2dx ≤ c′‖ψ′′k(t)‖2
2.

Intégrant la dernière inégalité sur [0, t], on obtient :

1

2

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖ϕ′kx(t) + ψ′k(t)‖2
2 + τ‖z′k(., ., t)‖2

L2((0,1)×(0,1))

)
≤ ecT

(
ρ1‖ϕ′′k(0)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(0)‖2
2 + b‖ψ′kx(0)‖2

2 +K‖ϕ′kx(0) + ψ′k(0)‖2
2 + τ‖z′k(., ., 0)‖2

L2((0,1)×(0,1))

)
,

pour tout t ∈ [0, T ], il résulte que

(2.44) ϕ′′k, ψ
′′
k sont bornés dans L∞(0, T ;L2),
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(2.45) ϕ′k, ψ
′
k sont bornés dans L∞(0, T ;H1

0 ),

(2.46) z′k est borné dans L∞(0, T ;L2((0, 1)× (0, 1))).

La troisième estimation :

Remplaçant wj par −wjxx dans la première et la deuxième équation dans (2.25), aprés, en les
multipliant respectivement par g′jk(t) et g̃′jk(t), et sommant chacune en j de 1 à k, il vient :

(2.47)
1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′kx‖2

2

)
+K

∫ 1

0

(ϕkx + ψk)xϕ
′
kxxdx = 0.

(2.48)

1

2

d

dt

(
ρ2‖ψ′kx‖2

2 + b‖ψkxx‖2
2

)
−K

∫ 1

0

(ϕkx + ψk)xψ
′
kxxdx

+µ1

∫ 1

0

|ψ′kx(t)|2g′1(ψ′k(t))dx+ µ2

∫ 1

0

ψ′kx(t)zkx(x, 1, t)g
′
2(zk(x, 1, t))dx = 0.

On Remplace φj par −φjxx dans la quatrième équation dans (2.25), aprés, on la multiplie
par hjk(t), et on somme en j de 1 à k, il vient :

(2.49)
1

2
τ
d

dt
‖zkx(t)‖2

2 +
1

2

d

dρ
‖zkx(t)‖2

2 = 0.

Sommant membre à membre les égalités (2.47), (2.48) et (2.49), on obtient :

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′kx(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′kx(t)‖2
2 +K‖ϕkxx(t) + ψkx(t)‖2

2 + τ‖zkx(., ., t)‖2
L2((0,1)×(0,1))

)
+µ1

∫ 1

0

|ψ′kx(t)|2g′1(ψ′k(t))dx+
1

2

∫ 1

0

|zkx(x, 1, t)|2dx = −µ2

∫ 1

0

ψ′kx(t)zkx(x, 1, t)g
′
2(zk(x, 1, t))dx

. +
1

2
‖ψ′kx(t)‖2

2.

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young, et appliquant (2.3) , on obtient

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′kx(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′kx(t)‖2
2 +K‖ϕkxx(t) + ψkx(t)‖+ b‖ψkx(t)‖2

2 + τ‖zkx(., ., t)‖2
L2((0,1)×(0,1))

)
+µ1

∫ 1

0

|ψ′kx(t)|2g′1(ψ′k(t))dx+ c

∫ 1

0

|zkx(x, 1, t)|2dx ≤ c′‖ψ′kx(t)‖2
2.

Intégrant la dernière inégalité sur [0, t] et utilisant le Lemme de Gronwall, il vient donc :

ρ1‖ϕ′kx(t)‖2
2 + ρ2‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖ϕkxx(t) + ψkx(t)‖+ b‖ψkxx(t)‖2
2 + τ‖zkx(., ., t)‖2

L2((0,1)×(0,1)) ≤
ecT
(
ρ1‖ϕ′kx(0)‖2

2 + ρ2‖ψ′kx(0)‖2
2 +K‖ϕkxx(0) + ψkx(0)‖+ b‖ψkxx(0)‖2

2 + τ‖zkx(., ., 0)‖2
L2((0,1)×(0,1))

)
,
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Existence globale de la solution du problème posé 23

pour tout t ∈ R+, et il résulte que

(2.50) ϕk, ψk sont bornés dans L∞(0, T ;H2 ∩H1
0 (0, 1)),

(2.51) zk est borné dans L∞(0, T ;H1
0 ((0, 1);L2(0, 1))),

Appliquant le théorème de Dunford-Petti, nous concluons de (2.32), (2.33), (2.34), (2.35),
(2.44), (2.45), (2.46), (2.50) et (2.51), après avoir remplacé les suites (ϕk) ; (ψk) et (zk) par
une des sous-suites si nécessaire, il vient

(2.52)

{
ϕk → ϕ faible étoile dans L∞(0, T ;H2 ∩H1

0 (0, 1))
ψk → ψ faible étoile dans L∞(0, T ;H2 ∩H1

0 (0, 1)),

(2.53)

{
ϕ′k → ϕ′ faible étoile dans L∞(0, T ;H1

0 (0, 1))
ψ′k → ψ′ faible étoile dans L∞(0, T ;H1

0 (0, 1)),

(2.54)

{
ϕ′′k → ϕ′′ faible étoile dans L∞(0, T ;L2(0, 1))
ψ′′k → ψ′′ faible étoile dans L∞(0, T ;L2(0, 1)),

g1(ψ′k)→ χ faible étoile dans L2((0, 1)× (0, 1)),

(2.55)

{
zk → z faible étoile dans L∞(0, T ;H1

0 ((0, 1);L2(0, 1)))
z′k → z′ faible étoile dans L∞(0, T ;H1

0 ((0, 1);L2(0, 1))),

g2(zk(x, 1, t)→ λ faible étoile L2((0, 1)× (0, T )),

pour des fonctions appropriées ϕ, ψ ∈ L∞(0, T ;H2 ∩ H1
0 (0, 1)) ; z ∈ L∞(0, T ;L2((0, 1) ×

(0, 1))) ; χ ∈ L2((0, 1) × (0, T )) ; λ ∈ L2((0, 1) × (0, T )) pour tout T ≥ 0. Nous devrons
montrer que (ϕ;ψ; z) est une solution de (P′).

Par ailleurs, il résuite en particulier de (2.32) et (2.33), que

(ψ′k)k est bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (0, 1)),

(ψ′k)k est bornée dans L2(0, T ;H1
0 (0, 1)),

(ψ′′k)k est bornée dans L∞(0, T ;L2(0, 1)),

(ψ′′k)k est bornée dans L2(0, T ;L2(0, 1)),

donc en particulier que (ψ′k)k demeure dans un borné de H1(Q), où Q = (0; 1)× (0;T ).

Mais on sait que d’aprés le théorème d’Aubin-Lions [25] que

l’injection H1(Q) ↪→ L2(Q) est compacte,

donc, on peut extraire une sous-suite (ψv)v de (ψk)k telle que

ψ′v → ψ′ fort dans L2(Q).
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Existence globale de la solution du problème posé 24

Donc

(2.56) ψ′v → ψ′ fort est presque partout L2(Q).

De même nous obtenons

(2.57) zv → z fort est presque pertout L2(Q).

On a besoin des résultats suivants

Lemme 2.3.1 Pour tout T > 0, g1(ψ′(., .)) ; g2(z(., 1, .)) ∈ L1(Q) de plus, ‖g1(ψ′(., .))‖L1(Q) ;
‖g2(z(., 1, .))‖L1(Q) ≤ K1, où K1 est une constante indépendante de t.

Lemme 2.3.2

g1(ψ′k)→ g1(ψ′) dans L1((0, 1)× (0, T )) et g2(zk)→ g2(z) dans L1((0, 1)× (0, T )).

On peut écrire donc

g1(ψ′k)→ g1(ψ′) faible étoile dans L2(Q).

De même, on a

g2(zk)→ g2(z) faible étoile dans L2(Q).

Ceci implique que

(2.58)

∫ T

0

∫ 1

0

g1(ψ′k)v dx dt→
∫ T

0

∫ 1

0

g1(ψ′)v dx dt pour tout v ∈ L2(0, T ;H1
0 ),

(2.59)

∫ T

0

∫ 1

0

g2(zk)v dx dt→
∫ T

0

∫ 1

0

g2(z)v dx dt pour tout v ∈ L2(0, T ;H1
0 ),

lorsque k →∞.

Il en résulte à la fois de (2.52), (2.53), (2.58),(2.59) et (2.55) que pour chaque u fixé, v fixé
dans L2(0, T ;H1

0 (0, 1)) et w ∈ L2(0, T ;H1
0 ((0, 1)× (0, 1)))∫ T

0

∫ 1

0

(ρ1ϕ
′′
k −K(ϕkx + ψk)x)u dx dt→

∫ T

0

∫ 1

0

(ρ1ϕ
′′ −K(ϕx + ψ)x)u dx dt,∫ T

0

∫ 1

0

(ρ2ψ
′′
k − bψkxx +K(ϕkx + ψk) + µ1g1(ψ′k) + µ2g2(zk))v dx dt

→
∫ T

0

∫ 1

0

(ρ2ψ
′′ − bψxx +K(ϕx + ψ) + µ1g1(ψ′) + µ2g2(z))v dx dt,

∫ T

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(τz′k +
∂

∂ρ
zk)w dx dρ dt→

∫ T

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(τz′ +
∂

∂ρ
z)wdx dρ dt,
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Existence globale de la solution du problème posé 25

lorsque k →∞. On déduit donc,∫ T

0

∫ 1

0

(ρ1ϕ
′′ −K(ϕx + ψ)x)u dx dt = 0,

∫ T

0

∫ 1

0

(ρ2ψ
′′ − bψxx +K(ϕx + ψ) + µ1g1(ψ′) + µ2g2(z))v dx dt = 0,∫ T

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(τz′ +
∂

∂ρ
z)w dx dρ dt = 0.

Alors, le problème (P) admet une solution globale (ϕ;ψ).
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Chapitre 3

Stabilité et l’existence globale de la
solution du système de Timoshenko à
la présence d’un terme de retard
variable

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à étudier la décroissance de l’énergie et l’existence
globale de la solution du système de Timoshenko non linéaire avec un terme de retard variable
par rapport à la variable temps qui est de la forme suivante :

(P1)



ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[

ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t) + µ1(t)g1(ψt(x, t))

+µ2(t)g2(ψt(x, t− τ(t))) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t ∈ [0,+∞[

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x) x ∈]0, 1[

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) x ∈]0, 1[

ψt(x, t− τ(0)) = f0(x, t− τ(0)) (x, t) ∈]0, 1[×]0, τ(0)[,

où τ(t) > 0 représente le terme de retard et les données initiales ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 et f0

appartiennent à un espace fonctionnel approprié.

Pour prouver nos résultats, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

3.1 Hypothèses

(H1) µ1 : R+ −→]0,+∞[ est une fonction décroissante de classe C1(R+) satisfaisant

(3.1)

∫ +∞

0

µ1(t)dτ =∞,

(3.2) |µ′1(t)| ≤ cµ1(t).
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Hypothèses 27

µ2 : R+ −→ R est une fonction de classe C1(R+), qui n’est pas nécessairement positive ou
monotone, telle que

(3.3) |µ2(t)| ≤ βµ1(t),

(3.4) |µ′2(t)| ≤ c̃µ1(t),

où 0 < β < 1 et c̃ > 0.

(H2) g1 :R −→ R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe ε′ ; c1 ; c2 > 0 et une fonction convexe et croissante H : R+ −→ R+ de classe
C1(R+)

⋂
C2(]0; +∞[) véfifie

H(0) = 0 et H linéaire sur [0, ε′],

ou bien
H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur ]0, ε′],

tels que

(3.5) c1|s| ≤ |g1(s)| ≤ c2|s| si |s| ≥ ε′,

(3.6) s2 + g2
1(s) ≤ H−1(sg1(s)) si |s| ≤ ε′,

g2 : R −→ R une fonction impaire croissante de classe C1(R) telle que :

il existe c3,α1,α2 > 0

(3.7) |g′2(s)| ≤ c3,

(3.8) α1sg2(s) ≤ G2(s) ≤ α2sg1(s),

où

G2(s) =

∫ s

0

g2(r)dr,

et

(3.9) α2µ2 ≤ α1µ1.

(H3) τ est une fonction telle que

(3.10) τ ∈ W 2,∞([0, T ]), ∀T > 0,

(3.11) 0 < τ0 ≤ τ(t) < τ1, ∀t > 0,

où la constante d vérifie

(3.12) τ ′(t) ≤ d < 1, ∀t > 0

τ0 et τ1 sont deux constantes positives.

Le poids de dissipation et le retard vérifient :

(3.13) β <
α1(1− d)

α2(1− α1d)
.
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Etude de la décroissance de l’énergie du problème posé 28

3.2 Etude de la décroissance de l’énergie du problème

posé

Pour simplifier nôtre étude, on introduit, comme dans [36], la nouvelle variable z(x, ρ, t)
définie comme suit

(3.14) z(x, ρ, t) = ψt(x, t− τ(t)ρ), x ∈]0, 1[, ρ ∈]0, 1[, t > 0.

On déduit de (3.14), que

(3.15) τ(t)zt(x, ρ, t) + (1− τ ′(t)ρ)zρ(x, ρ, t) = 0, (x, t, ρ) ∈]0, 1[×]0, 1[×]0,+∞[.

Utilisant (3.14) et (3.15), alors le problème (P1) prend la forme suivante

(P2)



ρ1ϕtt(x, t)−K(ϕx + ψ)x(x, t) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,∞[
ρ2ψtt(x, t)− bψxx(x, t) +K(ϕx + ψ)(x, t)

+µ1(t)g1(ψt(x, t)) + µ2(t)g2(z(x, 1, t)) = 0 (x, t) ∈]0, 1[×]0,∞[
τ(t)zt(x, ρ, t) + (1− τ ′(t)ρ)zρ(x, ρ, t) = 0 (x, ρ, t) ∈]0, 1[×]0; 1[×]0,+∞[
ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t ∈ [0,+∞[
z(x, 0, t) = ψt(x, t) (x, t) ∈]0, 1[×]0,+∞[
ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x) x ∈]0, 1[
ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x) x ∈]0, 1[
z(x, ρ, 0) = f0(x,−ρτ(0)) (x, ρ) ∈]0, 1[×]0, 1[

On peut donc définir la fonction de l’énergie associée à la solution du problème (P2), comme
suit

Définition 3.2.1 La fonction de l’énergie associée à la solution (ψ, ϕ, z) du problème (P2)
notée E, est définie sur [0,+∞[ par

(3.16)

E(t) = E(t, z, ϕ, ψ) =
1

2

∫ 1

0

{ρ1ϕ
2
t + ρ2ψ

2
t +K|ϕx + ψ2|+ bψ2

x}dx

+ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t)dρdx,

ξ est une fonction telle que

(3.17) ξ(t) = ξµ1(t),

où ξ est une constante positive vérifie

(3.18)
β(1− α1)

α1(1− d)
< ξ <

1− α2β

α2

.

Nous proposons d’établir le résultat suivant.

28
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Lemme 3.2.1 Soit (ϕ, ψ, z) une solution du problème (P2). La fonction de l’énergie E
définie par (3.16), vérifie

(3.19)

E ′(t) ≤ −µ1(t)
(

1− ξα2 − βα2

)∫ 1

0

ψtg1(ψt)dx

−µ1(t)
(
ξ(1− τ ′(t))α1 − β(1− α1)

)∫ 1

0

z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))dx

≤ 0.

Preuve : Multipliant la première équation du problème (P2) par ϕt et intégrant sur ]0, 1[,
on obtient :

(3.20) ρ1

∫ 1

0

ϕtt(x, t)ϕt(x, t)dx−K
∫ 1

0

(ϕx + ψ)x(x, t)ϕt(x, t)dx = 0,

et puisque ∫ 1

0

ϕtt(x, t)ϕt(x, t)dx =
1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
t (x, t)dx,

alors, (3.20) devient

(3.21)
1

2

d

dt

∫ 1

0

ϕ2
t (x, t)dx−K

∫ 1

0

ϕxx(x, t)ϕt(x, t)dx−K
∫ 1

0

ψx(x, t)ϕt(x, t)dx = 0.

Une intégration par partie, nous donne

(3.22)

−K
∫ 1

0

ϕxx(x, t)ϕt(x, t)dx = K

∫ 1

0

ϕx(x, t)ϕtx(x, t)dx

=
1

2

d

dt

∫ 1

0

Kϕ2
x(x, t)dx,

de plus

(3.23) −K
∫ 1

0

ψx(x, t)ϕt(x, t)dx = K

∫ 1

0

ψ(x, t)ϕtx(x, t)dx.

De (3.22) et (3.23), l’équation (3.21) prend la forme :

(3.24)
1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t (x, t) +Kϕ2

x(x, t)
}
dx−K

∫ 1

0

ψ(x, t)ϕtx(x, t)dx = 0.

On multiplie la deuxième équation du problème (P2) par ψt, et intégrant sur ]0, 1[, il vient :

(3.25)

ρ2

∫ 1

0

ψtt(x, t)ψt(x, t)dx− b
∫ 1

0

ψxx(x, t)ψt(x, t) +K

∫ 1

0

(ϕx + ψ)(x, t)ψt(x, t)dx

+µ1(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx+ µ2(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx = 0.
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D’une part

ρ2

∫ 1

0

ψtt(x, t)ψt(x, t)dx =
1

2

d

dt

∫ 1

0

ρ2ψ
2
t (x, t)dx,

et d’autre part, une intégration par partie nous donne

−b
∫ 1

0

ψxx(x, t)ψt(x, t)dx = b

∫ 1

0

ψx(x, t)ψtx(x, t)dx

=
1

2

d

dt

∫ 1

0

bψ2
x(x, t)dx.

De plus

K

∫ 1

0

(ϕx + ψ)(x, t)ψt(x, t)dx = K

∫ 1

0

ϕx(x, t)ψt(x, t)dx+K

∫ 1

0

ψ(x, t)ψt(x, t)dx

= K

∫ 1

0

ϕx(x, t)ψt(x, t)dx+
1

2

d

dt

∫ 1

0

Kψ2(x, t)dx.

De ce qui précède, l’équation (3.25) devient

(3.26)

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ2ψ

2
t (x, t) + bψ2

x(x, t) +Kψ2(x, t)
}
dx+K

∫ 1

0

ψx(x, t)ϕt(x, t)dx

+µ1(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx+ µ2(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx = 0.

La somme membre à membre de (3.24) et (3.26) nous donne :

(3.27)

1

2

d

dt

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t (x, t) + ρ2ψ

2
t (x, t) +K|ϕx(x, t) + ψ(x, t)|2 + bψ2

x(x, t)
}
dx

= −µ1(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx− µ2(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx.

Maintenant, on multiplie la troisième équation du problème (P2) par ξ(t)g2(z(x, ρ, t)) et on
intègre sur ]0, 1[×]0, 1[, il vient

(3.28)

ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

g2(z(x, ρ, t))zt(x, ρ, t)dρdx

= −ξ(t)
∫ 1

0

∫ 1

0

(1− τ ′(t)ρ)
∂

∂ρ
G2(z(x, ρ, t))dρdx,

par conséquent

(3.29)

d

dt

(
ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx
)

= ξ′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx

+ξ(t)τ ′(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx+ ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

z′g2(z(x, ρ, t))dρdx.
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De (3.28), l’égalité (3.29) devient

(3.30)

d

dt

(
ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx
)

= ξ′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx

+ξ(t)τ ′(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx

−ξ(t)
∫ 1

0

∫ 1

0

(1− τ ′(t)ρ)
∂

∂ρ
G2(z(x, ρ, t))dρdx.

Or

(1− τ ′(t)ρ)
∂

∂ρ
G2(z(x, ρ, t)) = τ ′(t)G2(z(x, ρ, t)) +

∂

∂ρ
(1− τ ′(t)ρ)G2(z(x, ρ, t)),

alors (3.30) devient

(3.31)

d

dt

(
ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx
)

= ξ′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx

+ξ(t)τ ′(t)

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+ ξ(t)

∫ 1

0

(
G2(z(x, 0, t))−G2(z(x, 1, t))

)
dx.

On somme membre à membre les deux égalités (3.27), (3.31) il vient

(3.32)

d

dt

(1

2

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t (x, t) + ρ2ψ

2
t (x, t) +K|ϕx(x, t) + ψ(x, t)|2 + bψ2

x(x, t)
}
dx

+

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx
)

= −µ1(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx

−µ2(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx+ ξ′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dρdx

+ξ(t)τ ′(t)

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+ ξ(t)

∫ 1

0

(
G2(z(x, 0, t))−G2(z(x, 1, t))

)
dx.

On déduit donc

E ′(t) = −µ1(t)

∫ 1

0

ψtg1(ψt)dx− µ2(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx

+ξ(t)τ ′(t)

∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx+ ξ(t)

∫ 1

0

(G2(z(x, 0, t)−G2(z(x, 1, t)))dx

+ξ′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dxdρ,

en utilisant l’inégalité de Young, on obtient

ξ′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(z(x, ρ, t))dxdρ ≤ α2ξ
′(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

z(x, ρ, t)g1(z(x, ρ, t))dxρ

≤ 1

2
α2ξ

′(t)τ(t)

[∫ 1

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dxdρ+

∫ 1

0

∫ 1

0

g2
1(x, ρ, t)dxdρ

]
,
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et d’après (3.8), on a,

(3.33)

E ′(t) ≤ −
(
µ1(t)− α2ξ(t)

) ∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx

−µ2(t)

∫ 1

0

ψt(x, t)g2(z(x, 1, t))dx− ξ(t)
(
1− τ ′(t)

) ∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx.

Soit G?
2 la fonction conjuguée de la fonction convexe G2 définie par

(3.34) G?
2(s) = sup

t∈R+

(st−G2(t)).

Alors G?
2 est la transformée de Legendre de G2 (Voir Arnold [4], p. 61-62, et Lasiecka [14]),

qui est donné par

(3.35) G?
2(s) = s(G′2)−1(s)−G2[(G′2)−1(s)], ∀s ≥ 0.

De (3.34), il vient

(3.36) st ≤ G?
2(s) +G2(t), ∀s, t ≥ 0,

et à partir de la définition de G2, on obtient

G?
2(s) = sg−1

2 (s)−G2(g−1
2 (s)),

alors

(3.37)

G?
2(g2(z(x, 1, t))) = g2(z(x, 1, t))g−1

2 (g2(z(x, 1, t)))−G2(g−1
2 (g2(z(x, 1, t))))

= z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))−G2(z(x, 1, t))

≤ (1− α1)z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t)).

De (3.36), l’inégalité (3.33) devient

(3.38)

E ′(t) ≤ −
(
µ1(t)− α2ξ(t)

) ∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx

+|µ2(t)|
∫ 1

0

(
G2(ψt(x, t)) +G?

2(g2(z(x, 1, t)))
)
dx

−ξ(t)
(
1− τ ′(t)

) ∫ 1

0

G2(z(x, 1, t))dx.

On utilise (3.8), l’inégalité (3.38) et (3.37) prend la forme

(3.39)
E ′(t) ≤ −

(
µ1(t)− α2ξ(t)− |µ2(t)|α2

)∫ 1

0

ψt(x, t)g1(ψt(x, t))dx

−
(
ξ(t)(1− τ ′(t))α1 − (1− α1)|µ2(t)|

)∫ 1

0

z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))dx.
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Finalement, (3.39) d’après (3.3), (3.17) et (3.18) devient

E ′(t) ≤ −µ1(t)
(

1− ξα2 − βα2

)∫ 1

0

ψtg1(ψt)dx

−µ1(t)
(
ξ(1− τ ′(t))α1 − β(1− α1)

)∫ 1

0

z(x, 1, t)g2(z(x, 1, t))dx

≤ 0.

Le lemme est complètement démontré. �

3.3 Existence Globale de la Solution

Le résultat principal, dans ce chapitre, est le théorème d’éxistence suivant :

Théorème 3.3.1 On suppose que les hypothèses (H1),(H2) et (H3) sont réalisées. Alors,
étant donné les couples de données initiales

(ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ (H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1))×H1

0 (0, 1),

et f0 ∈ H1
0 ((0, 1);H1(0, 1)) qui vérifie la condition de compatibilité

f0(., 0) = ψ1,

le problème (P) admet une solution faible vérifiant{
ψ, ϕ ∈ L∞loc(−τ,∞;H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1)), ψt, ϕt ∈ L∞loc(−τ,∞;H1
0 (0, 1)),

ψtt, ϕtt ∈ L∞loc(−τ,∞;L2(0, 1)).

Dans toute la suite, on suppose que

ϕ0, ψ0 ∈ H2 ∩H1
0 (0; 1);ϕ1, ψ1 ∈ H1

0 (0; 1) et f0 ∈ H1
0 ((0; 1), H1(0; 1)).

On va appliquer la méthode de Galerkin pour construire une solution globale du problème
(P1).

Soit T > 0 fixé et on note par Vk à l’espace engendré par la partie {w1;w2; . . . ;wk} où
{wk, k ∈ N} est une base de H2 ∩H1

0 .

Maintenant, nous définissons pour 1 ≤ j ≤ k la suite φj(x, ρ) par :

φj(x, 0) = wj.

Alors, nous pouvons prolonger la suite φj(x, 0) à la suite φj(x, ρ) de H2∩H1((0, 1);H1(0, 1))
et notons par Zk à l’espace engendré par {φ1;φ2; . . . ;φk}.
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On cherche alors {ϕk, ψk, zk}, k = 1, 2, 3, . . . solution approchée du problème (P2) sous la
forme

ϕk(t) =
k∑
j=1

gjkwj, ψk(t) =
k∑
j=1

g̃jkwj, zk(t) =
k∑
j=1

hjkφj,

Où les gjk, g̃jk et hjk, j = 1, 2, . . . , k, étant à déterminer par les conditions :

(3.40)



ρ1(ϕ′′k(t), wj) +K(ϕkx(t), wjx)−K(ψkx(t), wj) = 0,

ρ2(ψ′′k(t), wj)− b(ψkx(t), wjx) + k((ϕkx + ψk)(t), wj) + µ1(t)(g1(ψ′k), wj),

+µ2(t)(g2(zk(., 1)), wj) = 0,

zk(x, 0, t) = ψ′k(x, t),

(τ(t)zkt + (1− τ ′(t)ρ)zkρ, φj) = 0,

1 ≤ j ≤ k,

Le système (3.40) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est à compléter par les
conditions initiales :

(3.41) ϕk(0) = ϕ0k =
k∑
j=1

(ϕ0, wj)wj → ϕ0 dans H2 ∩H1
0 lorsque k →∞,

(3.42) ϕ′k(0) = ϕ1k =
k∑
j=1

(ϕ1, wj)wj → ϕ1 dans H1
0 lorsque k →∞,

(3.43) ψk(0) = ψ0k =
k∑
j=1

(ψ0, wj)wj → ψ0 dans H2 ∩H1
0 lorsque k →∞,

(3.44) ψ′k(0) = ψ1k =
k∑
j=1

(ψ1, wj)wj → ψ1 dans H1
0 lorsque k →∞,

et

(3.45) zk(ρ, 0) = z0k =
k∑
j=1

(f0, φj)φj → f0 dans H1
0 ((0, 1);H1(0, 1)) lorsque k →∞.

D’après les résultats généraux sur les systèmes d’équations différentielles, on est assuré de
l’existence d’une solution de (3.40)-(3.45) dans un intervalle [0, tk] . Les estimations a priori
qui suivent montreront que tk = T .
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La première estimation :

On utilise le même calcul comme dans la démonstration du Lemme (3.19), on obtient,

(3.46)
Ek(t) +

∫ t

0

∫ 1

0

a1(s)ψ′kg1(ψ′k)dxds

+

∫ t

0

∫ 1

0

a2(s)zk(x, 1, t)g2(zk(x, 1, s))dxds ≤ Ek(0) ≤ C,

où

Ek(t) =
1

2

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

′
k

2
+ ρ2ψ

′
k

2
+K|ϕkx + ψk|2 + bψ2

kx

}
dx

+ξ(t)τ(t)

∫ 1

0

∫ 1

0

G2(zk(x, ρ, t))dρdx,

a1(t) = µ1(t)
(
1− α2ξ − βµ2(t)

)
et a2(t) = µ1(t)

(
ξ(1− τ ′(t))α1 − β(1− α1)

)
.

Ces estimations nous permet de dire que la solution (ϕk, ψk, zk) existe, de plus elle est globale
dans [0,+∞[.

De l’estimation (3.46), on obtient

(3.47) ϕk, ψk sont bornées dans L∞(0, T ;H1
0 (0, 1)),

(3.48) ϕ′k, ψ
′
k sont bornées dans L∞(0, T ;L2(0, 1)),

(3.49) ψ′k(t)g1(ψ′k(t)) sont bornées dans L1((0, 1)× (0, T )),

(3.50) G2(zk(x, ρ, t)) sont bornées dans L∞(0, T ;L1((0, 1)× (0, 1))),

(3.51) µ1(t)zk(x, 1, t)g2(zk(x, 1, t))sont bornées dans L1((0, 1)× (0, T )),

pour T > 0.

La deuxiéme estimation :

Tout d’abord, on estime les termes ϕ′′k(0) et ψ′′k(0). On multiplie la première et la deuxième
équation dans (3.40) respectivement par g′′jk(t) et g̃′′jk(t), on les somme en j de 1 à k et
choisissant t = 0, il vient :

ρ1‖ϕ′′k(0)‖2 ≤ K(‖ϕ0kxx‖2 + ‖ψ0kx‖2),

et

ρ2‖ψ′′k(0)‖2 ≤ b‖ψ0kxx‖2 +K(‖ϕ0kx‖2 + ‖ψ0k‖2) + µ1(0)‖g1(ψ1k)‖2 + µ2(0)‖g2(z0k)‖2.

D’aprés,(3.41), (3.43) , on a donc
‖ϕ′′k(0)‖2 ≤ C.
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Comme (g1(ψ1k)k, (g2(z0k))k sont bornés dans L2(0, 1) d’aprés (3.41), (3.43) d’où résulte que

‖ψ′′k(0)‖2 ≤ C.

On dérive la première et la deuxième équation dans (3.40) par rapport à t, on obtient

(3.52) (ρ1ϕ
′′′
k (t)−Kϕ′kxx(t)−Kψ′kx(t), wj) = 0,

et

(3.53)

(
ρ2ψ

′′′
k (t)− bψ′kxx(t) +Kϕ′kx(t) +Kψ′k(t) + µ′1(t)g1(ψ′k(t)) + µ1(t)ψ′′k(t)g′1(ψ′k(t))

+µ′2(t)g2(zk(x, 1, t)) + µ2(t)z′k(x, 1, t)g
′
2(zk(x, 1, t)), wj

)
= 0.

On multiplie l’équation (3.52) par g′′jk(t) et l’équation (3.53) par g̃′′jk(t), on les somme en j
de 1 à k, il résulte que

(3.54)
1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2

)
−K

∫ 1

0

(ϕ′kx + ψ′k)xϕ
′′
kdx = 0,

(3.55)

1

2

d

dt

(
ρ2‖ψ′′k(t)‖2

2 + b‖ϕ′kx(t)‖2
2

)
+K

∫ 1

0

(ϕ′kx + ψ′k)ψ
′′
kdx

+µ′1(t)

∫ 1

0

ψ
′′

k (t)g1(ψ′k(t))dx+ µ1(t)

∫ 1

0

ψ′′k
2
(t)g′1(ψ′k(t))dx

+µ′2(t)

∫ 1

0

ψ′′k(t)g2(zk(x, 1, t))dx+ µ2(t)

∫ 1

0

ψ′′k(t)z′k(x, 1, t)g
′
2(zk(x, 1, t))dx = 0.

De même, on dérive la quatrième équation dans (3.40) par rapport à t, on obtient

(3.56) (

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
z′k(t) +

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
z′′k(t) +

∂

∂ρ
z′k, φj) = 0.

On multiplie (3.56) par h′jk(t), l’on somme en j de 1 à k, il en résulte que

(3.57)

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖z′k(t)‖2

2 +
1

2

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
d

dt
‖z′k(t)‖2

2 +
1

2

d

dρ
‖z′k(t)‖2

2 = 0.

D’ou

(3.58)
1

2

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖z′k(t)‖2

2 +
1

2

d

dt

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(t)‖2

2

)
+

1

2

d

dρ
‖z′k(t)‖2

2 = 0.

En intégrant sur ]0,1[, on obtient :

(3.59)

1

2

∫ 1

0

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖z′k(t)‖2

2dρ+
1

2

d

dt

∫ 1

0

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(t)‖2

2

)
dρ

+
1

2
‖z′k(x, 1, t)‖2

2 =
1

2
‖ψ′′(., t)‖2

2.

36



Existence Globale de la Solution 37

On somme membre à membre les égalités (3.54), (3.55) et (3.59), on obtient

(3.60)

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖(ϕ′kx + ψ′k)(t)‖2
2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ
)

+ µ1(t)

∫ 1

0

ψ′′
2
k(t)g

′
1(ψ′k(t))dx

+
1

2

∫ 1

0

|z′k(x, 1, t)|22dx = −µ′1(t)

∫ 1

0

ψ′′
2
k(t)g

′
1(ψ′k(t))dx

−µ2(t)

∫ 1

0

ψ′′k(t)z′k(x, 1, t)g
′
2(z′k(x, 1, t))dx

+µ′2(t)

∫ 1

0

ψ′′k(t)g2(zk(x, 1, t))dx+
1

2
‖ψ′′k(., t)‖2

2

−1

2

∫ 1

0

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖z′k(., ρ, t)‖2

2dρ.

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz , Young et (3.7) devient

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖(ϕ′kx + ψ′k)(t)‖2
2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ
)

+ µ1(t)

∫ 1

0

ψ′′k
2
(t)g′1(ψ′k(t))dx

+c

∫ 1

0

|z′k(x, 1, t)|2dx ≤ c′‖ψ′′k(t)‖2
2 + c′′

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(., 1, t)‖2

L2(0,1)dρ

+|µ′1(t)|
∫ 1

0

|ψ′′k(t)||g1(ψ′k(t))|dx+ |µ′2(t)|
∫ 1

0

|ψ′′k(t)||g2(z′k(x, 1, t))|dx.

Maintenant, nous estimons les deux derniers termes de l’inégalité précédente, il vient∫ 1

0

|ψ′′k(t)||g1(ψ′k(t))|dx

≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+
1

2

∫ 1

0

|g1(ψ′k(t))|2dx

≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+
1

2

∫
|ψ′k|≥1

|g1(ψ′k(t))|2dx+
1

2

∫
|ψ′k|≤1

|g1(ψ′k(t))|2dx

≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+ c

∫
|ψ′k|≥1

ψ′k(t)g1(ψ′k(t))dx+
1

2

∫ 1

0

H−1(ψ′k(t)g1(ψ′k(t)))dx

≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+ c

∫
|ψ′k|≥1

ψ′k(t)g1(ψ′k(t))dx+ cH−1

(∫ 1

0

(ψ′k(t)g1(ψ′k(t)))dx

)
≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+ c

∫
|ψ′k|≥1

ψ′k(t)g1(ψ′k(t))dx+ c′H∗(1) + c′′
∫ 1

0

(ψ′k(t)g1(ψ′k(t)))dx

≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+ c′H∗(1) + c′′
∫ 1

0

(ψ′k(t)g1(ψ′k(t)))dx,
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par conséquent

|µ′1(t)|
∫ 1

0

|ψ′′k(t)||g1(ψ′k(t))|dx ≤ c‖ψ′′k(t)‖2 + c′|µ′1(t)|H∗(1) + c′′|µ′1(t)|
∫ 1

0

(ψ′k(t)g1(ψ′k(t)))dx

≤ c‖ψ′′k(t)‖2 + c′|µ′1(t)|H∗(1) + c′′(−E ′).

De (3.7) ( |g2(s)| ≤ c|s|, ∀s ∈ R) ,on obtient∫ 1

0

|ψ′′k(t)||g2(zk(x, 1, t))|dx ≤
1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+
1

2

∫ 1

0

|g2(zk(x, 1, t))|2dx

≤ 1

2

∫ 1

0

|ψ′′k(t)|2dx+ c

∫ 1

0

|zk(x, 1, t)g2(zk(x, 1, t))|dx.

Par conséquent

|µ′2(t)|
∫ 1

0

|ψ′′k(t)||g2(zk(x, 1, t))|dx ≤ c‖ψ′′k(t)‖2 + c′|µ′2(t)|
∫ 1

0

zk(x, 1, t)g2(zk(x, 1, t))dx

≤ c‖ψ′′k(t)‖2 + c′(−E ′).

Donc, on obtient

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖(ϕ′kx + ψ′k)(t)‖2
2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(x, ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ

)
+ µ1(t)

∫ 1

0

ψ′′k
2
(t)g′1(ψ′k(t))dx

+c

∫ 1

0

|z′k(x, 1, t)|2dx ≤ c′‖ψ′′k(t)‖2
2 + c′′

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ+ c′′′(−E ′) + c′|µ′1(t)|H∗(1).

En intégrant la dernière inégalité sur [0, t] et utilisant Lemme de Gronwall, on obtient

(3.61)

1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′′k(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′′k(t)‖2
2 + b‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖(ϕ′kx + ψ′k)(t)‖2
2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖z′k(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ

)
+ eCt

∫ t

0

∫ 1

0

|z′k(x, 1, t)|2dxds

≤ ρ1‖ϕ′′k(0)‖2
2 + ρ2‖ψ′′k(0)‖2

2 + b‖ψ′kx(0)‖2
2 +K‖(ϕ′kx(0) + ψ′k(0))‖2

2

+c′
∫ t

0

‖ψ′′k(s)‖2
2ds+

∫ 1

0

τ(0)

1− τ ′(0)ρ
‖z′k(., ρ, 0)‖2

L2(0,1)dρ

+

∫ t

0

∫ 1

0

τ(s)

1− τ ′(s)ρ
‖z′k(., ρ, s)‖2

L2(0,1)dρdt+ c1(E(0)) + c2µ1(0).

Pour tout t ∈ [0, T ] et il résulte que

(3.62) ϕ′′k, ψ
′′
k est borné dans L∞(0, T ;L2),

(3.63) ϕ′k, ψ
′
k est borné dans L∞(0, T ;H1

0 ),
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(3.64) τ(t)z′k est borné dans L∞(0, T ;L2((0, 1)× (0, 1)),

La troisième estimation :
Remplacant wj par −wjxx dans la première et la deuxième équation dans (3.40), aprés, en les
multipliant respectivement par gjk(t) et g̃jk(t), et sommant chacune en j de 1 à k, il vient :

(3.65)
1

2

d

dt

(
ρ1‖ϕ′kx‖2

2

)
+K

∫ 1

0

(ϕkx + ψk)xϕ
′
kxxdx = 0,

(3.66)

1

2

d

dt

(
ρ2‖ψ′kx‖2

2 + b‖ψkxx‖2
2

)
−K

∫ 1

0

(ϕkx + ψk)xψ
′
kxxdx

+µ1(t)

∫ 1

0

|ψ′kx(t)|2g′1(ψ′k(t))dx+ µ2(t)

∫ 1

0

ψ′kx(t)zkx(x, 1, t)g
′
2(zk(x, 1, t))dx = 0.

On Remplace φj par −φjxx dans la quatrième équation dans (3.40), aprés, on la multiplie
par hjk(t), et on somme en j de 1 à k, il vient :

(3.67)
1

2

d

dt

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖zkx(t)‖2

2

)
− 1

2

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖zkx(t)‖2

2 +
1

2

d

dρ
‖zkx(t)‖2

2 = 0.

En intégrant la dernière égalité sur [0, 1], on en déduit que

(3.68)

1

2

d

dt

∫ 1

0

[
τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖zkx(., ρ, t)‖2

L2(0,1)

]
dρ

−1

2

∫ 1

0

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖zkx(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ+
1

2
‖zkx(., 1, t)‖2

L2(0,1)

=
1

2
‖ψ′kx(., t)‖2

2.

Sommant membre à membre les égalités (3.65), (3.66) et (3.68), on obtient :

(3.69)

1

2

d

dt

[
ρ1‖ϕ′kx(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′kx(t)‖2
2 +K‖ϕkxx(t) + ψkx(t)‖2 + b‖ψkxx(t)‖2

2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖zkx(., ρ, t)‖2

L2(0,1)

]
dρ+ µ1(t)

∫ 1

0

|ψ′kx(t)|2g′1(ψ′k(t))dx

+
1

2

∫ 1

0

|zkx(x, 1, t)|2dx = −µ2(t)

∫ 1

0

ψ′kx(t)zkx(x, 1, t)g
′
2(zk(x, 1, t))dx

+
1

2

∫ 1

0

(
τ(t)

1− τ ′(t)ρ

)′
‖zkx(., ρ, t)‖2

2dρ+
1

2
‖ψ′kx(., t)‖2

2.

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young et (3.7), on obtient

(3.70)

1

2

d

dt

[
ρ1‖ϕ′kx(t)‖2

2 + ρ2‖ψ′kx(t)‖2
2 +K‖ϕkxx(t) + ψkx(t)‖2 + b‖ψkxx(t)‖2

2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖zkx(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ

]
+ µ1(t)

∫ 1

0

|ψ′kx(t)|2g′1(ψ′k(t))dx

+c

∫ 1

0

|zkx(x, 1, t)|2dx ≤ c′‖ψ′kx(t)‖2
2 + c′′

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖zkx(., ρ, t)‖2

2dρ.
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En intégrant la dernière inégalité sur [0, t] , nous concluons que

(3.71)

ρ1‖ϕ′kx(t)‖2
2 + ρ2‖ψ′kx(t)‖2

2 +K‖ϕkxx(t) + ψkx(t)‖2 + b‖ψkxx(t)‖2
2

+

∫ 1

0

τ(t)

1− τ ′(t)ρ
‖zkx(., ρ, t)‖2

L2(0,1)dρ

≤ ecT
(
ρ1‖ϕ′kx(0)‖2

2 + ρ2‖ψ′kx(0)‖2
2 +K‖ϕkxx(0) + ψkx(0)‖2

+b‖ψkxx(0)‖2
2 +

∫ 1

0

τ(0)

1− τ ′(0)ρ
‖zkx(., ρ, 0)‖2

L2((0,1)×(0,1))dρ
)
,

pour tout t ∈ R+, et il résulte que

(3.72) ϕk, ψk sont bornés dans L∞(0, T ;H2 ∩H1
0 (0, 1)),

(3.73) zk est borné dans L∞(0, T ;H1
0 ((0, 1), L2(0, 1)),

En appliquant le théorème de Dunford-Petti, nous concluons de (3.47), (3.48), (3.49), (3.50),
(3.51), (3.62),(3.63),(3.72) et(3.73), après avoir remplacé les suites ϕk ; ψk et zk par une
sous-suites si nécessaire, il vient

(3.74)

{
ϕk → ϕ faible étoile dans L∞(0, T ;H2 ∩H1

0 (0, 1))
ψk → ψ faible étoile dans L∞(0, T ;H2 ∩H1

0 (0, 1)),

(3.75)


ϕ′k → ϕ′ faible étoile dans L∞(0, T ;H1

0 (0, 1))

ψ′k → ψ′ faible étoile dans L∞(0, T ;H1
0 (0, 1))

ϕ′′k → ϕ′′ faible étoile dans L∞(0, T ;L2(0, 1))
ψ′′k → ψ′′ faible étoile dans L∞(0, T ;L2(0, 1))
g1(ψ′k)→ χ faible étoile dans L2((0, 1)× (0, 1);µ1(t)),

(3.76)

{
zk → z faible étoile dans L∞(0, T ;H1((0, 1);L2(0, 1)))
z′k → z′ faible étoile dans L∞(0, T ;H1((0, 1);L2(0, 1))),

g2(zk(x, 1, t)→ λ faible étoile dans L2((0, 1)× (0, T );µ1(t)).

Pour des fonctions appropriées ϕ, ψ ∈ L∞(0, T ;H2 ∩ H1
0 (0, 1)); z ∈ L∞(0, T ;L2((0, 1) ×

(0, 1))); χ ∈ L2((0, 1)× (0, T );µ1(t)); λ ∈ L2((0, 1)× (0, T );µ1(t)) (espace des fonctions de
carré integrable avec le poid µ1(t)), pour tout T ≥ 0. Nous devrons montrer que (ϕ;ψ; z) est
une solution de (P2).
Par ailleurs, il résuite en particulier de (3.49) et (3.50), que

(ψ′k)k est bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (0, 1)),

(ψ′k)k est bornée dans L2(0, T ;H1
0 (0, 1)),

(ψ′′k)k est bornée dans L∞(0, T ;L2(0, 1)),

(ψ′′k)k est bornée dans L2(0, T ;L2(0, 1)).
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Donc en particulier que (ψ′k)k demeure dans un borné de H1(Q), où Q = (0, 1)× (0, T ).

Mais on sait que d’aprés le théorème d’Aubin-Lions [25] que

l’injection H1(Q) ↪→ L2(Q) est compacte,

Donc, on peut extraire une sous-suite (ψv)v de (ψk)k telle que

ψ′v → ψ′ fort dans L2(Q).

Donc

(3.77) ψ′v → ψ′ fort est presque partout L2(Q).

De même nous obtenons

(3.78) zv → z fort est presque pertout L2(Q).

On a besoin des résultats suivants

Lemme 3.3.1 Pour chaque T > 0, g1(ψ′(., .)) ; g2(z(., 1, .)) ∈ L1(Q) et ‖g1(ψ′(., .))‖L1(Q) ;

‖g2(z(., 1, .))‖L1(Q) ≤ K1, où K1 est une constante indépendante de t.

Lemme 3.3.2

g1(ψ′k)→ g1(ψ′) ∈ L1((0, 1)× (0, T );µ1(t)) et g2(zk)→ g2(z) ∈ L1((0, 1)× (0, T );µ1(t)).

Donc
g1(ψ′k)→ g1(ψ′) faible étoile dans L2(Q;µ1(t)).

De même, on a
g2(zk)→ g2(z) faible étoile dans L2(Q;µ1(t)).

Ceci implique que
(3.79)∫ T

0

∫ 1

0

µ1(t)g1(ψ′k)v dx dt→
∫ T

0

∫ 1

0

µ1(t)g1(ψ′)v dxdt pour tout v ∈ L2(0, T ;H1
0 ;µ1(t)),

(3.80)

∫ T

0

∫ 1

0

g2(zk)vdx dt→
∫ T

0

∫ 1

0

g2(z)v dx dt pour tout v ∈ L2(0, T ;H1
0 ;µ1(t)).

Il en résulte à la fois de (3.73), (3.74), (3.79),(3.80) et (3.75) que pour chaque u fixé, v fixé
dans L2(0, T ;H1

0 (0, 1);µ1(t)) et w ∈ L2(0, T ;H1
0 (0, 1)× (0, 1);µ1(t))∫ T

0

∫ 1

0

(ρ1ψ
′′
k −K(ϕkx + ψk)x)u dx dt→

∫ T

0

∫ 1

0

(ρ1ψ
′′ −K(ϕx + ψ)x)u dx dt,
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∫ T

0

∫ 1

0

(ρ2ψ
′′
k − bψkxx +K(ϕkx + ψk) + µ1g1(ψ′k) + µ2g2(zk))v dx dt

→
∫ T

0

∫ 1

0

(ρ2ψ
′′ − bψxx +K(ϕx + ψ) + µ1g1(ψ′) + µ2g2(z))v dx dt,∫ T

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(τ(t)z′k+(1−τ ′(t)ρ)
∂

∂ρ
zk)w dx dρ dt→

∫ T

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(τ(t)z′+(1−τ ′(t)ρ)
∂

∂ρ
z)w dx dρ dt,

lorsque k →∞. On déduit donc,∫ T

0

∫ 1

0

(ρ1ψ
′′ −K(ϕx + ψ)x)u dx dt = 0,

∫ T

0

∫ 1

0

(ρ2ψ
′′ − bψxx +K(ϕx + ψ) + µ1g1(ψ′) + µ2g2(z))v dx dt = 0,∫ T

0

∫ 1

0

∫ 1

0

(τ(t)z′ + (1− τ ′(t)ρ)
∂

∂ρ
z)w dx dρ dt = 0.

Alors, le problème (P1) admet une solution globale (ϕ;ψ).
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[33] J. E. Muñoz Rivera, R. Racke, Mildly dissipative nonlinear Timoshenko systems-global
existence and exponential stability , J. Math. Anal. Appl., 276 (2002), 248-276.
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