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Introduction

Beaucoup de phénomenes physiques sont modélisés sous forme d’équations différentielles
ou d’équations aux dérivées partielles. Un de ces phénomenes, les vibrations des poutres qui
présentent un intérét considérable pour les ingénieurs.

Ce mémoire est consacré a ’étude des problemes concernant la stabilisation de systemes
vibrants qui sont modélisés par des systemes hyperbolique-parabolique ou hyperbolique-
hyperbolique.

En 1921, Timoshenko [41] a donné le systéeme d’équations hyperboliques couplées suivant :

=
_l’_
8

1) pug(z,t) = (K(uz —¢))s dans 0, L[x
pou(x,t) = (Elpy)s + K(u, —¢) dans |0, L[x]0,+oo],

avec les deux conditions aux limites de la forme suivante :

{ Elg,(t,0) = EIp(t,L) =0
El(uz - @)(tao) = El(uw - 90)<t7 L) = 07

qui est un modele simple décrivant les vibrations transversales d’'une poutre. Ici ¢ désigne
la variable temps et x est la variable d’espace le long du rayon de longueur L, u est le
déplacement transversal de la poutre et ¢ est ’angle de rotation du filament du faisceau. Les
coefficients p, p, £, I et K sont respectivement la densité (la masse par unité de longueur), le
moment d’inertie polaire d'une section, le module d’élasticité de Young, le moment d’inertie
d’une section transversale et le module de cisaillement.

De nombreux mathématiciens ont étudié ce type de probleme apres avoir ajouté certains
termes et conditions pour prouver leurs résultats.

Kim et Renardy [22] ont considéré le systeme (1) avec les conditions aux limites de la forme :

ou ou
- = — >
Ko(L,t)— K x(g, t) =« ; (L,t) VYt>0
_r - _AR " >
El . (L,t) 15} " (L,t) Vi > 0,

IIs ont établi un résultat de la décroissance de la fonction de 1’énergie uniformément avec la
méthode des multiplicateurs.
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Salim A. Messaoudi, Belkacem Said-Houari [40] ont considéré le systeme linéaire suivant :

([ pripue(a, ) — K(pr +10)r =0 (2,1) €]0, 1[x]0, +-o00]
potu(x,t) — by (z,t) + K(pp + ) (2, t) + (2, t) + 0, =0 (x,t) €]0,1[x]0, +o00]
204 (2, t) — 00,2 (2, t) + Ve — Otz = 0 (x,t) €]0,1[x]0, 400]
©(0) = w0, @i(-,0) =1, ¥(,0) =10, ¥:(,0) =1
0(0,t) = 6y, 0:(.,0) =6,

[ 0(0,t) = (1, 1) = ¢(0,1) = ¢(1,1) = 0,(0,¢) = 0,(1,¢) =0,

et ils ont prouvé que I'énergie décroit exponentiellement avec la méme maniere que celle de
133].

Fernandez Sare et Munoz Rivera [I7] ont étudié le systéme suivant

prow — K(pz +1), =0

+o00
ot — biba + /0 () an(t — 5,.)ds + K (pn + ) = 0,

ou g est une fonction positive décroit exponentiellement. Ils ont établi sous des hypothese
sur les parametres py, pa, K et b, la décroissance uniforme de ’énergie .

Notre mémoire comporte trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré a des rappels d'usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce mémoire. Nous donnons certaines définitions classiques sur les espaces de Lebesgue,

la dérivée faible, la convergence faible, faible étoile, forte, les espaces de Sobolev et quelques
lemmes techniques.

Dans le deuxieme chapitre on a considéré le syteme de Timoshenko non linéaire a la
présence d'un terme de retard constant qui est donné comme suit

( p1ow(z,t) — K(pp +9)e(7,1) =0 (z,t) €]0,1[x]0, 00|
p2u (2, 1) — e (2, 1) + K (9o + ) (2, 1) + pag1 (¢, 1))
+ogo(Pi(x, t — 7)) =0 (x,t) €]0,1[x]0.00]
(P)< »(0,t) = p(1,t) =(0,t) =¢(1,t) =0 t €10+ oo
P(x,0) = Yo(x), Yu(z,0) =¢i(x) z €0, 1]
@(2,0) = wo(z), @i(z,0) = p1(z) z €0, 1]
( Yt —7) = folz,t —7) (z,1) €]0,1[x]0, 7,

ou 7 > 0 représente le terme de retard, p; et ps sont des nombres réels positifs et les données
initiales g, ©1, Vo, V1, fo appartiennent a un espace fonctionnel approprié.

On a prouvé que ’énergie associée a la solution est décroissante de plus on a utilisé la méthode
de Galerkin pour montrer que ce systeme admet une solution globale sous les hypotheses
suivantes

(H1) g1 :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :

vi
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il existe € ; ¢1; ¢a > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de classe
CHR ) N C?(]0; +oc[) véfifie

H(0) =0 et H linéaire sur [0, €],

ou bien

H'(0)=0et H" > 0 sur |0, €],
tels que
(1) als| < lgi(s)] S cofs| st [s] =€,
(2) s+ gi(s) < H '(sqi(s)) si |s| <¢.

(H2) g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C'(R) telle que :

il existe c3,aq,00 > 0

(3) 19(s)] < ¢,
(4) a1892(s) < Ga(s) < aasgi(s),

Go(s) = / g2(r)dr,
0
et
(5) Qafte < Qupfig.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude du systeme de Timoshenko non linéaire a la
présence d'un terme de retard variable de la forme

;

prou(@,t) — K(pz +1)o(2,t) = (z,1) €]0, 1[x]0, +o0]
pathu (@, t) — bua(@, t) + K (pa ¢)(ft t) + pa(t)g1(te(w, 1))
Fp2(t) g2 (Ve(x,t = 7(1))) = 0 (z,t) €]0,1[x]0, +-o00]
(P) S ©(0,2) = o(1,1) = (0,8) = ¥(1,1) = t € [0, 4o
w(ﬂ% 0) = %(37)’ %(1}0) ¢1($) z E]Oa 1[
<p(x,0) = 900(‘73)7 90t<x70) ¥1 ( ) T 6]07 1[
\ ¢t(x7t - T(O)) = fO(I7t - T<O)) (l’,t) 6]07 1[X]O’ T(O)[7

ou 7(t) > 0 représente le terme de retard et les données initiales appartiennent a un espace
de fonction approprié.

Nous prouvons, dans ce chapitre, que I'énergie associée a la solution est décroissante et que la
solution existe en utilisant toujours la méthode de Galerkin, sous les hypotheses suivantes :

vii
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(H1) py: R+ —]0, +oo[ est une fonction décroissante de classe C*(R+) satisfaisant

(6) /0+OO p(t)dr = oo,

(7) ()] < cpn(2).

o : R+ — R est une fonction de classe C!(R+), qui n’est pas nécessairement positive ou
monotone, telle que

(8) |2 (t)| < Bua(t),

(9) |5(8)] < (1),

oul0<f<letec>0.
(H2) ¢; :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe € ; ¢1; ¢a > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de classe
CHRy) N C?(J0; +oc[) véfifie

H(0) =0 et H linéaire sur [0, €],

ou bien

H'(0)=0et H" > 0 sur |0, €],
tels que
(10) als| < g <els| st [s[ =€,
(11) s* 4+ gi(s) < H '(squ(s)) st |s| <€,

g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C'(R) telle que :

il existe c3,a1,a0 > 0

(12) 192(5)] < e,
(13) a1892(8) < Ga(s) < azsg1(s),

Ga) = [ oy

et
(14) Qafla < Qupfig.

viil
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ix

(H3) 7 est une fonction telle que

(15) e W2=([0,T]), VYT >0

(16) 0<7<7(t)<m, Vt>D0,
ou la constante d vérifie
(17) T(t)<d<1, Vt>0

To et 71 sont deux constantes positives.

Le poids de dissipation et le retard vérifient :

Oél(l — d)

1) )

X



Chapitre 1
Préliminaires

On commence par rappeler les notions de base et certains résultats classiques d’analyse
qui nous serviront a réaliser ce travail.

1.1 Espaces de Lebesgue

Dans ce qui suit, {2 est un ouvert de R™ avec n € N* muni de la mesure de Lebesgue dz.

Définition 1.1.1 Soit p € [1,+0o0[. On appelle espace de Lebesque [’ensemble noté LP(2)
définie par

LP(Q) = {u:Q— R mesurable : / |u(z)Pdx < oo}
Q

Théoréeme 1.1.1 Soit p € [1,4o00[. L’application ||.||r) : LP(Q2) = R définie par :

||u||Lp(Q) = (/ |u|pd$) ,
Q

est une norme sur LP(Q), muni de cette norme, LP()) est un espace vectoriel normé com-
plet(i.e. un espace de Banach).

Définition 1.1.2 L’espace L>(Q2) est définie par

3=

u  mesurable et il existe une constante C >0
LOO(Q):{U:Q—HR }

lu(z)| < C p.p sur .

Théoréme 1.1.2 L’application ||.||« : L=(2) — R définie par :
||t]| o = inf {C’ D u(x)] < C pop sur Q},

est une norme sur L>(S), muni de cette norme, L>(Q)) est un espace vectoriel normé com-
plet(i.e. un espace Banach).
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Remarque 1.1.1 En particulier, quand p = 2, L*(Q)) muni du produit scalaire

< U,V >r20)= / u(x)v(x)de,
Q

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.3 Pour p €]1,+o0[, 'espace LP(S2) est un espace réflexif.

1.2 Les espaces de Lebesgue généralisés

Dans toute la suite 2 est un ouvert de R™.

1.2.1 Les espaces LF(Q2,R?) (a € N¥)

On considere la généralisation suivante. Pour tout a € N* et 1 < p < +00, on définit
I'ensemble LP(Q2, R¥) comme suit :

LP(Q,R%) = {f : Q — R” mesurable : / |f|Pdx < +oo},
Q

ou |.| désigne une norme quelconque dans R®.

Théoreme 1.2.1 Soient o € N* et 1 < p < +oo. Lapplication ||.||prorey : LP(,R*) = R

définie par
1
oz = ([ 11Par)"
Q

est une norme sur LP(,R®), muni de cette norme, l’espace LP(2,R®) est un espace de
Banach.

Remarque 1.2.1 Dans le cas particulier ot p = 2, l'espace L*(2,R*) muni du produit
scalaire

i=n

< UV > 2 Re)= / < U,V >pa dr = Zui(x)vi(x)dx,
Q

=1

ot u = (U, U, .., U ... Uy) etV = (V1,V2,...,0;...0,) est un espace de Hilbert.

1.2.2 Les espaces L*(0,T;V)

Définition 1.2.1 Soient V' un espace de Banach et p € [1,400]. L’espace LP(0,T;V) est
définie par

LP(0,T;V) = {f :[0,7] — v]/o £ )| dt < +oo}.



Espaces des distributions

Théoreme 1.2.2 Soient V' un espace de Banach et p € [1,400].
Lapplication ||.||ro.1,vy : LP(0,T;V) = R définie par

: .
ummmmo:(éwuwww),

est une norme sur LP(0,T;V'), muni de cette norme, l'espace LP(0,T;V') est un espace de
Banach.

1.2.3 Les espaces L>(0,7;V)
Définition 1.2.2 Soit V' un espace de Banach. On défini L’espace L>(0,T;V) par

L>=(0,T;V) = {f 10, T[— V mesurable et sup || f(t)|| < —I—oo}.
t€]0,T
Théoreme 1.2.3 Soit V un espace de Banach. L application ||.||prvy : L2(0,T;V) = R
définie par

| fll 2o 0,50y = sup ess|| f(1)]],
t€]0,T

est une norme sur L*°(0,T;V), muni de cette norme, l'espace L*>°(0,T;V) est un espace de
Banach.

1.3 Espaces des distributions

Définition 1.3.1 Soit V un espace de Banach. On désigne par D'(0,T;V) l’espace des
distributions sur |0, T| a valeurs dans V', définie par

D(0,T;V) = L(D(J0,T]); V);

ou D(]0, T[; V) est l’espace des fonction de classe C*° de |0,T[— V et a suuport compact
dans 10, T[. De plus
- Si feD(0,T;V), sa dérivée distribution est définie par

of

Jip
E(‘O) =—f(%;)

ot

- Si f e LP(0,T;V) avec 1 < p < +o0, il lui correspond une distribution, notée aussi f
sur 0, T[ a valeurs dans V', par

ﬂwzltmm@w,wepmmu

Remarque 1.3.1 L(E; F) désigne l’espace des applications linéaires continues de E dans
F avec (E et F espaces vectoriels topologiques).

3
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On a le resulatat suivant qui est trés utile.

0
Lemme 1.3.1 Soit V' un espace de Banach. Si f € L*(0,T;V) et ('9_]; e LP(0,T;V) avec

1 <p < +oo, alors | est apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de
(0,7), continue de [0,T] — V.

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens faible sont
intégrables. Ces espaces sont complets ce qui est un avantage pour 1’étude des solutions des
équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, nous notons par 2 un ouvert de R" (n € N* ) avec une frontiere notée 952
réguliere et nous allons aussi utiliser les notations suivantes pour les dérivées différentielles
partielles d’une fonction :

k
aku:(?u

! Ox¥

Doy = 01" 057 ...05™ u =

pour tout k €N eti=1;...;n;
8a1+az+...an u
0x{r0xs? ... Qwon’

a=(,0n,...,a,) EN" et la] =a; +as+ ...+ a,.

Proposition 1.4.1 Soit 1 < p < +o0. Une distribution T" € D'(2) est dans LP(Q2) s’il existe
une fonction f € LP(Q2) telle que

<T,f>= / f(@)p(x) dz,  pour tout ¢ € D(Q),
Q

de plus f est unique.

1.4.1 Espaces de Sobolev
Définition 1.4.1 Soit p € [1,+oo[ et m € N*. L’espace de Sobolev WP () est définie par :

wre(Q) = {u € L’ D™ € L, Ya € N"Ja| < m}.
Proposition 1.4.2 L’espace W™P(Q) munit de la norme :
1
(S IDul)” s 1<p< 4o,

wi ullwme) = 4= .
2 [1D%ul|ze si p= 00,

laj<m

est un espace de Banach, réfléxive pour 1 < p < +oo de plus séparable pour 1 < p < +00.
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Remarque 1.4.1 Dans le cas particulier ot p = 2, 'espace W™2(Q) est noté H™(Q) , on
le munit du produit scalaire

< Fozimo= Y (DD e = Y [ D D9 da,
lo|<m loe|<m

avec la norme associée

1
[ lmey = (D2 1Dl

laj<m
Proposition 1.4.3
1. Soit m € N. Muni de la norme ||.||gm @), H™(2) est un espace de Hilbert.
2. Soient p,q € N. Sip > q, HP(QY) s’inject continiment dans HI(S).

Définition 1.4.2 L’espace W)"P(Q2) (respectivement H*(S2)) est la fermeture de D(Q2) par
la norme de W™P(Q) (respectivement de H™(S)).

On a le resultat suivant
Lemme 1.4.1

D(Q) — HMQ) — H™(Q) — L*(Q) — H™(Q) — D'(Q).
ou HJ'(2) est le dual de H™(S2).

1.5 Espaces de Sobolev généralisés

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach. Pour m € N, p € [1,00], On définit I’espace
de Sobolev WP (a,b; X) par :

(iv
ot
Proposition 1.5.1 L’espace de Sobolev WP (a,b; X)) munit de la norme

Wm’p(a,b;X):{UGL”(a,b;X); € LP(a,b; X). ngm}.

( Zm: Al 1/p
o , 811 <p< oo,
||f||me( biX) = j=0 oty Lr(a,b;X)
" m a]f | i
Z ot ’ 51 p = +00,
\ j=0 Loo(a,b;X)

est un espace de Banach.

Remarque 1.5.1 Dans le cas particulier ot p = 2, l'espace W™?(a, b; X) est noté H™(a,b; X),
on le munit du produit scalaire

2P (O D
(u7 U)Hm(a,b;X) - Z/ (%’ %) dt
=0 Ja X

Proposition 1.5.2 H™(a,b; X) est un espace de Hilbert.
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1.5.1 Injections de Sobolev
Théoreme 1.5.1 Soit 1 < p <mn, alors
WHP(R™) C LP"(R™)

1 1
o p* est donné par — = ——— (p = n,p* = o00). De plus, il existe une constante C' = C(p,n)
P pn
telle que

lull o < ClIVUllo@e,  Yu € WH(R").
Corollaire 1.5.1 Soit 1 < p < p* < n, alors
WH(R") < LU(R") Vg € [p,p]
Dans le cas p = n, on aura

Wh™(R™) c LY(R™) Vq € [n,+oo]

Théoreme 1.5.2 Soit p > n, alors

WHP(R™) < L=(R")
Corollaire 1.5.2 Soit Q un ensemble borné de R™ de classe Ct avecT' = 09 et 1 < p < oo.
Alors, on a

1

§ 1
si 1 <p<oo, alors WHP(Q) — LP'(Q) ou oo
p n

D=

si p=mn, alors W'?(Q) < L1(Q),Vq € [p, +o0].
si p>mn, alors WP(Q) < L>(Q).

De plus, si p > n, alors : Yu € WP(Q),

u(z) —u(y)| < Clz —y|*(lullwrr@), Vi,yel
aveca=1-2 > 0, C une constante dépend de p,n et . En particulier W'?(Q) c C(Q).
p

Corollaire 1.5.3 Soit Q un ensemble borné de R™ de classe C' avec T' = 00 et 1 < p < oo.
Alors, on a

1 1 1
si p<mn, alors WHP(Q) < LY(Q), Vq € [1,p*] ou — =,
b p n
si. p=mn, alors WP(Q) C L1(Q), Vg € [p,+oc].
si p>n, alors W'P(Q) C O(Q).
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Remarque 1.5.2 On remarque, en particulier, que
WP (Q) — LI(Q)
pour 1 < p < oo et pour p < q < p*.

Corollaire 1.5.4
1 1

>0, alors W™P(R") — LYR"™) avec — = — — m
q p n

=0, alors W™P(R") — LY(R"),Vq € [p, +o0].

|
3133333

<0, alors W™P(R™) < L>(R").

(V)
.
"V RB I

1.6 Convergence forte, faible, faible étoile dans des es-
paces de Banach

1.6.1 Convergence forte

Définition 1.6.1 Soient x € E {x,} C E. On dit que {x,} converge fortement dans z, et
on écrit x, — x dans E, st

lim ||z, —x||g = 0.
n—+oo

1.6.2 Espace dual et bidual

Soit (E,||.||g) un espace de Banach. On sait que 'espace de Banach de toutes les formes
linéaires continues sur E est I’espace noté E’ espace dual de E muni de la norme ||| définie

par
< >

1l = supl =L 2> 1

S ]z

T#£0
ou < f,x > désigne I'action de f sur z, c’est-a~dire que < f,z >= f(z). De la méme maniere,
on peut définir I'espace dual de £’ qu’on le note E”, appelé espace bidual de E qui est aussi

un espace de Banach. Un élément x de E peut-étre vu comme une forme linéaire continue
sur £” en posant x(f) =< z, f >; ce qui signifie que £ C E".

1.6.3 Convergence faible dans un espace de Banach

Définition 1.6.2 Soient x € E et {x,} C E. On dit que {x,} converge faiblement vers x
dans E, et on écrit x,, — x dans E, si

(fizn) = (f 7)
pour tout f € E.
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1.6.4 Convergence faible dans un espace dual d’un espace de Ba-
nach

Définition 1.6.3 Soient f € E' et {f,} C E’. On dit que {f,} converge faiblement vers f
dans E', et on écrit f, — f dans E', si

(fnsx) = {f, )

pour tout v € E".

1.6.5 Convergence faible dans L”(Q)) avec 1 < p < 400
Définition 1.6.4 On dit que la suite {f,} de LP(S) converge faiblement vers f € LP(Q), si

1 1

lim / fng(x)dx = / f(z)g(x)dx, pour tout g € LI(Y) avec —+ — = 1.
n—+00 Jo [¢) p q

1.6.6 Convergence faible dans W?() avec 1 < p < +o0

Définition 1.6.5 On dit que la suite { f,,} de WP(Q) converge faiblement vers f € WHP(Q),
s1
fo— f dans LP(Q) et Vf, = V[ dans LP(Q;R"),

et on écrit f, — f dans WHP(Q).

1.6.7 Convergence faible étoile

Définition 1.6.6 (Convergence faible étoile) Soient f € E' et {f,} C E'. On dit que {f,}
converge faible étoile vers f dans E', et on écrit f, — xf dans E', si

(fn ) = (f, ),

pour tout x € F.

1.7 Méthode de Faedo-Galerkin

Nous considérons le probleme de Cauchy abstrait pour une équation d’évolution du se-
conde ordre dans un espace de Hilbert séparable H avec le produit scalaire < .,. > et la
norme associée ||.||

ou u et f sont des fonctions inconnues définies sur l'intervalle fermé [0, 7] C R a valeurs dans
un lespace H et A(t) (0 <t <T) sont des opérateurs linéaires bornés dans H, agissants

8
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dans un espace V C H appelé espace d’énergie.

Supposons que < A(t)u(t),v(t) >= a(t;u(t),v(t)), pour tout u,v € V'; ol a(t;.,.) est une
forme bilinéaire continue dans V.

Le probleme (PC) peut étre formulé comme suit : Cherché la solution u(t) telle que

3 u € C(0,T]; V), u’ € C([0, T]; H)
(P) (u"(t,v)) +a(t;u(t),v) = (f,v) dans D'(]0,T])
uw eV, weH

Un tel probleme, peut étre résolu avec la méthode de Faedo-Galerkin.

1.7.1 Méthode générale(Faedo-Galerkin)

Soit V},, un sous-espace de V' de dimension finie d,,, et soit {w;,,} une base de V,,. Nous
définissons la solution u,, du probleme approximatif suivant

(

Unn(t) = ﬁgxt)wjm

j_
tum € C([0,T]; Vi), 1l € C([0,T]; Vi) s um € L2(0,T; Vi)
(um (£), wim) + a(t; um(t), wgm) = (fiwjm) 1<j<dn

d

um<o>=;’"1@-< YW i, (0) = anwjm

ol
ié}-(t)wjm — ug dans V lorsque m — 00
dT’L
> onj(t)wjm —> ug  dans V lorsque m — oo

J=1

De la théorie des équations différentielles ordinaires, le systeme (P,,) admet une solution
locale dans l'intervalle [0,¢,,[ et les termes non linéaires, d’apres le lemme de Zorn, ont la
régularté souhaitée. Les estimations a priori par la suite, montreront qu’on peut obtenir une
solution définie pour tout ¢ > 0.

1.8 Lemmes techniques

1.8.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.8.1 Soit H un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire < .,. >. Alors,

Vu,v € H, | <u,v>| < ullglv|a.
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1.8.2 Inégalité de young

Lemme 1.8.2 pour tous réels a et b positifs ou nuls et tous réels p et q strictement positifs
tels que — + — =1, alors :
p q
a? bl

ab < —+ —
p q

Lemme 1.8.3 Pour tous a, b € R™, on a

b2
ab < ea® + —_—,
4e

ol € est une constante positive.

1.8.3 Inégalité Sobolev-Poincaré

Lemme 1.8.4 Soit Q) un ouvert de R™ avec n > 1. Soit ¢ un nombre tel que

2
2<qg<+o0si n=1,20u 2<qg< nlsinZ?),
n

alors, il existe une constante ¢, = (2, q) tel que

v € Hy(Q), [Illy < el Vi) 2.

1.8.4 Inégalité de Holder

1 1 1
Lemme 1.8.5 Soient p, q et r trois réels strictement positifs tels que — + — = —, alors
p q T

Vi € LP(Q) p € LU(Q), [P

@) < Yllze@ ez,

ot ) est un ouvert de R™ et n € N*,

1.8.5 Lemme de Gronwall

Lemme 1.8.6 Soient T € Ry et Cy,Cy € Ry. Soit ¢ € L'([0,T]) une fonction positive, et
soit enfin f:[0,T] — R positive, telle que f, fo € L'([0,T)]) vérifiant

vVt e [0,T), f(t) < Ci+ 02/0 o(s)f(s)ds.

Alors f vérifie t
Vi e [0,T], f(t) <Ciexp (Cz/ gp(s)ds).
0

Voici une autre version du lemme, pour les fonctions dérivables.

10
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Lemme 1.8.7 Soit T € R,. Soit ¢ € L'(R) une fonction positive, et soit f : [0,T] - R
positive, dérivable sur [0,T], et vérifiant

Vi e 0,7, f(t) < o) (1),
Alors f wvérifie .
e Tl 1< 0o ( [ plsas).

11



Chapitre 2

Stabilité et I’existence globale de la
solution du systeme de Timoshenko a
la présence d’un terme de retard
constant

Dans ce chapitre, nous allons montrer que I'énergie associée a la solution du systeme de
Timoshenko non linéaire a la présence d'un terme de retard qui est donné par :

( plgott(mvt) - K(pr + w)z(l‘,t) =0 ($’t> 6]07 1[X]07 OO[

p2tu(, 1) = bua(2,1) + K (02 + ) (2, 1)
Hpg1(Yu(2, 1) + paga(Pu(w,t = 7)) =0 (x,1) €]0,1[x]0.00]

(P)§ ©(0,2) = o(1,1) = ¢(0,£) = ¢(1,1) = 0 t €0+ o0
U(x,0) = Po(x),  Yu(x,0) = th(x) x €10, 1]
p(2,0) = @o(x),  @i(2,0) = ¢1(2) z €]0,1]
(e, t = 7) = folz, t =) (,1) €]0,1[x]0, 7],

ou 7 > 0 représente le terme de retard, p; et ps sont des nombres réels positifs et les données
initiales ¢q, @1, Yo, V1, fo appartiennent a un espace fonctionnel approprié, est décroissante,
de plus nous montrons l’existence globale de la solution de ce systeme.

Pour établir nos résultats, nous avons besoin des hypothéeses suivantes :

2.1 Hypotheses

(H1) ¢; :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :

il existe € ; ¢1; co > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de classe
CHRy) N C?(]0; +oc[) véfifie

H(0) =0 et H linéaire sur [0, €],

12
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ou bien

H'(0)=0et H' > 0 sur |0, €],
tels que
(2.1) cls| < gi(s)] < s si |s| > ¢,
(2.2) 24+ gi(s) < H ' (sgi(s)) si |s| <€

(H2) g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C'(R) telle que :
il existe c3,aq,000 > 0

(2.3) 195(5)] < cs,
(2.4) a1592(s) < Ga(s) < azsgi(s),

G = | ga(r)a,
et

(2.5) Qafly < Qi fl1.

2.2 Etude de la décroissance de I’énergie du probléeme
posé

Pour simplifier notre étude, on introduit, comme dans [36], la nouvelle variable z(z, p, t)
définie comme suit

(26) Z(l’,p,t) :wt(xat_Tp)a 1’6]0,1[, p€]071[7 t>0.
On déduit de (2.6, que
(2.7) T2(z, p,t) + 2,(z, p,t) =0, (x,t,p) €]0,1[x]0, 1[x]0, +oo].

Utilisant et (3.2), alors le probleme (P) prend la forme suivante

( plgptt(a%t) - K(QDQ; + ?/))z(%t) =0 (:L',t) 6]07 1[X]07 OO[
p2bu(,t) — bipuw (2, t) + K + ) (2, 1)
+u191(Ve(x, 1)) + poga(z(x, 1,8)) =0 (z,t) €]0,1[x]0, 00|
Tz(z, p,t) + 2,(z, p,t) =0 (x, p,t) €]0,1[x]0; 1[x]0, +00[
(P/) QO( ) ( ) 77/)(0,15) - ¢(17t) =0 te [O’_’_OO[
2(z,0,t) = @Z)t(x t) (x,t) €]0,1[x]0, +o0]
90(95 ) 900( ), eu(,0) = pi(x) z €]0, 1]
Y(x,0) = o(x), Yi(x,0) =11 () z €0, 1]
| 2(z,p,0) = folo,—pT (x,p) €]0,1[x]0, 1]

13



Etude de la décroissance de 1’énergie du probléeme posé 14

On peut donc définir la fonction de I’énergie associée a la solution du probleme (P’), comme
suit

Définition 2.2.1 La fonction de l’énergie associée a la solution (1, p,z) du probléeme (P’)
notée E, est définie sur [0,4o0[ par

B(t) = E(t, 2.,10) = / (0102 + pat? + K|pu + 02| + b2 }de

: / / Gole(,p. 1),

ou & est une constante positive vérifie

(2.8)

11—« -«
Tﬁbz( 1) << Tﬂl 2,U2.
(05} (0]

(2.9)

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant.

Lemme 2.2.1 Soit (p,,z) une solution du probléme (P’). La fonction de l’énergie E

définie par (3.10)), vérifie
E'(t) < — (Ml — = — [y / Vg1 (Ye)d

(2.10) _(ga u2<1_a1>) / 2(@,1,8)g2((2, 1,1))da
0.

IN

Preuve : Multipliant la premiere équation du probleme (P’) par ¢; et intégrant sur |0, 1],
on obtient :

1 1
(2.11) p1 / i (x, t) i (x, t)dr — K/ (e + U)u(z, t)ps(x, t)dx = 0,
0 0
et puisque
! 1d )
@i (2, )i, t)dr = >d SOt (z,t)dx,
0

alors, (2.11) devient

1d [!

1 1
(2.12) T (2, t)dx — K/ Oua (T, t)pr(z, t)da — K/ Up(z, )iz, t)dx = 0.
0 0 0

Une intégration par partie, nous donne
1 1
—K/ Oz (x, V)i (x, t)dr = K/ Ou(x, ) (x, t)da
0

(2.13)
th/ Kgox x,t)d

14
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de plus
1 1
(2.14) - K/ U (x, )iz, t)dr = K/ Y(x, )i (x, t)de.
0

De et - ), ’équation (2.12)) prend la forme :

1d ) ) !
(2.15) —— {plgot (x,t) + Koy (z, t)}dl‘ + K | Yz, t)p(x, t)dr = 0.

2dt 0 0

On multiplie la deuxieme équation du probleme (P’) par ¢y, et intégrant sur ]0, 1[, il vient :

pg/o @Dtt(m,t)wt(:v,t)dx—b/o @Z)M(x,t)zﬂt(x,t)qLK/o (pz + ) (x, )y (x, t)dz

(2.16) ! 1
+M1/0 Ye(x, )91 (e, t))dx + uz/o U(x,t)ga(z(x, 1,t))dx = 0.
D’une part . .
1d
pz/o Yy (z, )y (z,t)dr = 2di ; P2¢t2<$7t)dx

et d’autre part, une intégration par partie nous donne

[ o (s e — b / s s D

_1d

2
=% wa(:c, t)dx

De plus
1 1 1
K T 5 t 5 d :K T 5 t 5 d K 5 t y d
/0(g0 + V) (z, t)y(x, t)dx /(p (z, ), t)dw + /thw(a:t)x

—K/ gpzxt@mxtdzjtﬁ%/ K (x,t)d

De ce qui précede, I'équation ([2.16]) devient
1d
2dt J,
1 1
—i—m/ %(x,t)gﬂ%(x,t))d:z:—i—m/ Yy(x,t)ga(2(x, 1,t))dx = 0.
0

{patt@ )+ w2 t) + KO @) o4 K [ vntatiade o
(2.17) 0

La somme membre & membre de ) et - nous donne :

1
%% {mh(@,0) + pav(@,6) + Klpalw,t) + 0(@, O + by2(a,1) }da
(2.18) 0

— / (e, ) gn (0, 1) — oo / o, ) ga(x(x, 1, ) dz.

15
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Maintenant, on multiplie la troisieme équation du probleme (P’) par go(z(z, p,t)) et on
integre sur |0, 1[x]0, 1], il vient

L 1 1 1
57/0 /O gz(z(a?,p,t))zt(:c,,O,t)dpdx+§/O /O (s pt)ga(2(@, p, 1)) dpdz = 0,

ceci implique que

¢ / /Olzt@,p,t)gz@(x,p, dpdz =~ / / (20,02, p,6)) Az

1 1 d 1 1
5/0 \/[) Zt(ﬂf,p,t)gQ(Z(I,p,t))ddeIfa 0 /0 Gg(z(x,p,t))dpda:,

alors il vient

fdt/ / Go(z(z, p, t)dpdz :——/ / —Go(2(x, p,t))dpdx

T 0

= 5 Gz( (x,l,t))dx%—é/() Go(Y(z,t))dx

T Jo

il résulte

(2.19) 5%/0 /0 Gg(z(x,p,t))dpdx:—é/o Gg(z(x,l,t))dx—i-é/() Gao(Yy(z,t))dx

On somme membre & mombre les égalités (3.12)) et (2.19), nous obtenons

1
% (% / {plsof(x, t) + potpi (w,t) + K|z (,t) + ¢(x, t)|* + b2 (x, t)}dx
0

| 1 / (e, t))dpdx)

S / e, ) gn (e, 1) — o / (e, )gal2(z, 1, 1)) da
RS

T Jo

On déduit donc

Galer, 1, 1))+ & / Gt (. 1)) da

E'(t) = —ul/o Ui(x, ) g1 (Y (z, 1) )de — ug/o Uz, t)go(2(x, 1,t))dz
_é/o Gg(z(x,l,t))dx—i—g/o Go(Uy(x,t))dx

16
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On déduit donc, en particulier de (3.8)), que
3 ! ¢ [
E(t) < — (1 — >as) / il g1 (i, 1)) da —/ Ga(z(z, 1,1))de
0

T Jo
1
iz [ e Ogala(a 1)
0
Soit G% la fonction conjuguée de la fonction convexe G5 définie par

(2.21) G5(s) = sup (st — Ga(t)).

t€R+

Alors G5 est la transformée de Legendre de Gy (Voir Arnold [4], p. 61-62, et Lasiecka [14]),
qui est donné par

(2.20)

(2.22) G3(s) = s(Gy) 7 (s) = Ga[(G3) ' (s)], Vs = 0.
De , il vient
(2.23) st < Gh(s) + Ga(t), Vs, t >0,

et a partir de la définition de G5, on obtient

G5(s) = sg5 ' (5) — Galgs (),
alors

G3(g2(2(2,1,1))) = ga(2(x, 1,1))g5 " (92(2(x, 1,1)) — Ga(gy " (92(2(x, 1,1))))
(2.24) = z(z,1,t)go(2(2, 1,t)) — Ga(2(z, 1,1))
< (1 =)z, 1,1)g2(2(x, 1, 1)).
Par ailleurs, il résuite de (2.20)), (2.23)) et (2.24) que

E(1) < ~(m — o) / (e, (W, 1) — > / G (=, 1,1)))de
s [ (Galthla, ) + Gilan(e.1,0))ds
—<M1 — 5@2 — #2%) i Yi(x, t) g1 (P (2, t))da — é/0 Gy(2(x,1,1)))dx

+,u2/0 G5(g2(z(x,1,t)))dz.

D’apres et (3.3), il résulte finalement

1

E(t) < — (ul——oa 0a) |l )gr (il 1)) d
0

1
_(§ — po(1 — ) / 2(x, 1,t)g2(2(x, 1,t))dz
T 0
<0.

Le lemme est compléetement démontré. [ |
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2.3 Existence globale de la solution du probleme posé

Le résultat principal, dans ce chapitre, est le théoreme d’éxistence suivant :

Théoréme 2.3.1 On suppose que les hypothéses (H1) et (H2) sont réalisées. Alors, étant
donné les couples de données initiales

(0, 1), (Yo, ¥1) € (H*(0,1) N Hy(0,1)) x Hy (0, 1),
et fo € Hy((0,1); H(0,1)) qui vérifie la condition de compatibilité

f0<-70> - ¢1)

le probléme (P) admet une solution faible vérifiant

{ U, € L2 (—7,00; H*(0,1) N HE(0,1)), by, 1 € LS (—7,00; H}(0,1)),

loc

Yy, pu € Lis.(—T,00; L2(O, 1)).

Preuve
Durant toute la démonstration, on suppose que

®o, o € H* N Hy(0,1);1, ¥y € Hy(0,1) et fo € Hy((0,1), H'(0,1)).
On va employer la méthode de Galerkin pour construire une solution globale du probleme
(P).
Nous suivrons la méthode dans [I5] avec les changements nécessaires puisque notre probleme
est un systeme d’équations hyperboliques couplé.

Soit T" > 0 fixé et on note par Vi a l'espace engendré par la partie {wi;ws;...;wg} on
{wg, k € N} est une base de H* N H}.
Maintenant, nous définissons pour 1 < j < k la suite ¢;(x, p) par :

¢(x,0) = wj.
Alors, nous pouvons I'étendre & un élément de H* N H'((0,1); H'(0,1)) et notons par Z; a
I'espace engendré par {¢q; d2; .. .5 ¢}
On cherche alors {¢k, ¥x, 21}, K = 1,2,3,... solution approchée du probleme (P) sous la
forme

k k k
er(t) = Zlgjkwja Yi(t) = Zlgjkwju z,(t) = Zlhjk¢ja
J= J= J=
ou les gjk, gji €t hjr, 5 =1,2,...,k, étant a déterminer par les conditions :

( pl(gpg(t%wj) + K(Sokx(t)awjx) - K(wkx(t)>wj) =0,
P2 (), wy) + b(Yra(t), wia) + k((re + 1) (), wy) + pa (g (¥y), wy)
+p2(g2(26 (-, 1)), wy) = 0,
Zk(x7 0’t> = %(%t),
(T2t + 2kp, ;) = 0,
[ 1 <7<k,

(2.25)

18
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le systeme (22.25)) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est & compléter par les
conditions initiales :

k

(2.26) 0r(0) = por, = Z((po, w;)w; — po dans H?>N H) lorsque k — oo,
j=1
k
(2.27) 0 (0) = o1 = Z((pl, w;)w; — 1 dans  Hy lorsque k — oo,
j=1
k
(2.28) Yi(0) = o, = Z(z/zo,wj)wj — g dans H?N H; lorsque k — oo,
j=1
k
(2.29) (0) = g = Z(wl, w;)w; — ¥, dans  H) lorsque k — oo,
j=1
et
k
(2.30) zk(p,0) = zox = Z(f0,¢j)¢j — fo dans H}((0,1); H'(0,1)) lorsque k — oo.
j=1

D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles, on est assuré de
I'existence d’une solution de (2.25))-(2.30) dans un intervalle [0, ¢;] . Les estimations & priori
qui suivent montreront que t; =T

La premiere estimation :

On utilise le méme calcul comme dans la démonstration du Lemme (3.11]), on obtient,

t el
Byt [ [ i (vi)deds
(231) 0, /0
+a2/ / 2k(2, 1, 8) g2 (2k(, 1, 8))dads < Ei(0) < C,
0 Jo

ou

Ey(t) =

wll—t

1
| {oi? + o0+ Kl in + vt} o

—i—f/ / Go(zk(z, p, t))dpdz,

= p1 — —062 Moty et ag = §041 — p2(1 — o).
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Ces estimations nous permet de dire que la solution (py; 1¥y; 2 ) existe, de plus elle est globale
dans [0, 4o0].

De l'estimation ([2.31]), on obtient

(2.32) ©r, Y sont bornées dans L>(0,T; Hi(0,1)),

(2.33) @}, ¥, sont bornées dans L>°(0,T; L*(0,1)),

(2.34) U (1) g1 (W, (t)) est bornée dans  L'((0,1) x (0,7)),
(2.35) Go(zr(x, p,t))  est bornée dans L>(0,T; L*((0,1) x (0,1))),
(2.36) 2e(z,1,t)g2(2x(,1,1))  est bornée dans  L'((0,1) x (0,7)),
pour 1" > 0.

La deuxiéme estimation :

Tout d’abord, on estime les termes ¢} (0) et ¢/ (0). On multiplie la premiere et la deuxieme
équation dans ([2.25)) respectivement par g7 (t) et gj.(t), on les somme en j de 1 & k et
choisissant t = 0, il vient :

piller(0)ll2 < K ([l eorasll2 + [[¢orall2),

et
p2llVk (O)ll2 < blltonaal2 + K (lporell2 + [[Pokll2) + pallgr (Prx)ll2 + p2llg2(z06) l2-
D’aprés, (2.25)), (2.26) et (2.30), on a donc

ek (0)]2 < C.

Comme (g1 (¢11)k, (92(20%) )1 sont bornés dans L?(0, 1) d’aprés, (2.26)), (2.28)), (2.29) et (2.30)),
d’ou résulte que

[ (0)]|2 < C.
On dérive la premiere et la deuxieme équation dans ([2.25)) par rapport a ¢, on obtient
(2.37) (o1 (1) = K P (t) — Kty (8), w5) = 0,
et

(P27 (1) = b () + Kol (1) + K (8) + iy (1) g1 (5 (1))

2.38
(2:38) (1, ) gz, 1,6)), ;) = 0.
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Existence globale de la solution du probleme posé 21

On multiplie I'équation (2.37) par g7 () et 'équation (2.38) par g7 (t), on les somme en j
de 1 & k, il résulte que

1d
(2.39) ST (p1llfi(t)] K/ Ohow + Up)zondr = 0,

1d " 2 / 2 ! / / "
337 (IO +UIE) + K [ (el + viviaa
(2.40)

/ S, (W4(6))de + i / G0 2@ 1, g (s 1, ) dar = 0.

De méme, on dérive la quatrieme équation dans ([2.25)) par rapport a ¢, on obtient

(2.41) <ng(t) + agng, (bj) =0.

On multiplie (2.41]) par A, (t), 'on somme en j de 1 & k, il en résulte que

1 d 1d

(242) 5|4 O + 5 14015 =0,

On somme membre a membre les égalités (2.39)), (2.40]) et (2.42)), on obtient
(2.43)
1d
o7 <p1||90 O3+ pallWK IS + bllvke (D12 + Kl (P + L) I3 + Tll2( -, t)||%2((0,1)x(0,1))>

/ ¢"2 Vg (8))dx + = / |z (z,1,t)|*dr = — / ()2 (2, 1,8) gy (20, (2, 1, 1) )dx
ol

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young et (2.3), on obtient

1d
577 (PP O1Z + 2l (DI + BllvR: (D115 + Kl (Phe + L)1l + 7l20 - DllZa0.0)x00)

b [ OGO+ [ 0P < O
Intégrant la derniere inégalité sur [0, ¢], on obtient :
1
5 (PlHSO Oz + P2l K Oz + bl (03 + Kl (8) + i (B)I2 + 712k (-, -at)H%2((0,1)><(0,1))>
<e (mHsO’é(O)H% + pal [ (0)3 + DIl (0113 + K10 (0) + ¥R (O3 + 7ll2 (- -, O)H%?((O,l)x(o,l))) :
pour tout ¢ € [0, 77, il résulte que

(2.44) @,y sont bornés dans  L>°(0,T; L?),
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Existence globale de la solution du probleme posé 22

(2.45) @), sont bornés dans L>(0,T; H}),

(2.46) 2, est borné dans  L>(0,T; L*((0,1) x (0,1))).

La troisiéme estimation :

Remplacant w; par —w,,, dans la premiere et la deuxieme équation dans ([2.25)), aprés, en les
multipliant respectivement par g7 (t) et i (t), et sommant chacune en j de 1 a k, il vient :

1d !
0
1d ! .
(2.48)

/ [ ()20 (U (0)) e + o / W (8) 20 (2, 1, £)g) (2 (2, 1, £)) iz = 0.

On Remplace ¢; par —¢;,, dans la quatrieme équation dans (2.25), aprés, on la multiplie
par h;(t), et on somme en j de 1 a k, il vient :

1 d 1d

2
(2.49) 5l I+ 5

—llaka(t)]l3 =0

Sommant membre & membre les égalités (2.47)), (2.48)) et (2.49)), on obtient :

1d

§d—(plusozx<t>u§ )+ K pnan() + 10+ 7 Ol

/ |wkw | wk( ) d23+ / |Zk93 T, 1’t)| dr = _:u2/ bek:c ka(xa 17t>92(zk($’ 17t))d
+ 5 I O3

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young, et appliquant (2.3) , on obtient

1d
2dt

1 1
ul/o |¢Lm(t)l2gi(¢2(t))dw+0/o 2o (2,1, 6)Pd < |9, (0)]]3.

(P1||901m( Mz + o2l (N3 + Kl @han (8) + Yra ()1 + bllna (N3 + 7ll2ka (- -, t)llia<(o,1)x(o,1))>

Intégrant la derniere inégalité sur [0, ¢] et utilisant le Lemme de Gronwall, il vient donc :

pulloha (I3 + P2l (O3 + K| Pk (1) + Pra O] + bl a3 + T8 (s 017x 017
T (01 (O)13 + 219 (O)1B + K ot (0) + i (O + D (O)IB + 7110+ Ol a1 )
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Existence globale de la solution du probleme posé 23

pour tout t € R, et il résulte que

(2.50) @, Y sont bornés dans  L™(0,T; H* N Hy(0,1)),

(2.51) 2z, est borné dans L>°(0,T; Hy((0,1); L*(0,1))),

Appliquant le théoreme de Dunford-Petti, nous concluons de (2.32), (2.33), (2.34)), (2.35)),
(2.44), (2.45), (2.46), (2.50) et (2.51)), apres avoir remplacé les suites (@) ; (¥x) et (zx) par
une des sous-suites si nécessaire, il vient

o — ¢ faible étoile dans L>°(0,T; H> N Hy(0,1))
(2.52) o1

Yr — ¢ faible étoile dans L>(0,T; H? N HY(0,1)),

(2.53) o} — ¢ faible étoile dans L>°(0,T; Hg(0,1))
' Y, — ' faible étoile dans L>(0,T; Hy(0,1)),

(2.54)

o) — " faible étoile dans L*>(0,T; L*(0, 1))
! — )" faible étoile dans L*>(0,T; L*(0,1)),

g1(1},) — x faible étoile dans L*((0,1) x (0, 1)),

1)))
2(0,1))),
g2(zx(z,1,t) — X faible étoile L*((0,1) x (0,T)),

pour des fonctions appropriées ¢, ¢ € L>*(0,T; H* N Hy(0,1)); z € L>=(0,T; L*((0,1) x
(0,1))); x € L*((0,1) x (0,7)); A € L*((0,1) x (0,7)) pour tout T > 0. Nous devrons
montrer que (y;; z) est une solution de (P’).

Par ailleurs, il résuite en particulier de (2.32)) et (2.33]), que

(¢ )k est bornée dans L>(0,T; Hj (0,1
(¢} )x est bornée dans L*(0,T; H3(0,1)
(¥)x est bornée dans L>(0,T; L*(0,1)),
() est bornée dans L2(0,T; L*(0,1)),

donc en particulier que (¢},);, demeure dans un borné de H*(Q), ot Q = (0;1) x (0; 7).

Mais on sait que d’aprés le théoreme d’Aubin-Lions [25] que

1); L*(0,
1)L

Y

; A o) gl
(2.55) { 2z, — z faible étoile dans L*>(0, T’ HO((g,

2, — 2/ faible étoile dans L>°(0,T'; H}((0,

),
)

)

Iinjection H'(Q) — L*(Q) est compacte,
donc, on peut extraire une sous-suite (1),), de () telle que

Yl — 1 fort dans L*(Q).
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Existence globale de la solution du probleme posé 24

Donc

(2.56) Yl — 1)’ fort est presque partout L?*(Q).
De méme nous obtenons

(2.57) 2z, — z fort est presque pertout L*(Q).

On a besoin des résultats suivants

Lemme 2.3.1 Pour tout T > 0, gu(¥/(,.)) ; ¢2(=( 1,.)) € INQ) de plus, lg2(&/(, )lr i@
192(2(., 1, Nl < K, ot Ky est une constante indépendante de t.

Lemme 2.3.2
g1 (¥y) = g1(¥) dans L'((0,1) x (0,T)) et go(zx) — go(2) dans L'((0,1) x (0,T)).

On peut écrire donc
g1(¥}) = g1(¢") faible étoile dans L2(Q).

De méme, on a

g2(zx) — g2(2) faible étoile dans L*(Q).

Ceci implique que

T 1 T 1
(2.58) / / g1(Yy)v dx dt — / / g1(¢¥")v dx dt pour tout v € L*(0,T; Hy),
o Jo o Jo

T 1 T
(2.59) / / g2(zr)v dx dt — / / g2(2)v dx dt pour tout v € L*(0,T; Hy),
o Jo o Jo

lorsque k — oc.

Il en résulte a la fois de (2.52)), (2.53), (2.58)),(2.59) et (2.55)) que pour chaque u fixé, v fixé
dans L*(0,T; Hj(0,1)) et w € L*(0,T; Hy((0,1) x (0,1)))

T 1 T 1
/ / (10l — K (ore + tu)e)u d dt — / / (010" — K(pa + 1)) de dt,
0 0 0

/ / (P2t — Wkaa + K (Pra + i) + p191(¥y,) + p12g2(21))v da dt
— / / (P2 — Wbew + K (0o + 1) + 11101 (¥") + paga(z))v dz dt,

///T,Zk wda:dpdt—>///7’z+—zwdxdpdt
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25

lorsque k — o0o. On déduit donc,

T 1
/ / (0 = K (pa +)a)u da dt =0,
0 0

T 1
/0 /(; (/927#” - wam + K(Som + w) + H1g1 (w/) + ,UQQQ(Z))’U dr dt = O,

///TZ—I——zwdxdpdt—O

Alors, le probleme (P) admet une solution globale (p; ).
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Chapitre 3

Stabilité et I’existence globale de la
solution du systeme de Timoshenko a
la présence d’un terme de retard
variable

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a étudier la décroissance de 1’énergie et ’existence
globale de la solution du systeme de Timoshenko non linéaire avec un terme de retard variable
par rapport a la variable temps qui est de la forme suivante :

( prow(x,t) — K(pp + ) (z,t) =0 (x,t) €]0,1[x]0, +o0]
P2 (T, t) — s (2, ) + K (pz + ) (2, 1) + pu1 () g1 (i (, 1))
Fp2(t) g2 (Ye(2, t — 7(¢))) =0 (z,t) €]0, 1[x]0, +-00]
(P1) ¢ «(0,2) = ¢(1,1) =(0,t) = ¢(1,¢) =0 t € [0,+o0]
¥(x,0) = Po(x), Yi(x,0) =11(x) x €]0,1]
¢(x,0) = o), @i(z,0) = pi(z) z €]0,1]
Yi(z,t —7(0)) = folz,t —7(0)) (z,t) €]0,1[x]0, 7(0)[,

ou 7(t) > 0 représente le terme de retard et les données initiales g, 1, Yo, U1 et fo
appartiennent a un espace fonctionnel approprié.

Pour prouver nos résultats, nous avons besoin des hypotheses suivantes :

3.1 Hypotheses

(H1) 1 : R+ —]0, 00| est une fonction décroissante de classe C'(R+) satisfaisant
+oo
(3.1) / 1 (1)dr = oo,
0

(3.2) ()] < cpa (1)
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Hypotheses 27

f : R+ — R est une fonction de classe C'(R+), qui n’est pas nécessairement positive ou
monotone, telle que

(3.3) |2 (t)| < Bua(t),

(3.4) ()] < (D),
oul<pf<letc>0.
(H2) ¢; :R — R une fonction croissante continue sur R telle que :
il existe € ; ¢1; co > 0 et une fonction convexe et croissante H : R, — R, de classe
CHR ) N C?(]0; +o0[) véfifie
H(0) =0 et H linéaire sur [0, €],

ou bien

H'(0)=0et H" > 0 sur |0, €],
tels que
(3.5) als| <lgi(s)l S cals|]  si |s] > ¢,
(3.6) s*+gi(s) < H ' (squ(s)) si |s| <€,

g2 : R — R une fonction impaire croissante de classe C*(R) telle que :
il existe cg,aq,000 > 0

(3.7) 192(5)] < cs,
(3.8) a1592(s) < Ga(s) < azs91(s),

G = | go(r)dr,

et

(3.9) Qofly < Qipfig.

(H3) 7 est une fonction telle que

(3.10) e W2>([0, T]), VT >0,
(3.11) 0<71<7(t)<m, Vt>D0,

ou la constante d vérifie
(3.12) Pl <d<1, V>0

To et 71 sont deux constantes positives.
Le poids de dissipation et le retard vérifient :

ai (1 —d)
(3.13) < o —ad

27



Etude de la décroissance de 1’énergie du probléeme posé 28

3.2 Etude de la décroissance de I’énergie du probleme
posé

Pour simplifier notre étude, on introduit, comme dans [36], la nouvelle variable z(z, p, t)
définie comme suit

(3.14) 2(x, p,t) = U(x,t —7(t)p), =« €]0,1], p €]0,1], t > 0.
On déduit de , que
(3.15) () ze(z, p,t) + (1 = 7' (t)p)z,(x, p,t) =0, (z,t,p) €]0,1[x]0, 1[x]0, +o0.

Utilisant (3.14) et (3.15]), alors le probleme (Py) prend la forme suivante

(

pl@tt(xut) - K(Qow +¢)x( ) ( ) ]0 1[ ]O OO[
p2tit (2, 1) — bibs (2, 1) + K(SD )( t)
+p1 () g1 (Pe(x, ) + pa(t)ga(2(z,1,)) =0 (z,t) €]0, 1[x]0, 00|
T(t)ze(z, p, 1) + (1 = 7'(t)p)zp(z, p,t) = 0 (z, p, 1) €]0,1[x]0; 1[x]0, +o0]
(P2) ¢ ¢(0,t) = p(1,t) = ¢(0,1) = ¢(1,¢) =0 t €10, +o0]
2(x,0,t) = wt(x t) (x,t) €]0,1[x]0, +o0]
90(1‘70) 900( )v th(lv,O) ¥1 (ZL‘) oy 6]071[
Y(x,0) = to(z), ¥i(x,0) =1(z) z €]0,1]
[ 2(,p,0) = fo(z, —p7(0)) (z, p) €]0,1[x]0,1]

On peut donc définir la fonction de I’énergie associée a la solution du probleme (P2), comme
suit

Définition 3.2.1 La fonction de l’énergie associée a la solution (¥, v, z) du probléme (Ps2)
notée E, est définie sur [0,4o00| par

B(t) = E(t, 2, p,0) = / (0102 + po? + K + 02| + by }de

T t)/ / Go(z(w, p,t)dpdz,
0o Jo
& est une fonction telle que

(3.17) E(t) = Em(t),
ou & est une constante positive vérifie

ﬁ(l—O{l) — 1—0525
@1(1—d) <£< (6) '

(3.16)

(3.18)

Nous proposons d’établir le résultat suivant.
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Lemme 3.2.1 Soit (p,v,z) une solution du probléme (P3). La fonction de l'énergie E
définie par (3.16), vérifie

E'(t) < —pa(t) <1 — oy — 5042> /01 Vig1 () dx

(319 () (&0 = 7)o = 51— ) [ 2o 1 (1.0

<0.

Preuve : Multipliant la premiere équation du probleme (P2) par ¢; et intégrant sur |0, 1],
on obtient :

1 1
(3.20) Pl/ o, t) oy, t)dr — K/ (02 + ), t)pi(x, t)dx = 0,
0 0
et puisque
1 1 d 1
/ @i (2, )i, t)dr = 2 o; (z, t)dz,
0 t Jo

alors, (3.20) devient

1d

1 1 1
3.21 —— 2, t)dr — K wa(@, Oz, t)de — K o2, )z, t)dr = 0.
B2 5% [ dand =K [ pn@iand = K [ e ot

Une intégration par partie, nous donne

1 1
K / oual, Dpr(z, e = K / (@, ) pral, t)d
0 0

(3.22) )
_1d / Kz, t)d
24t J, Pald LJEE,
de plus
1 1
(3.23) K [ e daetde =K [ oo tou(s. s
0 0
De (3.22) et (3.23)), 'équation (3.21]) prend la forme :
1d 1 1
(3.24) o7 {plgof(x,t) + K2 (, t)}dx — K/ Y(z, t) oz, t)de = 0.
0 0

On multiplie la deuxiéme équation du probleme (Py) par ¢, et intégrant sur |0, 1], il vient :

p2 | Yu(x, )z, t)de —b | Ype(x, )0z, t) + K | (0o + ) (2, ) (x, t)dx
(3.25) /0 /0 /0

n(t) / (e, g1 (o, ) + pn(2) / (e, £)ga((z, 1, £))d = 0.
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D’une part

1d 9
/ Yz, t))(x, t)de = 5& ,OQT,Dt (z,t)dx

et d’autre part, une intégration par partie nous donne

1 1
b /0 b, () = b / a2, a2, 1)

_1d

2
=3n b@bm(m, t)dx

De plus
1 1 1
K x ,t t ,td :K T ,t t ,td K ,t t ,td
| i@ intends =5 [ patie i+ K [ oeou.od

—K/ cpth)ﬂ)txtdx—det/K@D (x,t)d

De ce qui précede, 1'équation ([3.25)) devient
1d
2dt J,
1 1
+u1(t)/ wt(x,t)gl(wt(x,t))d:c—i—ug(t)/ Yy(x,t)ga(2(x, 1,t))dx = 0.
0 0

{pavta )+ w2ty + KO @) o4 K [ vnlantiade o
(3.26) 0

La somme membre & membre de (3.24) et (3.26) nous donne :
Ld
24t J,
1 1
= —m(t)/ l/Jt(x»t)gl(@ﬁt(fCat))dm—M2(t)/ Ui(x, 1) g2 (2(, 1, 1))dx.
0 0

1
{plgof(x, t) + poi(z,t) + Koo (z,t) + (2, t)|* + b2 (x, t)}da:
(3.27)

Maintenant, on multiplie la troisieme équation du probleme (P3) par £(t)g2(2(x, p,t)) et on
integre sur |0, 1[x]0, 1], il vient

f(t)T(t) 92(2(x7p7 t))zt(x’pa t)dpdx
- b

/ / (1—7'(¢ Gg( (x,p,t))dpdz,

par conséquent

d
—(&O)7(1)

(3.29) al /0
+E()7'(
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De (3.28), I'égalité (3.29) devient

//G2 xptdpdx:( //Gg (x,p,t))dpdx
(3.30) / / z(z, p, t))dpdz

_é(t)/o /o ' (t)p )8 Go(z(z, p,t))dpdz.

(1 - T/(t)p)angQ(ZQT,p, t)) - T/<t>G2(Z(.T, P t)) + gp(l - T/<t)p>G2(Z(ZL’, P t)),

alors (3.30) devient

//Gg 2(x, p,t) dpda: = //G2 z(x, p,t))dpdx
(3.31)

+E(t) T ()/ Ga(z(x,1,t))dx + &(t )/ (Ga(2(2,0,t)) — Ga(2(z, 1,t))) dx.

0
On somme membre & membre les deux égalités (3.27)), (3.31]) il vient

4L / 1 {2 (e,6) + 0203, 1) + Klipulr,0) + 0, O + 00, ) }d

//Gg 2(o.p,0))dpdz) = —pn(t /wt:ctglwtwt
(3.32)
— ot /1/thtgg((x1t Ydz + &'(t //Gg (x,p,t))dpdx

+E(t)T'(t )/O Ga(z(x,1,t))dx + &(t )/ (Ga(2(2,0,t)) — Ga(2(x, 1,1))) da.

0
On déduit donc

Bt) = —m) / bugr () — () / bl )ga(=(e, 1, 1))
—i{(t)T’(t)/O Gg(z(x,l,t))d:c—l—ﬁ(t)/o (Go(2(2,0,t) — Go(2(x,1,1)))dx
Le(tyr() / / Go(=(, p. 1)) dadp,

en utilisant I'inégalité de Young, on obtient

//Gz z(x, p,t dxdp<a2£ // 2(z, p,t)g1(2(z, p,t))dxp
{// (x,p,t dzdp—l—//glxp, da:dp}

\) I

31



Etude de la décroissance de 1’énergie du probléeme posé 32

et d’apres (3.8)), on a,

B(0) < ~(1(t) ~ aat(t) | wr(ant)n (0o )
(3.33) 0

1 1

“1alt) [ (e t)galee 1 )ds — O - 7(0) [ Gal(a.1.0)do
0 0

Soit G% la fonction conjuguée de la fonction convexe G5 définie par

(3.34) G5(s) = sup (st — Go(t)).

teR4

Alors G% est la transformée de Legendre de G5 (Voir Arnold [4], p. 61-62, et Lasiecka [14]),
qui est donné par

(3.35) G3(s) = 5(G3) 7 (s) = Ga[(Gy) ' (s)], Vs > 0.
De , il vient
(3.36) st < Gh(s) + Ga(t), Vs, t >0,

et a partir de la définition de G4, on obtient

G5(s) = sg5 ' (5) — Galgs (),
alors

G3(ga2(2(,1,1))) = ga(2(x, 1,1)) g5 (92(2(x, 1,1))) — Ga(gz ' (g2(2(2, 1,1))))
(3.37) = z(x,1,t)g2(2(2, 1,t)) — Go(2(z, 1,1))
< (1 - a1)2<£L‘, 1vt)92(z(x> 17t>>

De (B.36), I'inégalité devient
1
B(1) < ~(n(0) = 0a€(®)) [ tnlo. (o)
1

(3.39) Hia(0)] [ (Galtnlant) + Gslaale(e. 1,1)) ) da

‘ 1

—{’(t)(l — T’(t)) / Go(z(x, 1,t))dz.
0

On utilise , I'inégalité et prend la forme

B0 < ~(1n(0) ~ as6(t)~ ate) [ e, s ont, )

(3.39)
— (0 = T @)ar = (1 = an)lpat)]) / (.1, 0)2(2(, 1,1)) o
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Finalement, (3.39) d’apres (3.3)), (3.17) et (3.18]) devient
1
B0 < ~n(0)(1 € - ) [ wngn(uds
0
1
(@) (€0 = @) - 51— ) [ 2(a L Oga(e(e, 1)
0
<0.
Le lemme est completement démontré. |

3.3 Existence Globale de la Solution

Le résultat principal, dans ce chapitre, est le théoreme d’éxistence suivant :

Théoréme 3.3.1 On suppose que les hypothéses (H1),(H2) et (H3) sont réalisées. Alors,
étant donné les couples de données initiales

(€0, 1), (o, %) € (H*(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1),
et fo € Hy((0,1); H(0,1)) qui vérifie la condition de compatibilité
f0<'7 O) = wh

le probléme (P) admet une solution faible vérifiant

¥, € LS (—7,00; H2(0,1) N H(0,1)), 1y, 0 € L2(—7, 00; H}(0,1)),
wtta Qott S L?(?C(_T7 (SN L2(Oa 1))

Dans toute la suite, on suppose que
o, o € H? N Hy(0;1); 01, ¢1 € Hy(0;1) et fo € Hy((0;1), H'(0;1)).

On va appliquer la méthode de Galerkin pour construire une solution globale du probleme
(P1).

Soit T" > 0 fixé et on note par Vi a l'espace engendré par la partie {wi;ws;...;wg} ou
{wg, k € N} est une base de H? N H.

Maintenant, nous définissons pour 1 < j < k la suite ¢;(x, p) par :

¢j(x,0) = wj.

Alors, nous pouvons prolonger la suite ¢;(z,0) a la suite ¢;(z, p) de H*NH'((0,1); H*(0,1))
et notons par 7 a l'espace engendré par {¢1; ¢o;...; Ok}
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On cherche alors {¢k, ¥r, 21}, £ = 1,2,3, ... solution approchée du probleme (P3) sous la

forme
k

k k
er(t) = ;gjkwj, Uk(t) = 2o giwwy,  z(t) = ;hﬂc%

Ou les gji, gji et hjx, 7 =1,2,...,k, étant a déterminer par les conditions :

([ p1(P(t), wi) + K (@ra(t), win) — K (Pra(t), ws) = 0,
p2(Vi (t), w5) = b(Yra (), win) + k((re + Vr)(t), ws) + pa () (91(¥,), wy),
+u2(t)(g2(2 (-, 1)), wy) = 0,
zk(x,O,t) %(93 t)a
(T(®)zre + (1 = 7' (1)p) 28ps $5) = 0,
(1< <k,

(3.40)

Le systeme (3.40]) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est a compléter par les
conditions initiales :

k
(3.41) ©0e(0) = o, = Z(gpo, w;)w; — o dans H*N Hy lorsque k — oo,
j=1
k
(3.42) 0 (0) = o1 = Z(gpl, w;)w; — 1 dans  Hy lorsque k — oo,
j=1
k
(3.43) Ye(0) = tor = > (Yo, wj)w; — b dans H>NHy lorsque k — oo,
j=1
k
(3.44) (0) = g = Z(wl, w;)w; — ¥, dans H) lorsque k — oo,
j=1
et
k
(3.45) z(p,0) = zo = Z(fo,gbj)gbj — fo dans H}((0,1); H(0,1)) lorsque k — oo.
j=1

D’apres les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles, on est assuré de
'existence d’une solution de ([3.40)-(3.45)) dans un intervalle [0, ;] . Les estimations a priori
qui suivent montreront que t, =T
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La premiere estimation :
On utilise le méme calcul comme dans la démonstration du Lemme (3.19)), on obtient,

B0+ [ [ ot

(3.46) t 1
+/0 /0 as(s)zk(z, 1,t)g2(2k(x, 1, 5))deds < E,(0) < C,

ou

1
0 1 1

+§(t)7(t)/0 i Go(zk(z, p,t))dpdz,
a(t) = (D)1= 0t = Bal®)) et aslt) = pu(®)E1L— 7' (B)as — AL — ).

Ces estimations nous permet de dire que la solution (g, ¥y, z) existe, de plus elle est globale
dans [0, 4+-o0].
De l'estimation (3.46[), on obtient

(3.47) @k, Vi sont bornées dans  L>(0,T; H}(0, 1)),

(3.48) ©., U}, sont bornées dans  L>(0,T; L*(0, 1)),

(3.49) Ur (t) g1 (1. (t)) sont bornées dans  L'((0,1) x (0,7)),
(3.50) Go(zr(x, p, t)) sont bornées dans L>°(0,T; L*((0,1) x (0,1))),
(3.51) p1(t)zi(z,1,1) g2 (21 (2, 1,1))sont bornées dans L'((0,1) x (0,7)),
pour 1" > 0.

La deuxiéme estimation :

Tout d’abord, on estime les termes ¢} (0) et 17 (0). On multiplie la premiere et la deuxieme
équation dans (3.40) respectivement par gj,(t) et gj,(t), on les somme en j de 1 a k et
choisissant ¢ = 0, il vient :

Pl (0)ll2 < K(llokazll2 + 1Yok l2),
et
P2l (0)ll2 < bllYorazll2 + K (lorel2 + [[Yorll2) + 11 (0) g1 (1x) |2 + 12(0) || g2(2or) ||2-

D'aprés, (8:41), (3:43) , on a donc
Il (02 < C.
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Comme (g1 (11%)x, (92(20%))x sont bornés dans L?(0, 1) d’aprés (3.41)), (3.43) d’ou résulte que
[¥5(0)[|2 < C.

On dérive la premiere et la deuxieme équation dans ([3.40) par rapport a ¢, on obtient

(3.52) (P16k (1) = K Pl () — Khpp (), w5) = 0,

et

a3y (O = W (0) 4 Kelu0) + KUL(0) + i (091 (U4(0) + m(U O, (04(0)
. +#2(t)92(zk(1‘7 17t>) + #Q(t)z;c(xa 17t>gé(zk($v 1’ t))>wj) = 0.

On multiplie I'équation (3.52) par g7 () et 'équation (3.53)) par g3 (t), on les somme en j
de 1 a k, il résulte que

1d
(359 5 (I0I8) = K [ (el ol =0,
1d
55 (IO + Bl (OIF) + K / (o + Wt
(3.59) / S On A + o) [ OO

+M2 /wk g2 Zk(x717t))dx+/1’2 /1/} x,l,t)gQ(zk(a:,l,t))d = 0.

De méme, on dérive la quatrieme équation dans (3.40]) par rapport a ¢, on obtient

() N oy T 0,
(3.56) (<1—T’(t)p> 2. (t) + 7 —T’(t)pzk(t>+ 8pzk’¢J) =0.
On multiplie par i (t), 'on somme en j de 1 a k, il en résulte que
0 Y LT Ld o
350 (10 ) 140 + 5 SIAOIR + 5 2O =0
D’ou
1 )\, . 1d 7(t) A N B
359 5 (1ot ) IO+ 5 (e IO + 50l =0

En intégrant sur ]0,1[, on obtient :

L@ Y g 1d 0 o
(3.59) 2/0 <1—7"(t)p> | k( )||2dp+ 2dt (—1—7’(t)p|| k(t)||2) dp

1
+§sz<x, LOIE = 51O,
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On somme membre & membre les égalités (3.54)), (3.55)) et (3.59)), on obtient

1d
T (plllso O3+ pallWE )3 + bllvke (D115 + KN (e + U2) (0)113

[0 >HL201dp)+m / e

_7-’

/ (@, 1,8)Bdz = —d) (¢ / W2 (1) g, (L (1) )

_MQ(t) 1/%( ) (w717t>92(zk(‘r’1’t))d

+

(3.60)

1
+ 15 (1) R (0)g2(zi(w, 1, 1))dw + QIWZ(-J)!@

O Y i
2 Jo \1—="1(t)p

On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz , Young et (3.7]) devient

1d / /
522 (PUIEDIE + pol W) + Bl ()1 + Kl + w0 (O3

1
T(t
# [ T Dlinde) + 0 [ OG0
1 1
t
ve [T 0P < OB+ [ SOl de
SO [ ol Dl + 0] [ 12 Oloacliz. 1,0

Maintenant, nous estimons les deux derniers termes de I'inégalité précédente, il vient

[ 1Ol
=32 / WROFde + 3 / 91 (W (1)

2 1 / 2
<5 [ whora 3, P s g /Wml(wk(t))l &
/ () o + ¢ /wkmwk( ) (V4 (0))do + = / H () an (64(0)))

<3 [ i+ [ O e ( A w;(t)glw;(tmdw)
<3 [ 1tras e O SO RNy RO RO
<3 [ torasenm e [ lonmione
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par conséquent

| (2 \/ R Ogr (U (0))ldw < cllpR@)I1° + |y ()1 H™ (1) + C”\//l(t)!/O (Vk(£)g1 (i (1)) dax
< kO + ¢l (O1H*(1) + " (= E).

De (3.7) ( |g2(s)] < c|s|, Vs € R) ,on obtient

/w g (2, 1, 1)) lda < & /w Pde + /192 s 1,1)da
0

1
< 2/ (t)] d:z:—i—c/ |2k (2, 1,8) g2 (2k(x, 1, 1)) |dz.
0

DO | —

Par conséquent

1

()] / ) g2 (2w, 1, )]z < el (®)]2 + ()| / vl 1, ) galznle, 1,£))da
< DIP + ¢ (~E).

Donc, on obtient

1d
2dt

+f %Hz;(r POl oo )+ (0) [ OO0

U :
ve [ bt 0P de < OB+ [ T o+ B + D11,

En intégrant la derniere inégalité sur [0, t] et utilisant Lemme de Gronwall, on obtient

(pl||90 O3+ pallWK @3 + bllvke (B)1I3 + KNl (e + U3) (0113

1d
3.3t (PISLOIE + OO + 1AL OIR + Kok + )OI

—l—/liﬂz'( P t)||32 dp) —|—eCt/t/1\z’(3: 1,t)|*dxds
o 1="'(t)p B S5 LRGN o Jo R

By < PIAOI + MO+ L0+ KAL) + L)
o [ Wl + / o I Ol

7(s)
# [ [ Sk ot + a(EO) + e 0)
Pour tout ¢ € [0, 7] et il résulte que

(3.62) o,y est borné dans  L™(0,T; L?),

(3.63) @), 1), est borné dans  L>(0,T; Hy),
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(3.64) 7(t)z), est borné dans L>(0,T; L*((0,1) x (0, 1)),

La troisieme estimation :
Remplacant w; par —w,,, dans la premiere et la deuxieme équation dans ((3.40)), aprés, en les
multipliant respectivement par g;;(t) et g;x(t), et sommant chacune en j de 1 a k, il vient :

1d

(3.65) Sd (

plldhall?) + K / (he + U)o =

1 d

(3.66)
+,u1 / |¢kx | ¢k( ))de’ + M2 / 1%0 Zk$($= L, t)g2<zk<'r7 L, t))d =0.

On Remplace ¢; par —¢;,, dans la quatrieme équation dans , aprés, on la multiplie
par hji(t), et on somme en j de 1 & k, il vient :

360 g5 (o) = 5 (770 ) Vsl + 5l =0

En intégrant la derniere égalité sur [0, 1], on en déduit que

1d [* 7(t) 9
5@/0 [TW||ZM(-,PJ)||L2(0,1)] dp

sos (1—(—%}) ks, oy + 12k 1, Doy

1

Sommant membre & membre les égalités (3.65)), (3.66) et (3.68]), on obtient :

2dt

n / et O o o) [ k0Pt ko)

1
2 [ oo 0P = @) [ 0500, Oghar( 1,0
0 0
I T(t ' 1, .,
i3 [ (50 ) et 013+ Sk 01

2 =7 (t)p
On utilise les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young et , on obtient

1d
[p1||90ka:(t)||2 + p2l[ha (D112 + K llorow () + ra (I + bllvorws ()13

(3.69)

1d
[m!lsokx(t)\lg + 2l [ha (D113 + K koo () + ra() I + bllvoras ()13

2dt
1
3.70 i z (- 2 d } / 2 1/ d
(3.70) +/0 11_7,(t)p||zk (- 2 Oy 0,1)dp +M1(i)/07(1§;x(t)| gL(VL(t))dx
+c/0 |2k (2, 1, 1) Pdac gcf||¢;w(t)||§+c~/0 T/(ﬂp“zm(.,p,t)ngdp.
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En intégrant la derniere inégalité sur [0, t] , nous concluons que

mHsol?m(t)H% + 2|t (D13 + Kl @rea(t) + Yaa (11 + 0l ¥onaa (6)13
7(1) 2
+/0 T/(t)puzkx('7p>t)HLg(O,l)dp

< e (pr i O3 + P2l O + Kl as(0) + Ve 0P

' 7(0) 2
+0||Vkax (0)]|3 +/0 ?,(O)pllzkz(-,p, O)‘|L2((0,1)x(0,1))d0>7

(3.71)

pour tout t € RT, et il résulte que

(3.72) ¢, ¥ sont bornés dans  L>(0,T; H* N Hy(0,1)),

(3.73) 2z, est borné dans  L™(0,T; Hy((0,1), L*(0,1)),

En appliquant le théoreme de Dunford-Petti, nous concluons de (3.47)), (3.48)), (3.49), (3.50),
(3.51)), (3.62)),(3.63),(3.72)) et(3.73), apres avoir remplacé les suites @y ; ¥y et zp par une
sous-suites si nécessaire, il vient

(3.74) { or — ¢ faible étoile dans L*°(0,7T; H> N H,(0,1))
' 0,1

Yr — ¢ faible étoile dans L*>(0,T; H> N H(0,1)),

o — ¢ faible étoile dans L>°(0,T; H}(0,1))

Y, — ' faible étoile dans L>(0,T; Hj(0,1))

(3.75) o — " faible étoile dans L>°(0,T; L*(0,1))
i — 1" faible étoile dans L*>(0,T; L*(0,1))

g1(¥,) — x faible étoile dans L2((0,1) x (0,1); u1(¢)),

(3.76) 2 — 2 faible étoile dans L>(0,T; H'((0,1); L*(0,1)))
' 2, — 2’ faible étoile dans L>°(0,T; H'((0,1); L*(0,1))),
g2(zr(x, 1,t) — X faible étoile dans L*((0,1) x (0,T); u1(t)).
Pour des fonctions appropriées o,v € L>(0,T; H?> N Hi(0,1)); 2z € L>(0,T;L*((0,1) x
(0,1))); x € L*((0,1) x (0,T); w1 (¢)); A € L*((0,1) x (0,T); 1 (t)) (espace des fonctions de
carré integrable avec le poid py(t)), pour tout 7' > 0. Nous devrons montrer que (p;); z) est
une solution de (P3).

Par ailleurs, il résuite en particulier de (3.49)) et (3.50)), que

(¢}, )x est bornée dans L>(0,T; Hy(0,1)),
(¢, )x est bornée dans L?(0,T; H(0,1)),
(¥)x est bornée dans L>(0,T; L*(0,1)),
(¢¥)x est bornée dans L?(0,T; L*(0,1)).
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Donc en particulier que (¢},);, demeure dans un borné de H'(Q), ou Q = (0,1) x (0, 7).

Mais on sait que d’aprés le théoreme d’Aubin-Lions [25] que

injection H'(Q) — L*(Q) est compacte,
Donc, on peut extraire une sous-suite (1, ), de (1) telle que

Yl — ' fort dans L*(Q).

Donc
(3.77) ! — 1’ fort est presque partout L*(Q).
De méme nous obtenons
(3.78) 2z, — z fort est presque pertout L*(Q).

On a besoin des résultats suivants

Lemme 3.3.1 Pour chaque T > 0, g1(/(,.)) ; 2(2(1,.)) € LXQ) et [lga('(, Dllisiy -
192(2(., 1, )|l @) < K, ot Ky est une constante indépendante de t.

Lemme 3.3.2
g1(¥1) = (@) € L((0,1) x (0,T); i (1)) et ga(zr) — ga(2) € L'((0,1) x (0,T); pua (1))

Donc
g1(1}.) — g1(3) faible étoile dans L*(Q; pu1(t)).

De méme, on a
ga(2x) — g2(2) faible étoile dans L*(Q; pu1(t)).

Ceci implique que
(3.79)

T 1 T 1
| [ matie s [* [ @y dadt pous vout v € 20,7 s (1),
0 0 0 0

T 1 T 1
(3.80) /o /0 g2(zr)vdz dt — /0 /0 g2(2)v dx dt pour tout v € L*(0,T; Hy; 1 (t)).

Il en résulte a la fois de (3.73)), (3.74)), (3.79)),(3.80) et (3.75) que pour chaque u fixé, v fixé
dans L*(0,T; H}(0,1); uy(t)) et w € L*(0,T; Hy(0,1) x (0,1); py (1))

T 1 T 1
/ / (Pl — K (o + o) da dt — / / (1t — K (s + ) de dt,
0 0 0 0
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/ / (P2 — bre + K (Ore + 1) + 11191 (V) + p2ge(zr))v da dt
—+/ [0t = bt K )+ a0 + sl

[ [ [eo %+1TU)§%w®®ﬁ%/ // (0" +(1-7 () -2 do dp e,

lorsque k£ — o0o. On déduit donc,

T 1
/0 /0 (P — K(pz + 1)) u do dt =0,

T 1
/ / (P2 — by + K (s + ) + 191 (V') + p2g2(2))v da dt = 0,

/ / / (1-7 (t)p)a%z)w dz dp dt = 0.

Alors, le probleme (P;) admet une solution globale (¢; ).
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