MINISTERE DE L ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS DE MOSTAGANEM
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET DE L' INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

ABDELHAMID
IBEN BADIS

MEMOIRE
Master Académique
pour obtenir le diplome de Master délivré par
Université de Mostaganem
Spécialité “Modélisation, Controle et Optimisation”
présenté et soutenu publiquement par
Mlle BELKACEMI DjAMILA

le 26 Juin 2019

Controle et Région de Stabilité des Systemes Singuliers Positifs
Perturbés en Temps Continu

Encadeur : BOUAGADA DJILLALI PROFESSEUR (UNIVERSITE DE MOSTAGANEM, ALGERIE)

Jury
Mr.GHEZZAR Mohammed Amine., M.C.B Président (Université de Mostaganem, Algérie)

Mme.KAISSERLI Zineb., M.C.B Examinatrice (Université de Mostaganem, Algérie

LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET DE L'INFORMATIQUE (FSEI)
Chemin des Crétes (Ex-INES), 27000 Mostaganem, Algérie



Remerciements

Tout d’abord, je remercie le Dieu,mon créateur de m’avoir donner la force, la volonté
et le courage afin d’accomplir ce modeste travail.

Mes remerciements vont a mon encadreur Monsieur BOUAGADA Dijillali, pour toute sa
gentillesse, pour ses précieux conseils et pour sa patience avec moi.

Je remercie également les professeurs Monsieur GHEZZAR Mohammed Amine d’avoir
accepter de présider le jury ainsi que KAISSERLI Zineb de m’avoir aussi fait I’'honneur
d’examiner ce modeste travail.

Un grand merci a tout ceux qui m’ont aidé dans mon travail tres spécialement Madame
LAHMAR Naima, Mademoiselle HAMMOU MAAMAR et ma camarade Mademoiselle BE-
RILHA Amel.

Mes remerciements vont de méme au corps professoral et administratif de la faculté Ma-
thématique et Informatique, pour la richesse et la qualité de leur enseignement et qui
déploient de grands efforts pour assure a leurs étudiants une formation actualisée.

Finalement, je tiens a exprimer ma profonde gratitude a ma famille qui m’ont toujours
soutenues.



Table des matieres

Remerciements

Introduction

1 Notions de base sur la théorie des matrices
1 Matrices non-négatives,positives etde Metzler . ... ... ... ... .. ..
2  Matricesmonomiales . . .. . ... ... e
3 Réponse de systemes linéaires singuliers en temps continu . . .. ... ...

2 Systemes positifs

1 Conditiondepositivité . . . . . . . .. . ... e
2 Positivité des systéemes linéaires . . . .. ... ... ... ... . . . 0.,

3 Stabilité des systemes linéaires positifs
1 Stabilité Asymptotique . . . . . . . ...
2 Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov: . ... .. ... .........

4 Systemes positifs perturbés

1 Cas standard
2 Cassingulier

5 Conclusion

N N o a

13
13
14

18
18
20

24
24
26

29



Introduction

L'analyse de la stabilité est une étape nécessaire pour I’étude du fonctionnement des
systemes qu'’ils soient physiques, économiques, électroniques, etc... ; et qui a fait 'objet
de nombreuses recherches depuis la fin du XIXeme siecle et c’est pour cette raison que
le développement des méthodes mathématiques reste toujours nécessaire pour la réso-
lution des problémes compliqués posés par les différents domaines de la science.

La définition standard de la stabilité de systemes linéaires exige la convergence de la
solution vers zéro pour une condition initiale arbitraire; la seconde équivalente définition
est caractérisée par les conditions nécessaires et suffisantes en termes de racines de poly-
nome caractéristique. Une autre variante pour tester la stabilité asymptotique est donnée
par A. Lyapunov. D’autres certificats garantissant la stabilité asymptotique ont été déri-
vés par [4] et [5], en utilisant I'outil LMI qui veut dire en anglais : Linear Matrix Inequalities
et en francais IML : Inégalité Matricielle Linéaire.

Nous considérons dans ce projet deux classes de systemes, la premiere dite classe de
systemes singuliers linéaires et la seconde classe est celle des systémes perturbés. Ils sont
d’'un grand intérét pour modéliser de nombreux procédés pratiques comme leurs ho-
mologues les systemes standards linéaires. Notons que ces derniers se rencontrent dans
I'étude des systemes interconnectés, les réseaux électriques, la robotique, plus généra-
lement les structures mécaniques et I'automatisation des procédés industriels. A I'instar
des modeéles standards, I’étude de la stabilité des systemes singuliers est importante pour
comprendre le comportement transitoire du systeme, en particulier la stabilité asymp-
totique. Contrairement au cas non singulier, la localisation des valeurs propres finies du
faisceau singulier est insuffisante pour caractériser la stabilité (lorsque det(E) est non nul),
d’autres propriétés doivent étre vérifiées. Nous nous intéressons en parallele a la solvabi-
lité (qui veut dire I’existence d'une solution unique du modele d’état perturbé ou non) et
a la stabilité par I'approche LMI a la Lyapunov. L utilisation de ces nouveaux outils parait
donc intéressante dans des domaines ol des performances séveres sont requises, dans le
milieu industriel notamment. Nous attaquerons la recherche de solutions comme étudiée
dans [4] et [5]; L'outil produit de Kronecker est donc utilisé pour tester par la méthode de
Lyapunov la stabilité des deux classes citées.

L objectif de ce mémoire est cependant d’étudier la stabilité de systemes singuliers a ma-
trices non négatives perturbées. Ces derniers sont d'une grande importance en pratique
puisque la propriété de positivité apparait dans de nombreuses applications numériques
ou dans la nature (en physique, ou chimique,...).

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit : Le premier chapitre est consa-
cré a la présentation de quelques rappels de notions de bases sur la théorie de matrices
telles que ces notions ont de grandes utilités par la suite.
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Dans le second chapitre nous donnons aussi quelques définitions des systémes positifs.
Dans le troisieme chapitre, nous testerons la stabilité de systemes singuliers en temps
continu, en se basant sur la théorie de Lyapunov.

Dans le dernier et quatrieme chapitre nous considérons le probleme qui nous intéresse
c’est a dire le probleme de la perturbation de ces systemes.

A la fin nous terminerons notre travail par une conclusion qui couvre tous ce que nous
avons réalisé dans ce mémoire.



Chapitre 1

Notions de base sur la théorie des
matrices

Dans cette premiere partie introductive, nous présentons la théorie générale de ma-
trices particulieres telles les matrices non-négatives,Les matrices de Metzler ou encore les
matrices monomiales. Nous nous basons pour ce faire sur [1],[2],[6] et [7].

1 Matrices non-négatives,positives et de Metzler

Soient A = (a; f)ij € R™™ des matrices a coefficients réels. Par la suite notons I, la

matrice identité d’ordre n ou plus brievement I, AT la transposée d'une matrice A, n I'en-
semble des n premiers entiers naturels, 1,2,.....,71.

Définition 1.1 (Matrice non-négative) Soit la matrice A € R™"*™, elle est appelée non-négative

siVien, Vjem: a;j=0,autrementdittoutes ses entrées sont non-négatives. Nous no-
terons une telle matrice par : A€ R}*™

Exemple 1.1 La matrice

[S2BNeIN|
(=l =lNe)]

est une matrice non-négative.

Définition 1.2 « A est une matrice positive si A est non-négativeet3ke n,3le m: a2
0, c’est a dire : toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée (stricte-
ment)positive. Nous noterons une telle matrice par : A> 0

A est une matrice strictement positive siVi € n,Vj € m: a;; > 0, i.e toutes ses entrées
sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice par : A >> 0.
Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de dimension
n,n = 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positive a >> 0 coin-
cide avec a > 0.

* A est une matrice de Metzler si :Vie n,Vje m,i # j:a;j = 0. ie toutes ses entrées hors
diagonale sont non-négatives.



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THEORIE DES MATRICES

Exemple 1.2
-1 0 4 1
2 0 1 5
A= 1 1 -1 0
1 3 0 9

est une matrice de Metzler.

Proposition 1.1 : A est une matrice de Metzler si et seulement siN't = 0,e™ € R ou de
manieére équivalente Y t = 0, l'orthant positifR" est e -invariant, c'est a dire :

Vt=0,VxVxeR? M xeR"

Preuve. Nécessité : Supposons que A est une matrice de Metzler, On peut trouver un réel
A >0 tel que (A+Al,) >0 et sachant que :

A=A+Al,—-AlL,=-Al,, +A+Al,

Il s’ensuit que :

eAt — e(A+)\In)t+(—7\In)t — e(A+7\In)te(—)\In)t

eATAE g grxn o o(“AIE € QX1 o conclut que e € R7*",

du fait que
Suffisance :

Supposons que V¢ =0, e’ > 0.
Ainsi, puisque

A1

A= % (e2) o =lim;_o+

prenons comme e; le j'*™¢ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i # j :

(eMej—eje;)

aij = tlirg t
g d (e (ejie)
t—0% t t

puisque (ej,e;) =0, Dés lors, a;; = 0 pour i # j et la matrice A est donc deMetzler. m

Définition 1.3 Soit M € R""*™, elle est dite définie positive si et seulement si pour tout x €
R™™M x#0, x'Mx>0.

Exemple 1.3 La matrice suivante:

3 -1 0
M=|-1 3 -1
0 -1 3
est définie positive.
En effet,

6



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THEORIE DES MATRICES

Pour tout x un vecteur deR® tel que x = (x1, X2, x3) ,ona:

3 -1 0 X1
x " Mx =(x1 ,x ,x)[-1 3 -1]|[x
0O -1 3 X3
=3x% +3X5 +3x5 — 2x1 X — 2X2X3
=2X5 + X5 +2X5 + (X1 — x2)* + (X2 — x3)* >0

2 Matrices monomiales

Définition 1.4 Soit A une matrice carrée a valeurs réelles d’ordren (A€ R"™") :

A est une matrice monomiale (ou matrice de permutation généralisée) si les entrées de A
sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est strictement posi-
tive.

Exemple 1.4 La matrice

_ o O O
o = O O
S oo+~
o O = O

est une matrice de permutation généralisée.

En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans laquelle
chaque entrée non nulle est égale a 1.

Théoreme 1.1 : [1] L'inverse d'une matrice positive A est une matrice positive si et seule-
ment si A est une matrice monomiale.

3 Réponse de systemes linéaires singuliers en temps continu

Une représentation d’état permet de modéliser un systéme dynamique sous forme
matricielle en utilisant les variables d’état.
On se place alors dans un espace d’état. Cette représentation qui peut étre linéaire ou
non-linéaire.
Dans notre travail, nous nous intéressons a la classe des systemes L.T.I; qui veut dire li-
néaire a temps invariants.

Cas standard

Le systéme linéaire est défini par :

x(t)
y(1)

Ax(t) +Bu(t) (1.1)
Cx (%) + Dul(1) (1.2)

pour t = t,. avec x(f = 0) ot x(¢) € R” représente I'état du systeme, u(t) € R™ le controle
(la commande ou I’entrée) du systeme et y(¢) € R” la sortie (la mesure) du systeme.
AeR™™  BeR™™, CeRP*"etDeRP*™ sont des matrices appropriées telles que :
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— A :matrice d’état.

— B : matrice de contrdle (d’entrée).

— C : matrice de sortie.

— x(t) : vecteur d’état.

— y(t) : vecteur de sortie.

— u(t) : vecteur d’entrée.

— L'équation (1.1) est dite équation d’état.
— L'équation (1.2) est dite équation de sortie.

*Trajectoire d’état : Nous recherchons a résoudre 1’équation (1.1) qui s’écrit dans le cas
général

ﬂ =Ax(t) +Bu(r)
ar =
Le cas des équations différentielles matricielles se traite de maniére similaire au cas sca-
laire.
La solution de I’équation homogeéne associée est :

x(1) = M7 x(1o)

ou t = ty est 'instant initial.
La résolution avec second membre s’effectue comme le cas scalaire :

ax _ Ax(f) +Bu(p)
dr
d
e‘Afd—;C = e MAx(D) + e MBu(r)
= Ae Mx()+e MBu(p)
D’ot, p
e MY e A () = e MBu(n)
dr
- 4 (e'Atx) = e MBu(n)
dr
t
= e Mx(t) = e Mx(ty) + f e AOBu(t)dt
4]
Donc,

t
x(1) = x (1) + f M UBu(r)dt
To

Alors, la sortie du systéme devient :

t
(1) =CerM W x () +C | A VBu(t)dt+Du(r)
To

eMatrice de réponse impulsionnelle : voir [2]
G(t, tp) = Ce" B+ DS(1 - 1) (1.3)

Apreés avoir rappelé les trajectoires d’état et les réponses d'un systeme standard, la notion
de réponse ipulsionnelle sera donc développé dans le cas du systéme singulier.

8



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THEORIE DES MATRICES

3.1 Cassingulier

Nous considérons le systeme linéaire continu suivant :

Ex(1)
(1)

Ax(t) +Bu(r) (1.4)
Cx(t) +Du(t) (1.5)

Définition 1.5 Le systeme (1.4) est dit singulier si detE = 0. Dans le cas contraire, c'est a
dire:detE #0, il est dit standard.
SiE =1,, il est aussi appelé standard (explicite).

Remarque 1.1 Si detE #0, alors, en multipliant (1.4) par E™, on obtient le systéme sui-
vant:

E~'Ax(t) + E"'Bu(r)
Cx(t)+Dul(r)

x(0)
()

qui est explicite

Définition 1.6 Le systeme (1.4) est dit régulier si et seulement si det(Es—A) # 0 pour un
certain s C

Pour un systéme singulier, on supposera pour la suite que det(Es—A) #0; pour un certain
s € C.Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de Laurent
autour de 1'oco [2]

SE-A) =51 Y &5 (1.6)
==
O, p est appelé indice de nilpotence du faisceau (det(Es— A)) [2] est écrit par;
n=rgE—degldet(Es—A)]+1 (1.7)

®; est appelée la matrice fondamentale de (1.4), il s’ensuit directement de la relation (1.6)
que la matrice fondamentale @; satisfait les équations suivantes :

E®; —Adp;-1 = 0ol
$E—D;i A = 8yl
/

O1,dy; est le delta de Kronecker voir [2] Nous avons quelques propriétés de la matrice
fondamentale :

1. #;=0,pouri<—pu

2.
| Piv1 , pouriz=0
PoAP; ‘{ 0 , i<0
3.
0 , pouri=0
_QS_IE@l_{ d_;i_ , 1<0
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4. @; = (PoAHPypouri =0

5.
@OE@-:{ qf)" : ,pO?ZiOZO
6.
_é_lA@i:{ Qgi : ,poz'iiozo
7. |
@oA@i:{ ¢6+1 : ,pogtilozo
8.
_@i_lEgb,-:{ @?_1 . ’po?iiozo

Remarque 1.2 :

1. SiE=1,, alors,
;=0 , pouri<0
d;=A' , =0

2. SiE estinversible:

w . .
(SE-A) ' =(1-('E7A) B s = [ ET A s BT
i=0
On en déduit alors, ©; =0, pouri <0
Py=E"1
& =E"1AE!
@, =E"1Ad; = (E"1A)?E™!
®;=(E'A)P;_1 =ETA)E™, pouri=0
Exemple 1.5 considérons les matrices E et A suivantes :
1 0
E=10 1 O
0 0 0
et
1 0
A=({0 0 1
0 1
Alors,
o1 0 f
-1 _ —
Es=A"=1"0 0 -1
0 -1 -5

10



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THEORIE DES MATRICES

Ici l'indice de nilpotence est | = 2 ; les matrices fondamentales sont :

1 00
gbi:(ooo
00 0
0 0 0
d_,=l0 0 0
0 -1 -1

La solution x(#) du systeme (1.4) avec la condition initiale x(#) = x(o est donnée par :

t p ; .
x(t) = LA gy +f ePADGBu(T)dT+ Y o[BI +Expd T +1 (1.8)
ty j:l

Et

t K : .
y(1) = ePoATIE f CePADPBu(t)dT+ Y. Oy B/ +Exgd/ ]+ Du(t) (1.9)
) j=1

En substituant xy = 0 et u(¢) = 8(¢) dans (1.9), on obtient la réponse impulsionnelle G(¢)
du systeme (1.4)

Exemple 1.6 Si on consideére le systeme

Ex(t) = Ax(t)+Bu(p
y() = Cx(t)+Du(r)
Avec,
010 1 00 1
E:OOl,A:OOO,B:O,C:(OOI),D:Z
0 0O 010 1
Alors,
det(Es—A)=-s

Donc le systeme est régulier et l'indice de nilpotence |\ = 2, par conséquent les matrices
fondamentales sont telles que :

0 0O -1 0 O 0 0 -1
Pp=10 0 O, &= 0 0 -1|, DP=(0 O
010 00

0 0 O

Par suite,

o o O
o O© O
oS O O
Q
S
o
>
|
—
S O~
S = O
— o O

11



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THEORIE DES MATRICES

Donc,

S © O
S O© O
(=2 el

D =DgAD;_1 = ( ), pouri=0

La solution du systeme est donnée par,

x(f) = e¢0At¢0Ex0 +&_1Bu(t) + P_1ExoP_,Bu'P (£) + D_1Exp8' (1)

—u(t) — x2,00(8) — ul (1)
x(1) = —u(t)

X3,0

- Ce®oM @B, 1> 0
gi= Ce¢oAf¢OB+z;.‘:1c¢j(35f—1(t)+D6(t)),t:0

12



Chapitre 2
Systémes positifs

Dans ce qui suit nous allons nous intéresser a la notion de positivité concernant un
systeme L.T.I & temps continu définit par :

x(t) =Ax(t)+Bu(y)
y(1) =Cx(1) (2.1)
x(0) =Xp

Définition 2.1 Un systeme est dit positif si a toute entrée positive et condition initiale po-
sitive, correspond un état positif et une sortie positive.
Alors, le systeme (2.1) est par définition positif si et seulement si,

Vxoe R VueR, © x(t) e Riety(r) e Ry

1 Condition de positivité

Cas continu:
Soit le systeme continu suivant :

x(t) =Ax(t)+Bu(r)
y(1) =Cx(1) (2.2)
x(0) =Xy

Théoréme 2.1 Un systeme linéaire a temps continu (A, B, C) est positif si et seulement si la
matrice A est une matrice de Metzler etB=0,C =0

Preuve. :
Suffisance :
La solution de I’équation (1.1) est donnée par :

t
x(t):eAtx(0)+f A YBu(t)dt
lo
D’apres la proposition (1.1) A est une matrice de Metzler si et seulement si e € R?*".,
Dongc, Si A est de Metzler, B € R ", xy € R}, u(t) € R, t = 0 alors, la solution de (1.1)
x(1) € R? et puisque C e R”*", D eRY™™, alors, la sortie du systeme y(¢) € R? ( solution

de I'équation (1.2) )

13



CHAPITRE 2. SYSTEMES POSITIFS

Néccessité :

Soit u(t) =0,Yt =0 et xo = e; (Ia i’ colonne de I,,), la trajectoire ne quitte pas le quart
R que si x(0) = Ae; = 0 ce qui implique a;; = 0,Vi # j. La matrice A doit étre de Metzler,
pour les mémes raisons, pour xy = 0 nous avons x(0) = Bu(0) = 0 ce qui implique B € R?**"
et u(0) € R peut étre arbitraire.

De la méme maniére, en supposant que x(0) = 0 nous obtenons y(0) = Du(0),D e R”*" et
u(0) € R peut étre arbitraire. m

Cas discret : Soit le systeme discret suivant :

Xi+1 =Axp+Buy
Vi = Cxy (2.3)
x(0) = X0

Positivité du systeme (2.3) © Vxy=0,quadVu; =0, alors, Vi=0, x;=0 ety;=0

Théoreme 2.2 Un systeme linéaire a temps discret (A, B, C) est positif si et seulement si A =
0,B=0,etC=0

2 Positivité des systéemes linéaires

Considérons a présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu :

2.1 Positivité externe

Tout d’abord, donnons la premiere définition de positivité des systemes linéaires, qui
est la positivité externe :

Définition 2.2 :Un systeme linéaire (A, B, C) est dit externement positif si la sortie corres-
pondante a l'état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative i.e. pour

X0 =0 et pour tout contréle u(t) € IRT,; t=0,0ona:y()e Rf; pourt=0.

Théoreme 2.3 Un systeme linéaire (A, B, C) est dit externement positif si et seulement si la
2 . . » . . p)( m
réponse impulsionnelle est non-négative i.e G(t) eR," ™, t=0.

Nous considérons maintenant la cas de la positivité externe pour des systemes linéaires
singuliers en temps continu,

Définition 2.3 Le systeme singulier (1.4) est dit externement positif si pour xo = 0 et tout
controle non-négatif u(t) = 0 avec ul () =0 pour j=1,.,.,.,u—1; pour x(t) € R} la sortie
est aussi non-négative i.e. y(t) =0 pour t = 0.

Théoreme 2.4 : Le systeme (1.4) avec D = 0 est dit dit externement positif si la réponse
impulsionnelle g(t) est non-négative i.e. g(t) e RV, pour t >0

2.2 Positivité interne

A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut étre ap-
pelée positivité interne.

14



CHAPITRE 2. SYSTEMES POSITIFS

Définition 2.4 : Un systeme linéaire (A, B, C) est dit internement positif si pour tout x, € R’
et tout controle u(t) eR', t=0,0na:

x(r) e R”

-Cette définition indique que toutes les trajectoires émanent de n'importe quel point dans
Porthant non-négatif R (frontiere incluse) de l'espace d’état R, obtenues en appliquant
une entrée non-négative au systeme, demeurent dans l'orthant non-négatif et menent a une
sortie non-négative.

Remarque 2.1 : La positivité interne implique la positivité externe, mais l'inverse n'est pas
vrai.

Théoreme 2.5 Un systeme linéaire (A, B, C) est dit internement positif si et seulement si la
matrice A est de Metzler, BER™*™, CeRY" et DeRV™™

Pour la preuve nous avons le méme raisonnement que le théoréme (2.1).

Maintenant, nous allons donner la définition de la positivité interne des systemes sin-
guliers en temps continu :

Définition 2.5 Le systeme singulier (1.4) est dit internement positif si pour tout état initial
admissible xy € R" et tout contréle non-négative u(t) = Oavec unp=0, j=0,,,,0-1,
létat x(t) e R" et la sortie y(t) eRP, t=0

Remarque 2.2 Le systeme singulier internement positif est toujours externment positif.

Définition 2.6 Le systeme singulier (1.4) est dit faiblement positif si et seulement si A est

une matrice de Metzler, E€ R?*", BeR™™, CeR!"etDeR)*™.

2.3 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, nous citons quelques exemples :

- Circuit RLC.

- Des systemes a variables physiques positives par nature (niveaux, débits,...).
- Sciences de la communication et de l'information.

- Applications en médecine, cinétique chimique,...

- Modeles de dynamiques de population.

- ..etc.

15



CHAPITRE 2. SYSTEMES POSITIFS

Exemple 2.1 E tant donné le circuit illustré par la figure (2.1) avec les résistances connues
R1,Ro,R3, les inductances L1,L, et les tensions de source e1 = e1(t), es = ex>(t), les courants
i1 = 01(1), 12 = i2(¢) dans les inductances sont choisies comme variables d'état et y = y(t) =

Riip .. )
.| est choisie comme sortie.
Raip

FIGURE 2.1 — Circuit RLC

En utilisant la loi de Kirchhoff, nous pouvons écrire les équations dans le format d'es-

pace d’état suivant :
i) 2l (e) rel)
—|. |=A[. |+B ) =C|.
dt(lz I e y 12
Ou,
R; +R3 Rj3 1
a=| Lo |s=|b X ¢ c=(fr 0 (2.4)
| R _RexRg P70 1) 270 Ry '
L2 LZ l2

De l'équation (2.4), il en résulte que A est une matrice de Metzler, et B et C ont des entrées
non-négatives. Le circuit est un bon exemple de systeme positif en temps continu.

Exemple 2.2 : Considérons le circuit électrique représentée par la figure (2.2) avec les para-
metres données Rq,R,,R3,Cq,Co et une source de tension e = e(t)

FIGURE 2.2 - RC

Choisir les tensions uy = u; (t), ux = up(t) comme variables d’état et la sortie y = y(t), on
peut écrire les équations
R1C1 lil + U+ Rg(cl Lil + Cglig) =e

R3(Ciup +Cotiz) + up + RoColip =e 2.5
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CHAPITRE 2. SYSTEMES POSITIFS

y=ur+u; (2.6)

A partir des ces équations 2.5 et 2.6 que nous avons :

(R1+R3)Cy R»C, ) (1 0)(wr) (1
R2C1 (R2 + Rg)C[Z) (uZ) - (0 1) (uZ) + (1) e (27)

et

(”1) :A(ul)Be(Z.S)
U U

:/

y_C(uz) (2.9
O,
Ry, +Rg Rs3

_ Ci1[R;(R2 +R3) + RaR3] Ci1[R1(R2 + R3) + RyR3]
A= 1] 2R33 213 _1 1 2R1+3R3 203 (2.10)

C2[R1(R2 + R3) + R2R3] C2[R1(R2 + R3) + R2R3]

Ry
B=| ClfiRegRa)+RRIN o1 1) (2.11)
C2[R1(R2 +R3) + R2R3]

De 3.2, il s'ensuit que A est une matrice de Metzler etB € Ri”, Ce R}rxz, Par conséquent
le circuit RLC est un bon exemple de systeme positive en temps continu. Et pour tous les
u1(0) =0, u(0)=0ete(t) =0 pourteT nousavons u1(t)=0, ux(t)=0ety(t)=0
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Chapitre 3

Stabilité des systemes linéaires positifs

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité des systemes linéaires positifs en temps
continu.pour cela, nous nous basons sur [1], [2],[3], [6] et [7].

1 Stabilité Asymptotique

1.1 Cas standard

On considere le systeme linéaire internement positif en temps continu défini par :

{ x()= Ax(1) 3.1)

x(0) = X0

Ou, A e R7*" est une matrice de Metzler, telle que la solution de I'équation (3.1) est donnée
par:

x(1) = e xg (3.2)

Définition 3.1 Le systeme internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si et
seulement si la solution de l'équation (3.2) vérifie la condition

t@l x()=0 (3.3)

Théoreme 3.1 [1]Le systeme internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si et
seulement si les valeurs propres de la matrice de Metzler A sont a parties réelles négatives.

Lemme 3.1 Soit p =max; ||s;| le rayon spectral de la matrice A = (a;j),alors, le nombre réel
A > p si et seulement si tous les mineurs principaux M; de la matrice B = (IA — A) sont
positifs.i.e.

A—ann  ap

Mlz)\—d11>0,M2: o1 )\_azz

>0,....M; =det[IA-A] >0

Théoreme 3.2 Le systeme internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si et
seulement si les coefficients du polyndme caractéristique tel que

pa(s)=det[sI-Al=s"+ap,_1s" 1 +.. +a1s+ag

sont positifs.i.ea; >0,Yi=0,....,n-1
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CHAPITRE 3. STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS

Preuve. voir [1] m

Théoreme 3.3 Le systeme internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si toutes
les entrées diagonales de la matrice A sont négatives.

Théoreme 3.4 Le systeme internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si toutes
les entrées diagonales de la matrice triangulaire supérieur ( inférieure) sont négatives.

Preuve. Les valeurs propres de la matrice triangulaire supérieur( inférieure) sont égales
a ses entrées diagonales et d’apres le théoreme le systéeme internement positif (3.1) est dit
asymptotiquement stable si toutes les entrées diagonales sont négatives. m

Lemme 3.2 Soit le systeme (3.1) un systéme positif en temps continu (systeme Metzlerien),

alors, il est asymptotiquement stable si et seulement si une des conditions équivalentes est

vérifiée :

i) toutes les valeurs propres de A sont a parties réelles négatives i.e A € a(A); telle que
Re(A) <O0.

ii) Tous les coefficients de I'équation caractéristique :
detINI=Al=N"+a,_ A1 +.+.+.+a A+ ap

sont positifsi.ea; >0,=0,.,.,n

iii) Les mineurs principaux de la matrice —A sont positifs.

—adil  ap

Alz—a11>0 AZZ
' ax —am

>0,...... L, Ap=det[-Al >0

iv) Les matrices A et —A~! sont non singuliéres.

v) Il existe une matrice symétrique définie positive ( éventuellement diagonale) P telle que
ATP+PA<0O

vi) 1l existe un vecteur positifV € R} tel que AV < 0.

Exemple 3.1 Considérons le systeme positif (3.1) avec la matrice

-2 1 0
A= 0 -1 1 (3.4)
1 1 =2

Vérifions la stabilité asymptotique de ce systeme.
En calculant les mineurs principaux de la matrice (3.4), nous obtenons :

-1

2
A1=2>0,A2: 0 1 >0,A3=d€[[—A]:1>0

la troisieme condition du lemme (3.2) est satisfaite, le systeme (3.1) avec la matrice (3.4) est
asymptotiquement stable.

1.2 Cas singuliers

Théoreme 3.5 Le systeme linéaire singulier (4.9) en temps continu est dit stable si et seule-
mentsi\;€o(E,A) i=1,.,.,n avec \; sont a parties réelles négatives.
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CHAPITRE 3. STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS

2 Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov :

2.1 Casstandard

Dans l'analyse de la stabilité des systemes Metzleriens, il est intéressant de trouver les
conditions; dans lesquelles la solution de l'équation de Lyapunov

A'P+PA=-Q (3.5)
est une matrice définie négative; en plus de sa définition positive i.e P > 0.

Définition 3.2 (Fonctions de Lyapunov) Les fonctions de Lyapunov sont un outil pour étu-
dier la stabilité d'un équilibre.
Considérons le systeme :

%= f(x) (3.6)

Tel que f(0) = 0, admettant x, = 0 comme point équilibre.Soit v : {2 — R une fonction
définie dans un voisinage {2 de l'origine et admettant des dérivées partielles continues.On
note:

. _dv _ dv
00 =—— (0, f(D=)

L ax, (x) fi (x)

n
=1

Définition 3.3 :On dit que v est une fonction de Lyapunov pour le systeme (3.6) en x, =0
dans (2, si pour toutx€ 2 ona:

i) v(x) >0 saufenx=0o0i,v(0)=0

ii) v(x) <0.
Le lemme suivant est utile pour notre résultat principal :

Lemme 3.3 Si la matrice A est de Metzler et stable, alors, pour toute matrice symétrique
positive et définie positive Q il existe une matrice symétrique positive et définie positive P
comme solution de l'équation de Lyapunov (3.5)

Preuve. L'équation matricielle de Lyapunov peut étre écrite comme une équation matri-
cielle linéaire

Oty p et q sont des vecteurs dont les éléments sont construits a partir des composants (p; )
et (qij) de p et q respectivement, et

M=ATeD+(I®A") (3.8)

est une matrice de dimension n® x n? ; avec ® désignant le produit de Kronecker.
En effet,

A'P+PA=-Q o [IoAT)+((AT®D]vecP)=—-vec(Q)
o [ATeD+(I®AN)p=—gq

La matrice M est stable et par construction elle est aussi Metzlerienne,depuis, pour toute
matrice Metzlerienne —M~! > 0, nous concluons que pour toute q > 0 nous avonsP > 0. La
netteté positive de P découle directement du résultat de la stabilité de I'équation matricielle
de Lyapunov. m
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CHAPITRE 3. STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS

Remarque 3.1 Pour construire une fonction de Lyapunov pour le systeme (3.1) il procéder
la maniere suivante :

o Choisir une fonction définie positive Q (par exemple Q =1,,).

e Résoudre l'équation de Lyapunov (3.5) ,Si on choisie Q symétrique, alors, P sera égale-
ment symétrique.

o Vérifier queP est définie positive.
Exemple 3.2 Soient :
(-2 0 (10 _(P1 P2
{3 A) oo el v

On résoudre le systéeme suivant :

—4P;+3P>+3P3 —3P>+3P,4 _ -1 0
—33P3 + 3P, —23P,4 1o -1

D’oii, la solution est :

av]

1l
NN | 1
NN W

Lemme 3.4 Le systeme internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si les va-
leurs propres (\; + \;) sont a parties réelles négatives.Ou, A et \ sont des valeurs propres de
A etAT respectivement.

Preuve. D'apres l'équation de Lyapunov (3.5),ona:

x"(Ax)"Px+x PAx=-Q
x"APx+x APx= -Q

x" A+ AN)Px= -Q

x" (2ReAN)Px=—-Q

x (ATP+PA)x

Dong, il faut que (A+\) = 2ReA soit négative. m

2.2 (as singulier

On considere le systeme linéaire singulier internement positif en temps continu défini
par:

{ Ex(t)= Ax(1) (3.9)

x(0) = Xo

Ou, A € R est une matrice de Metzler,telle que la solution de I'équation (3.13) est donnée
par:
x(t) = ePoATE (3.10)

Théoreme 3.6 Le systeme singulier internement positif (3.9) est dit Asymptotiquement
stable si et seulement si \; € 6(E, A) o, \; sont des valeurs propres .
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CHAPITRE 3. STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS

Théoreme 3.7 Le systeme singulier internement positif (3.10) est dit asymptotiquement
stable si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe une ma-
trice symétrique définie positive P telle que

ATPE+E'PA=-Q 3.11)

Preuve.

11 suffit d’'observer que v(x) = x'E'PTEx est une fonction condidate de Lyapunov pour
(3.10) :

En effet,

#'E'"PTEx+x E"PTEx
x'ATPTEx+x"E"PTAx
x ATPTE+E'PTA)x

v(x)

et puisque P =P, alors, pour avoir; v(x) <0, il suffit que :

v(x) =x (ATPE+ETPA)x

=—x'Qx

Lemme 3.5 Si la matrice A est de Metzler et stable, alors, pour toute matrice symétrique
positive et définie positive Q il existe une matrice symétrique positive et définie positive P
comme solution de l'équation de Lyapunov (3.11)

Preuve. L'équation matricielle de Lyapunov peut s'écrire comme une équation matricielle
linéaire

Mgp=-q (3.12)
O, p et q sont des vecteurs dont les éléments sont construits a partir des composants (p; )
et (q;j) de p et q respectivement, et

Meg=(A'®DI®E)+(I®AT)I®E") (3.13)

est une matrice de dimension n® x n? ; avec hypothése PE = EP
En effet,

ATPE+E'PA=-Q o [I®AT)vec(PE)+ (AT ®)]vec(E'P)=—-vec(Q)
o [I®ANvecEP)+ AT ®D]vec(E"P) = —vec(Q)
<>

(ATeD)I®E) +(IeA)(I®E)lp=—q

La matrice Mg est stable et par construction elle aussi Metzlerienne, depuis, pour toute
matrice Metzlerienne —Mg 1'> 0, nous concluons que pour toute g > 0 nous avonsP > 0. La
netteté positive de P découle directement du résultat de la stabilité de I'équation matricielle
de Lyapunov. m

Lemme 3.6 Le systeme internement positif (3.10) est dit asymptotiquement stable si la va-
leur propre (A + A) = 2ReA est une partie réelle négative. Oii, A et A sont des valeurs propres
négatives dans o (E,A) et aussi il faut que E soit une matrice positive .
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CHAPITRE 3. STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS

Preuve.
D’apres l'équation de Lyapunov (3.11),0na:

x (ATPE+E'PA)x = x'ATPEx+x E'PAx=-Q
x"ETAPEx+x ETAPEx=—-Q
= x"ETAA+MPEx=-Q

x"ET (2ReA)PEx = —Q

Donc, il faut que (A + \) = 2Re soit négative et E une matrice Positive. m

23



Chapitre 4

Systemes positifs perturbés

Dans ce chapitre nous suivons le méme principe que les chapitres 2 et 3 mais dans un

cas particulier, c’est a dire dans le cas des systemes perturbés.

1 Casstandard

1.1 Trajectoire d’état

Considérons le systeme linéaire perturbé suivant :

x()= Ax(r)+Bu(r)

y() = Cx(1)
u(t) = Ay(t)
x(0) = X0

O, Ae R Be R™"™ CeRP*" etE e R™*"
Le systeme (4.1) est équivalent a :

{ x(H)= (A+BAC)x(r)
x(0) = X0

e La solution : La solution de (4.2) est donnée par :

x(f) = e(A+BAC) o

pour tout xy € R"

1.2 Condition de positivité

4.1)

(4.2)

(4.3)

Définition 4.1 Le systeme linéaire perturbé (4.2) en temps continu est dit positif si a toute

entrée positive et condition initiale positive, correspond un état positifi.e

Vxoe R}, VueR?”

ona, x(t) e R}

Théoreme 4.1 Le systeme linéaire perturbé (4.2) en temps continu est dit positif si et seule-

ment si la matrice (A +BAC) est de Metzler.
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CHAPITRE 4. SYSTEMES POSITIFS PERTURBES

1.3 Stabilité

Soit le systeme perturbé positif suivant :

()= (A+AQ)x(n)
{ (0) = @ (4.4)
telle que sa solution est donnée par :
x(f) = B+ D1y (4.5)

Définition 4.2 Le systeme linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit Asympto-
tiguement stable si et seulement si la solution de l'équation (4.5) vérifie:

tlim x(6)=0

Théoreme 4.2 Le systeme linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit asympto-
tiquement stable si et seulement si les valeurs propres de la matrice (A + A) sont des parties
réelles négativesi.eA\je c(A+ A),i=1,.,.,n

Corollaire 4.1 Le systeme linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit Asympto-
tiquement stable si l'une des conditions équivalentes est vérifie :

i) Les coefficients de l'équation det[\1— (A + A)] sont positifs.
ii) Les mineurs principaux de la matrice — (A + A) sont positifs.
iii) Les entrées diagonales de la matrice (A + A) sont négatives.

iv) Il existe un vecteur positifV e R tel que (A+ A)V <0.

Théoreme 4.3 : Le systeme linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit asympto-
tiquement stable si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe
une matrice symétrique définie positive H= (P + A) telle que :

A+A)TH+HA+A)=-Q (4.6)

Preuve. Nous faisons la méme démonstration que le théoreme (3.7) avec v(x) =x' (P + A)x
|

Lemme 4.1 Le systeme internement positif (4.4) est dit asymptotiquement stable si les va-
leurs propres (s; + s;) sont des parties réelles négatives.Ot, s et's sont des valeurs propres de
A+A) et(A+A)T respectivement.

Preuve. D'apres l'équation de Lyapunov (4.6),on a :

x"(A+A) THx+x"HA+ A)x=-Q
= x'sH+x"sHx= -Q

= x'G+$Hx=-Q

= X' (2Res)Hx=-Q

X [(A+A)TH+HA+ A)x

Dong, il faut que (s + s) = 2Res soit négative. m
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CHAPITRE 4. SYSTEMES POSITIFS PERTURBES

2 Cas singulier

2.1 Trajectoire d’état:

Soit le systeme linéaire singulier perturbé en temps continu suivant :

Ex(t)= (A+BAC)x(1)
{ H0) = % 4.7)
O, Ae R BeR™™ CeRP*" etE e R**"
e La solution : La solution de (4.7) est donnée par :
x(f) = eDoABAC R (4.8)

pour tout xy € R"

2.2 Condition de positivité

Définition 4.3 Le systeme linéaire perturbé (4.7) en temps continu est dit positif si a toute
entrée positive , condition initiale positive et une matrice E non-négative, correspond un
état positifi.e

onax(t)eR}

VxpeR",VueR etVEe R,

Théoreme 4.4 Le systeme linéaire singulier perturbé (4.7) en temps continu est dit positif
si et seulement siE € R} et la matrice (A+BAC) est de Metzler.

2.3 Stabilité

Nous adapterons les tests sur la stabilité citée plus haut pour le cas perturbé.
Soit le systeme linéaire singulier perturbé en temps continu suivant :

{ Ex(t)= (A+AQ)x(?) 4.9)
x(0) = X0
telle que sa solution est donnée par :
x(8) = e@O(A“LA”ExO (4.10)

pour tout xp € R

Théoreme 4.5 Le systeme linéaire singulier perturbé (4.9) en temps continu est dit stable si
et seulement si\; € o [E, (A + A)] et elles sont a parties réelles négatives.

Théoreme 4.6 Le systeme linéaire perturbé positif (4.9) en temps continu est dit asympto-
tiquement stable si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe
une matrice symétrique définie positive H = (P + A) telle que :

A+ A)THE+E'HA+A)=-Q 4.11)

avec I’hypothese HE = EH
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CHAPITRE 4. SYSTEMES POSITIFS PERTURBES

Preuve. L'équation matricielle de Lyapunov peut étre écrire comme une équation matri-
cielle linéaire
M(E,A)p =—q (4.12)

Ot p et q sont des vecteurs dont les éléments sont construits a partir des composants
(p)ij et(qij) de p et q respectivement, et

ME.a=(A+A) @DI®E N+ (I (A+A))I®E") (4.13)

avec v(x) == x"ETH Ex
En effet,

A+A)HE+E'THA+A)=-Q < (I®A+A))vecHE)+(A+A)" @D)]vec(E"H) = —vec(Q)
o (I8 A+A)Nvec®EH) +(A+A) T ®Dlvec(E H) = —vec(Q)
o (A+A)TeDI®EN)+(IeA+A))I®E)Ip=—gq

Ou, p=vec(P+ A) et g=vec(Q)

La matrice Mg, ) est stable et par construction elle aussi Metzlerienne, depuis, pour toute
matrice Metzlerienne M ! A > 0, nous concluons que pour toute g > 0 nous avons H > 0.
La netteté positive de H decoule directement du résultat de la stabilité de I'équation matri-
cielle de Lyapunov. m

Lemme 4.2 Le systeme linéaire singulier perturbé (4.9) est dit asymptotiquement stable si
la valeur propre (A + A) = 2ReA est une partie réelle négative.Oui, A et A sont des valeurs
propres négatives dans o (E, (A+ A))et aussi il faut que E doit une matrice positive .

Preuve. D'apres l'équation de Lyapunov (4.11),0ona:
x"(A+A)THEx+x"ETHA+ A)x=-Q
x"ETAHEx+ xE"AHEx=-Q

x"ET\+M)HEx=-Q
x"ET(2ReM)HEx = —Q

x (A+A)THE+ETHA+ A)x

Dong,il faut que (A +\) = 2ReA soit négative et E une matrice Positive . m

2.4 Marge de stabilité pour les systéemes a temps continu

Nous examinerons les systemes dynamiques linéaires invariants dans le temps :

AEx(f)= Ax(t)+Bu(r)
y()= Cx(f)+Du(r) (4.14)
u(t) = Ay(1)

On, Ee R AeR™" CeRP*" etD e RP*™ sont des matrices données, x(t) est le vecteur
de n variables d’état, u(t) un vecteur de m entrées et y(t) un vecteur de p sorties.
Apres l'élimination de y(t), le systeme (4.14) devient :

AEx() =A(Q)x(1), A(A):=[A+B(,, - AD) 1AC] (4.15)
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CHAPITRE 4. SYSTEMES POSITIFS PERTURBES

Cela découle de (1,,, — AD) ' A = A(l, - DA)™! qui se vérifie facilement par la relation
A(Ip -DA)=(1,,,-AD)A

Nous cherchons ensuite a connaitre les conditions garantissant que le systeme (E,A(A)) est
également strictement stable.

Nous définissons donc le rayon de stabilité correspondant du systeme perturbé (E,A(A)) tel
que la plus petite perturbation A déstabilisant le systeme :

rc(E,A,B,C,D) ::ian{llAllz:()\E—A(A)) a des valeurs propres instables (}4.16)

N - | Ax|l2 .
Ot nous utilisons la norme-2, || Ally = Supx0——— pour mesurer la perturbation com-

I1x]12
plexe A e C"*P.
Comme les valeurs propres sont des fonctions continues d'éléments de (\E —A(A)), la stabi-
lité ne sera perdue que lorsque l'une des valeurs propres franchira la limite Ol de la région
de la stabilité I
Une formulation équivalente de ce rayon de stabilité est donc donnée par :

r.(E,AB,C,D) = igf{IIAIIZ :det(AE - A(A)) =0} (4.17)

Tester si det(AE — A(A)) =0 est équivalent a tester si

(4.18)

det()\E—A B ):0

AC  I,,-AD
Puisque (A\E — A(A)) est le complément de Schur de 4.18 par rapport a (AE — A), qui est

supposé non singulier dans la région considérée I et sa limite (frontiére) OI'. Notez que la
condition 4.18 peut également étre écrite en tant que

det[()\EO_A I]i)+(121)A(C D)]:O (4.19)

Et comme (AE — A) est inversible, cela équivaut a tester

—(AE—-A)"!B

L

det =0 (4.20)

)A(C D)

Im+n+(

Puisque det[I + ST] = 0 implique det[1 + TS] = 0 pour deux matrices conformables S et T,
cela donne finalement :

det(l,, — AG(\)]=0, G(\):=CAE-A)"'B+A (4.21)
Nous pouvons donc formuler le rayon de stabilité comme suit :
r.(E,A,B,C,D) := )\igafr{ianIIAllg :det[I, — AG(\)] =0} (4.22)
Et on sait qu'il est égale la norme dite Hoodu systeme G(.) :
r¢(E,A,B,C,D) = [Supreor IGMII2] = [IGM) o] ™! (4.23)
pour les systemes a temps continu 0l'= jw, w € R, et (4.23) simplifie d’avantage a

re(E,A,B,C,D) = [Supuerl |GG w)ll2] (4.24)
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Chapitre 5

Conclusion

Dans la premiére partie de notre travail, nous avons étudié une nouvelle classe de sys-
temes introduite dans [9]. La principale propriété de ces systemes et que si l'état initiale est
non négatif (resp. positif) la trajectoire d’état se situe entierement dans l'orthant non négatif
(resp. positif). L'objectif des chapitres 1 et 2 est de rappeler quelques propriétés de la théo-
rie des matrices, et des systemes positifs. Dans le troisieme chapitre, nous étalons quelques
grandes notions de stabilité. Dans le chapitre 4, nous étudions la positivité des systemes
singuliers et ou non perturbés et nous analysons l'impact de la marge de stabilité pour cette
classe de systemes. Dans la deuxiéme partie de notre travail, nous avons étudié l'analyse de
la stabilité d'une nouvelle classe de systemes perturbés positifs et singuliers. et nous avons
établi des conditions de stabilité en terme de LMI's a la lyapunov. Pour ce faire nous nous
sommes basés sur de nombreux travaux.

Les perspectives dans ce mémoire demeurent nombreuses et en raison du temps qu'on a
pas pu tout réalisé.
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