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Introduction

L’analyse de la stabilité est une étape nécessaire pour l’étude du fonctionnement des
systèmes qu’ils soient physiques, économiques, électroniques, etc. . . ; et qui a fait l’objet
de nombreuses recherches depuis la fin du XIXème siècle et c’est pour cette raison que
le développement des méthodes mathématiques reste toujours nécessaire pour la réso-
lution des problèmes compliqués posés par les différents domaines de la science.

La définition standard de la stabilité de systèmes linéaires exige la convergence de la
solution vers zéro pour une condition initiale arbitraire ; la seconde équivalente définition
est caractérisée par les conditions nécessaires et suffisantes en termes de racines de poly-
nôme caractéristique. Une autre variante pour tester la stabilité asymptotique est donnée
par A . Lyapunov. D’autres certificats garantissant la stabilité asymptotique ont été déri-
vés par [4] et [5], en utilisant l’outil LMI qui veut dire en anglais : Linear Matrix Inequalities
et en français IML : Inégalité Matricielle Linéaire.

Nous considérons dans ce projet deux classes de systèmes, la première dite classe de
systèmes singuliers linéaires et la seconde classe est celle des systèmes perturbés. Ils sont
d’un grand intérêt pour modéliser de nombreux procédés pratiques comme leurs ho-
mologues les systèmes standards linéaires. Notons que ces derniers se rencontrent dans
l’étude des systèmes interconnectés, les réseaux électriques, la robotique, plus généra-
lement les structures mécaniques et l’automatisation des procédés industriels. A l’instar
des modèles standards, l’étude de la stabilité des systèmes singuliers est importante pour
comprendre le comportement transitoire du système, en particulier la stabilité asymp-
totique. Contrairement au cas non singulier, la localisation des valeurs propres finies du
faisceau singulier est insuffisante pour caractériser la stabilité (lorsque det(E) est non nul),
d’autres propriétés doivent être vérifiées. Nous nous intéressons en parallèle à la solvabi-
lité (qui veut dire l’existence d’une solution unique du modèle d’état perturbé ou non) et
à la stabilité par l’approche LMI à la Lyapunov. L’utilisation de ces nouveaux outils paraît
donc intéressante dans des domaines où des performances sévères sont requises, dans le
milieu industriel notamment. Nous attaquerons la recherche de solutions comme étudiée
dans [4] et [5] ; L’outil produit de Kronecker est donc utilisé pour tester par la méthode de
Lyapunov la stabilité des deux classes citées.

L’objectif de ce mémoire est cependant d’étudier la stabilité de systèmes singuliers à ma-
trices non négatives perturbées. Ces derniers sont d’une grande importance en pratique
puisque la propriété de positivité apparaît dans de nombreuses applications numériques
ou dans la nature (en physique, ou chimique,...).

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit : Le premier chapitre est consa-
cré à la présentation de quelques rappels de notions de bases sur la théorie de matrices
telles que ces notions ont de grandes utilités par la suite.
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Introduction

Dans le second chapitre nous donnons aussi quelques définitions des systèmes positifs.
Dans le troisième chapitre, nous testerons la stabilité de systèmes singuliers en temps
continu, en se basant sur la théorie de Lyapunov.
Dans le dernier et quatrième chapitre nous considérons le problème qui nous intéresse
c’est à dire le problème de la perturbation de ces systèmes.

À la fin nous terminerons notre travail par une conclusion qui couvre tous ce que nous
avons réalisé dans ce mémoire.
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Chapitre 1

Notions de base sur la théorie des
matrices

Dans cette première partie introductive, nous présentons la théorie générale de ma-
trices particulières telles les matrices non-négatives,Les matrices de Metzler ou encore les
matrices monomiales. Nous nous basons pour ce faire sur [1],[2],[6] et [7].

1 Matrices non-négatives,positives et de Metzler

Soient A =
(
ai j

)
i j ∈ Rn×m des matrices à coefficients réels. Par la suite notons In , la

matrice identité d’ordre n ou plus brièvement I, A> la transposée d’une matrice A, n l’en-
semble des n premiers entiers naturels, 1,2,.....,n.

Définition 1.1 (Matrice non-négative) Soit la matrice A ∈Rn×m , elle est appelée non-négative
si ∀i ∈ n, ∀ j ∈ m : ai j ≥ 0, autrement dit toutes ses entrées sont non-négatives. Nous no-
terons une telle matrice par : A ∈Rn×m+

Exemple 1.1 La matrice

A =

1 7 6
0 8 0
2 5 0


est une matrice non-négative.

Définition 1.2 • A est une matrice positive si A est non-négative et ∃k ∈ n,∃l ∈ m : akl ≥
0, c’est à dire : toutes ses entrées sont non-négatives avec au moins une entrée (stricte-
ment)positive. Nous noterons une telle matrice par : A > 0

• A est une matrice strictement positive si ∀i ∈ n,∀ j ∈ m : ai j > 0, i.e toutes ses entrées
sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice par : A >> 0.
Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de dimension
n,n ≥ 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positive a >> 0 coïn-
cide avec a > 0.

• A est une matrice de Metzler si : ∀i ∈ n,∀ j ∈ m, i 6= j : ai j ≥ 0. i.e toutes ses entrées hors
diagonale sont non-négatives.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

Exemple 1.2

A =


−1 0 4 1
2 0 1 5
1 1 −1 0
1 3 0 9


est une matrice de Metzler.

Proposition 1.1 : A est une matrice de Metzler si et seulement si ∀t ≥ 0,eAt ∈ Rn×m+ ,ou de
manière équivalente ∀t ≥ 0, l’orthant positif Rn+ est eAt -invariant, c’est à dire :

∀t ≥ 0,∀x∀x ∈Rn
+,eAt x ∈Rn

+

.

Preuve. Nécessité : Supposons que A est une matrice de Metzler, On peut trouver un réel
λ> 0 tel que (A+λIn) > 0 et sachant que :

A = A+λIn −λIn = −λIn +A+λIn

Il s’ensuit que :
eAt = e(A+λIn )t+(−λIn )t = e(A+λIn )t e(−λIn )t

du fait que e(A+λIn )t ∈Rn×n+ et e(−λIn )t ∈Rn×n+ ; on conclut que eAt ∈Rn×n+ .
Suffisance :
Supposons que ∀t ≥ 0,eAt ≥ 0.
Ainsi, puisque

A = d
d t

(
eAt

)
t=0 = limt→0+

eAt − I

t

prenons comme e j le j i eme vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j :

ai j = lim
t→0+

〈
eAt e j −e j ,ei

〉
t

= lim
t→0+

{〈
eAt e j ,ei

〉
t

−
〈

e j ,ei
〉

t

}

= lim
t→0+

〈
eAt e j −e j ,ei

〉
t

≥ 0

puisque
〈

e j ,ei
〉

= 0, Dés lors, ai j ≥ 0 pour i 6= j et la matrice A est donc deMetzler.

Définition 1.3 Soit M ∈ Rn×m , elle est dite définie positive si et seulement si pour tout x ∈
Rn×m , x 6= 0, x>Mx > 0.

Exemple 1.3 La matrice suivante :

M =

 3 −1 0
−1 3 −1
0 −1 3


est définie positive.
En effet,
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

Pour tout x un vecteur de R3 tel que x = (x1, x2, x3)>,on a :

x>Mx =
(
x1 , x2 , x3

) 3 −1 0
−1 3 −1
0 −1 3

x1

x2

x3


= 3x2

1 +3x2
2 +3x2

3 −2x1x2 −2x2x3

= 2x2
1 +x2

2 +2x2
3 + (x1 −x2)2 + (x2 −x3)2 > 0

2 Matrices monomiales

Définition 1.4 Soit A une matrice carrée à valeurs réelles d’ordre n (A ∈Rn×n) :
A est une matrice monomiale (ou matrice de permutation généralisée) si les entrées de A
sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est strictement posi-
tive.

Exemple 1.4 La matrice

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


est une matrice de permutation généralisée.

En particulier, une matrice de permutation est une matrice monomiale dans laquelle
chaque entrée non nulle est égale à 1.

Théorème 1.1 : [1] L’inverse d’une matrice positive A est une matrice positive si et seule-
ment si A est une matrice monomiale.

3 Réponse de systèmes linéaires singuliers en temps continu

Une représentation d’état permet de modéliser un système dynamique sous forme
matricielle en utilisant les variables d’état.
On se place alors dans un espace d’état. Cette représentation qui peut être linéaire ou
non-linéaire.
Dans notre travail, nous nous intéressons à la classe des systèmes L.T.I ; qui veut dire li-
néaire à temps invariants.

Cas standard

Le système linéaire est défini par :

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ) (1.1)

y(t ) = Cx(t )+Du(t ) (1.2)

pour t ≥ t0. avec x(t0 = 0) où x(t ) ∈ Rn représente l’état du système, u(t ) ∈ Rm le contrôle
(la commande ou l’entrée) du système et y(t ) ∈Rp la sortie ( la mesure) du système.
A ∈Rn×m , B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et D ∈Rp×m sont des matrices appropriées telles que :
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

— A : matrice d’état.

— B : matrice de contrôle (d’entrée).

— C : matrice de sortie.

— x(t ) : vecteur d’état.

— y(t ) : vecteur de sortie.

— u(t ) : vecteur d’entrée.

— L’équation (1.1) est dite équation d’état.

— L’équation (1.2) est dite équation de sortie.

•Trajectoire d’état : Nous recherchons à résoudre l’équation (1.1) qui s’écrit dans le cas
général

d x

d t
= Ax(t )+Bu(t )

Le cas des équations différentielles matricielles se traite de manière similaire au cas sca-
laire.
La solution de l’équation homogène associée est :

x(t ) = eA(t−t0)x(t0)

où t = t0 est l’instant initial.
La résolution avec second membre s’effectue comme le cas scalaire :

d x

d t
= Ax(t )+Bu(t )

e−At d x

d t
= e−At Ax(t )+e−At Bu(t )

= Ae−At x(t )+e−At Bu(t )

D’où,

e−At d x

d t
−Ae−At x(t ) = e−At Bu(t )

=⇒ d

d t

(
e−At x

)
= e−At Bu(t )

=⇒ e−At x(t ) = e−At0 x(t0)+
∫ t

t0

e−A(τ)Bu(τ)dτ

Donc,

x(t ) = eA(t−t0)x(t0)+
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

Alors, la sortie du système devient :

y(t ) = CeA(t−t0)x(t0)+C
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ+Du(t )

•Matrice de réponse impulsionnelle : voir [2]

G(t , t0) = CeA(t−t0)B+Dδ(t − t0) (1.3)

Après avoir rappelé les trajectoires d’état et les réponses d’un système standard, la notion
de réponse ipulsionnelle sera donc développé dans le cas du système singulier.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

3.1 Cas singulier

Nous considérons le système linéaire continu suivant :

Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t ) (1.4)

y(t ) = Cx(t )+Du(t ) (1.5)

Définition 1.5 Le système (1.4) est dit singulier si detE = 0. Dans le cas contraire, c’est à
dire : detE 6= 0, il est dit standard.
Si E = In , il est aussi appelé standard (explicite).

Remarque 1.1 Si detE 6= 0, alors, en multipliant (1.4) par E−1, on obtient le système sui-
vant :

ẋ(t ) = E−1Ax(t )+E−1Bu(t )

y(t ) = Cx(t )+Du(t )

qui est explicite

Définition 1.6 Le système (1.4) est dit régulier si et seulement si det (Es − A) 6= 0 pour un
certain s ∈C

Pour un système singulier, on supposera pour la suite que det (Es−A) 6= 0; pour un certain
s ∈ C.Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de Laurent
autour de l’∞ [2]

(sE−A)−1 = s−1
∞∑

i =−µ
Φi s−i (1.6)

Où, µ est appelé indice de nilpotence du faisceau (det (Es −A)) [2] est écrit par ;

µ = r g E−deg [det (Es −A)]+1 (1.7)

Φi est appelée la matrice fondamentale de (1.4), il s’ensuit directement de la relation (1.6)
que la matrice fondamentale Φi satisfait les équations suivantes :

EΦi −Aφi−1 = δ0i I

Φi E−Φi−1A = δ0i I

/

Où,δ0i est le delta de Kronecker voir [2] Nous avons quelques propriétés de la matrice
fondamentale :

1. Φi = 0, pour i <−µ
2.

Φ0AΦi =

{
Φi+1 , pour i ≥ 0

0 , i < 0

3.

−Φ−1EΦi =

{
0 , pour i ≥ 0

Φ−i−1 , i < 0

9



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

4. Φi = (Φ0Ai )Φ0 pour i ≥ 0

5.

Φ0EΦi =

{
Φi , pour i ≥ 0
0 , i < 0

6.

−Φ−1AΦi =

{
0 , pour i ≥ 0
Φi , i < 0

7.

Φ0AΦi =

{
Φi+1 , pour i ≥ 0

0 , i < 0

8.

−Φi−1EΦi =

{
0 , pour i ≥ 0

Φi−1 , i < 0

Remarque 1.2 :

1. Si E = In alors, {
Φi = 0 , pour i < 0
Φi = Ai , i ≥ 0

2. Si E est inversible :

(sE−A)−1 =
(
I− (s−1E−1A)

)−1
E−1s−1 =

[ ∞∑
i =0

(E−1A)i s−i

]
E−1s−1

On en déduit alors, Φi = 0, pour i < 0
Φ0 = E−1

Φ1 = (E−1A)E−1

Φ2 = E−1AΦ1 = (E−1A)2E−1

.

.

.
Φi = (E−1A)Φi−1 = (E−1A)i E−1, pour i ≥ 0

Exemple 1.5 considérons les matrices E et A suivantes :

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 0


et

A =

1 0 0
0 0 1
0 1 0


Alors,

(Es −A)−1 =


1

s −1
0 0

0 0 −1
0 −1 −s
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

Ici l’indice de nilpotence est µ = 2 ; les matrices fondamentales sont :

Φi =

1 0 0
0 0 0
0 0 0



Φ−1 =

0 0 0
0 0 0
0 −1 −1



Φ−2 =

0 0 0
0 0 0
0 0 −1


La solution x(t ) du système (1.4) avec la condition initiale x(t0) = x0 est donnée par :

x(t ) = eΦ0A(t−t0)Ex0 +
∫ t

t0

eΦ0A(t−τ)Φ0Bu(τ)dτ+
µ∑

j =1
Φ0 j [B j−1 +Ex0δ

j−1]+1 (1.8)

Et

y(t ) = eΦ0A(t−t0)Ex0 +
∫ t

t0

CeΦ0A(t−τ)Φ0Bu(τ)dτ+
µ∑

j =1
CΦ0 j [B j−1 +Ex0δ

j−1]+Du(τ) (1.9)

En substituant x0 = 0 et u(t ) = δ(t ) dans (1.9), on obtient la réponse impulsionnelle G(t )
du système (1.4)

Exemple 1.6 Si on considère le système

Eẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )

y(t ) = Cx(t )+Du(t )

Avec,

E =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , A =

1 0 0
0 0 0
0 1 0

 , B =

1
0
1

 , C =
(
0 0 1

)
, D = 2

Alors,
det(Es −A) = −s

Donc le système est régulier et l’indice de nilpotence µ = 2, par conséquent les matrices
fondamentales sont telles que :

Φ0 =

0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , Φ−1 =

−1 0 0
0 0 −1
0 0 0

 , Φ−2 =

0 0 −1
0 0 0
0 0 0



Par suite,

Φ0A =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , eΦ0A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LA THÉORIE DES MATRICES

Donc,

Φi =Φ0AΦi−1 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , pour i ≥ 0

La solution du système est donnée par,

x(t ) = eΦ0AtΦ0Ex0 +Φ−1Bu(t )+Φ−1Ex0Φ−2Bu(1)(t )+Φ−1Ex0δ
1(t )

x(t ) =

−u(t )−x2,0δ(t )−u1(t )
−u(t )

x3,0



g (t ) =

{
CeΦ0AtΦ0B, t > 0

CeΦ0AtΦ0B+∑µ

j =1 CΦ j (Bδ j−1(t )+Dδ(t )), t = 0

12



Chapitre 2

Systèmes positifs

Dans ce qui suit nous allons nous intéresser à la notion de positivité concernant un
système L.T.I à temps continu définit par :

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )
x(0) = x0

(2.1)

Définition 2.1 Un système est dit positif si à toute entrée positive et condition initiale po-
sitive, correspond un état positif et une sortie positive.
Alors, le système (2.1) est par définition positif si et seulement si,

∀x0 ∈R+∀u ∈R+ ⇔ x(t ) ∈R+et y(t ) ∈R+

1 Condition de positivité

Cas continu :
Soit le système continu suivant :

ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )
x(0) = x0

(2.2)

Théorème 2.1 Un système linéaire à temps continu (A,B,C) est positif si et seulement si la
matrice A est une matrice de Metzler et B ≥ 0,C ≥ 0

Preuve. :
Suffisance :
La solution de l’équation (1.1) est donnée par :

x(t ) = eAt x(o)+
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

D’après la proposition (1.1) A est une matrice de Metzler si et seulement si eAt ∈Rn×n+ .
Donc, Si A est de Metzler, B ∈ Rn×m+ , x0 ∈ Rn+,u(t ) ∈ Rm+ , t ≥ 0 alors, la solution de (1.1)
x(t ) ∈ Rn+ et puisque C ∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ , alors, la sortie du système y(t ) ∈ Rp

+ ( solution
de l’équation (1.2) )

13



CHAPITRE 2. SYSTÈMES POSITIFS

Néccessité :
Soit u(t ) = 0,∀t ≥ 0 et x0 = ei (la i i eme colonne de In), la trajectoire ne quitte pas le quart
Rn+ que si ẋ(0) = Aei ≥ 0 ce qui implique a j i ≥ 0,∀i 6= j . La matrice A doit être de Metzler,
pour les mêmes raisons, pour x0 = 0 nous avons ẋ(0) = Bu(0) ≥ 0 ce qui implique B ∈Rn×m+
et u(0) ∈Rm+ peut être arbitraire.
De la même manière, en supposant que x(0) = 0 nous obtenons y(0) = Du(0),D ∈ Rp×n

+ et
u(0) ∈Rm+ peut être arbitraire.
Cas discret : Soit le système discret suivant :

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk

x(0) = x0

(2.3)

Positivité du système (2.3) ⇔∀x0 ≥ 0, quad∀ui ≥ 0, alors, ∀i ≥ 0, xi ≥ 0 et yi ≥ 0

Théorème 2.2 Un système linéaire à temps discret (A,B,C) est positif si et seulement si A ≥
0,B ≥ 0,etC ≥ 0

2 Positivité des systèmes linéaires

Considérons à présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps continu :

2.1 Positivité externe

Tout d’abord, donnons la première définition de positivité des systèmes linéaires, qui
est la positivité externe :

Définition 2.2 :Un système linéaire (A,B,C) est dit externement positif si la sortie corres-
pondante à l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative i.e. pour
x0 = 0 et pour tout contrôle u(t ) ∈Rm+ , ; t ≥ 0, on a : y(t ) ∈Rp

+; pour t ≥ 0.

Théorème 2.3 Un système linéaire (A,B,C) est dit externement positif si et seulement si la
réponse impulsionnelle est non-négative i.e G(t ) ∈Rp×m

+ , t ≥ 0.

Nous considérons maintenant la cas de la positivité externe pour des systèmes linéaires
singuliers en temps continu,

Définition 2.3 Le système singulier (1.4) est dit externement positif si pour x0 = 0 et tout
contrôle non-négatif u(t ) ≥ 0 avec u( j )(t ) ≥ 0 pour j = 1, ., ., .,µ−1 ; pour x(t ) ∈ Rn+ la sortie
est aussi non-négative i.e. y(t ) ≥ 0 pour t ≥ 0.

Théorème 2.4 : Le système (1.4) avec D = 0 est dit dit externement positif si la réponse
impulsionnelle g (t ) est non-négative i.e. g (t ) ∈Rp×m

+ , pour t > 0

2.2 Positivité interne

À présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut être ap-
pelée positivité interne.
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Définition 2.4 : Un système linéaire (A,B,C) est dit internement positif si pour tout x0 ∈Rn+
et tout contrôle u(t ) ∈Rm+ , t ≥ 0, on a :

x(t ) ∈Rn
+

-Cette définition indique que toutes les trajectoires émanent de n’importe quel point dans
l’orthant non-négatif Rn+ (frontière incluse) de l’espace d’état R, obtenues en appliquant
une entrée non-négative au système, demeurent dans l’orthant non-négatif et mènent à une
sortie non-négative.

Remarque 2.1 : La positivité interne implique la positivité externe, mais l’inverse n’est pas
vrai.

Théorème 2.5 Un système linéaire (A,B,C) est dit internement positif si et seulement si la
matrice A est de Metzler, B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+

Pour la preuve nous avons le même raisonnement que le théorème (2.1).

Maintenant, nous allons donner la définition de la positivité interne des systèmes sin-
guliers en temps continu :

Définition 2.5 Le système singulier (1.4) est dit internement positif si pour tout état initial
admissible x0 ∈ Rn et tout contrôle non-négative u(t ) ≥ 0avec u( j ) ≥ 0, j = 0, ., ., .,µ− 1,
l’état x(t ) ∈Rn et la sortie y(t ) ∈Rp , t ≥ 0

Remarque 2.2 Le système singulier internement positif est toujours externment positif.

Définition 2.6 Le système singulier (1.4) est dit faiblement positif si et seulement si A est
une matrice de Metzler, E ∈Rn×n+ , B ∈Rn×m+ , C ∈Rp×n

+ et D ∈Rp×m
+ .

2.3 Quelques applications

Les applications sont nombreuses, nous citons quelques exemples :

- Circuit RLC.

- Des systèmes à variables physiques positives par nature (niveaux, débits,...).

- Sciences de la communication et de l’information.

- Applications en médecine, cinétique chimique,...

- Modèles de dynamiques de population.

- ...etc.
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Exemple 2.1 É tant donné le circuit illustré par la figure (2.1) avec les résistances connues
R1,R2,R3, les inductances L1,L2 et les tensions de source e1 = e1(t ),e2 = e2(t ), les courants
i1 = i1(t ), i2 = i2(t ) dans les inductances sont choisies comme variables d’état et y = y(t ) =(
R1i1

R2i2

)
est choisie comme sortie.

 

FIGURE 2.1 – Circuit RLC

En utilisant la loi de Kirchhoff, nous pouvons écrire les équations dans le format d’es-
pace d’état suivant :

d

d t

(
i1

i2

)
= A

(
i1

i2

)
+B

(
e1

e2

)
, y = C

(
i1

i2

)
Où,

A =

−
R1 +R3

L1

R3

L1
R3

L2
−R2 +R3

L2

 ,B =


1

L1
0

0
1

l2

et C =

(
R1 0
0 R2

)
(2.4)

De l’équation (2.4), il en résulte que A est une matrice de Metzler, et B et C ont des entrées
non-négatives. Le circuit est un bon exemple de système positif en temps continu.

Exemple 2.2 : Considérons le circuit électrique représentée par la figure (2.2) avec les para-
mètres données R1,R2,R3,C1,C2 et une source de tension e = e(t )

 

FIGURE 2.2 – RC

Choisir les tensions u1 = u1(t ),u2 = u2(t ) comme variables d’état et la sortie y = y(t ), on
peut écrire les équations

R1C1u̇1 +u1 +R3(C1u̇1 +C2u̇2) = e
R3(C1u̇1 +C2u̇2)+u2 +R2C2u̇2 = e

(2.5)
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y = u1 +u2 (2.6)

À partir des ces équations 2.5 et 2.6 que nous avons :(
(R1 +R3)C1 R2C2

R2C1 (R2 +R3)C[2

)(
u̇1

u̇2

)
= −

(
1 0
0 1

)(
u1

u2

)
+

(
1
1

)
e (2.7)

et
ù(

u̇1

u̇2

)
=A

(
u1

u2

)
B e (2.8)

y = C

(
u1

u2

)
(2.9)

Où,

A =

−
R2 +R3

C1[R1(R2 +R3)+R2R3]

R3

C1[R1(R2 +R3)+R2R3]
R3

C2[R1(R2 +R3)+R2R3]
− R1 +R3

C2[R1(R2 +R3)+R2R3]

 (2.10)

B =

−
R2

C1[R1(R2 +R3)+R2R3]
R1

C2[R1(R2 +R3)+R2R3]

 , C =
(
1 1

)
(2.11)

De 3.2, il s’ensuit que A est une matrice de Metzler et B ∈R2×1+ , C ∈R1×2+ , Par conséquent
le circuit RLC est un bon exemple de système positive en temps continu. Et pour tous les
u1(0) ≥ 0, u2(0) ≥ 0 et e(t ) ≥ 0 pour t ∈ T nous avons u1(t ) ≥ 0, u2(t ) ≥ 0 et y(t ) ≥ 0
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Chapitre 3

Stabilité des systèmes linéaires positifs

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité des systèmes linéaires positifs en temps
continu.pour cela, nous nous basons sur [1], [2],[3], [6] et [7].

1 Stabilité Asymptotique

1.1 Cas standard

On considère le système linéaire internement positif en temps continu défini par :{
ẋ(t ) = Ax(t )
x(0) = x0

(3.1)

Où, A ∈Rn×n+ est une matrice de Metzler, telle que la solution de l’équation (3.1) est donnée
par :

x(t ) = eAt x0 (3.2)

Définition 3.1 Le système internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si et
seulement si la solution de l’équation (3.2) vérifie la condition

lim
t−→∞x(t ) = 0 (3.3)

Théorème 3.1 [1]Le système internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si et
seulement si les valeurs propres de la matrice de Metzler A sont à parties réelles négatives.

Lemme 3.1 Soit p = maxi ‖si | le rayon spectral de la matrice A = (ai j ),alors, le nombre réel
λ > p si et seulement si tous les mineurs principaux Mi de la matrice B = (Iλ− A) sont
positifs.i.e.

M1 = λ−a11 > 0,M2 =
λ−a11 a12

a21 λ−a22
> 0, ......,Mn = det [Iλ−A] > 0

Théorème 3.2 Le système internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si et
seulement si les coefficients du polynôme caractéristique tel que

pA(s) = det [sI−A] = sn +an−1sn−1 + ........+a1s +a0

sont positifs.i.e ai > 0,∀i = 0, ....,n −1
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Preuve. voir [1]

Théorème 3.3 Le système internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si toutes
les entrées diagonales de la matrice A sont négatives.

Théorème 3.4 Le système internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si toutes
les entrées diagonales de la matrice triangulaire supérieur ( inférieure) sont négatives.

Preuve. Les valeurs propres de la matrice triangulaire supérieur( inférieure) sont égales
à ses entrées diagonales et d’après le théorème le système internement positif (3.1) est dit
asymptotiquement stable si toutes les entrées diagonales sont négatives.

Lemme 3.2 Soit le système (3.1) un système positif en temps continu (système Metzlerien),
alors, il est asymptotiquement stable si et seulement si une des conditions équivalentes est
vérifiée :

i) toutes les valeurs propres de A sont à parties réelles négatives i.e λ ∈ σ(A) ; telle que
Re(λ) < 0.

ii) Tous les coefficients de l’équation caractéristique :

det [λI−A] = λn +an−1λn−1 + .+ .+ .+a1λ+a0

sont positifs i.e ai > 0, = 0, ., .,n

iii) Les mineurs principaux de la matrice −A sont positifs.

∆1 = −a11 > 0,∆2 =
−a11 a12

a21 −a22
> 0, ......,∆n = det [−A] > 0

iv) Les matrices A et −A−1 sont non singulières.

v) Il existe une matrice symétrique définie positive ( éventuellement diagonale) P telle que
A>P+PA < 0

vi) Il existe un vecteur positif V ∈Rn+ tel que AV < 0.

Exemple 3.1 Considérons le système positif (3.1) avec la matrice

A =

 −2 1 0
0 −1 1
1 1 −2

 (3.4)

Vérifions la stabilité asymptotique de ce système.
En calculant les mineurs principaux de la matrice (3.4), nous obtenons :

∆1 = 2 > 0,∆2 =
2 −1
0 1

> 0,∆3 = det [−A] = 1 > 0

la troisième condition du lemme (3.2) est satisfaite, le système (3.1) avec la matrice (3.4) est
asymptotiquement stable.

1.2 Cas singuliers

Théorème 3.5 Le système linéaire singulier (4.9) en temps continu est dit stable si et seule-
ment si λi ∈σ(E, A) i = 1, ., .,n avec λi sont à parties réelles négatives.
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2 Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov :

2.1 Cas standard

Dans l’analyse de la stabilité des systèmes Metzleriens, il est intéressant de trouver les
conditions ; dans lesquelles la solution de l’équation de Lyapunov

A>P+PA = −Q (3.5)

est une matrice définie négative ; en plus de sa définition positive i.e P > 0.

Définition 3.2 (Fonctions de Lyapunov) Les fonctions de Lyapunov sont un outil pour étu-
dier la stabilité d’un équilibre.
Considérons le système :

ẋ = f (x) (3.6)

Tel que f (0) = 0, admettant xe = 0 comme point équilibre.Soit v : Ω −→ R une fonction
définie dans un voisinage Ω de l’origine et admettant des dérivées partielles continues.On
note :

v̇(x) =
d v

d x
(x), f (x) =

n∑
i =1

d v

d xi
(x) fi (x)

Définition 3.3 :On dit que v est une fonction de Lyapunov pour le système (3.6) en xe = 0
dansΩ, si pour tout x ∈Ω on a :

i) v(x) > 0 sauf en x = 0 où,v(0) = 0

ii) v̇(x) ≤ 0.

Le lemme suivant est utile pour notre résultat principal :

Lemme 3.3 Si la matrice A est de Metzler et stable, alors, pour toute matrice symétrique
positive et définie positive Q il existe une matrice symétrique positive et définie positive P
comme solution de l’équation de Lyapunov (3.5)

Preuve. L’équation matricielle de Lyapunov peut être écrite comme une équation matri-
cielle linéaire

Mp = −q (3.7)

Où,p et q sont des vecteurs dont les éléments sont construits à partir des composants (pi j )
et (qi j ) de p et q respectivement, et

M = (A>⊗ I)+ (I⊗A>) (3.8)

est une matrice de dimension n2 ×n2 ; avec ⊗ désignant le produit de Kronecker.
En effet,

A>P+PA = −Q ⇔ [(I⊗A>)+ (A>⊗ I)]vec(P) = −vec(Q)

⇔ [(A>⊗ I)+ (I⊗A>)]p = −q

La matrice M est stable et par construction elle est aussi Metzlerienne,depuis, pour toute
matrice Metzlerienne −M−1 > 0, nous concluons que pour toute q > 0 nous avons P > 0. La
netteté positive de P découle directement du résultat de la stabilité de l’équation matricielle
de Lyapunov.
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Remarque 3.1 Pour construire une fonction de Lyapunov pour le système (3.1) il procéder
la manière suivante :

• Choisir une fonction définie positive Q (par exemple Q = In).

• Résoudre l’équation de Lyapunov (3.5) ,Si on choisie Q symétrique, alors, P sera égale-
ment symétrique.

• Vérifier que P est définie positive.

Exemple 3.2 Soient :

A=

(−2 0
3 −1

)
,Q=

(
1 0
0 1

)
, et P =

(
P1 P2

P3 P4

)
On résoudre le système suivant :(−4P1 +3P2 +3P3 −3P2 +3P4

−33P3 +3P4 −23P4

)
=

(−1 0
0 −1

)
D’où, la solution est :

P=

5

2

3

2
3

2

1

2


Lemme 3.4 Le système internement positif (3.1) est dit asymptotiquement stable si les va-
leurs propres (λi +λi ) sont à parties réelles négatives.Où, λ et λ sont des valeurs propres de
A et A> respectivement.

Preuve. D’après l’équation de Lyapunov (3.5),on a :

x>(A>P+PA)x = x>(Ax)>Px +x>PAx = −Q

= x>λPx +x>λPx = −Q

= x>(λ+λ)Px = −Q

= x>(2Reλ)Px = −Q

Donc, il faut que (λ+λ) = 2Reλ soit négative.

2.2 Cas singulier

On considère le système linéaire singulier internement positif en temps continu défini
par : {

Eẋ(t ) = Ax(t )
x(0) = x0

(3.9)

Où, A ∈Rn×n+ est une matrice de Metzler,telle que la solution de l’équation (3.13) est donnée
par :

x(t ) = eΦ0At Ex0 (3.10)

Théorème 3.6 Le système singulier internement positif (3.9) est dit Asymptotiquement
stable si et seulement si λi ∈σ(E, A) où, λi sont des valeurs propres .
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Théorème 3.7 Le système singulier internement positif (3.10) est dit asymptotiquement
stable si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe une ma-
trice symétrique définie positive P telle que

A>PE+E>PA = −Q (3.11)

Preuve.
Il suffit d’observer que v(x) = x>E>P>Ex est une fonction condidate de Lyapunov pour
(3.10) :
En effet,

v̇(x) = ẋ>E>P>Ex +x>E>P>Eẋ

= x>A>P>Ex +x>E>P>Ax

= x>(A>P>E+E>P>A)x

et puisque P> = P, alors, pour avoir ; v̇(x) < 0, il suffit que :

v̇(x) = x>(A>PE+E>PA)x

= −x>Qx

Lemme 3.5 Si la matrice A est de Metzler et stable, alors, pour toute matrice symétrique
positive et définie positive Q il existe une matrice symétrique positive et définie positive P
comme solution de l’équation de Lyapunov (3.11)

Preuve. L’équation matricielle de Lyapunov peut s’écrire comme une équation matricielle
linéaire

MEp = −q (3.12)

Où,p et q sont des vecteurs dont les éléments sont construits à partir des composants (pi j )
et (qi j ) de p et q respectivement, et

ME = (A>⊗ I)(I⊗E>)+ (I⊗A>)(I⊗E>) (3.13)

est une matrice de dimension n2 ×n2 ; avec hypothèse PE = EP
En effet,

A>PE+E>PA = −Q ⇔ [(I⊗A>)vec(PE)+ (A>⊗ I)]vec(E>P) = −vec(Q)

⇔ [(I⊗A>)vec(EP)+ (A>⊗ I)]vec(E>P) = −vec(Q)

⇔ [(A>⊗ I)(I⊗E>)+ (I⊗A>)(I⊗E)]p = −q

La matrice ME est stable et par construction elle aussi Metzlerienne, depuis, pour toute
matrice Metzlerienne −M−1

E > 0, nous concluons que pour toute q > 0 nous avons P > 0. La
netteté positive de P découle directement du résultat de la stabilité de l’équation matricielle
de Lyapunov.

Lemme 3.6 Le système internement positif (3.10) est dit asymptotiquement stable si la va-
leur propre (λ+λ) = 2Reλ est une partie réelle négative. Où, λ et λ sont des valeurs propres
négatives dans σ(E, A) et aussi il faut que E soit une matrice positive .
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Preuve.
D’après l’équation de Lyapunov (3.11),on a :

x>(A>PE+E>PA)x = x>A>PEx +x>E>PAx = −Q

= x>E>λPEx +x>E>λPEx = −Q

= x>E>(λ+λ)PEx = −Q

= x>E>(2Reλ)PEx = −Q

Donc, il faut que (λ+λ) = 2Reλ soit négative et E une matrice Positive .
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Chapitre 4

Systèmes positifs perturbés

Dans ce chapitre nous suivons le même principe que les chapitres 2 et 3 mais dans un
cas particulier, c’est à dire dans le cas des systèmes perturbés.

1 Cas standard

1.1 Trajectoire d’état

Considérons le système linéaire perturbé suivant :
ẋ(t ) = Ax(t )+Bu(t )
y(t ) = Cx(t )
u(t ) = ∆y(t )
x(0) = x0

(4.1)

Où,A ∈Rn×n ,B ∈Rn×m ,C ∈Rp×n et E ∈Rn×n

Le système (4.1) est équivalent à :{
ẋ(t ) = (A+B∆C)x(t )
x(0) = x0

(4.2)

• La solution : La solution de (4.2) est donnée par :

x(t ) = e(A+B∆C)t x0 (4.3)

pour tout x0 ∈Rn

1.2 Condition de positivité

Définition 4.1 Le système linéaire perturbé (4.2) en temps continu est dit positif si à toute
entrée positive et condition initiale positive, correspond un état positif i.e

∀x0 ∈Rn
+,∀u ∈Rm

+

on a, x(t ) ∈Rn+

Théorème 4.1 Le système linéaire perturbé (4.2) en temps continu est dit positif si et seule-
ment si la matrice (A+B∆C) est de Metzler.
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1.3 Stabilité

Soit le système perturbé positif suivant :{
ẋ(t ) = (A+∆)x(t )
x(0) = x0

(4.4)

telle que sa solution est donnée par :

x(t ) = e(A+∆)t x0 (4.5)

Définition 4.2 Le système linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit Asympto-
tiquement stable si et seulement si la solution de l’équation (4.5) vérifie :

lim
t−→∞x(t ) = 0

Théorème 4.2 Le système linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit asympto-
tiquement stable si et seulement si les valeurs propres de la matrice (A+∆) sont des parties
réelles négatives i.e λi ∈σ(A+∆), i = 1, ., .,n

Corollaire 4.1 Le système linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit Asympto-
tiquement stable si l’une des conditions équivalentes est vérifie :

i) Les coefficients de l’équation det [λI− (A+∆)] sont positifs.

ii) Les mineurs principaux de la matrice −(A+∆) sont positifs.

iii) Les entrées diagonales de la matrice (A+∆) sont négatives.

iv) Il existe un vecteur positif V ∈Rn+ tel que (A+∆)V < 0.

Théorème 4.3 : Le système linéaire perturbé positif (4.4) en temps continu est dit asympto-
tiquement stable si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe
une matrice symétrique définie positive H = (P+∆) telle que :

(A+∆)>H+H(A+∆) = −Q (4.6)

Preuve. Nous faisons la même démonstration que le théorème (3.7) avec v(x) = x>(P+∆)x

Lemme 4.1 Le système internement positif (4.4) est dit asymptotiquement stable si les va-
leurs propres (si + si ) sont des parties réelles négatives.Où, s et s sont des valeurs propres de
(A+∆) et (A+∆)> respectivement.

Preuve. D’après l’équation de Lyapunov (4.6),on a :

x>[(A+∆)>H+H(A+∆)]x = x>((A+∆)>Hx +x>H(A+∆)x = −Q

= x>sH+x>sHx = −Q

= x>(s + s)Hx = −Q

= x>(2Res)Hx = −Q

Donc, il faut que (s + s) = 2Res soit négative.
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2 Cas singulier

2.1 Trajectoire d’état :

Soit le système linéaire singulier perturbé en temps continu suivant :{
Eẋ(t ) = (A+B∆C)x(t )

x(0) = x0
(4.7)

Où,A ∈Rn×n ,B ∈Rn×m , C ∈Rp×n et E ∈Rn×n

• La solution : La solution de (4.7) est donnée par :

x(t ) = eΦ0(A+B∆C)t Ex0 (4.8)

pour tout x0 ∈Rn

2.2 Condition de positivité

Définition 4.3 Le système linéaire perturbé (4.7) en temps continu est dit positif si à toute
entrée positive , condition initiale positive et une matrice E non-négative, correspond un
état positif i.e

∀x0 ∈Rn
+,∀u ∈Rm

+ et∀E ∈Rn×, onax(t )∈Rn++

Théorème 4.4 Le système linéaire singulier perturbé (4.7) en temps continu est dit positif
si et seulement si E ∈Rn+ et la matrice (A+B∆C) est de Metzler.

2.3 Stabilité

Nous adapterons les tests sur la stabilité citée plus haut pour le cas perturbé.
Soit le système linéaire singulier perturbé en temps continu suivant :{

Eẋ(t ) = (A+∆)x(t )
x(0) = x0

(4.9)

telle que sa solution est donnée par :

x(t ) = eΦ0(A+∆)t Ex0 (4.10)

pour tout x0 ∈Rn+

Théorème 4.5 Le système linéaire singulier perturbé (4.9) en temps continu est dit stable si
et seulement si λi ∈σ[E,(A+∆)] et elles sont à parties réelles négatives.

Théorème 4.6 Le système linéaire perturbé positif (4.9) en temps continu est dit asympto-
tiquement stable si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe
une matrice symétrique définie positive H = (P+∆) telle que :

(A+∆)>HE+E>H(A+∆) = −Q (4.11)

avec l’hypothèse HE = EH
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Preuve. L’équation matricielle de Lyapunov peut être écrire comme une équation matri-
cielle linéaire

M(E,∆)p = −q (4.12)

Où,p et q sont des vecteurs dont les éléments sont construits à partir des composants
(p)i j et (qi j ) de p et q respectivement, et

M(E,∆) = ((A+∆)>⊗ I)(I⊗E>)+ (I⊗ (A+∆)>)(I⊗E>) (4.13)

avec v(x) == x>E>H>Ex
En effet,

(A+∆)>HE+E>H(A+∆) = −Q ⇔ (I⊗ (A+∆)>)vec(HE)+ ((A+∆)>⊗ I)]vec(E>H) = −vec(Q)

⇔ (I⊗ (A+∆)>)vec(EH)+ ((A+∆)>⊗ I)]vec(E>H) = −vec(Q)

⇔ ((A+∆)>⊗ I)(I⊗E>)+ (I⊗ (A+∆)>)(I⊗E)]p = −q

Où, p = vec(P+∆) et q = vec(Q)

La matrice M(E,∆) est stable et par construction elle aussi Metzlerienne, depuis, pour toute
matrice Metzlerienne −M−1

(E,∆) > 0, nous concluons que pour toute q > 0 nous avons H > 0.
La netteté positive de H découle directement du résultat de la stabilité de l’équation matri-
cielle de Lyapunov.

Lemme 4.2 Le système linéaire singulier perturbé (4.9) est dit asymptotiquement stable si
la valeur propre (λ+λ) = 2Reλ est une partie réelle négative.Où, λ et λ sont des valeurs
propres négatives dans σ(E,(A+∆))et aussi il faut que E doit une matrice positive .

Preuve. D’après l’équation de Lyapunov (4.11),on a :

x>((A+∆)>HE+E>H(A+∆))x = x>(A+∆)>HEx +x>E>H(A+∆)x = −Q

= x>E>λHEx +x>E>λHEx = −Q

= x>E>(λ+λ)HEx = −Q

= x>E>(2Reλ)HEx = −Q

Donc,il faut que (λ+λ) = 2Reλ soit négative et E une matrice Positive .

2.4 Marge de stabilité pour les systèmes à temps continu

Nous examinerons les systèmes dynamiques linéaires invariants dans le temps :
λEx(t ) = Ax(t )+Bu(t )

y(t ) = Cx(t )+Du(t )
u(t ) = ∆y(t )

(4.14)

Où, E ∈ Rn×n , A ∈ Rn×n ,C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m sont des matrices données, x(t ) est le vecteur
de n variables d’état, u(t ) un vecteur de m entrées et y(t ) un vecteur de p sorties.
Après l’élimination de y(t ), le système (4.14) devient :

λEx(t ) = A(∆)x(t ), A(∆) := [A+B(Im −∆D)−1∆C] (4.15)
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Cela découle de (Im −∆D)−1∆ =∆(Ip −D∆)−1 qui se vérifie facilement par la relation

∆(Ip −D∆) = (Im −∆D)∆

.
Nous cherchons ensuite à connaitre les conditions garantissant que le système (E, A(∆)) est
également strictement stable.
Nous définissons donc le rayon de stabilité correspondant du système perturbé (E, A(∆)) tel
que la plus petite perturbation∆ déstabilisant le système :

rc (E, A,B,C,D) := inf∆
{||∆||2 : (λE−A(∆)) a des val eur s pr opr es i nst abl es

}
(4.16)

Où nous utilisons la norme-2, ||∆||2 = Supx 6=0
||∆x||2
||x||2

pour mesurer la perturbation com-

plexe∆ ∈Cn×p .
Comme les valeurs propres sont des fonctions continues d’éléments de (λE−A(∆)), la stabi-
lité ne sera perdue que lorsque l’une des valeurs propres franchira la limite ∂Γ de la région
de la stabilité Γ.
Une formulation équivalente de ce rayon de stabilité est donc donnée par :

rc (E, A,B,C,D) = inf
∆

{||∆||2 : det(λE−A(∆)) = 0} (4.17)

Tester si det (λE−A(∆)) = 0 est équivalent à tester si

det

(
λE−A B
∆C Im −∆D

)
= 0 (4.18)

Puisque (λE − A(∆)) est le complément de Schur de 4.18 par rapport à (λE − A), qui est
supposé non singulier dans la région considérée Γ et sa limite (frontière) ∂Γ. Notez que la
condition 4.18 peut également être écrite en tant que

det

[(
λE−A B

0 Im

)
+

(
0

Im

)
∆

(
C D

)]
= 0 (4.19)

Et comme (λE−A) est inversible, cela équivaut à tester

det

[
Im+n +

(−(λE−A)−1B
Im

)
∆

(
C −D

)]
= 0 (4.20)

Puisque det[I+ ST] = 0 implique det[I+TS] = 0 pour deux matrices conformables S et T,
cela donne finalement :

det[Im −∆G(λ)] = 0, G(λ) := C(λE−A)−1B+∆ (4.21)

Nous pouvons donc formuler le rayon de stabilité comme suit :

rc (E, A,B,C,D) := inf
λ∈∂Γ

{
i n f∆||∆||2 : det[Im −∆G(λ)] = 0

}
(4.22)

Et on sait qu’il est égale la norme dite H∞du système G(.) :

rc (E, A,B,C,D) =
[
Supλ∈∂Γ||G(λ)||2

]
= [||G(λ)||∞]−1 (4.23)

pour les systèmes à temps continu ∂Γ = j w, w ∈R, et (4.23) simplifie d’avantage à

rc (E, A,B,C,D) =
[
Supw∈R||G( j w)||2

]−1 (4.24)
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Chapitre 5

Conclusion

Dans la première partie de notre travail, nous avons étudié une nouvelle classe de sys-
tèmes introduite dans [9]. La principale propriété de ces systèmes et que si l’état initiale est
non négatif (resp. positif) la trajectoire d’état se situe entièrement dans l’orthant non négatif
(resp. positif). L’objectif des chapitres 1 et 2 est de rappeler quelques propriétés de la théo-
rie des matrices, et des systèmes positifs. Dans le troisième chapitre, nous étalons quelques
grandes notions de stabilité. Dans le chapitre 4, nous étudions la positivité des systèmes
singuliers et ou non perturbés et nous analysons l’impact de la marge de stabilité pour cette
classe de systèmes. Dans la deuxième partie de notre travail, nous avons étudié l’analyse de
la stabilité d’une nouvelle classe de systèmes perturbés positifs et singuliers. et nous avons
établi des conditions de stabilité en terme de LMI’s à la lyapunov. Pour ce faire nous nous
sommes basés sur de nombreux travaux.

Les perspectives dans ce mémoire demeurent nombreuses et en raison du temps qu’on a
pas pu tout réalisé.

—————————————
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