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Introduction

La théorie des systémes dynamiques [3, 29], ou les systémes sont construits a par-
tir d'un ensemble d’objets ou de phénomenes liés entre eux et isolés artificiellement du
monde extérieur, est une branche classique des mathématiques. Le but de cette théorie
est de modéliser des processus qui évoluent au long terme dans le temps afin d’étudier
leur comportement pour obtenir, en dernier, les résultats désirés.

Plus particuliéerement, la modélisation des systemes dynamiques, laquelle nécessite
un ensemble de techniques permettant de disposer d'une représentation mathématique
du systeme étudié, vise a établir les relations qui lient les variables caractéristiques de
ce processus entre elles et a représenter rigoureusement son comportement dans un do-
maine de fonctionnement donné.

En effet, un systeme dynamique est un espace des phases, dont les points corres-
pondent aux états possibles du systeme considéré muni d'une loi d’évolution qui décrit
la variation a court terme de |’état du systeme. Ainsi, un systeme dynamique est, donc, un
modele formé par le regroupement de trois objets différents : [7]

— Espace d’état : un ensemble des coordonnées nécessaires a la description complete

d’un systeme.

— Loi d’évolution : une fonction qui donne I’état actuel connaissant un état antérieur.

— Temps : peut prendre des formes différentes.

A partir de ce dernier objet lequel est le temps, on peut distinguer deux classes de
systemes dynamique : a temps continu et/ou a temps discret [3, 29].

Un systéeme dynamique a temps continu est représenté par une équation différen-
tielle. On cite, par exemple, le systeme masse-ressort-amortisseur qui est décrit par les
équations différentielles ordinaires suivantes [2]

x1(8)

X2,

k 1
Xo(t) = —sz - Mxl + Mu(t),

ou t représente le temps, M est la masse, k est le ressort de raideur, f est 'amortisseur et
u est la force.
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FIGURE 1 - Systéme dynamique a temps continu : systeme masse-ressort-amortisseur [2]

Cependant, un systeme dynamique a temps discret est représenté par une équation
aux différences. Par exemple [12], supposons que nous avons une population de lapins
qu’au début de notre expérience compte xg lapins. Nous savons qu’en une année la popu-
lation augmente de 10%. Notons par x,, le nombre de lapins de la n/®¢ année, I'évolution
des lapins en une année x; est, donc, décrite par I'équation

X1 =Xxo9+0.1 xp.
Au cours de la deuxieme année la quantité de lapins augmente de la méme facon
Xo=x1+0.1x;.
En continuant de la méme maniére, pour une année quelconque nous trouvons
Xpe1 = L.1lx,.
Ainsi, nous pouvons remarquer que pour chaque période de temps
Xn+1=P(xn),
avec
P(x)=1.1x.

Autrement dit, la dynamique de la population peut étre décrite, comme dans cet exemple,
par l'itération d'une fonction P(x). En connaissant cette fonction, nous pouvons recons-
tituer I’état du systéme a chaque moment du temps.

Les systemes dynamiques possedent plusieurs propriétés fondamentales [8], parmi
eux, la solvabilité et la stabilité se trouvent. La solvabilité consiste a retrouver la trajec-
toire du systeme dynamique a partir de I'’entrée en utilisant des concepts mathématiques
tandis que la stabilité est la capacité du systeme a revenir a sa position d’équilibre lorsqu’il
en est ponctuellement écarté. Autrement dit, la solvabilité permet de retrouver I'état et la
stabilité signifie que les trajectoires ne changent pas trop sous des petites perturbations.

Pour déterminer la solution des systémes dynamiques, plusieurs transformation existent
[6, 10, 13, 17, 31], alors que, la stabilité peut étre tester en utilisant un test par les poles,

2
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par les valeurs propres, par le critére de Lyapunov pour n’en citer que quelques uns [1, 4,
11, 14].

Lobjectif de ce mémoire est de, dans un premier temps, traité la solvabilité des sys-
temes dynamiques a temps continu et a temps discret via deux transformations, 'une
trés connue et utilisée et I'autre récemment découverte, ensuite, étudié la stabilité des
différents type de systéemes dynamiques a temps discret. L'étude de la stabilité est faite en
utilisant des techniques existent et d’autres que nous développerons.

Ce manuscrit est organisé comme suit

— Dans le premier chapitre un rappel de quelques notions préliminaires sur la théo-
rie des matrices et les fonctions spéciales est présenté. Ensuite, la solvabilité des
systemes dynamiques linéaires a temps continu est traitée via la transformée de
Laplace et une transformation récemment découverte dite "transformation de Su-
mudu".

— Quant au second chapitre, on y présente la solvabilité des systémes dynamiques
linéaires a temps discret. Dans un premier temps, quelques notions fondamentales
sur les systemes dynamiques linéaires a temps discret sont exposées. Ensuite, leurs
solvabilité est établie par les deux transformations Z et Sumudu discrete.

— Le troisieme et dernier chapitre est consacré a I’étude de la stabilité des différents
types de systemes dynamiques linéaires standards a temps discret en utilisant trois
techniques différentes. La premiere méthode consiste a vérifier la localisation des
poles, ou d'une facon équivalente la localisation des valeurs propres dans une ré-
gion du plan complexe. Le critere de Schur-Cohn qui peut étre vu comme un critere
algébrique est la deuxieme méthode présentée et qui permet de tester la stabilité.
En dernier, la méthode de Lyapunov, ot il s’agit de construire une fonction telle
que les différences de cette fonction dans un certain voisinage du point d’équilibre
donnent une information sur la stabilité du systeme, est étayée.

Enfin, la derniére partie de ce manuscrit présente tout d’abord une conclusion géné-

rale suivie par quelques perspectives.

Ce manuscrit comprend également une bibliographie ou les différents articles et ou-
vrages utilisés pour I’élaboration de ce travail sont présentés.



Chapitre 1

Systemes dynamiques linéaires a temps
continu

1 Introduction

Ce chapitre fait 'objet d'un petit rappel, dans un premier temps, sur quelques notions
de la théorie des matrices et des fonctions spéciales. Les différents systémes dynamiques
linéaires a temps continu sont ensuite exposés. La solvabilité de ces derniers est traitée
par deux transformations dans I'une reste méconnue.

2 Notions préliminaires

Dans cette section, nous allons présenter quelques notions préliminaires sur la théo-
rie des matrices ainsi que la définition de quelques fonctions spéciales lesquels seront
utiles par la suite. Un petit apercu sur les systemes dynamiques linéaires a temps continu
cloture cette section.

2.1 Rappels sur la théorie des matrices

Définition 1.1 (Indépendance linéaire) [15] Soienta; € R", n € N*, des lignes (ou des colonnes)
de la matrice A € R™", les vecteurs a; sont linéairement indépendant si seulement s’il existe
a; € C tel que

n
Y aja;=0=a; =0, pourtout i=1,---,n.
i=1

Définition 1.2 (Rang d’'une matrice) [13, 15] Le nombre de lignes (ou de colonnes) linéai-
rement indépendante de matrice A € R"*"" noté par rg A est dit le rang de la matrice A.

Définition 1.3 (Matrice transposée) [15] Soit A une matrice a valeurs réelles de taille n x

m
ay dyp - dim
apy azp -+ m
A=
anl1 QAn2 -+ Qnm



2. NOTIONS PRELIMINAIRES

On appelle matrice transposée de A € R™ ™, la matrice AT € R™*" définie par

ailr  ax an1

T | @12 a2 an2
A= .

aAim @m *°° Aum

Proposition 1.1 [15] Soient A€ R"*" et B € R"*"* deux matrices et soit k un scalaire. Alors,

1) A+B)T=AT+BT.

2) ADHT=A.

3) (kAT =kA".

4) (AB)T =BTAT.
Définition 1.4 (Matrice transposée conjuguée) [13] On appelle matrice transposée conju-
guée d’'une matrice A€ C"", la matrice A* € C"*" définie par

—T

A" =A".

Définition 1.5 (Matrice symétrique) [13] Une matrice A € R"*"" (respectivementA € C'**"™)
est symétrique si elle est égale a sa transposée (respectivement transposée conjuguée), c’est-
a-dire

A=A", (respectivement A=A*). (1.1

Définition 1.6 (Matrice définie positive) [15] On dit qu'une matrice A a valeurs réelles de
taille n x n est définie positive si et seulement si

vXe(R*)" @ (X,AX)=X'AX > 0.

2.2 Rappels de quelques définitions des fonctions spéciales

Définition 1.7 (Fonction Gamma) [28] Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on
définit la fonction suivante, appelée fonction gamma et notée I',

F(z):f e 't* 7 lde, z>0. (1.2)
0

La fonction Gamma est représentée par une intégrale impropre. Elle converge abso-
lument sur le demi-plan complexe ol la partie réelle est strictement positive.

Proposition 1.2 [28] La fonction Gamma d’Euler vérifie les propriétés suivantes
e [(n+1)=mn!, VneN.
o [(z+1)=2I(2), z>0.

Exemple 1.1 Soitz=1. Ainsi,

1) :f e ldt,
0

-t

=—lime " +1.

t—o0

D’out
I'y=1.



3. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Définition 1.8 (Fonction d’ordre exponentiel) [23] On dit que la fonction f est d’ordre ex-
ponentiel, s'il existe M > 0 et a € R tels que

(D] <Me™, VteR,. (1.3)

Définition 1.9 (Impulsion de Dirac) [28] On appelle impulsion de Dirac la fonction 6 dé-
finie par

[0 siot#0,
Dans un cas discret, la fonction de Dirac est donnée par la formule suivante
|0 st i#],
0ij _{ 1 si i=j. (1.5
2.3 Systémes dynamiques linéaires a temps continu
On considere le systéeme dynamique linéaire a temps continu
Ex(r) = Ax()+Bu(p) (1.6)
y() = Cx(#)+Du(s) (1.7)

ou x € R" est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur d’entrée et y € RP est le vecteur de
sortie. A, E€ R™" Be R™™ CeRP*"etDeRP*™,

Définition 1.10 [8]
o Lesysteme (1.6) est dit standard si detE #0.
o Lesysteme (1.6) est dit singulier si detE =0.
e SiE=1. Alors, le systeme (1.6) est appelé standard ou explicite.

Définition 1.11 [8] Le faisceau (E, A) du systéme (1.6) est dit régulier (respectivement singulier)
si et seulement si

det(sE—A) #0 (respectivement det(sE —A) =0),

pour un certain s € C.

3 Transformation de Laplace

La définition de la transformée de Laplace a la fois directe et inverse ainsi que leurs
propriétés sont présentées dans cette section.

Définition 1.12 (Transformée de Laplace) [16] Soit f une fonction de la variable réelle t.
La transformée de Laplace la fonction f lorsqu’elle existe est la fonction F de la variable
complexe s donnée par

+00
LUF(D}(s) =F(s) = fo festdr. (1.8)

Théoreme 1.1 (Théoreme d’existence) [8, 10, 16] Soit f : R, — C une fonction continue
par morceaux sur R d’ordre exponentiel. Alors, f admet la transformée de Laplace

LIF(D}s) :fo f(te*dt. (1.9)



3. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Exemple 1.2 Considérons la fonction
fn=t.

Alors,

f{f(t)}(S):fo f(ne*'dt,

o0
= f te”Stdt,
0

1

=—;, pour Re(s) > 0.
S

Proposition 1.3 [10, 16] Pour toutes fonctions f et g : Ry — C admettent des transformées
de Laplace avec f € €"(R.). Nous avons les propriétés suivantes

a) Linéarité:

ZLif () +gDis) =ZL{f (D} (s) + ZL{g(D)}(s), (1.10)
et
LIkf (DY) =kZL{f(D}(s), keR. (1.11)
b) Dérivée:
LA (DY) =sLif (D} (s) - f(0). (1.12)
c) Dérivée d’ordre n:
n-1
L)) =" LI} = Y " P )| (113)
k=0 =

d) Convolution : Si les fonctions f et g sannulant sur le demi plan négatif (dites cau-

sales), alors
LU )OS =ZL{f (D) L{f(D}(s), (1.14)

ol

t
(f*8) (D) :fo fx)g(t-x)dx. (1.15)

Proposition 1.4 [10] Soit t € R et s0it 6 la fonction de Dirac. Alors,

tt :
_ (4]
l.ff{ni+1)}(s)_s .
2. Z{6(n)}(s)=1.

Définition 1.13 (Transformée de Laplace inverse) [10] La transformée de Laplace inverse
de l'imageF est la fonction f définie par

Y+oo
f(t)zi’_l{F(S)}(t):% F(s) e’ ds. (1.16)

Y—0o

Exemple 1.3 Soit la fonction F définie par

m . .
F(S) — ZAlS_(l+l),
i=0



4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE LAPLACE

ot A est une matrice a valeurs réelles de taille n x n. Alors,

f(t)y=2L 1)),

zg—l {ZAZS—(Z-F].)}(ZL)’

i=0

.[\”48

~
1l
o

Al ol {S—(i+1)} 1),

i cp—1 t'
A'Z {z{HHD}(s)}(t),

.[\”,]8

~
11
o

=) A :
= 1+1)
En dernier,
f(o)=eM.

4 Solvabilité des systemes dynamiques linéaires a temps continu
par la transformée de Laplace

Cette section traite la solvabilité des systemes dynamiques linéaires a temps continu
standards et singuliers en utilisant la transformation de Laplace et d’autres résultats de la
théorie des matrices.

4.1 Solvabilité des systemes dynamiques linéaires standards
Considérons le systéeme dynamique linéaire unidimensionnel a temps continu

x(t) =Ax(t) + Bu(1), (1.17)
y(8) =Cx(t) + Du(p), (1.18)

ou x € R" est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur d’entrée et y € R” est le vecteur de

sortie. Ac R BeR"™"™, CeRP*" etDeRP*™,
La condition initiale associée au systeme (1.17) est

x(0) = xo. (1.19)

Le systeme (1.17) est dit le systeme linéaire unidimensionnel a temps continu stan-
dard (ou explicite).
On suppose que le faisceau (sI—A) du systeme (1.17) est régulier, i.e. ;

det(sI—-A) #0, (1.20)
pour un certain s € C.

Proposition 1.5 [20, 25, 26] La série de Laurent au voisinage de oo du faisceau (sI —A) est
donnée par

1S5 . .
(sI-A)7' =) Als™HD, (1.21)
i=0
pour un certain s € C.



4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE LAPLACE

Lexpression de la trajectoire associée au systeme (1.17) est donnée par le théoréme
suivant.

Théoreme 1.2 [8, 19] La trajectoire du systeme linéaire unidimensionnel a temps continu
standard (1.17) est donnée par

t
x(1) = e xg +f ATYBy(T)dr, (1.22)
0

oir ™ est I'exponentielle de la matrice A défini par
00 Ai .
At i
e = t,

;) Ii+1)

et ['représente la fonction Gamma d’Euler.

Preuve. Soient Z{x(1)}(s) = X(s) et L{u()}(s) = U(s) les transformées de Laplace des
fonctions x et u respectivement. L'application de la transformée de Laplace a I'équation
(1.17), donne

x(1) =Ax(1) + Bu(r) © L{x(1)}(s) = L{Ax(t) + Bu()}(s).

En utilisant les propriétés de la transformée de Laplace citées dans la proposition 1.3,
nous trouvons
$X(8) — xo = AX(s) + BU(s),

ou encore
(sI-A)X(s) = xp +BU(Ss). (1.23)

Comme le faisceau du systeme (1.17) est régulier, alors, I’équation (1.23) devient
X(8) = (sT—A) " xg + (sT— A)T'BU(s).

En utilisant la série de Laurent (formule (1.21)), nous obtenons
S . . S . .
X(s)=Y Als Ty + Y ABs~ DU (s). (1.24)
i=0 i=0
Par application de la transformée de Laplace inverse et de ses propriétés (proposition

1.4) al’équation (1.24), il découle

t
x(1) = e xg +f A IBy () dT.
0

Exemple 1.4 Considérons le systeme

Ex(f) = Ax(£) + Bu(p), (1.25)
avec
100 0 0000 0
010 0 1000 0
E=lo oo 1] ®lo1oo]| B0
00 -1 0 000 1 1



4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE LAPLACE

C=(1101) D=0 (1.26)

et la condition initiale

Xo

S =

1

Il est claire que detE #0. Ainsi, le systeme (1.25) devient

x(8) = Ax(t) + Bu(t),

avec
0 0O 0 0
- 1 00 ~
_E-1a_ _F-1lp_
A=E A= 00 0 -1 et B=E 'B= 1
010
Par la formule (1.22), il s'en suit
1
1+¢
x(6)= —f umdt—t———-—
0 2 3
tz
1+t+—
2

En dernier, en utilisant les systemes (1.18) et (1.26), et le vecteur d’état x(t). La sortie y(t)

est
2

t
YO=3+20+ .

4.2 Solvabilité des systémes dynamiques linéaires singuliers

Considérons le systéeme dynamique linéaire unidimensionnel a temps continu

Ex(t)
y(8)

Ax(t)+Bu(r) (1.27)
Cx (%) + Du(1) (1.28)

ou x € R" est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur d’entrée et y € R” est le vecteur de
sortie. A, B, C, D et E sont des matrices réelles de tailles appropriées avec detE = 0.
La condition initiale associée au systeme (1.27) est

x(0) = xo. (1.29)
On suppose que le faisceau (SE — A) du systeme (1.27) est régulier, i. e. ;
det(sE—-A) #0, (1.30)

pour un certain s € C.

De plus, on suppose que le systéme (1.27) vérifie les conditions de compatibilité sui-
vantes

e udonnéeetVkeN : u®(p =0.

o s~ existe pour tout 1 < i < p avec g € N*,

10



4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE LAPLACE

Ainsi, le systéeme (1.27) est dit systeme dynamique linéaire unidimensionnel singulier
a temps continu.

Proposition 1.6 [20, 25, 26] La série de Laurent au voisinage de oo du faisceau (SE—A) avec
detE =0 est donnée par

(S5 .
SE-A)'= Y ¢;s7UY, (1.31)
i=—p
pour un certain s € C. | est appelé l'indice de nilpotence, il est décrit par

p=rgE —deg[det(sE-A)] +1, (1.32)
et p; est appelée la matrice fondamentale.
Proposition 1.7 [8] Les matrices fondamentales vérifient les propriétés suivantes
1. $;=0, pour i<-p.

2. ¢;=(PoA)idy, pour i=0.

_J i1 pour i=0,
3 (POA(D’_{ 0 pour i<0.

La solution du systeme (1.27) est donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 1.3 [8, 19] La solution du systeme dynamique linéaire singulier unidimension-
nel a temps continu (1.27) est donnée par

t H , .
x(1) = €®MpoExg + fo eI Bu(rdT+ Y b (Bul (1) +Exod V0], (1.33)
i=1

oiL e™A est lexponentielle de la matrice poAt, §; est la matrice fondamentale, |1 représente
l'indice de nilpotence et 6 est l'impulsion de Dirac.

Preuve. Notons Z{x(1t)}(s) =X(s), L{u(t)}(s) =U(s).
En appliquant la transformée de Laplace et ses propriétés a 'équation (1.27) et sa-
chant que le faisceau (SE — A) est régulier, nous trouvons

X(s) = (SE—A) " Exo + (SE—A)"1BU(s). (1.34)

Par la relation (1.31), nous obtenons
(X) . m .
X($)= Y dis " VExg+ Y. bisTUTUBU(s), (1.35)
i:—p i:—p~
ou encore
u . o0 . ! . o9 .
X(8)=Y d_is" ' Exg+ Y dis T VExg+ Y boisTIBU(S) + ) dbisTCHVBU(s).  (1.36)
i=1 i=0 i=1 i=0

En dernier, par application de la transformée de Laplace inverse et de ses propriétés a
I’équation (1.36), il découle

t H . ,
x(1) = e®A poExg + fo e Do Bu(t)dT + ) d- (Bu“—” (£) +Exo8U ™1 (t)) .
i=1
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4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE LAPLACE

Exemple 1.5 Considérons le systeme (1.27) avec

1 000 0 00O 0 1
0 010 1 000 0 1
E=lo oo of *Flo1 0 o) B5[o]| & =0 (1.57)
0 0 0O 0 0 01 1 1
1l est claire que detE = 0. Alors,
s 0 0 O
- 0 S 0 2
SE=A=1y 1 ¢ o|77%
0O 0 0 -1
Ainsi,
10 0 o0
0 0 -1 0
— _1—
N S
0 0 0 -1
Dans ce cas, l'indice de nilpotence est
=rg E—deg(det(Es—A)) +1,
H=18 & (1.38)
p=1.
Par suite, les matrices fondamentales sont
00 0 O 1 000 00 0O
00 -1 O 0 00O 0 00O
12100 0 o *Flo 100 PF|1 000
00 0 -1 0 00O 0 0 0O
D’ou
x(t) = ePMpoExg + Gp_1Bu(t) + d_1Expd(2),
1 0 0
0 0 0
= + 0 u(t) + 0 o(1).
0 -1 0
En dernier,
1
x(t) = 2 . (1.39)
—u(r)
Si on prend

C=(1101) et D=0.

Alors, la sortie y du systeme (1.28) devient

y(@)=1-u(r).

12



5. TRANSFORMATION DE SUMUDU CONTINUE

5 Transformation de Sumudu continue

Une nouvelle transformation, dite transformée de Sumudu continue, est présentée
dans cette section ainsi que ces différentes propriétés.
La transformation de Sumudu continue est définie sur I’ensemble des fonctions

o = {x(t)IBM,Tl,Tz >0,]x(0)|<Me'T si re(=1)) x [o,oo[}.

Définition 1.14 (Transformée de Sumudu continue) [5, 6, 31] La transformation de Su-
muduX d'une fonction x € o est donnée par la formule suivante

X(v)=FL{x(OHHv) = %foo e_éx(t)dt, veE|[-T1,T]. (1.40)
0

Théoréme 1.4 (Théoreme d’existence) [31] Six € of. Alors, x admet la transformée de Su-
mudu

y{x(t)}(u):f e tx(wt)dt, vel-T,T1]. (1.41)
0

Exemple 1.6 Soit la fonction de Heaviside

1 sit>0,
H(t):{ 0 ailleurs.
Alors,
1 [e° ¢
y{H(t)}(v):—f H(ne vdt,
vVJo
1 o0
:—f e‘idt.
vVJo
Doy,
1 siv>0,
y{H(t)}(v):{ 0 ailleurs. (1.42)

Proposition 1.8 [5, 6, 31] Pour tous a, b € R* et pour toutes fonctions f, g € of de sorte que
f soit n fois différentiable, nous avons les propriétés suivante
a) linéarité:
FLlaf () +bg(0)}(v) =aL{f(D)}(v)+bF{g(D)} (V). (1.43)

b) Dérivée:
Lf (O} v) - f(0)

S (0} ()= . (1.44)
c) Dérivée d’ordre n:
(n-1)
y{f(m} (v) = y{f(i)}(v) - f(g) — = —f (0). (1.45)
v v v
d) Convolution :
LAF*QO} ) = v L (D} () F{g(D)} (v). (1.46)

Proposition 1.9 [5, 6] Soient t € R et d la fonction de Dirac. Alors,
n—-1

I'(n)

1) 9{ }(v):v”‘l,pourtout neN*,

13



6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE SUMUDU CONTINUE

2) LBOIW) =+,

Théoreme 1.5 [6] SoitX la transformée de Sumudu de x telle que
i) vX(v) est une fonction méromorphe, ayant des singularités Re (%) <y.

ii) Il existe une zone circulaire de y de rayon r et des constantes positives M et k avec

X ()| <Mr ¥,
Alors, la fonction x est donnée par

t

——) e;X(v)dv.
v

1
LX) (1) = x(8) = —

Y+ioo
2mi Y—ioco (

6 Solvabilité des systemes dynamiques linéaires a temps continu
par la transformée de Sumudu continue

La transformation de Sumudu continue, récemment découverte, est utilisée, dans cette
section, pour résoudre les systémes dynamiques linéaires a temps continu vu les proprié-
tés intéressantes qu’elle posséde.

6.1 Solvabilité des systémes dynamiques linéaires standards
Considérons le systeme linéaire unidimensionnel a temps continue

x(1) =Ax(¢) + Bu(r) (1.47)
y(1) =Cx(t) + Du(r) (1.48)

ou x € R” est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur d’entrée et y € R” est le vecteur de
sortie. Ac R BeR™"™ CeRP*" etD e RP*™,
La condition initiale associée au systeme (1.47) est

x(0) = xo. (1.49)
Supposons que le faisceau du systéme (1.47) est régulier, i. e.;
det(I-vA) #0,

pour un certain v € C.
En s’inspirant des résultats de [20, 25, 26], nous trouvons

Proposition 1.10 La série de Laurent au voisinage de l'infini du faisceau (1- vA) est donnée

par
00

I-vA) =) A", (1.50)
i=0

pour un certain v € C.

14



6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE SUMUDU CONTINUE

Soient L {x(1)}(v) = X(v) et L{u(t)}(v) = U(v) les transformées de Sumudu continue
des fonctions x et u respectivement.
L'application de la transformée de Sumudu continue a I’équation (1.47) donne

LX)} v) = L{Ax(1) + Bu(n)}(v).

En utilisant les propriétés de la transformée de Sumudu (proposition 1.8), nous trou-
vons
v IX(v) — v lx = AX(v) + BU(v),

ou encore
I-vA)X(v) =xo+ vBU(v). (1.51)

Comme le faisceau (I — vA) est régulier, alors, I’équation (1.51) devient
X(v) = (1- vA) " xo + (I- vA) ' vBU(v)

En utilisant la série de Laurent (formule (1.50)), nous obtenons
m . . m . .
X() =) Alvixg+ Y ATvUTVBU ). (1.52)
i=0 i=0

En dernier, en utilisant la transformée de Sumudu inverse ainsi que ses propriétés,
nous obtenons la trajectoire du systeme (1.47), laquelle est donnée par le théoreme sui-
vant.

Théoreme 1.6 La solution du systeme dynamique linéaire standard unidimensionnel a
temps continu (1.47) est donnée par

t
x(6) = eMxy + f A IBy(t)dr, (1.53)
0

oir ™ est I'exponentielle de la matrice A définie par

At 00 Ai
¢ :;)F(i+1)

ti

et ['est la fonction Gamma d’Euler.

Exemple 1.7 Considérons le systeme dynamique linéaire a temps continue (1.47) avec
01 0 1
A:(O O)’ B:(l)’ xoz(l) et u(t) =M.

En utilisant la formule (1.53), nous trouvons

2
(1) = 1+1+5 )

1+1¢
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6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS CONTINU PAR LA
TRANSFORMEE DE SUMUDU CONTINUE

6.2 Solvabilité des systémes dynamiques linéaires singuliers

Considérons le systeme dynamique linéaire singulier unidimensionnel a temps continu

Ex(t) =Ax(t) + Bu(z) (1.54)
y(8) =Cx(t) +Du(r) (1.55)

ou x € R", u e R et y € R” sont les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie respectivement.
A EER™" BeR™™M CeRP*"etDeRP*™ avec detE =0.
La condition initiale associée au systeme (1.54) est

x(0) = xp. (1.56)
Nous supposons que le faisceau (E — vA) du systeme (1.54) est régulier, i.e.;
det(E — vA) #0,

pour un certain v € C. Par ailleurs, nous assumons que le systeme (1.54) vérifie les condi-
tions de compatibilité suivantes

o uexisteet u®(0)=0, Vk e N*

o v~ ! existe pour tout1<i < pavec peN.

Proposition 1.11 [21] La série de Laurent au voisinage de l'infini du faisceau (E — vA) avec
detE =0 est donnée par

w .
E-vA) =Y o0, (1.57)
i=—p
pour un certain v € C. pu est appelé indice nilpotence, il est décrit par

u=rgE—deg[det(v 'E-A)]+1, (1.58)
et ; est appelée la matrice fondamentale.

Théoreme 1.7 La solution du systeme dynamique linéaire singulier unidimensionnel a
temps continu (1.54) est donnée par

t [ , .
x(t) = ePA oExg + f LA hoBu(ndT+ Y b (Bu("” () + Exgd P (t)) ,  (1.59)
0 i=1

ot ePoAl i, Y, & sont, respectivement, l'exponentielle de la matrice GoAt, la matrice fon-
damentale, l'indice de nilpotence et l'impulsion de Dirac.

Preuve. Soient #{x(1)}(v) = X(v) et L{u(f)}(v) = U(v) les transformées de Sumudu des
fonctions x et u respectivement. Lapplication de la transformée de Sumudu et de ses
propriétés al’équation (1.54) donne

v 'EX(v) — v 'Exog = AX(v) + BU(v). (1.60)
L'équation (1.60) peut se réécrire comme
(E—-vA)X(v) =Exp + vBU (v). (1.61)
Comme le faisceau du systeme (1.54) est régulier. Alors, nous trouvons

X(v) = (E— vA) ' Exg + (E— vA) ' vBU(v). (1.62)
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7. CONCLUSION

De la relation (1.57), nous obtenons

S8 . %S .
X(9)= Y ¢iv'Exo+ Y. ¢;v"'BU(),
i=—p i=—p
ou encore,
H , oo . H . &) .
X()=Y ¢_;v 'Exg+ Y d;v'Exo+ Y b_;v' 'BUW) + Y d; v BU ().
i=1 i=0 i=1 i=0
En utilisant la transformée de Sumudu inverse continue et ses propriétés, nous obte-

nons le résultat souhaité. m

Exemple 1.8 Soit le systeme

Ex(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.63)
avec
0 0O 1 00 1
E=| 1 0 0], A=[{ 0 1 O et B=| 0
0 01 0 0O 1
Il est claire que detE = 0. Ainsi,
-v 00
detE-vA)=| 1 -v 0|=0°
0 0 1
Alors,
-1 00
-1 1 1
E-vA)'=| =% -1 0
0 01
Il s’en suit que p =2 et les matrices fondamentales sont
0 00 -1 00 0 00
b= -1 0 0|, b_1= 0 -1 0 et Pop=| 0 0 O
0 00 0 00 0 01
En utilisant la formule (1.59), la trajectoire x(t) est
—u(r)
x0,3+f u(t)dr
0

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions sur la théorie des matrices, les
fonctions spéciales et les systemes dynamiques linéaires. La solvabilité de ces derniers a
été traité, dans un premier temps, par la transformation de Laplace, puis par une nou-
velle transformation, connue sous le nom de la transformée de Sumudu continue. Cette
derniére transformation a été présenté suivie par ses différentes propriétés lesquels nous
ont aidé a résoudre les systemes dynamiques linéaires.

Malgré le grand succes et 'immense utilisation de la transformée de Laplace, cepen-
dant, la transformée de Sumudu, récemment découverte possede beaucoup plus d’avan-
tages en terme de propriétés et de conditions d’utilisation [22, 30].

Lextension des résultats trouvés dans ce chapitre au cas discret feront I'objet du cha-
pitre suivant.
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Chapitre 2

Systemes dynamiques linéaires a temps
discret

1 Introduction

Ce chapitre traite la solvabilité des systemes dynamiques linéaires a temps discret. Les
transformations utilisées, a savoir la transformation en Z et la transformation de Sumudu
discrete, sont d’abord présentées suivie par leurs propriétés. Quelques propriétés de la
théorie des matrices utilisées sont aussi exposées.

2 Systemes dynamiques linéaires a temps discret

Cette section présente un rappel sur les différents systemes dynamiques linéaires a
temps discret.
Soit le systeme dynamique linéaire a temps discret

Exgs1 = Axp+Bug (2.1)
Yk = Cxr+Duy (2.2)

ol xi € R" est le vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée et y; € R” est le vecteur de
sortie. A, Ee R™" BeR™"™ CeRP*" etD e RP*™,

Définition 2.1 [8]
o Lesysteme (2.1) est dit standard si detE #0.
o Lesysteme (2.1) est dit singulier si detE =0.
o SiE=1. Alors, le systeme (2.1) est appelé standard ou explicite.

Définition 2.2 [8] Le faisceau (E, A) du systeme (2.1) est dit régulier (respectivement singulier)
si et seulement si

det(zE—A) #0, (respectivement det(zE —A) =0),

pour un certain z € C.

3 Transformationde 7

Dans cette section, la définition de la transformée en Z directe et inverse ainsi que
leurs propriétés sont rappelées.
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3. TRANSFORMATION DEZ

Définition 2.3 (Transformée en 7Z) [19, 24] Soit (x,) nen Une suite. On appelle transformée
en Z de (x,)nen la fonction, notée Z[x,], de la variable complexe z définie, lorsqu’ il y a
convergence, par

o0
Zlxnl(2)= ) xp2" " (2.3)
n=0
Exemple 2.1 Soit la suite (x,) nen telle que, pour tout entier n, x,, = 1. Alors,

Z[l(z) =) 127",
n=0

1
1-z71

Donc

Z011(z) = ——. 2.4)
z—1

Définition 2.4 (Transformée en Z inverse) [19, 24] La transformée enZ inverse x,, deZ[x,](z)
est définie par
1
Xn==— ¢ ZIx,l(2)2" ' dz, (2.5)
2nj Jy
ot ¢ représente l'intégrale de Cauchy [32].

Exemple 2.2 Soit la transformée en Z de la suite (x,,) nen SUivante

V4
Z[xpl(2) = —.

z—1
Alors,
X, = 1 ZIxnl(2) 2" 'dz
n - . n )
2nj Jy
1 z
X, = — = 2" ldz
2njJyz—1
1 z"
X, = — dz
2njJyz—1

En utilisant l'intégrale de Dunford [32], il résulte
xn = 1.

Définition 2.5 (Suite de Dirac retardée) [24] La suite de Dirac retardée de k (k est un en-
tier positif) est définie de la maniére suivante

|0 si n#k
6”_k_{1 si n=k (2.6)

Remarque 2.1 [24] Vu les résultats sur le rayon de convergence d'une série entiere, on peut
dire que trois cas peuvent se présenter
* Soit la transformée en Z est définie quel que soit le nombre complexe z, non nul.
* Soit il existe un nombre réel positif ou nul R tel que pour z : |z| > R la transformée en
Z est définie, et pour z tel que |z| <R la transformée en Z n'est pas définie.
* Soit la transformée en Z n'est pas définie pour aucun nombre complexe z.
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4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMEE EN 7.

Proposition 2.1 [16] Soient (u,) nen et (Wy) nen deux suites admettent des transformeées de
Z et soient a et b deux réels, nous avons les propriétés suivantes

1) Linéarité:
Zlau, + bw,)(2) = allu,l(z) + bZ[w,](z). 2.7

2) Retard:
ZIxn-i1(2) =2 %Z[x,(2), keNetn<k.

3) Avance:
_ k k k-1
Z[xn11(2) =2 Z[x,](2) — x92" —x12" " —---—x_12, keEN. (2.8)

Proposition 2.2 [24] Soit 6 la suite de Dirac retardée. Alors,

Z[8i-j] @)=z, (2.9)

4 Solvabilité des systemes dynamiques linéaires a temps dis-
cret par la transformée en Z

Dans cette section, nous résolvons les systemes dynamiques linéaires unidimension-
nels a temps discret en utilisant la transformée en Z, ses propriétés et quelques notions et
résultats de la théorie des matrices.

4.1 Solvabilité des systémes dynamiques linéaires standards

Rappelons que I'écriture générale d'un systeme dynamique linéaire standard unidi-
mensionnel a temps discret est

Xi+1 =Axp + Buy (2.10)
Vi+1 =Cxp +Duy (2.11)

ou xi € R” est le vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée et y; € R” est le vecteur de
sortie. A€ R, Be R"*™ CeRP*" et D e RP*™,
La condition initiale associée au systeme (2.10) est

x(0) = xo. (2.12)
De plus, nous supposons que le systéme (2.10) est régulier, c’est-a-dire,
det(zI-A) #0, (2.13)
pour un certain z € C. Ainsi, la série de Laurent est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.3 [8, 19] La série de Laurent au voisinage de l'infini du faisceau (zI1 — A) est

donnée par
o0

(ZI-A)1=) Alz70+D, (2.14)
i=0

pour un certain z € C.

20



4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMEE EN 7.

Dans ce qui suit, nous allons utiliser la transformée en Z pour résoudre le systéme
(2.10). En effet, en appliquant la transformée en Z a I’équation (2.10), nous trouvons

Z[xk+11(2) = Z[Ax + Bugl(2).

Soient X(z) = Z[x¢](z) et U(z) = Z[uy](z). L'utilisation des propriétés de la transformée
en Z, donne
zX(z2) — zxy =AX(z) + BU(2),

ou encore
(zZI = A)X(z) = zxy + BU(2).

Comme le faisceau du systéme (2.10) est régulier, alors, en utilisant la série de Laurent
(formule (2.14)), nous trouvons
oo . . (S5 . .
X(z2)=Y A'z7xg+ ) A'z”"TVBU(2). (2.15)
i=0 i=0

En appliquant la transformée en Z inverse a I’équation (2.15), il découle

L i —i k-1 o pip L —(i41) k-1
Xk ZAZ z xodz+ZA B— ¢ U(2)z z" 'dz.
i 2mjlJy

24

En dernier, la trajectoire est obtenue en utilisant les propriétés de la transformée en Z.
Cette derniere est décrite dans le théoréme suivant.

Théoreme 2.1 [8, 19] La solution du systeme dynamique linéaire standard unidimension-
nel a temps discret (2.10) est donnée par

k-1
xe=A%x+ Y A'Bug_;_1, (2.16)
i=0

olt xg est la condition initiale.

Exemple 2.3 Considérons le systeme (2.10) avec

01 0 1
A:(O 0), B:(l) et xoz(l). (2.17)

Par un calcul direct, nous avons

o k=1:
X1 =Axg +A0BLL1_0_1,
=AXxp + Buy,
0BT (2.18)
(1 N 0
=l o 1 | o
Ainsi,

!
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4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMEE EN 7.

° k:z:
xo =A?xg + ABug + Buy,
1 0 (2.19)
= 0 Ug + 1 u.
Ainsi,
xg—( Uy )
e k=3
x3=A?Bug + ABu; + Buy,
) 1 N 0 (2.20)
= o u 1 Us.
Ainsi,
xg_( Up )
Finalement,
1 _
x1:( ) et xk=( k-2 ) pour k=2. (2.21)
Ug Uk-1

4.2 Solvabilité des systemes dynamiques linéaires singuliers

Considérons le systéme dynamique linéaire singulier unidimensionnel a temps dis-
cret

Expi1 =Axr +Bug (2.22)
Vie+1 = Cxg + Duy (2.23)

ol xi € R” est le vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée et y; € R” est le vecteur de
sortie. E, Ae R™" BeR"™™M CeRP*" etD e RP*™ avec detE = 0.
La condition initiale associée au systeme (2.22) est

x(0) = xo. (2.24)

Nous supposons que le faisceau (zE — A) associé au systéeme (2.22) est régulier, c’est-
a-dire,
det(zE — A) #0,

pour un certain z € C. Ainsi, la série de Laurent est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.4 [8, 19] La série de Laurent au voisinage de oo du faisceau (zE — A) est don-
née par

) .
E-A)'= Y ¢z, (2.25)
i=—j
pour un certain z € C. | est appelé indice nilpotence, il est décrit par,

pn=rg E—degldet(Ez—-A)] +1, (2.26)

et O; est appelée la matrice fondamentale.
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4. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMEE EN 7.

Proposition 2.5 [8] Les matrices fondamentales vérifient les propriétés suivantes
1. $;=0, pour i<-—p.
2. ¢;=(PpoA)idy, pour i=0.

_J i1 pour i=0,
3 q)OAq)’_{ 0 pour i<0.

Ainsi, la solution de systeme (2.22) est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 2.2 [8, 19] La solution du systeme dynamique linéaire singulier unidimension-
nel a temps discret (2.22) est donnée par

k-1
xk=¢GrExo+ Y. ¢iBug—i1, (2.27)
=—H

ot xp, U et &; sont la condition initiale, l'indice de nilpotence et la matrice fondamentale
respectivement.

Preuve. Soient X(z) =Z[x;](2) et U(2) = Z[ui] (2).
Lapplication de la transformée en Z et de ses propriétés a I'équation (2.22) donne

zEX(z) — zExp = AX(2) + BU(2).
Comme le systeme (2.22) est régulier, alors, nous obtenons
X(2) = (zE—A) "' zExo + (2E— A) 'BU(2).

En utilisant la série de Laurent (formule (2.25)), nous trouvons
) . oo .
X(z)= Y $iz 'Exo+ Y. ;2 "*VBU(2). (2.28)
i=—p i=—p
En dernier, en appliquant la Z transformée inverse et ses propriétés al’équation (2.28),
il s’en suit
k-1
xk=OrExo+ Y diBuj_;.
i=—p
|

Exemple 2.4 Soit le systeme (2.22) avec
010 1 00 1
E=| 0 0 1|, A=l 0 0 0|, B=] 0 |,
0 0O 010 1

C=(0 0 1) e D=2 (2.29)

1l est claire que detE = 0. Alors,

det(zE—-A) =

S O =
— O N
o N O

1

|

N
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5. TRANSFORMATION DE SUMUDU DISCRETE

Ainsi,
-1 0 -z
zE-A)'=[ 0 0 -1
01 o

z

Par suite, l'indice de nilpotence est L = 2 et les matrices fondamentales sont

00 -1 -1 0 0 00 0
do=l00 o), o= 00 -1 et dGo=[ 0 0 0
00 0 00 010

En utilisant la propriété 3 de la proposition 2.5 ,on en conclut

;=

oS O O
oS O O

0
0 pouri=1.
0

Ainsi, on en déduit que

X =b-2Bugs1 + G- 1Bug + GoBugy,

-1 -1 0
= 0 |ugs1+| -1 Jur+| O |ug—1.
0 0 0
Par conséquent,
—Uk+1 — Uk
Xk = —Uj
0

5 Transformation de Sumudu discrete

Cette section est dédiée a la transformation de Sumudu discréte. Dans un premier
temps, la définition de cette nouvelle transformation est présentée suivie par ses proprié-
tés déja établit. Ensuite, d’autres nouvelles propriétés que nous démontrons sont présen-
tées.

Définition 2.6 [17] Soit x : N — C une fonction. La transformée de Sumudu discrete, notée
par ¥y, de x est définie par

w )k+1

, w#-—1. (2.30)
w+1

1 (e 0]
Falxpl(w)=— ) xi
el

Remarque 2.2 [18] Vu les résultats sur le rayon de convergence de la série (2.30), on peut
dire que trois cas peuvent se présenter

1) Si0 <R < 0. Alors, la série (2.30) est convergente pour |“’T+1| > R, autrement, elle
diverge.

2) Si R =0. Alors, la série (2.30) est convergente pour tout w sauf possiblement pour
w=-1.

3) SiR=o00 la série (2.30) diverge partout.

Proposition 2.6 [17, 18] Pour toutes fonctions x et y : N — C admettent des transformées
de Sumudu discretes, et pour tout réel a, nous avons les propriétés suivantes
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6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMATION DE SUMUDU DISCRETE

i) Linéarité:
Fal(x+ Vil(w) = Flxel(w) + Lalyel(w),

et
Falaxl(w) = aFy[xp](w).

ii) Avance:

+1 m—1 +1 m-n-1
Fa X ] (W) = (“’T)myd lw)— Y, WD T

ne

=0 wm—n

iii) Convolution:
1 & w \k+1
yd[(x*J/)k](w):E};)(X*J/)k(w+1) :

k
(X* k=Y, Xe-mVm-

m=0

En s’inspirent des résultats de la transformation en Z et de la définition et les proprié-
tés de transformation de Sumudu discrete, nous obtenons

Proposition 2.7 Soit 8 une suite de Dirac. Alors,

1 w k+1
yd[Sk](w):;(w+1) .

6 Solvabilité des systemes dynamiques linéaires a temps dis-
cret par la transformation de Sumudu discrete

La résolution des systemes dynamiques linéaires, a la fois standards et singuliers, a
temps discret par la transformation de Sumudu discrete est traitée dans cette section.

6.1 Solvabilité des systémes dynamiques linéaires standards

Considérons le systeme dynamique linéaire standard unidimensionnel a temps dis-
cret

Xie+1 =Axp + Buy (2.31)
Vi+1 =Cxi +Duy (2.32)

ou x; € R", ur € R™ et yi € R” sont les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie respective-
ment. A€ R Be R™"™M CeRP*" etD e RP*™
La condition initiale associée au systeme (2.31) est

x(0) = xg. (2.33)
Nous supposons que le systéeme (2.31) est régulier, autrement dit,
w
det|{I-——A| #0,
( w+1 ) ?

pour un certain w € C/{—1}. Ainsi, en s’inspirant des résultats de [8, 19, 26], nous obtenons
la proposition suivante
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6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMATION DE SUMUDU DISCRETE

Proposition 2.8 La série de Laurent au voisinage de l'infini du faisceau (1- ﬁA) estdon-
née par

b St

pour un certain w € C/{—1}.
La trajectoire du systéme (2.31) est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 2.3 La solution du systeme dynamique linéaire standard unidimensionnel a
temps discret (2.31) est donnée par

k=1
xe=A%x+ Y A'Bug_;_y, (2.35)
i=0

ol xq est la condition initiale.

Preuve. En appliquant la transformée de Sumudu discrete a 'équation (2.31), nous trou-
vons
Falxp1l(w) = F4[Ax + Bugl(w). (2.36)

Notons X(w) et U (w) les transformées de Sumudu discrete de xj et uy respectivement.
Ainsi, 'utilisation des propriétés de la transformée de Sumudu discréte (proposition 2.6),
transforme I'équation (2.36) en

w 1 w
(I——A)X(w): Xo+ BU (w).
w+1 w+1 w+1

Or, le systeme (2.31) est régulier, ainsi, |'utilisation de la série de Laurent (formule
(2.34)) donne

B ] X ; w \i o i w i+l
X(w)-—wH;)A (w+1) xo+;)A (—w+1) BU (w). 2.37)

En appliquant la transformée de Sumudu discrete inverse et ses propriétés a I'équa-
tion (2.37), nous obtenons

k-1
X = Akxo + Z A'Bug_;_1.
i=0
|

Exemple 2.5 Soit le systeme (2.31) avec

1 00 1 0
A=]/0 0 0], B=] 0 et xo=| 1 |. (2.38)
010 1 0
Par un calcul direct, nous avons
e k=1:
X1 =Axy +A0Bu1_0_1,
=Axy + Buy,
0 1 (2.39)
= 0 |+] O |uy.
1 1
Ainsi,
Uo
X1 = 0
1+ ug
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6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMATION DE SUMUDU DISCRETE

e k=2:
X2 = A%xp + ABug + Buy,
0 1 1 (2.40)
= 0 |+] O Jur +] 0 |up.
0 1 0
Ainsi,
Ug+ g
X2 = 0
U
e k=3
X3 :AZBLLO +ABu; +Buy,
1 1 1 (2.41)
= 0 Jup+| O Jug+| O |up.
1 0 0
Ainsi,
Ug+ U+ U
X3 = 0
2%
Finalement,
k-1
Up Z U;
X1 = 0 et xp=| =0 pour k=2. (2.42)
1+ ug 0
Uk-1

6.2 Solvabilité des systémes dynamiques linéaires singuliers

Rappelons que 'écriture générale d'un systeme dynamique linéaire singulier a temps
discret est

Exipi1 =Axy +Buy (2.43)
Vie+1 = Cxg + Duy (2.44)

ou x € R" est le vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée et y; € R” est le vecteur de
sortie. E, A, B, C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées avec detE = 0.
La condition initiale associée au systeme (2.43) est

x(0) = xp. (2.45)
Supposons que le systeme (2.43) est régulier, c’est-a-dire
w
det|E—- ——A]| #0,
¢ ( w+1 ) ?

pour un certain w € C/{—1}. Ainsi, dans ce cas, la série de Laurent [8, 19, 26] devient
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6. SOLVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET PAR LA
TRANSFORMATION DE SUMUDU DISCRETE

Proposition 2.9 La série de Laurent au voisinage de oo du faisceau (E - #A) est donnée
par

w+1 w+1

w -1 X w i
(E-——A] =Y ¢&i(—], (2.46)
i=—H
pour un certain w € C/{—1}. u est appelé indice nilpotence, il est décrit par

w+1
H=r1g E- deg det(TE —A) +1, (2.47)

et ; est appelée la matrice fondamentale.

Notons X(w) et U(w) les transformées de Sumudu discrete de xj et uy respective-
ment.Par application de la transformée de Sumudu discrete al’équation (2.43), nous trou-
vons

FalExpi1]l(w) = FylAxy +Bugl (w) (2.48)

Les propriétés de la transformée de Sumudu discrete, transforme I’équation (2.48) en
w
(E- ——AJX(w) = (w+ DExo + BU(w),
w+1

Comme le faisceau (E — #A) estrégulier, alors, par la série de Laurent (formule (2.46)),
nous obtenons

0o w i
Xw)=(w+D) 3. b, () o + X

> b (%)iBU(w). (2.49)

En dernier, le théoréme suivant découle en appliquant la transformée inverse de Su-
mudu discréete et ses propriétés a I’équation (2.49).

Théoreme 2.4 La trajectoire du systeme dynamique linéaire singulier unidimensionnel a
temps discret (2.43) est donnée par

k-1
xk=¢GrExo+ Y. ¢iBug—i1, (2.50)
i=—p

ou xy est la condition initiale, | est l'indice de nilpotence et ; sont les matrices fondamen-
tales.

Exemple 2.6 Considérons le systeme (2.43) avec

1 000 0000 0 1
0010 1 000 0 1
E=lo 0 0o o ® o1 00| B0 | € %=, (2.51)
0000 0001 1 1
Il est claire que detE = 0. Alors,
1 0 0 0
w —_w 0 1 0 w?
det (E - —A) [T Y - .
w+1 0 -5 0 0 (w+1)?
0 0 0 —-%
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7. CONCLUSION

Ainsi,
1 0 0 0
(_ w )—1: 0 0 -4 O
w+1 o 10 0
0 O e )

par suite, l'indice de nilpotence | est égale a1 et les matrices fondamentales sont

00 O 0 1 0 0 O 0 0 0 O
00 -1 O 0 0 0O 0 0 0O
b1=1o0 0 0 o ™o 10 0ol ¢ ®=|1 0 0 0
00 0 -1 0000 0000
Dot
k-1
xk = ¢GrExo+ Y ¢diBug—i,
i=—1
Xk = G1Exo+d-1Bug + boBug—1 + $1Bug-2,
0 0
X = 0 + 0 u
k - 1 0 k'
0 -1
En dernier,
0
|0
=1

7 Conclusion

Le présent chapitre a été consacré al’étude de la solvabilité des systéemes dynamiques
linéaires a temps discret par deux transformations. La premiere transformation est la
transformation en Z, laquelle est trés connue et tres utilisée. Tandis que la deuxieme
transformation est la transformation de Sumudu discréte récemment découverte. Pour
cette derniere transformation, nous avons établi quelques propriétés.

L'étude de la stabilité de certains systemes dynamiques linéaires a temps discret, pré-
sentés dans ce chapitre, fait I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Stabilité des systemes dynamiques
linéaires a temps discret

1 Introduction

Ce chapitre représente le cceur du manuscrit. On y présente les principaux résultats
sur la stabilité de certains systemes dynamiques linéaires a temps discret. Tout d’abord,
nous rappelons quelques notions sur la stabilité des systemes dynamiques linéaires a
temps discret. Ensuite, la stabilité des systéemes dynamiques linéaires a temps discret non
commandés est traitée. La quatrieme section fait I’objet de I'étude de la stabilité des sys-
temes dynamiques linéaires a temps discret commandés. En dernier, la stabilité des sys-
temes dynamiques linéaires a temps discret perturbés est exposée.

2 Rappels de quelques notions sur la stabilité des systemes
dynamiques linéaires a temps discret

Dans cette premiere partie, nous rappelons quelques notions sur la stabilité [33] des
systemes dynamiques a temps discret. Soit le systéme a temps discret autonome sous la
forme

{ Xi+1 fk, xp) 5.1)
Xk = X0
ol xx € R" et f:R; x R" — R" est une fonction continue.
Nous désignons par x, une trajectoire d’équilibre telle que f(x,.,0) =0, Yk = kj et par
x(k, xy,, ko) la trajectoire d’état, solution a I'instant k£ du systeme autonome initialisé au
point xj, al'instant k.

Définition 3.1 (Stabilité) [33] On dit que x, est un point d’équilibre stable du systeme (3.1),
si

Va >0, Vko >0, 36(160,5,) >0: ||X()—xe|| <0=> ||x(k,x0,k0) —xell < ﬁ, Vi = ko. (3.2)

Définition 3.2 (Attractivité) [33] On dit que le point d’équilibre x, du systeme (3.1) est at-
tractif, si

VE>0,Vkog>0,38(kg) >0:|lxg— x|l <6 => klim x(k, xg, ko) = x., Vk=ko. (3.3)

Définition 3.3 (Stabilité asymptotique) [33] La trajectoire d’équilibre x, est asymptoti-
quement stable si le systeme (3.1) est stable et attractif.
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3. STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET NON
COMMANDES

3 Stabilité des systémes dynamiques linéaires a temps dis-
cret non commandés

Dans cette section, la stabilité des systemes dynamiques linéaires a temps discret non
commandés est traitée par plusieurs tests et méthodes. La premiere méthode, consiste a
utiliser les valeurs propres pour tester la stabilité. Dans certains cas, le calculs des valeurs
propres s’avere compliqué, c’est pour cela, nous présentons, dans la deuxieme partie, le
test de Schur-Cohn. La derniere partie de cette section est dédiée a la méthode de Lyapu-
nov.

3.1 Test par les valeurs propres
Soit le systeme dynamique linéaire unidimensionnel a temps discret

{xk+1 = Axg
xko = X0

(3.4)

avec x € R" et A une matrice réelle de taille n x n.
Le systéme (3.4) est dit le systeme dynamique linéaire unidimensionnel a temps dis-
cret non commandé vue que u; =0, Vk.

Théoreme 3.1 [27] Un point d’équilibre x, = 0 du systeme (3.4) est asymptotiquement stable
si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice A sont a l'intérieur du cercle unité
du plan complexe (c'est-a-dire, si \1,---, A, sont des valeurs propres de la matrice A alors
Ail<1,Vi=1,---,n).

Théoréme 3.2 [27] Un point d’équilibre x, = 0 du systeme (3.4) est instable s’ il y a au moins
une valeur propre a l'extérieur du cercle unité du plan complexe (c’est-a-dire, si A1, , A\,
sont des valeurs propres de la matrice A alors |\;| > 1 pour un certain i).

Remarque 3.1 [4] Sidi=1---,ntelque|\;|=1et|\j|<1,Vj=1,---, navec j#i.Alors, le
systeme est dit simplement stable.

Exemple 3.1 Considérons le systeme (3.4) avec

-1 0
(30)
Les valeurs propres de la matrice A sont
AM=1, Ax=-1.

CommeVi=1,2:|\;|=1. Alors, le systéeme est simplement stable.

3.2 Critere de Schur-Cohn

Dans cette section, nous présentons une méthode appelée le critere de Schur-Cohn.

Ce critere nous permet de déterminer si les racines d'un polynéme a coefficients réels
donné par

PA) =a,\"+ap_ A" Y+ +ay, a,>0, (3.5)

se trouvent a I'intérieur du cercle unité du plan complexe C. Cette méthode étudie la sta-
bilité de I'équilibre x, = 0 du systéme (3.4), en utilisant uniquement I’équation caractéris-
tique de la matrice A sans le calcul de ses racines.

Le théoreme suivant montre la procédure du critere de Schur-Cohn.
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Théoreme 3.3 (Critere de Schur-Cohn) [1] Le polynome (3.5) a coefficients réels a toutes
ses racines a l'intérieur du cercle unité si et seulement si

i) P(1)>0et(-1)"P(-1)>0.

ii) Les matrices suivantes sont positifs

an-1 Aapn : : : ap a
+*
A= * 0 ay
as 0 0 ao an-1
ap a -+ dp-1 Qp ap ay -+ A4p-1 Aap-2

Exemple 3.2 Soit la matrice suivante

.

Le polynome caractéristique associé est donné par

O N
]
h

3. 1
PA) =A==\ +-=.
4" 4

Ainsi,
P(1)=1-

+ = P(l):

ol w

o5 WV

+

Bl wW k| W
Q| =00 -

(-1)?P(-1) =1+ = P(-1)=

De plus,

1 17
Al=1+- => A;j=—=0.
8 8

Par conséquent, les racines du polynémeP se trouve a l'intérieur du cercle unité du plan
complexe C. Ce qui implique que le systeme (3.4) associé a la matrice A est stable.

3.3 Méthode de Lyapunov

La méthode de Lyapunov est un outil important en automatique, permettant de dé-
terminer la stabilité d'un point d’équilibre du systéme. Elle repose sur I’existence de fonc-
tion, vérifiant certains criteres. Ces dernieres représentent d'une certaine maniere 1'éner-
gie du systeme (fonction de Lyapunov).

Définition 3.4 (Fonction propre) [14] Soit
V(.X:k, k) . [Br X Rn i R+

une fonction continue. V est dite propre définie positive si
1) VkeB,, VxreR", xp #0 : V(xg k) >0.
2) VkeB, : V(xr,k)=0= x;=0.
3) VkeB,, : lim V(xg, k) =o0.

[|xk||—~o0
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Théoreme 3.4 [14] On dit que x, = 0 est asymptotiquement stable s’ il existe une fonction
V propre définie positive et un voisinage {2 < R" de l'origine telle que

AV(xp, k) <0, Vxe (2 et x#0,
avec AV (X, k) =V (xg41, k+1) = V(xg, k).
Exemple 3.3 Le systeme décrit par l'équation
Xje+1 = 2Xk,

a un équilibre x, = 0.
En effet, soitV(x) = xi. V est une fonction définie positive. Ainsi,

AV(xr) = V(Xg+1) = V(xe), (3.6)
= 4x;— x5, (3.7)
= 3x3. (3.8)

Comme AV (xy) > 0, alors, le systeme est instable.

Dans ce qui suit, la stabilité au sens de Lyapunov du systeme sans commande est étu-
diée.
Soit le systeme dynamique linéaire non commandé a temps discret

{xk+1 = Axi

(3.9
Xy = Xo

avec x; € R" et A une matrice réelle de taille n x n.

Théoreme 3.5 [14] Le systeme (3.9) est asymptotiquement stable a l'origine au sens de Lya-
punov, si et seulement s'il existe deux matrices P et Q symétriques définies positives telle que
l'égalité suivante

A'PA-P+Q=0, (3.10)
soit vérifiée.
Remarque 3.2 [8] L'équation ATPA — P = —Q est dite équation de Stein.

Preuve. En choisissant la fonction de Lyapunov V(xg, k) = szxk avec P = PT > 0, nous
aurons

AV (xg, k) V(Xks1, k+1) = V(xg, k)
= xLlkaH - x%ka,

= (Axp)"PAX — x; Pxy,

= x ATPAx; — x; Pxy,

= x,(ATPA—P)xy.

Le systeme (3.9) est asymptotiquement stable si AV (k, xx) < 0. Ainsi,

AV (xx, k) <0=>ATPA-P <0. 3.11)

ATPA-P-= -Q avecQ>0.
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Exemple 3.4 Considérons le systeme (3.9) avec

En choisissant

alors,

Tpa_po_ 11 P2 2 | T o1z
APAZP=-Q = -3 0)(P12 Pzz)(—?’ 0) (P12 PZZ) ( 0 _1)’
9Py3 5P ) ( P11 Pr )_( -1 0 )
= 3 T - - ’

§P22 ZPll P12 Pa 0 -1
9Py3 — Py %PZZ _ -1 0
=> 1 1 - :
5P 7P11—Po3 0 -1

Par identification, nous trouvons

9Py3-Py; = -1
3Py = 0
7Pnn—Pxs = -1
ou encore
-8 0
S

Comme les valeurs propres de la matrice P sont
G(P) = {_]-) _8})

alors, la matrice P n'est pas définie positive, ce qui implique que le systéeme est instable.

4 Stabilité des systéemes dynamiques linéaires a temps dis-
cret commandés

Soit le systeme dynamique linéaire commandé a temps discret

— Ax.+B
{x’“ M+ DUk (3.12)

Xky = Xo

oll x; € R” est le vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur de commande, A et B sont des
matrices réelles de dimensions respectives n x n et n x m.

Supposons que la commande 1 est une fonction linéaire de I’état, c’est-a-dire, le sys-
teme est en boucle fermé par un retour d’état [11] du type

ur =Fxg,

ouFeR™*",
Ainsi, le systéme (3.12) en boucle fermé est donné par I’équation linéaire classique

Xps1 = (A+BF)xg.
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5. STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES A TEMPS DISCRET
PERTURBES

Théoreme 3.6 [11] Le systeme (3.12) est stabilisable s'il existe une matrice F telle que
uy = Fxy et si toutes les valeurs propres de la matrice (A + BF) soient dans le cercle unité.

Remarque 3.3 Les résultats de stabilité cités dans la section précédente pour la matrice A
restent valable pour un systeme commandé pour la matrice A + BF.

Exemple 3.5 Considérons le systeme (3.12) avec

12 0 1 0 ~0.95 0
A:(0.4 0.5)’ B:(o 0.5) et F:( 2.2 0.3)' (3-13)
Nous avons
025 0
A+BF‘( 1.5 0.65 )
alors,

o(A+ BF) ={0.65, 0.25}.

Comme les valeurs propres de la matrice A+ BF sont inférieur a 1, alors, le systeme (3.12)
associé aux matrices (3.13) est stable.

5 Stabilité des systemes dynamiques linéaires a temps dis-
cret perturbés

Soit le systeme linéaire unidimensionnel a temps discret

{xk+1 = (A+6O)xx

(3.14)
Xy = Xo

avec xi € R" et A et © sont des matrices réelles de dimension 7 x n.
En s'inspirant des résultats obtenus dans [27], nous aurons

Théoreme 3.7 Un point d'équilibre x, = 0 du systeme (3.14) est asymptotiquement stable
si et seulement si toutes les valeurs propre de la matrice (A + ©) sont a l'intérieur du cercle
unité du plan complexe (c'est-a-dire, si\y,- -+, A\, des valeurs propres de la matrice (A+ O)
alors|A\;|<1,Vi=1,---,n).

Théoreme 3.8 Un point d'équilibre x, = 0 du systeme (3.14) est instable s" il y a au moins
une valeur propre a l'extérieur du cercle unité du plan complexe (c’est-a-dire, si A1, , A,

sont les valeurs propres de la matrice (A+ ©), alors, i =1,--- ,n : |[A;| > 1).

Exemple 3.6 Soit le systeme (3.14) avec

1
= 0 0.02 0.05
— 2 —
A_(O %l) et 9_(0.001 0 ) (3.15)
Ainsi,
0.52 0.05
A+@:(0.001 0.5 ) (3.16)
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Les valeurs propres de la matrice (A + ©) sont,
A1=0.52 et A\p=0.24.

Comme || <1 pouri=1,2. Alors, le systeme est stable.
Changeons la matrice de perturbation, prenons par exemple

0.8 0.03
@:( 0.1 05 ) 3.17)

Par suite,
o(A+6)={1.3,0.7}.

On remarque que pouri=1 : |\;| > 1, ce qui implique que le systeme devient instable.

Dans ce qui suit, nous testerons la stabilité des systemes dynamiques linéaires a temps
discret perturbés par la méthode de Lyapunov. Pour cela, considérons le systéme

{ ka1 = (A+O)x; (3.18)
Xy = Xo '

avec xp € R" et A, © e R ",
Lextension du théoréme 3.5 dans un cas perturbé est donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 3.9 Le systeme (3.18) est asymptotiquement stable a l'origine au sens de Lya-
punov si et seulement s'il existe deux matrices P, Q symétriques définies positives telle que
l'égalité suivante
(A+ @)TP(A+@)—P:—Q. (3.19)
soit vérifiée.
Preuve. Choisissons la fonction de Lyapunov V(xg, k) = szxk avecP=PT >0.
Par le calcul de AV (x, k) =V (xg41, k+ 1) = V(xg, k), nous aurons

AV (xg, k) V(xps1, k+1)=V(xg, k),

= szkaH - szxk,

= [(A+O)xi]"P(A+O)xy — x, Pxy,
= X (A+O)"P(A+0O)x; — x Pxy,

X [(A+O) P(A+6O) —Plx;.

On sait que le systeme (3.18) est asymptotiquement stable si AV (k, x;) < 0. Ainsi,
AV(xp, k) <0=> (A+ O)'PA+O) -P<0. (3.20)
D’ot, I'existence d’'une matrice Q > 0 vérifiant

A+O)TP(A+O)-P=-Q.

36



6. CONCLUSION

Exemple 3.7 Soit le systeme (3.18) avec

0o 1 001 0
— 2 —
A‘(—l 0) et @‘( 0.2 0.3)'

En choisissant

1 0
o=(p 1)
Alors,
1
T o 0 35 P11P12)0—1_P11P12_10
A+O)TPA+O)-P=-Q = (_1 0)(1)12 b L1 o e

Par un simple calcul, nous trouvons

P 1.5155 0.2118
~10.2118 2.0531 J°

Comme
o(P)=1{1.44, 2.12},

on en déduit que la matrice P est définie positive. Cela implique que le systeme est stable.

6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des principaux résultats sur la stabilité des
systemes dynamiques linéaires standards a temps discret. Nous avons testé la stabilité de
différents type de systemes lesquelles sont systeme commandé, systéme non commandé
et systeme perturbé. De plus, la stabilité de ces systémes a été établie selon trois criteres a
savoir critére des valeurs propres, celui de Schur-Cohn et en dernier, le critere de Lyapu-
nov.

37

)



Conclusion

Dans ce manuscrit on s’est intéressé, dans un premier temps, a I’étude de la solvabilité
des systemes dynamiques linéaires a temps continu et discret par deux transformations
différentes a savoir la transformée de Laplace et la transformée en Z qui sont largement
utilisée, puis la transformée de Sumudu continue et discrete récemment découverte.

Toutefois, le principal objectif de ce mémoire est de testé la stabilité des systémes dy-
namiques linéaires a temps discret. La notion de stabilité d'un systeme dynamique carac-
térise le comportement de ses trajectoires autour des points d’équilibre.

Létude de la stabilité pratique joue un role trés important en théorie du controle
lorsque 'origine du systeme ne présente pas un point d’équilibre. Dans ce cas, I'objec-
tif se ramene a I’étude de stabilité de toute une boule centrée en 'origine.

Analyser la stabilité d'un systéme dynamique permet donc d’étudier I’évolution de
sa trajectoire d’état lorsque I’état initial est proche d'un point d’équilibre. On s’est inté-
ressé, plus particulierement, dans ce mémoire a I’étude du probleme de la stabilité et de
la stabilisation d’'un systeme dynamique linéaire discret non commandé, commandé et
perturbé. Cette étude a été faite en utilisant trois différent tests, il s’agit de

o Les poles de la matrice d’état.

e Le critére de Schur-Cohn.

e Laméthode de Lyapunovw.

Ce travail ouvre la voie a d’autres développements qui restent ouverts notamment en
ce qui concerne larecherche de I’analyse de la stabilité des systéemes dynamiques linéaires
avec retard a temps discret de la forme

Xk+1
Xk
ol x; € R" est le vecteur d’état, A, A; € R™", 0 < 1(k) < m est un entier positif représen-

tant le retard borné variable avec m > 0 et ¢(k) est une fonction d’initialisation réelle,
définie sur I'intervalle [—m,0].

Axg +Agx(k—1(k)),
¢(k), Vkel0,m],
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Problemes de stabilité des systemes dynamiques linéaires a temps
discret

Résumé: Ce manuscrit a pour but I'étude de la stabilité des systemes dynamiques li-
néaires a temps discret. Cette propriété est tres intimement liée a I’état et a la trajectoire
d’état et de point d’équilibre d'un systeme dynamique.

C’est pour cette raison que nous traitons dans la premiere partie de ce mémoire la
solvabilité des systemes dynamiques a temps discret par deux méthodes, la premiere mé-
thode est la transformation en Z tandis que la deuxiéme est la transformation de Sumudu
discrete récemment découverte.

Ensuite, nous nous intéressons a I'étude du probleme de la stabilité et de la stabilisa-
tion des systemes dynamiques linéaires a temps discret commandé, non commandé et
perturbé vu que la stabilité est une propriété intéréssante et permet d’étudier I’évolution
de la trajectoire d’état lorsque I'état initial est proche d’un point d’équilibre.

L'analyse de la stabilité est faite par le test des valeurs propres, le critére Schur-Chon
et en dernier la méthode de Lyapunov en utilisant des résultats existant et d’autres que
nous développons.

Mots-Clés. Systeme dynamique linéaire a temps discret, Solvabilité, Transformée en Z,
Transformée de Sumudu discrete, Stabilité, Stabilisation, Méthode de Lyapunov, Critere
de Schur-Cohn.

Stability problems of discrete time linear dynamical systems

Abstract: The main purpose of this manuscript is the study of the stability of discrete
time linear dynamical systems. This property is very closely related to the state and to its
trajectory and equilibrium point of a dynamic system.

For this reason, in the first part of this work, we establish the solvability of such sys-
tems using two methods. The first one is the Z transform widely known and used and the
second one is the discrete Sumudu transform recently investigated.

Then, we will focus on the problem of the stability and the stabilization of three types
of discrete time linear dynamical systems which are controlled, uncontrolled and pertur-
bed since the stability plays an important role and it is used in the study of the evolution
of the state and its trajectory when the initial state is close to an equilibrium point.

The stability of these discrete time linear dynamical systems is done using existing
results as for example the eigenvalues test, the Schur-Cohn criterion, and Lyapunov me-
thod, and others that we develop.

KeyWords. Discrete time linear dynamical system, Solvability, Z transform, Discrete Su-
mudu Transform, Stability, Stabilization, Lyapunov method, Schur-Cohn Criterion.
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