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Introduction

La maladie est définie comme une condition anormale affectant le corps, souvent
associée a des symptomes et des signes, elle est provoquée soit par des causes externes,
telles que des maladies infectieuses, soit par des troubles internes, comme les mala-
dies auto-immunes. Le terme maladie est généralement utilisé chez’homme pour dé-
signer tous les cas qui causent de la douleur, entrainent un dysfonctionnement, une
détresse, des problémes sociaux ou le déces éventuel. Limpact de la maladie ne se li-
mite pas aux symptomes et signes qui apparaissent sur le corps du patient, mais I’état
psychologique et émotionnel. Aujourd’hui,le diabete qui est une maladie caractérisée
par une glycémie élevée, représente 'une des maladies chroniques les plus courantes
au monde [24].

Le diabete est 'une des maladies chroniques les plus connues et qui cause le dé-
cés dans le monde. Des millions de personnes souffrent de la maladie et leur nombre
augmente. Une croissance est principalement due au mode de vie, avec beaucoup de
nourriture malsaine. Il provoque plusieurs autres maladies, dont la cécité, I'insuffi-
sance rénale, les crises cardiaques, les accidents vasculaires cérébraux et les ampu-
tations. Il est maintenant la quatrieme cause de mortalité dans le monde et pour cela
de nombreux chercheurs tentent de trouver des méthodes pour diagnostiquer et trai-
ter cette maladie. Lune des approches consiste a concevoir un modele mathématique
décrivant le systeme glucose-insuline [8]. Ces modeles mathématiques peuvent étre
utilisés pour diagnostiquer, mais également pour créer des simulateurs permettant de
tester différents types de traitements. Nous avons proposé un nouveau modele mathé-
matique qui décrit I'effet de la ghréline sur la dynamique du glucose et de I'insuline.
Plusieurs recherches ont été menées sur cette hormone et son role dans la régulation
de la glycémie, c’est pourquoi nous souhaitons savoir comment la ghréline régule la
glycémie et quels sont ses effets sur le diabeéte ?

Plusieurs modeles mathématiques ont été proposés pour comprendre et prédire le
comportement du systéme glucose-insuline. Le modele le plus largement utilisé est le
modele minimal publié au début des années 80 par Bergman [4]. De nombreuses ex-
tensions et variantes du modele ont été publiées par différents auteurs, dont Derouich
et Boutayeb qui ont intégré I'effet de I'activité physique [9]. Topp a introduit un modele
qui prend en considération la masse des cellules béta au court du temps. Ce modele
prend en compte de la dynamique des trois variables primaires dans I'étude du diabete
qui sont : la masse des cellules béta, I'insuline et les concentrations du glucose dans le
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plasma [19]. En 2017 Hamou Maamar et Belhamiti ont proposé un modele (GIBLF) qui
décrit I'effet de la leptine sur la régulation de la glycémie [12].

Le but de ce mémoire est de proposer une modélisation mathématique et une si-
mulation numérique de la dynamique du glucose, de I'insuline, de la ghréline (GIGH).

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

* Dans le premier chapitre, on présente notre contexte de recherche en mettant
I’accent sur la maladie ainsi que quelques exemples de modeles mathématiques dé-
crivent la dynamique du glucose insuline.

* Dans le second chapitre, on présente I'effet de la ghréline sur le contrdle de la
glycémie. Ensuite, on propose un nouveau modele mathématique qui décrit cet effet
sur le glucose et I'insuline en complétant ainsi le modele de TOPP. On termine par une
étude de stabilité du modele proposé ot on calcule les points d’équilibre et on discute
le signe des valeurs propres de la matrice Jacobienne.

* Le troisieme chapitre décrit les différentes simulations numériques pour des per-
sonnes en bonne santé ainsi que des patients diabétiques.

On cloture ce mémoire par une discussion des résultats trouvés ainsi que nos pers-
pectives.



Chapitre 1

Régulation de la glycémie

Le diabéte est 'une des maladies chroniques les plus fréquentes, plusieurs millions
souffrent de cette maladie et ce nombre est en augmentation. En plus, le diabéte serait
al'origine de plus de 3 millions de déces chaque année. C’est ce qui a poussé les cher-
cheurs a trouver des techniques pour le diagnostiquer et le traiter cette maladie d'un
coté. De l'autre coté les spécialistes en modélisation proposent des approches pour
concevoir des modeles mathématiques décrivant la dynamique du Glucose-Insuline.

Dans ce chapitre, on va introduire les mécanismes qui interviennent dans la régu-
lation glycémique. Ensuite, on va discuter les facteurs qui entrainent le diabéte. Enfin,
on va présenter les modeles mathématiques les plus connus de la dynamique du glu-
cose insuline.

1 Régulation de la glycémie

Afin de garantir un fonctionnement normal, le corps humain dépend d’un controle
strict de sa glycémie. Ceci est accompli par un réseau trés sophistiqué de diverses hor-
mones et neuropeptides libérés principalement du cerveau, du pancréas, du foie, de
I'intestin ainsi que des tissus adipeux et musculaires. Au sein de ce réseau, le pancréas
représente un acteur clé en sécrétant l'insuline, '’hormone hypoglycémiante [16].

Le pancréas est un organe essentiel pour la digestion et le métabolisme du glucose.
La dysfonction pancréatique entraine de nombreuses maladies y compris le diabete,
une maladie chronique qui se développe lorsque le pancréas ne produit pas suffisam-
ment d’insuline ou lorsque le corps ne peut pas I'utiliser d’'une maniere efficace.

1.1 Lerole du pancréas dans la régulation de la glycémie

Le pancréas maintient la glycémie dans une plage tres étroite. Cette préservation
est réalisée par les actions opposées et équilibrées du glucagon et de I'insuline[16].
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Le pancréas produit plusieurs hormones, y compris I'insuline une hormone qui
régule la glycémie en permettant a de nombreuses cellules de votre corps d’absorber
et d'utiliser le glucose. Cela diminue la glycémie [15].

1.2 Lerole dufoie dans la régulation de la glycémie

Le foie joue un role principal dans le contréle de la glycémie et son maintien dans
les limites de la normale. Il agit comme un réservoir et un fabricant de glucose. Lorsque
la nourriture est digérée dans notre corps, le foie stocke I'exces de glucose sous forme
de glycogene. Le glycogene peut étre utilisé plus tard, lorsque le corps en signale son
besoin. Dans le cas contraire, le foie peut produire du glucose a partir du glycogene
stocké [17].

1.3 Lerole durein dans la régulation de la glycémie

La contribution des reins a 'homéostasie du glucose, dans des conditions phy-
siologiques et pathologiques, a pris toute son importance et est supposée impliquer
des fonctions bien au-dela de I'absorption et de la libération de glucose. Le rein est le
seul organe capable de générer suffisamment de glucose (gluconéogenese) pour étre
libéré dans la circulation. Il est également responsable de la filtration puis de la réab-
sorption ou de I'excrétion ultérieure du glucose. Ces découvertes ont permis de mieux
comprendre la myriade de mécanismes physiopathologiques impliqués dans le déve-
loppement. En ce qui concerne I'implication des reins dans ’homéostasie du glucose,
les mécanismes principaux incluent la libération de glucose dans la circulation par la
gluconéogenese, I'absorption de glucose par la circulation pour satisfaire les besoins
énergétiques des reins [20].

2 Types de diabetes

Le diabete survient lorsque le pancréas ne produit pas assez d’insuline ou lorsque
I'organisme n’est pas capable d’utiliser efficacement l'insuline qu’il produit. Cela se
traduit par un taux de sucre dans le sang (glycémie) élevé : on parle d’hyperglycémie
[21].

Il existe deux formes principales du diabéte :

2.1 Lediabete de type 1

Diabete de type 1 se produit lorsque le pancréas n’est pas en mesure de produire
toute I'insuline nécessaire au maintien de I'organisme. En effet, le systeme immuni-
taire de I'organisme attaque et détruit les cellules productrices d’insuline dans le pan-
créas. Il représente 10 a 15% de tous les cas de diabéte et constitue la maladie infantile
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chronique la plus élevée dans les pays développés. Mais contrairement au diabete de
type 2, le diabéte de type 1 n’est pas causé par des facteurs liés au modes de vie [22].

2.2 Lediabete de type 2

Diabete de type 2 (anciennement appelé non insulino-dépendant) qui résulte de
I'incapacité de 'organisme a réagir correctement a 'action de I'insuline produite par
le pancréas. Le diabete de type 2 est beaucoup plus courant et représente environ 90%
de tous les cas de diabete dans le monde. Il survient le plus souvent chez les adultes,
mais est également observé de plus en plus chez les adolescents [21].

Les données récemment complées montrent qu’environ 150 millions de personnes
sont atteintes de diabete sucré dans le monde et que ce nombre pourrait bien dou-
bler d’ici 2025. Cette augmentation se fera en grande partie dans les pays en déve-
loppement et sera due a la croissance démographique, au vieillissement, aux régimes
alimentaires malsains, a ’'obésité et aux maladies sexuellement transmissibles. D’ici
2025, sila plupart des personnes atteintes de diabéte dans les pays développés auront
65 ans ou plus, dans les pays en développement, la plupart d’entre elles auront entre
45 et 64 ans et seront touchées au cours de leurs années les plus productives [21].

3 Modélisation mathématique en diabétologie

Une facon simple de modéliser la dynamique du glucose-insuline est de 1'écrire
sous la forme suivante :

dG . .

T production — absorption
dl . :

T sécrétion — clairance

avec G(mg/dl) et (uU/ml) représentent les concentrations du glucose et de I'in-
suline respectivement.

Le modele le plus connu et le plus largement utilisé dans les évaluations cliniques,
tel que I'indice de la sensibilité a I'insuline et |'efficacité du glucose, est le modele mi-
nimal proposé par Bergman et Cobelli dans les années 1981.

Le modele minimal [4] est formulé par :
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dG(1)
i - —(P1 +X(2)G(1) + P1Gyp, G(0) = Go
dx(t)
3 = —P,X(1) +P3(I1-1,),X(0) =0
dt
di(r) .
T P4(G(8) —P5)" £ —Pg(1(£) —11),1(0) =Io

X(1r) : représentant I'activité des cellules excitables par I'insuline dans ’absorption
de glucose.

Gp : La glycémie basale.

I : Uinsulinémie basale.

P, : Le taux d’absorption du glucose via les tissus insulino-indé pendants i.e. I'effi-
cacité du glucose.

P, : Le taux exprimant la diminution spontanée de la capacité d’absorption du glu-
cose par le tissu.

P3 : augmentation de la capacité d’absorption du glucose dans les tissus, fonction
de l'insuline, par unité de concentration d’insuline en exces par rapport a l'insuline
initiale.

P4 : Le taux de libération d’insuline par le pancréas apres le bolus, par minute et
par mg / dl de glycémie au-dessus de la glycémie "cible".

P5 : La "glycémie cible" pancréatique.

Pg : La constante du taux de décroissance de premier ordre pour I'insuline plasma-
tique.

Le modele est composé de trois équations différentielles non linéaires ordinaires.
Dans la premiere équation, Le terme —P (G(f) — Gb) décrit I'absorption du glucose in-
dépendamment de I'insuline, —X(#)G(#) décrit I'absorption du glucose par les cellules,
qui dépend de la concentration sanguine en insuline.

Dans la deuxiéme équation, la variable X(#) est introduite pour imiter le retard de I'effet
de l'insuline sur le glucose. L'activité d’absorption du glucose diminue linéairement,
comme décrit par le terme —P,X(#) et augmente lorsque la concentration sanguine
en insuline est supérieure au niveau normal, comme décrit par le terme P3[I(f) —I].
Dans la derniere équation, le terme P4[G(t) — P5] ¢ décrit 'augmentation de la concen-
tration sanguine en insuline. La concentration sanguine d’insuline n'augmente que
lorsque la concentration sanguine du glucose est supérieure a un certain niveau Ps. La
multiplication par ¢ est introduite pour exprimer I’hypothese que le taux de sécrétion
pancréatique d’'insuline est proportionnel au temps écoulé depuis le stimulus glycé-
mique. Le terme —Pg(I(#) —I;) la diminution d’insuline par unité de concentration san-
guine d’insuline en exceés par rapport au niveau de concentration sanguine d’insuline
normal. Dans la derniere equation, le terme P4[G(#) — P5] ¢ décrit 'augmentation de la
concentration sanguine en insuline. La concetration sanguine d’insuline n’augmente
que lorsque la concentration sanguine du glucose est supérieure a un certain Ps. La
multiplication par ¢ est introduire pour exprimer 'hypotheése que le taux de sécrétion
pancréatique d’insuline est propotionnel au temps écoulé depuis le stimulus glycé-
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mique. Le terme —Pg(I(£) — I) représente la diminution d’insuline par unité de conce-
tration sanguine d’insuline en exces par rapport au niveau de concentration sanguine
d’insuline normal.

Un autre modele intéressant est le modéle de Topp et al. en 2000 [19]. Topp a mo-
délise la variation de la masse des cellules 3 et la dynamique du glucose et de I'insuline,
ce qui n'a pas été fait a I’avance.

Le modele Topp est formulé par :

dG(t)
= Ro— (Ego+ Sil(1))G(?)
dt
dal(r) BG(1)2
) dr G2 k(@)
dp(t
% = (=dy+1r1G(t) - r.G(0)>)B(1)

avec des conditions initiales .
ou,

—f : La masse de cellules 3.

—Ry : Le taux net de la production hépatique moyenne du glucose .
—Ego : Lefficacité totale du glucose a I'insuline zéro .

—S; : La sensibilité totale a I'insuline.

—o0 : Le taux maximal de la sécrétion des cellules 3.

—a : Une constante tel que /a est la moitié du taux maximal de G.
—k : Une constante de la clairance de I'insuline .

—ret rp : Des constantes .

—d) : Le taux de mortalité de cellules f3.

Ce modele est composé de trois équations différentielles non linéaires ordinaires
qui décrivent la dynamique du glucose, de I'insuline et de la masse de cellules . En
effet, le modele de Topp est un modeéle a deux échelles de temps. La premiere est une
variation rapide de la dynamique du glucose et de 'insuline en échelle de minutes
et des heures. La deuxieme est une variation lente de la dynamique de la masse des
cellules f en échelle de jours et de semaines. Le modele montre que 'hyperglycémie
entraine la croissance de la masse de cellules [ (réactions négatives), tandis qu'une
hyperglycémie excessive entraine une réduction de la masse de cellules  (réactions
positives). Une masse accrue de cellules § représente une capacité accrue de sécrétion
d’insuline qui, a son tour, entrainerait une diminution de la glycémie.



Chapitre 2

Modélisation de ’homéostasie du
glucose : I'effet de la ghréline sur le
diabete

Dans ce chapitre, on va définir la ghréline ainsi que son role dans le controle de la
glycémie et 'absorption du glucose. On discutera également I’éffet de la ghréline sur le
foie, le pancréas et la sécrétion de I'insuline. On présentera par la suite une modélisa-
tion mathématique du systéme glucose-insulino.

1 Lerole delaghréline dans le contrdle de la glycémie

La ghréline est ’hormone responsable de la faim (un stimulant de ’appétit) décou-
verte en 1999 [13]. Peu de temps apres, il a été constaté qu’elle augmentait le poids et
I'obésité. 70 % de cette hormone est produite dans I'estomac. Les niveaux de ghréline
diminuent apres I'ingestion [1]. La ghréline joue un role dans la régulation du glucose,
indépendamment de ses actions en matiere de régulation de I'appétit et du compor-
tement alimentaire, ainsi que dans I'apparition du diabéte ses avantages potentiels en
tant que traitement sont encore incertains ce qui nécessite des études complémen-
taires [3].

1.1 Leffet dela ghréline sur le foie

Les résultats de I'étude actuelle ont montré que ’hormone ghréline réduisait I'in-
cidence du foie. La ghréline affecte également le maintien du glucose par le biais de
mécanismes a base d’insuline, caractérisés par la production de glucose variable dans
le foie et par une sensibilité accrue a I'insuline hépatique [11].
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1.2 Leffet de la ghréline sur le pancréas

Un nouveau type de cellule pancréatique, la cellule Epsilon, a été découvert. Elle
produit et sécrete ’hormone ghréline, suggérant qu’elle pourrait jouer un role dans la
différenciation et reproduction de cellule . Fait intéressant, la ghréline réduit la sécré-
tion de l'insuline. Il peut fonctionner sur d’autres voies de signalisation hormonales
pour controler I'équilibre du glucose dans le pancréas [3].

1.3 Leffet de la ghréline sur la sécrétion de I'insuline

La ghréline stimule la sécrétion d’hormones de croissance et inhibe la sécrétion
d’insuline. En revanche, des études récentes ont montré que la ghréline peut modifier
la sensibilité a I'insuline et réguler la sécrétion d’insuline [3].

1.4 Role physiologique de la ghréline dans I'absorption du glucose :

La ghréline a été établie en tant que régulateur passif de la libération d’insuline, se-

lon laquelle le taux de glucose sanguin est élevé apres un repas, il est nécessaire pour
augmenter la sécrétion d’'insuline et diminution de taux de la ghréline.
De plus, la ghréline est un catalyseur pour la libération de I’hormone de croissance,
bien connue par le fait qu’elle inhibe la sécrétion d’insuline (lorsque I’hormone ghré-
line est élevée, la libération de I'’hormone de croissance stimulée par la ghréline peut
étre essentielle pour maintenir un taux de glucose suffisant) [3]. Le role physiologique
de la ghréline est de maintenir la glycémie au cours de la faim, et que ce sera médiati-
sée par I'’émission de ’hormone de croissance.

Les deux figures 2.1 illustre bien les actions et |'effet de la ghréline sur le sécrétion
d’insuline et de glucose homéostasie.
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“ILa prise de nourriture
TGH

‘1" Glucose sanguin

JoInsuline

“I"Glucagon T
JeSensibilité a lMinsuline JeSensibilité 3 Finsuline
+J-Absorprion de glucose J-Ahsorption de glucose

FIGURE 2.1 - Leffet de la ghréline sur '’homéostasie du glucose.

(1]

2 Le modele mathématique

Dans ce travail, on se base sur le modele de Topp [19] pour inclure la ghréline et ses
interactions avec la dynamique du glucose et de I'insuline. Parmi les roles joués par la
ghréline son effet sur I'équilibre du glucose en modifiant la sécrétion d’insuline ainsi
que son role dans le développement du diabete type 2.

3 Les hypotheéses de modélisation

» On suppose que la ghréline réduit I’absorption du glucose[18], cet effet est repré-

senté par Z(EGO + SII(I)))G(t)m.

» On suppose que les récepteurs de la ghréline activés inhibent la sécrétion d’'insu-

: 3 N . of

line [6]. Par conséquent, cette inhibition est formulée par : ——— .
1+ oguGH(?)

e Dans notre modeéle on a supposé que la sécrétion d’insuline est donnée par

op G(1)
1+oguGH(®) a+G(1)’

sécrétion =

10
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avec P est supposée constante, car la variation de la masse de cellule p est lente par
rapport a celle du glucose, de I'insuline et de la ghréline interviennent en quelques
minutes par contre les cellules 5 en quelques jours, semaines... Pour cette raison nous
avons fixé la masse de cellules f3.

Et on a multiplié 'inhibition de 'insuline par une fonction de Hill de degré 1 pour
simplifier les calculs et extraire rapidement les points d’équilibres.

» On suppose que la clairance de la ghréline est proportionnelle aux niveaux de
ghréline sérique, elle est représentée par : KgGH(1).

« Et on suppose que la sécrétion de ghréline dans |'’estomac est constante, elle est
représentée par le parametre suivant : A.

La forme compact du modele est donnée pour tout t € [0, T]

dG(p)
—= = Ro—(E€0+SII(t)))G(t)—1+CGHGHm
{odn op SO _ i @.1)
dt 1+ 0GuGH(?) a+G(1)
dGH(1)
= = A-KauGH®)

Les variables et les parametres du modele sont présentés dans les tableaux 2.1 et
2.2.

Variables | Unité Description
G(t) [mg/dl] La concentration du glucose dans le sang
I(t) [MU/ml] | Laconcentration de I'insuline dans le sang
GH(t) [mg/dl] | La concentration de la ghréline dans le sang

TABLEAU 2.1 — Les variables du modele GIGH.
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4. LANALYSE DE SYSTEME DYNAMIQUE

Parametre Unité Description
Ro [mgldld] Taux de la production moyenne du glucose par jour
Ego (1/d] Taux de la clairance du glucose indépendamment de I'insuline
St (uml/Ud] La sensibilité a I'insuline
o W/ mld] Taux de la sécrétion de I'insuline par les cellules 3
OGH (dl/mg] Taux d’inhibition de la sécrétion de I'insuline par la ghréline
K; (1/d] Taux de la clairance de I'insuline
A [mg/dld] Taux de la sécrétion de ghréline dans estomac
x [mg2 /dl™Y] Point d’inflexion de la fonction de Hill
Kgu [1/d] Taux de dégradation de la ghréline par I'élimination rénale
Cgu [dlImg] Taux d’inhibition de I'absorption du glucose par la ghréline
B [mg] La masse de cellules  constante.

TABLEAU 2.2 — Les parameétres du modeéle GIGH.

4 Lanalyse de systeme dynamique

Dans cette partie, on va étudier la stabilité des points d’équilibre [5] du systeme
d’équations différentielles ordinaires suivant :

y'(0) = f(y(0), y(t0) = yo, (2.2)
ouDeR"et f:D — R" est une fonction continue sur D.

Définition 2.1 [14] Un point y, € D est appelé point d'équilibre (ou : point stationnaire,
solution stationnaire, point critique) de l'équation (2.2) si f(y) =0.

Cette définition s’explique par la simple observation que si f(yp) =0 alors y = a est
I'unique solution du probleme (2.2) de condition initiale y(fy) = yo.
Notation : ¢(¢) est une solution de (2.2) telle que ¢(0) = b avec b € R".

Définition 2.2 [5]

i) aestditstablesi:
Ve>0,38>0 telque, |b—yol <& alors |D(t)—yol<e, Vit=0.

ii) a est dit asymptotiquement stable si :
de>0, |b—yl<e alors |D(t)— yol — 0 lorsque t — 0.

12



4. LANALYSE DE SYSTEME DYNAMIQUE

Soit yp € D un point d’équilibre de I’équation (2.2).
On suppose que la fonction f est de classe C! au voisinage de y,

FM =)+ f o) (y—yo) +0(y—yo).

Dongc,

F»=Ay(®+06(y(1)
avec, A= f'(yo) € R™"

et le reste O(y(f)) est une fonction continue qui tend vers 0 quand y tend vers yj.

Théoreme 2.1 (Méthode de linéarisation de Lyapunov)[7)

1) Silesystéme linéarisé (22) est strictement stable (toutes les valeurs propres de A sont
avec une partie réelle négative), le point d’équilibre est asymptotiquement stable

pour le systeme (2.2).

2) Si le systeme linéarisé (22) est instable (au moins une valeur propre de A a une

partie réellement positive), le point d’équilibre est instable pour le systeme (2.2).

3) Si A a des valeurs propres avec une partie réelle nulle, la linéarisation ne donne

pas d'informations sur la stabilité du point d’équilibre considéré.

Exemple 2.1 On considere l'exemple suivant,

o [ A ][ —xisinx; —x% —sinx;
x(t)_f(x(t))_[ folx) |~ —x2—2sinx,
avec
o= 0
71 o
Ona,
Oh)  Of
6f(x)_ f;mx g—x; _ | —sinxp—2x;—cosx; —xjco8x;2
ox | 0pw Opw |~ 2x1 —2C0S X2
axl 3x2
Azaf(x): -1 0 ]
0x 0 -2
Les valeurs propres du A sont,
A =-1
Ap=-2

Donc, le systeme est stable.

13



5. LES POSITIONS D’EQUILIBRE DU MODELE GIGH

5 Les positions d’équilibre du modele GIGH

La stabilité qui nous intéresse c’est la stabilité asymptotique i.e. les parties réelles
des valeurs propres de la jacobienne sont toutes négatives.

Pour les points d’équilibre, on a le résultats suivant :

Théoréme 2.2 Le modele (2.1) admet dans 2=R3 un point d’équilibre suivant :

B+\/B2+4Aa(1+CGHﬁ]RO

B+\/B2+4Aa(1+CGH%)RO X

E= 1 of 2A A
- )’ )\ )
2a ki 1+ OGH%on B+\/B2+4A0((1+CGHﬁJR0 kcn
a+ K
avec : i
- 1_ o
B = Ro+Congs:Ro—aEco.
Le pointE est stable dans {2 si :
B> 0.

Preuve. Les points d’équilibres se calculent en déterminant les solutions du systéme
suivant :

1
Ry————(Ego+SiIDG=0
0 1_+CGHGH( Go +S10)
G
ob ~ kil=0
l1+oguGHa+G
A—kguGH =0.
Apres des simplifications, on obtient :
1+C A )R =|Ego+S ! 06 G
GHkGH 0= G0 IkI A a+G
l+ogu——
) kcu
1,1 op G 2.3)
Kk A a+G
l+ogu——
kcu
GH—L
kcu

14



5. LES POSITIONS D’EQUILIBRE DU MODELE GIGH

On résout la premiere équation du systeme précédent, on trouve :

A
B+1/B2+4Aa|l1+Cou— )RO
kcn
G1 = >0
) 2A
A
B—/B? +4Ax 1+CGH—)R0
kcn
G, = <0.
2A

La négativité de G, n’est pas claire, donc on va montré que G, < 0 par le calcule
suivant :

B— \/BZ + 4Aa (1 + CGHE)‘H) Ro
2A

(B \/B2+4Aa(1+CGHk )Ro)(B+\/B2+4Aa(1+CGHk )RO)

2A(B+¢BZ +4Aa(1+CGHk )Ro)

B? — B2 - 4A(1+ Can - | Ro

2A(B+ \/BZ+4Aa(1+CGHkL) )

] —4A(x(1+CGHk )RO "

2A(B+\/B2+4Aa(l+CGHk )RO)

Doncg, il existe un point stationnaire E.

B+\/BZ+4Aa(1+CGHkGLH)RO
I _ 1 O'B 2A
¢ h =~ :
ki A i\
+0GHkGH B+ B2+4A(x(1+CGHkG—H)R0
o+
2A
avec .
_ 1 of
A = EGO+SIkIl+GGH%
B = R0+CGH%RO—0(EGO.

Alors, on a retrouvé le point d’équilibre suivante :

i B+¢B2+4Aa(l+CGHkGLH]RQ
off 2A A

—_— )\. )
2A ki 1+ OGH Ty B+\/B2+4Aa(1+CGHﬁ)R0 kcn
o+

B+\/BZ+4Aa(1+cGHk )RO X

E=

2A
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5. LES POSITIONS D’EQUILIBRE DU MODELE GIGH

En linéarisant le systéme (2.1) au point d’équilibre et en calculant la matrice jaco-
bienne, on obtient :

__Ego+Sil _ S1G CgH (Egu+S1)G
A A 2
1 Canggy 1+CoH o (1+canzs)”
J (Gy L GH) = x O-ﬁ — k _ G 0-GHO-‘S
1 2
(a+G)? A 0+G) A
(1+0GH ]CGH) (1+GGHkG—H)

0 0 —kgu
Apres les simplifications ,on obtient :

% $1G Can

G ~1+CgnGH Ro (1+CGITGH)
JGLGH) =| klgnge -~k —klrgicn
0 0 —kgn

et la matrice Jacobienne au point J(E) s’écrit :

_Rg SIN Cgu

N h l+CGHﬁ RO [1+CGHﬁ)
J(E)= kIM( +N)N ke —kM 1+UG1H]C)\
0 0 Cken
avec :
M=LetN=G;

Les valeurs propres de J(E) sont données par :

Avec:

SiN
1+Cgu k(); )
t=kMgon (a+N)N
La négativité de la troisieme valeur propre n’est pas claire, donc on va montré que
A3 <0 par le calcule suivant :

[%(\/(Rﬁo)2_4dt—2%"k1+k12—(RW0+kl))](\/(R_l\?)2_4dt—2RW0k1+k12+(RW0+kl)) %(((%)2—4dt— R—l\?k1+k12)—[%+k1)2

(\/(RO) —4d1-2%0 k24 (°+kl)) i (\/(RW")2—4dt—2RW0k1+k12+[RW°+kl))
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5. LES POSITIONS D’EQUILIBRE DU MODELE GIGH

)\3 = —2d1 <0.
\/[RWO)Z—Mt—z%k1+k12+(%0+k1))

Les valeurs propres ont des parties réelles strictement négatives si et seulement si

B>0.

D’ou la stabilité asymptotique du point E .
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Chapitre 3

Simulation numérique du modele GIGH

Dans ce chapitre, on analyse numériquement le modéle formulé dans le chapitre 2.
On va confirmer numériquement les résultats théoriques obtenus sur le point d’équi-
libre et sa stabilité. Ensuite, en se basant sur les estimations des parametres obtenus
dans la littérature, on simule notre modele (2.1) pour voir I'évolution du diabéte sous
I'effet de la ghréline. On conclut par une discussion sur les résultats obtenus.

Les parametres :

Dans cette simulation numérique, on utilise les paramétres communément fixés
suivants :

— Taux de la production hépatique du glucose, Ry =864 .

— Taux de la croissance du glucose indépendamment de 'insuline, Ego =1.44 .

— Taux de la sécrétion de I'insuline par des cellules 3, o = 43.2.

- Lamasse de cellules f, p = 220.

— Taux de la clairance de l'insuline, K; =432 .

— La constante de la fonction de Hill, a = 20000.

— La sensibilité a I'insuline, Sy = 0.72.

On utilise toutes ces valeurs estimées par TOPP [19].

Le reste des parametres ne sont pas communément fixés, et peuvent varier légere-
ment.

Parametres | Valeurs
Kgu 107
oGH 0.0089

A 74
Can 0.0035

TABLEAU 3.1 — Les variations des valeurs estimées du modele GIGH.
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La solution stationnaire de systeme (2.1) :

E=(113.47,8.60,0.69).

avec,

(B=614.09) > 0.

Les valeurs propres sont :

A= —107
A2 = -428.15
A3 = —11.46

200 & g
S M
180
o 160
2]
(@]
S
& 140
120 % xos696
L v:8.587
1 Z:113.2
100 o
15

0.8

. 0 .
Insuline Ghréline

FIGURE 3.1 — Graphe de la convergence vers E.

La courbe de (GH,I,G) en trois dimensions dans la figure 3.1 montre qu’apres un
temps la solution du systéme (2.1) pour les données du tableau (3.1) converge vers le
point d’équilibre E.
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La simulation numérique du modele GIGH :

Dans un premier temps, on simule le modele GIGH chez une personne normale.

Le concentration du glucose dans le sang

200 T T T
B — — — Modéle TOPP
100 [ *  Modéle GIGH ||
180 [ B
170 q
2 160 g
(=}
o
=
O 150 b
140 4
130 q
120 q
110 L L N N
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps
Le concentration de I'insuline dans le sang
— — — Modéle TOPP
* Modéle GIGH
)
£
=1 4
7]
=
n n n
0.4 0.6 0.8 1
Temps
1 T T T T
* Modéle GIGH
0.95 q
[0} ggg q
%
k3
o 0.85 4
=
D
=
© os g
0.75 T
0.7 i
0.65 - - - -
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps

FIGURE 3.2 — La simulation numérique du modele GIGH et le modele de Topp pour une per-

sonne normale.
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Les résultats obtenus sont représentés dans la figure 3.2.
La figure 3.2(a) présente la concentration du glucose dans le sang. On remarque que la
concentration du glucose augmente apres elle diminue pour atteindre un niveau nor-
mal, car la sécrétion d’insuline est augmente.

La figure 3.2(b) décrit la concentration d’insuline. On observe un taux élevé de sé-
crétion d’insuline. Cela est dii a la concentration treés élevée en glucose. Ensuite, la
concentration de I'insuline diminue pour atteindre un niveau normal, car les niveaux
du glucose atteindre la valeur normale.

La figure 3.2(c) illustre la concentration de la ghréline. Cette concentration de la

ghréline diminue progressivement et retourne a un niveau normal a cause I'augmen-
tation du glucose.
Apres la comparaison des résultats obtenus avec ceux de Topp [19], on constate que le
niveau de glucose dans le modeéle proposé est superieur au niveau de glucose dans le
modele de Topp, et on constate que le niveau d’'insuline dans le modele proposé est in-
férieur au niveau d’'insuline dans le modeéle de Topp, alors la concentration du glucose
se maintient a 113 mg/dl la méme que celle de Topp a 113 mg/dl, apres quelques
heures les niveaux de glucose, insuline et ghréline diminues pour atteindre un niveau
normal.
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Chez les diabétiques de type 2.

Le concentration du glucose dans le sang

300

280 -

Glucose
N
[}
o
T

240 -

220

20

T T
* Modéle GIGH SI=0.1

Le concentration de l'insuline dans le sang
T

Insuline
©

14
13
12
11
10
8
7
6
5

N

* Modele GIGH SI=0.1

4

T
.
0.4

. .
0.6 0.8 1

Temps

Ghréline

0.8

0.7

T
* Modele GIGH SI=0.1

e

T
I .
o 0.2
T
0.65 :
o] 0.2

FIGURE 3.3 — La simulation numérique du modele GIGH.

La sensibilité a I'insuline est trés faible 3.3.
La figure 3.3 suggere qu’il y a une augmentation de taux du glucose dans une période
de quelques heures ol1 les concentrations de la ghréline sont faibles. En revanche, une

augmentation des niveaux de l'insuline.
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Ici on prend S;=0.1 et on augmente ’effet de la ghréline sur le taux de I’absorption
du glucose Cgp =0.0035, et Cgy = 0.35, Cgpy = 3.5.

700

650 [

600 [ b

550 b

500 - + cGH=0.0035| 7
cGH=0.35

4501 - cGH=35 1

Glucose

400+ i

350 5l

300 [

250 b

200
o

Temps

12

cGH=0.0035 ||
£ cGH=0.35
100 - cGH=3.5 a

Insuline

Temps

1 T
. Modele GIGH
0.95 b

0.9t b

0.851 b

Ghréline

075 E

0.7 *k ]

Temps
FIGURE 3.4 — La simulation numérique du modele GIGH.

La figure 3.4 suggere qu’il y a une augmentation tres élevée de taux du glucose et
de taux d’insuline. En revanche une diminution des niveaux de ghréline.
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Maintenant, on augmente aussi 'effet de la ghréline sur le taux de la sécrétion de
I'insuline ogy = 0.0089, et gy =0.89, oGy =8.9.

500
450 b
400 B

<5}

a8

8 3501 E

o
300 -

SigmaGH=0.0089
2501 SigmaGH=0.89 | ]
SigmaGH=8.9
200 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps
14

- SigmaGH=0.0089
12 - SigmaGH=0.89 |1
5 - SigmaGH=8.9
10F 4

Insuline
0
\
.

T
. Modeéle GIGH

Ghréline

e

FIGURE 3.5 — La simulation numérique du modele GIGH.

La figure 3.5 montre qu'une croissance tres élevée de taux du glucose et de taux
d’insuline. En revanche une décroissance des niveaux de ghréline. 3.4. On remarque
que la ghréline a un effet négatif sur les diabétique.
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Discussion

Dans ce chapitre, on a présenté différentes simulations du modele GIGH dans le cas
de patients diabétiques et non diabétiques. Ce modeéle se compose de trois comparti-
ments, Le premier représente la concentration de glucose dans le sang, cette concen-
tration et la différence entre la production et I'absorption. Le glucose est absorbé par
des mécanismes indépendants de 'insuline et dépendants de I'insuline. On a supposé
que la production du glucose est constante. Le second compartiment est I'insuline. On
suppose que la sécrétion est dépend de la concentration de glucose, de la masse de cel-
lules . Et le derniére compartiment est la concentration de ghréline, on suppose que
la production de ghréline dans I’estomac est constante et la clairance de la ghréline est
proportionnelle aux niveaux de ghréline sérique.
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Conclusion

Au cours de ce travail, on a proposé un nouveau modele basé sur des hypotheses
réalistes pour décrire la régulation de la glycémie sous I'impact de I'insuline et la ghré-
line. Les différentes simulations numériques ont été présenté pour voir le comporte-
ment du modele GIGH, ot les résultats obtenus montrent que le dysfonctionnement
au niveau de cellules pancréatiques peut étre compensé par les mécanismes insulino-
indépendants tel que la ghréline pour une période considérable.

Comme limitations du modele GIGH on cite :

* On n’a pas introduit l'effet de glucose, de I'insuline et d’autres hormones incré-
tines sur la dynamique de ghréline.

* Le modele n’est pas encore validé par |'’expérimentation.

x A ce jour, la recherche n’a pas montré si la ghréline contribuait au traitement du
diabete du type 2, ou bien la ghréline contribuait au se développement.

Dans le futur, les résultats de nos travaux doivent étre validés par des données expé-
rimentales, et indiquer sil’hormone ghréline se développe diabéte 2 ou bien la ghréline
contribuait se traitement. Il serait bien de construire différents modeles multiniveaux
qui pour traiter, traiter et réduire cette maladie grave.
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Annexe

1 Lediabete

1.1 Larésistance al'insuline

Larésistance al'insuline, ou insulino-résistance, décrit une situation ot les cellules
deviennent moins sensibles a cette hormone.Lorsque les cellules hépatiques, muscu-
laires et adipeuses deviennent résistantes a I'insuline, il y a moins de glucose qui entre
dans ces cellules et celui-ci reste dans le sang.[10]

En réponse a la résistance a I'insuline, les cellules pancréatiques sécrétant I'insu-
line ont tendance a en produire davantage et peuvent finir par s’épuiser.La produc-
tion d’insuline devient alors insuffisante et le taux de glucose dans le sang trop élevé
(hyperglycémie).[10]

1.2 Lasensibilisation a I'insuline

La sensibilité a I'insuline[2] est un mécanisme vital de votre corps qui détermine
l'efficacité de 'utilisation de ses effets par I'insuline. Les personnes ayant une faible
sensibilité a l'insuline ont un risque plus élevé de développer des maladies métabo-
liques telles que le diabete, 'obésité et les maladies cardiaques. Bien que certaines
personnes naissent avec des niveaux de sensibilité a I'insuline plus sains, vous pou-
vez apporter plusieurs modifications a votre mode de vie pour 'améliorer. [2]

Pourquoi la sensibilité a I'insuline est-elle importante ?

Une faible sensibilité a I'insuline peut entrainer divers problémes de santé. Le corps
essaiera de compenser sa faible sensibilité a I'insuline en produisant plus d’insuline.
Cependant, un taux élevé d’insuline circulant (hyperinsulinémie) est associé a des 1é-
sions des vaisseaux sanguins, une pression artérielle élevée, des maladies cardiaques
et une insuffisance cardiaque, a ’'obésité, a 'ostéoporose et méme au cancer. [2]
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2. LA GLYCEMIE

2 Laglycémie

2.1 Hypoglycémie

Lhypoglycémie est le plus souvent causée par des médicaments pris pour contro-
ler le diabete. Les causes d’hypoglycémie sont beaucoup moins courantes, notamment
d’autres médicaments, une maladie grave ou une défaillance d’organe, une tumeur
produisant de I'insuline dans le pancréas et certains types de chirurgie bariatrique
(avec perte de poids).

Une baisse de la glycémie provoque des symptdmes tels que la faim, la transpira-
tion, des tremblements, la fatigue, une faiblesse et une incapacité a penser clairement,
tandis qu'une hypoglycémie grave entraine des symptomes tels que confusion, convul-
sions et coma.

Les symptoémes de '’hypoglycémie sont traités en consommant du sucre sous n'im-
porte quelle forme [25].

2.2 Hyperglycémie

Lhyperglycémie fait référence a des taux élevés de sucre ou de glucose dans le sang.
Cela se produit lorsque le corps ne produit pas ou n'utilise pas assez d’insuline, une
hormone qui absorbe le glucose dans les cellules pour |'utiliser comme énergie.

La plupart des gens connaitront une augmentation de leur glycémie apres avoir
mangé un repas tres riche en glucose, mais les personnes présentant une hyperglycé-
mie persistante peuvent avoir des problemes de production ou d’utilisation d’insuline
[23].

3 Lesprogrammes:

Simulation
clear clc close
[t, y] = oded5(@ToppMod, [0,1],[200,4]) ;
[t1,y1] = ode4d5(@ToppModv2,10,1],(200,4,0.72]) ;
G=yG1D;1=y(2);
Go=y1(;,1); L =y1(,2); GH=y1(;,3);

figure(1)
plot(t,G,/'-b',t1,Gy, *r');
legend('ModeleTOPP',ModeleGIGH) ;
set(gcf, color’) w"

figure(2)

plOt(t)I),_b,) tl)IZy, *r/)
; legend('ModeleTOPP',ModeleGIGH) ;
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3. LES PROGRAMMES :

set(gcf, color’, w')

figure(3)
plot(t;,GH,' xm');
legend('ModeleGIGH) ;
hold all
set(gcf, color’, w')

figure(4)
plot(t, Gy, +m');
legend('ModeleGIGH);
hold all
set(gcf, color') w"

figure(5)
plot(ty, I, «m');
legend('ModeleGIGH);
hold all
set(gcf, color') w"

Parametre

function[Ry,Eo,S1,a,a1,0,06H, ki, kg, A, Cgn, Bl = parameter s()
Ro=864;Ey=1.44;
S1=0.1; a; =20000;
a=175;0=43.2;
B=220; k1=432;
kGH =107; OGH = 0.0089;
A=74; Cgy =0.0035;
end

ToppMod

functiondy=ToppMod(t,y)
[Ro,Eo,SL, ~,ay,0,~, ki, ~,~,~,pl = parameters() ;
dy=zeros(2,1);
dy(1) =Ro— (Eg+ Sy * y(2)) * y(1);
dy2)=0*p*y(1)*/ (a1 + y(1)*) — kr * y(2) ;

ToppModv2

functiondy=ToppModv2(t,y)
[Ro, Eo,S1,0,~,0,06H, ki, kcn, A, Cgn, Bl = parameters() ;



3. LES PROGRAMMES :

dy=zeros(3,1);

dy(1)=Ro— (Eg+Sy* y(2)) * y(1) * 1/(1 + Cgn * y(3)) ;
dy2)=o*p*y(D)/((1+ogu*y3)) * (a+ y(1))) — ki * y(2);
dyB3)=A—kgu*y@3);
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Résumé

Dans ce travail, on a proposé un nouveau modeéle mathématique qui décrit I'effet
de la ghréline sur la dynamique du glucose et de I'insuline. Le manuscrit est struc-
turé en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a rappeler les mécanismes
impliqués ala régulation de la glyceémie ainsi que les différents modeles de systeme du
glucose-insuline. Le deuxiéme chapitre est déstiné a la modélisation mathématique
et 'analyse de stabilité. Le troisieme chapitre est dédié a la simulation numérique du
modele dans le cas normal et diabétique.

Mots-Clés. Diabéte, modelisation mathématique, analyse de stabilité, dynamyque
du glucose insuline
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