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Introduction

À chaque seconde de cette époque moderne, des tonnes de données sont générées.
Pensez au nombre de personnes en ligne qui écrivent leurs blogs, conçoivent leurs pages
d’accueil et partagent leurs expériences à travers de nombreux autres supports numé-
riques : vidéos, photos, etc. Pensez également aux données générées lors du décodage des
gènes de créatures vivantes et des données acquises de l’espace ou même de notre propre
planète, etc. Le développement récent de nouvelles technologies informatiques a engen-
dré une augmentation impressionnante de l’espace disque occupé par toutes sortes de
données : images, textes, sons, etc. Cela est dû principalement à l’augmentation des es-
paces de stockage disponibles et à la diminution importante de leurs coûts.

De nombreuses techniques existent pour le traitement de ces données. En général, on
recherche des méthodes aboutissant à un certain degré de compression : en dehors de
la réduction de l’espace mémoire occupé, cela permet notamment de filtrer le bruit, de
faciliter la visualisation, d’accélérer l’analyse des données, etc. Identifier une personne à
partir de son visage est une tâche aisée pour les humains. En est-il de même pour une
machine ? Ceci définit la problématique de la reconnaissance automatique des visages,
qui a engendré un grand nombre de travaux de recherche au cours des dernières années.
La reconnaissance faciale est quelque chose que nous faisons naturellement tous depuis
la naissance, mais la reconnaissance automatique du visage est un concept relativement
nouveau, où ce dernier utilise une image ou une vidéo de la structure physique du vi-
sage d’une personne dans un but particulier. Ce concept a débuté en 1960 par Woodrow
Wilson Bledsoe, qui a mis au point le premier système de reconnaissance faciale semi-
automatique qui oblige l’administrateur à identifier manuellement les caractéristiques
telles que les yeux, les oreilles et le nez sur les photographies.

En raison de l’intérêt accru pour les questions de sécurité mondiale, on s’intéresse
de plus en plus aux systèmes informatiques pour identifier les visages et augmenter le
nombre de systèmes de sécurité dans ce domaine. Le but de la reconnaissance faciale est
de construire des systèmes informatiques adaptés aux personnes. La difficulté de recon-
naître les visages par ordinateur varie grandement en fonction des conditions de posture.
Ces systèmes sont maintenant utilisés dans divers domaines tels que les robots, la re-
connaissance militaire, la télédétection, le traitement de documents et l’automatisation
industrielle. Dans les dernières décennies, des informaticiens ont mis au point un certain
nombre de produits commerciaux qui ont permis d’améliorer les performances des algo-
rithmes de reconnaissance automatique du visage. Pour un certain nombre de domaines
nécessitant des fonctionnalités de reconnaissance du visage, plusieurs questions ont été
soulevées pour savoir dans quelle mesure l’algorithme est capable d’identifier un visage
approprié.

Malheureusement, à la différence des factorisations classiques (par exemple, les fac-
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Introduction

torisations LU, QR et la décomposition en valeurs singulières (SVD)), il n’existe pas d’al-
gorithme exact et robuste produisant une solution optimale. Les méthodes actuelles de
résolution du problème d’optimisation trouvent au mieux un minimum local. Cependant,
en pratique, les solutions renvoyées par les algorithmes actuels sont satisfaisantes. Parmi
ces approximations on a la méthode de factorisation non négative ( En anglais : Non ne-
gative martix facorisation (NMF)). Les intérêts de cette technique sont multiples. Tout
comme la plupart des méthodes de factorisation, elle permet de compresser les données.
De plus, grâce à la conservation de la positivité, on peut interpréter le résultat de la fac-
torisation, contrairement aux techniques habituelles. La positivité des facteurs a un autre
avantage : ceux-ci seront généralement creux et prendront donc moins d’espace en mé-
moire.

La reconnaissance faciale combine de nombreuses disciplines de recherche, Pour une
simple introduction à ce domaine, nous avons organisé le manuscrit comme suit : Dans le
premier chapitre, La technique SVD est présentée, ainsi que ses applications en compres-
sion d’image et reconnaissance faciale. Le second chapitre, englobe à la fois les outils ma-
thématiques nécessaires pour la compréhension de la technique NMF, ainsi qu’une intro-
duction à la grande classe des méthodes d’approximation par matrice de rang minimal.
Le troisième chapitre est dédié à la factorisation NMF. Comme le problème est un pro-
blème de minimisation au sens des moindres carrés, nous caractérisons la solution par le
théorème classique de Karush-Kuhn-Tucker et nous présenterons deux méthodes de ré-
solution, à savoir l’algorithme de Lee & Seung, ainsi que la méthode des moindres carrés
en alternance (ALS) . Le quatrième chapitre comporte les résultats expérimentaux réali-
sés avec l’environnement de calcul MATLAB, après application des deux approches SVD
et NMF dans la compression d’images et la reconnaissance faciale. Notons qu’un cha-
pitre Annex a été rajouté en dernier, pour les lecteurs non familiarisés avec les concepts
mathématiques, tel que la théorie matricielle, l’algèbre linéaire et l’optimisation.
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Chapitre 1

Décomposition en valeurs singulières
appliquée au traitement d’image
numérique

1 Introduction

Une image peut être définie comme une fonction bidimensionnelle f (x, y) (image
2D), où x et y sont des coordonnées spatiales, et l’amplitude de la fonction f pour toute
paire (x, y) est le niveau de gris de l’image à ce point.

Par exemple, une image en niveaux de gris peut être représentée par :

fi j où fi j ≡ f (xi , y j )

Lorsque x, y et la valeur d’amplitude de f , sont des quantités finies et discrètes, l’image
est appelée «image numérique». L’ensemble fini de valeurs numériques est appelé élé-
ments d’image ou pixels (voir figure 1.1). En règle générale, les pixels sont stockés dans la
mémoire de l’ordinateur sous forme de tableau de deux dimension ou de matrice à deux
dimensions en nombre réel.

Les images couleur sont formées par une combinaison d’images 2D individuelles. De
nombreuses techniques de traitement d’image pour les images monochromes peuvent
être étendues à l’image couleur (3D) en traitant l’image à trois composants [33].

Le traitement numérique de l’image (DIP) désigne le traitement d’une image numé-
rique au moyen d’un ordinateur. Étant donné que les données de l’image numérique sont
sous forme de matrice, le DIP peut utiliser un certain nombre de techniques mathéma-
tiques. Les domaines essentiels sont l’algèbre linéaire, les transformations intégrales, les
statistiques et d’autres techniques telles que, l’analyse et l’optimisation numérique. De
nombreux algorithmes DIP peuvent être écrits en terme d’équation matricielle, L’ algèbre
linéaire devient donc un aspect important du sujet [5].
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2. LA DÉCOMPOSITION EN VALEURS SINGULIÈRES

FIGURE 1.1 – Une image en niveaux de gris.

2 La décomposition en valeurs singulières

Etant donnée une matrice A ∈ Rm×n de rang r , alors il existe deux matrices orthogo-
nales U ∈Rm×m et V ∈Rn×n telles que :

A = UΣVT, (1.1)

oú

Σ =



σ1 0 . . . 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . σr . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


m×n

, (1.2)

avec σ1 ≥ σ2 ≥ . . .σr > 0. La décomposition de la matrice dans l’équation (1.1) est
appelée, décomposition en valeurs singulières (SVD) de A. Les scalaires positifs σi pour
i = 1,2, . . . ,r dans Eq. (1.2) sont appelées les valeurs singulières de A. Les vecteurs colonnes
U.i et V. j de U et V sont appelés les vecteurs singuliers gauche et droit de A , respective-
ment.

À partir de l’équation (1.1), il s’ensuit que :

AAT = U



σ2
1 0 . . . 0 . . . 0

0 σ2
2 . . . 0 . . . 0

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . σ2

r . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


m×m

UT,

et

ATA = V



σ2
1 0 . . . 0 . . . 0

0 σ2
2 . . . 0 . . . 0

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . σ2

r . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


n×n

VT. (1.3)

Par conséquent, les valeurs singulières de A sont les racines carrées positives des valeurs
propres non nulles de AAT et ATA, le vecteur singulier gauche U.i est le i ème vecteur propre
de AAT, et le vecteur singulier droit V. j est le vecteur propre de ATA [2].
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2. LA DÉCOMPOSITION EN VALEURS SINGULIÈRES

2.1 Propriétés de la SVD

Il existe de nombreuses propriétés de la décomposition SVD, nous présenterons ici
que les nécessaires propriétés à l’étude.

1. Les valeurs singulières σ1,σ2, . . . ,σn sont uniques, mais les matrices U et V ne le
sont pas.

2. La norme L2 et la norme de Frobenius d’une matrice A ∈ Rm×n de rang r sont don-
nées respectivement par :

‖A‖2 =σ1, (1.4)

et

‖A‖F =
( r∑

i =1
σ2

i

) 1
2 . (1.5)

3. Si A est de rang r , alors V.1, . . . ,V.r forment une base orthonormale pour l’espace
Im(AT) et U.1, . . . ,U.r forment une base orthonormale pour l’espace Im(A).

4. Le rang de la matrice A est égal au nombre de ses valeurs singulières non nulles [36].

5.

A = USVT =
r∑

i =1
σi ui vT

i (1.6)

2.2 Exemple

Soit la matrice positive A,

A =

[
3 10 7
4 2 1

]
.

Nous voulons trouver la decomposition SVD de A,
On a

ATA =

25 38 25
38 104 72
25 72 50

 ,

d’aprés (1.1) et (1.3), on obtient :

ATA = V

168.3242 0 0
0 10.6758 0
0 0 0

VT

oú

V =

−0.3024 0.9485 0.0944
−0.7846 −0.1915 −0.5897
−.5413 −0.2524 0.8021

 = [v1 v2 v3].

D’oú, les valeurs singulières non nulles de A sont : σ1 =
p

168.3242 = 12.9740 et σ2 =p
10.6758 = 3.2674.

Maintenant, d’aprés (1.1) , nous avons UΣ = AV oú

UΣ = [σ1u1 σ2u2 0] = [12.9740u1 3.2674u2 0],

et

AV =

[−12.5420 −0.8361 0
−3.3201 3.1586 0

]
.

5



3. APPROCHE SVD POUR LA COMPRESSION D’IMAGE

Donc

u1 =
1

12.9740

[−12.5420
−3.3201

]
=

[−0.9667
−0.2559

]
, u2 =

1

3.2674

[−0.8361
3.1586

]
=

[−0.2559
−0.9667

]
.

et

U = [u1 u2] =

[−0.9667 −0.2559
−0.2559 −0.9667

]
.

On a aussi, d’aprés (1.4) et (1.5)

‖A‖2 =σ1 = 12.9740 et ‖A‖F = (σ2
1 +σ2

2)
1
2 =

p
179 = 13.3791.

3 Approche SVD pour la compression d’image

La compression d’image s’applique au problème de la réduction de la quantité de
données requises pour représenter une image numérique. La compression est obtenue
par la suppression de trois redondances de données de base :

1. La redondance du codage, qui est présente quand elle n’est pas optimale ;

2. La redondance interpixel qui résulte de la corrélation entre les pixels ;

3. La redondance psychovisuelle, due à des données ignorées par la vision humaine[1].

Le rang d’une matrice A est égal au nombre de ses valeurs singulières non nulles. Dans
de nombreuses applications, les valeurs singulières d’une matrice diminuent rapidement
avec l’augmentation du rang. Cette propriété nous permet de réduire le bruit ou de com-
presser les données de la matrice en éliminant les petites valeurs singulières dans les
rangs supérieurs.

Lorsqu’une image est transformée en SVD, elle n’est pas compressée, mais les don-
nées prennent une forme dans laquelle la première valeur singulière contient une grande
quantité d’informations d’image. Avec cela, nous ne pouvons utiliser que quelques va-
leurs singulières afin de représenter l’image avec de petites différences par rapport à l’ori-
ginal.

Nous illustrons le processus de compression d’image SVD comme suit :
De la 5i ème propriétés. La matrice A peut être représentée par :

A =σ1u1vT
1 +σ2u2vT

2 +·· ·+σr ur vT
r . (1.7)

Lors de la compression de l’image, la somme n’est pas effectuée sur les derniers valeurs
singulières, les valeurs singulières avec des valeurs suffisamment petites sont supprimées
(ordonnés sur la diagonale). La matrice de rang k est obtenue en tronquant ces sommes
après les k premiers termes :

Ak =σ1u1vT
1 +σ2u2vT

2 +·· ·+σk uk vT
k (1.8)

La mémoire totale pour Ak sera k(m +n +1).
Le nombre entier k peut être bien choisi, suffisamment plus petit que n, et l’image

numérique correspondante à Ak sera encore très proche de l’image d’origine. Cependant,
les différents k auront une image et un stockage correspondants différents. Pour les choix
typiques de k, la mémoire requise pour Ak sera inférieure à 20%.

6



4. APPROCHE SVD POUR LA RECONNAISSANCE FACIALE

Pour mesurer les performances de la méthode de compression d’image SVD, nous
pouvons calculer le facteur de compression et la qualité de l’image compressée. Le facteur
de compression de l’image peut être calculé à l’aide du taux de compression ([18]) :

CR =
m ∗n

k(m +n +1)
,

Pour mesurer la qualité entre l’image d’origine A et l’image compressée Ak , la mesure de
l’erreur quadratique moyenne (MSE) peut être calculée [30] :

MSE =
1

mn

m∑
y=1

n∑
x=1

( fA(x, y)− fAk (x, y)).

Dans le chapitre 4, des experiences numériques seront réalisées afin de montrer l’uti-
lité de la technique SVD en compression d’image.

4 Approche SVD pour la reconnaissance faciale

Au cours des dernières décennies, la reconnaissance faciale a largement attiré l’at-
tention des chercheurs dans les domaines de la vision par ordinateur, Réseaux de neu-
rones, Reconnaissance de formes, Apprentissage automatique, etc. L’application de la re-
connaissance faciale comprend : le contrôle d’accès basé sur la reconnaissance faciale,
l’interaction homme-machine, la sécurité de l’information, etc [20].

Plusieurs approches de reconnaissance faciale ont été proposées pour la reconnais-
sance faciale bidimensionnelle. Une grande partie du travail a été consacrée à la détection
de caractéristiques individuelles telles que les yeux, le nez, la bouche et le contour de la
tête, et à la définition d’un modèle de visage par la position, la taille et les relations entre
ces caractéristiques [45],[21].

L’approche SVD traite un ensemble de visages connus comme des vecteurs dans un
sous-espace, appelé «espace de visage», engendré par un ensemble de vecteurs visage
appelé «visage de base» [17]. Comme l’Analyse en composante principales (PCA)([29]),
la reconnaissance est effectuée en projetant une nouvelle image sur l’espace, puis une
comparaison est faite entre ses coordonnées (position) dans cet espace et les cordonnées
des visages connus. Cependant, l’approche SVD a de meilleures propriétés numériques
que PCA.

On défini la matrice A en tant qu’ensemble des visages connus . Supposons que chaque
image de visage a m×n = M pixels et qu’elle est représentée par un M×1 vecteurs colonnes
fi . Un ensemble S de N images de visage d’individus connus formes une matrice M×N :

S = { f1, f2, ..., fN}.

L’image moyenne f de l’ensemble S, est donnée par :

f =
1

N

N∑
i =1

fi . (1.9)

La soustraction de f des visages connus donne :

A. j = f j − f t q j = 1,2, . . .N.

Cela donne une autre matrice qu’on va appelet aussi A de taille M×N :

A = [A.1 A.2 . . . A.N]. (1.10)
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4. APPROCHE SVD POUR LA RECONNAISSANCE FACIALE

Puisque U.1,U.2, . . . ,U.r forme une base orthonormale pour Im(A), et les colonnes de A
sont des images de visages, Im(A) est appelé ”sous espace de visages” dans l’espace vec-
toriel des images de M pixels, chaque U.i , i = 1,2, . . . ,r peut être appelé un vecteur de base
visage.

Soit x = ([x1, x2, . . . , xr ]T) les coordonnées de toute image visage quelquonque f de
taille M. Alors, d’aprés le théorème du PCA ([37]), x est la projection scalaire de f − f sur
la base U.1, . . . ,U.r tel que :

x = [U.1 U.2 . . . U.r ]T( f − f ). (1.11)

Ce vecteur de coordonnées x est utilisé pour trouver laquelle des images visages connus
décrit le mieux le visage f . C’est-à-dire trouver un visage fi , i = 1,2, . . . ,N, qui minimise la
distance :

εi = ‖|x −xi‖|2 = [(x −xi )T(x −xi )]
1
2 .

Où xi est le vecteur de coordonnées de fi , qui est la projection scalaire de fi − f sur le
sous-espace vectoriel engendré par les U.i ( Visage de base ) :

xi = [U.1 U.2 . . . U.r ]T( fi − f ). (1.12)

Un visage f est classé comme visage fi lorsque le minimum εi est inférieur à un seuil
prédéfini ε0. Si non le visage f est classée comme ” visage inconnu ”.

Si f n’est pas un visage, sa distance au sous-espace de visage sera supérieure à 0. La
projection vectorielle de f − f sur le sous-espace engendré par le visage de base U.i est
donnée par :

fp = [U.1 U.2 . . . U.r ]x,

où x est donné dans (1.11)
La distance de f à l’espace des visages connus est la distance entre f − f et la projec-

tion fp :

ε f = ||( f − f )− fp ||2 = [( f − f − fp )T( f − f − fp )]
1
2 . (1.13)

Si ε f est supérieur à un seuil prédéfini ε1, alors f n’est pas un visage.

4.1 Étapes à suivre pour effectuer la reconnaissance faciale avec SVD

L’organigramme de la reconnaissance faciale avec SVD est présenté à la figure (1.2).
Les explications de chaque étape sont définis comme suit :

1. Obtenir un ensemble des visages S avec N images de visage de personnes connues.

2. Calcul du visage moyen f de S par (1.9).

3. Calcul de la matrice A donnée par (1.10).

4. Calculer la SVD de A par (1.6)

5. Pour chaque visage connu, calcul les coordonnées de vecteur xi à partir de (1.12).
Choisir un seuil ε1 qui définit la distance maximale autorisée à partir de l’espace.
Déterminer un seuil ε0 définissant la distance maximale autorisée par rapport à tout
visage connu de l’ensemble S.

6. Pour identifier une nouvelle image d’entrée f , calcul les coordonnées de son vec-
teur x à partir de (1.11), la projection vectorielle fp et la distance ε f par (1.13). Si
ε f > ε1, l’image d’entrée n’est pas un visage.
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4. APPROCHE SVD POUR LA RECONNAISSANCE FACIALE

7. Si ε f < ε1, calculez la distance εi à chaque visage connu. Si tout εi > ε0, l’image
d’entrée peut être classée comme visage inconnu. Si ε f < ε1 et un certain εi < ε0,
classifiez l’image d’entrée en tant que visage connu associé au minimum εi , et cette
image peut éventuellement être ajoutée à l’ensemble d’apprentissage originale [17].

Les 5 étapes peuvent être répétées. Cela peut mettre à jour le système avec plus d’ins-
tances de visages connus .
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Lire les données
d’image

appartient
à S?

Calculer le visage
moyen f

A. j = f j − f
Crée A

Calculer le SVD
de A

Calculer le vecteur
xi dans l’espace de base

Calculer le vecteur
x dans l’espace de base

Calculer fp

ε f = || f − fp ||2

ε f < ε1 n’est pas un visage

εi = ||x −xi ||2

∀i
εi ≤ ε0

visage ∉ S

visage ∈ S

Non

Oui

Non

Oui

Non

Oui

FIGURE 1.2 – Organigramme de la reconnaissance facial avec SVD
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Chapitre 2

Éléments de calcul

1 Dérivée de la fonction trace

Soit g la fonction définie par :

g :Rn×n −→ Rn×n

X −→ g (X)

et soit la fonction f définie par :

f :Rn×n −→ R

X −→ f (x) = tr (g (X))

Nous voudrions calculer la dérivée de f par rapport à la matrice X :

∂ f

∂X
=?

La dérivée de la fonction f par rapport à la matrice X, nous sera utile dans ce qui suit. Le
but de cette section est de calculer cette dérivée.

1.1 Dérivation d’une matrice

Soit la fonction f définie sur Rn×m par :

f :Rn×m → R

X → f (X)

La dérivée de la fonction f par rapport à une matrice X ∈Rn×m s’écrit :

∂ f

∂X
=



∂ f

∂X11

∂ f

∂X12
· · · ∂ f

∂X1m

∂ f

∂X21

∂ f

∂X22
· · · ∂ f

∂X2m

...
...

. . .
...

∂ f

∂Xn1

∂ f

∂Xn2
· · · ∂ f

∂Xnm


Donc, le résultat est une matrice de même taille que X.
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1. DÉRIVÉE DE LA FONCTION TRACE

1.2 Dérivés de premier ordre

Il est utile de pouvoir convertir entre la notation matricielle et la notation d’indice.
Par exemple :
Soit A ∈Rm×n , B ∈Rn×r et C ∈Rr×s

Les éléments du produit AB seront notés par :

[AB]i k =
n∑

j =1
Ai j B j k ,

et les éléments du produit matricielle ABCT deviennent :

[ABCT]i l =
n∑

j =1
Ai j [BCT] j l =

n∑
j =1

Ai j

r∑
k=1

B j k Ckl =
n∑

j =1

r∑
k=1

Ai j B j k Ckl .

Exemple 2.1 Soient A ∈Rm×n et X ∈Rm×n , définissons la fonction f :

f (X) =< A,X >= tr (ATX).

Nous pouvons écrire ceci en utilisant la notation d’indice :

f (X) =
n∑

j =1
[ATX] j j =

n∑
j =1

m∑
i =1

AT
j i Xi j =

n∑
i =1

m∑
j =1

Ai j Xi j

En prenant la dérivée par rapport à Xi j , nous obtenons :

∂ f (X)

∂Xi j
= Ai j

Le résultat doit être de la même taille que X, nous savons donc que les indices des lignes et
des colonnes doivent être i et j , respectivement. Cela signifie que la dérivée de f par rapport
à la matrice X est :

∂ f (X)

∂X
= A

Exemple 2.2 Considérons cet exemple :
Soient A ∈Rm×n et X ∈Rm×n

f (X) =< A,XT >= tr (ATXT).

Nous pouvons écrire ceci en utilisant la notation d’indice :

f (X) =
n∑

j =1
[ATXT] j j =

n∑
j =1

m∑
i =1

AT
j i XT

i j =
n∑

j =1

m∑
i =1

AT
j i X j i .

En prenant la dérivée par rapport à X j i , nous obtenons :

∂ f (X)

∂X j i
= AT

j i ,

nous savons donc que les indices des lignes et des colonnes doivent être i et j , respective-
ment. Cela signifie que la dérivée de f par rapport à la matrice X est :

∂ f (X)

∂X
= AT

12



1. DÉRIVÉE DE LA FONCTION TRACE

Exemple 2.3 Soient A ∈Rm×n , X ∈Rn×r et B ∈Rr×m , définissons la fonction f :

f (X) = tr (AXB)

On peux écrire ceci en utilisant la notation d’indice :

f (X) =
∑m

i =1[A[XB]]i i

=
∑m

i =1

∑n
j =1 Ai j [XB] j i

=
∑m

i =1

∑n
j =1

∑r
k=1 Ai j X j k Bki

En prenant la dérivée par rapport à X j k , on obtient :

∂ f (X)

∂X j k
=

m∑
i =1

Ai j Bki =
m∑

i =1
Bki Ai j = [BA]k j = [BA]T

j k

Nous savons donc que les indices des lignes et des colonnes doivent être j et k, respective-
ment. Cela signifie que la dérivée de f par rapport à la matrice X est :

∂ f (X)

∂X
= ATBT

Exemple 2.4 Considérons cet exemple :
Soient A ∈Rm×n , X ∈Rr×n et B ∈Rr×m tel que :

f (X) = tr (AXTB).

On peux écrire ceci en utilisant la notation d’indice :

f (X) =
∑m

i =1[A[XTB]]i i

=
∑m

i =1

∑n
j =1 Ai j [XTB] j i

=
∑m

i =1

∑n
j =1

∑r
k=1 Ai j XT

j k Bki

=
∑m

i =1

∑n
j =1

∑r
k=1 Ai j Xk j Bki

En prenant la dérivée par rapport à Xk j , on obtient :

∂ f (X)

∂Xk j
=

m∑
i =1

Ai j Bki =
m∑

i =1
Bki Ai j = [BA]k j

Le terme X apparaissant dans (2.1) avec les indices k et j , telle que k soit l’indice de la ligne
et j l’indice de la colonne. Cela signifie que la dérivée de f par rapport à la matrice X est :

∂ f (X)

∂X
= BA
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2. APPROXIMATION MATRICIELLE DE RANG MINIMALE

Exemple 2.5 Considérons maintenant un exemple plus compliqué :
Soient A ∈Rm×n , X ∈Rn×r , B ∈Rr×n et C ∈Rm×r tel que :

f (X) = tr ([AXBXCT]) =
m∑

i =1

n∑
j =1

r∑
k=1

n∑
j =1

r∑
k=1

Ai j X j k Bk j X j k Ci k

On pose D = BXCT et E = AXB. Alors la dérivée partielle de f par rapport à la variable X
est :

∂ f (X)

∂X
=
∂tr [AXD]

∂X
+ ∂tr [EXCT]

∂X
D’aprés l’exemple (2.3)

∂ f (X)

∂X
= ATDT +ETC

2 Approximation matricielle de rang minimale

L’approximation de rang minimal est un cas particulier d’approximation matricielle
au sens de moindre carré, lorsque seule une contrainte de rang est imposée. L’approxi-
mation optimale par rapport à la norme de Frobenius peut être obtenue à partir de la
décomposition en SVD.

Nous examinons d’abord le problème sans la contrainte de non-négativité sur l’ap-
proximation de rang minimal. Ceci est utile pour comprendre les propriétés de l’approxi-
mation lorsque les contraintes de non-négativité sont imposées mais inactives. Nous com-
mençons par le célèbre théorème Eckart-Young. ([13])

Théorème 2.1 (Eckart-Young) [13]
Soit A ∈Rm×n ainsi que sa decomposition en SVD :

A = UΣVT , Σ =



σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . σn
...

...
...

0 0 . . . 0


.

Où σ1 ≥σ2 ≥ . . .σn ≥ 0 sont les valeurs singulières de A, avec U ∈Rm×m et V ∈Rn×n sont des
matrices orthogonales.

Alors, pour 1 ≤ r ≤ n, la matrice

Ar = UΣr VT , Σr =



σ1 0 . . . 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . σr . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


est un minimum global du problème

min
B∈Rm×n ,r ang (B)≤r

1

2
‖A−B‖2

F (2.1)
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et son erreur est exactement
1

2
‖A−B‖2

F =
1

2

n∑
i =r+1

σ2
i .

De plus, si σr >σr+1, alors Ar est l’unique minimum global.

La preuve du théorème et d’autre resultats assosiés, peuvent être trouvés dans ([40]) Les
colonnes de U et V sont appelées vecteurs singuliers de A, dans lesquels les vecteurs cor-
respondant aux valeurs singulières les plus grandes sont appelés vecteurs singuliers do-
minants.

Voyons maintenant le problème modifié suivant :

min
X∈Rm×r ,Y∈Rn×r

1

2
‖A−XYT‖2

F. (2.2)

Où la contrainte de rang est implicite dans le produit XYT, puisque les dimensions de X
et Y garantissent que le r ang (XYT) ≤ r . Inversement, chaque matrice de rang inférieur
à r peut être réécrite en tant que produit XYT, où X ∈ Rm×r et Y ∈ Rn×r . Par conséquent,
les problèmes (2.1) et (2.2) sont équivalents. Mais même lorsque le produit Ar = XYT est
unique, les paires (XRT,YR−1) avec R est inversible donnent le même produit XYT. Pour
éviter cela, nous pouvons toujours choisir X et Y tels que :

X = UD
1
2 et Y = VD

1
2 . (2.3)

Où UTU = Ir×r , VTV = Ir×r et D est r × r matrice diagonale non négative. Cela équivaut à
calculer une décomposition SVD compacte du produit Ar = XYT = UDVT.

Comme d’habitude pour les problèmes d’optimisation, nous calculons le gradient par
rapport à X et Y en utilisant les résultats de la section précédente.

On a

F(X,Y) =
1

2
‖A−XYT‖2

F

=
1

2
〈A−XYT, A−XYT〉

=
1

2

[〈A, A〉−〈A,XYT〉−〈XYT, A〉+〈XYT,XYT〉]
=

1

2

[
tr (ATA)− tr (ATXYT)− tr (YXT)+ tr (YXTXYT)

]
,

et

∂tr (ATXYT)

∂X
= AY ,

∂tr (YXTA)

∂X
= AY

∂tr (ATXYT)

∂Y
= ATX ,

∂tr (YXTA)

∂Y
= ATX

Maintenant pour calculer ∂tr (YXTXYT)
∂X

, on pose C = XYT et E = YXT, alors

∂tr (YXTXYT)

∂X
= CY+ETY = XYTY+XYTY = 2XYTY,

et pour calculer ∂tr (YXTXYT)
∂Y

, on pose C = XTXYT et E = YXTX, alors

∂tr (YXTXYT)

∂Y
= CT +E = YXTX+YXTX = 2YXTX.
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Donc

∇XF(X,Y) =
1

2

[−AY−AY+2XYTY
]

=
1

2

[
2XYTY−2AY

]
= XYTY−AY = 0

∇YF(X,Y) =
1

2

[−ATX−ATX+2YXTX
]

=
1

2

[
2YXTX−2ATX

]
= YXTX−ATX = 0

Si on multiplie AT par ∇XF et A par ∇YF, on obtient

(ATX)YTY = (ATA)Y (AY)XTX = (AAT)X. (2.4)

En remplaçant par ATX = YXTX et AY = XYTY dans (2.4)

YXTXYTY = (ATA)Y XYTYXTX = (AAT)X (2.5)

En remplaçant (2.3) dans (2.5) on obtient :

(ATA)VD
1
2 = VDUTUDVTVD

1
2 et (AAT)UD

1
2 = UDVTVDUTUD

1
2

Quand D est inversible, cela donne finalement :

(ATA)V = VD2 et (AAT)U = UD2

Cela montre que les colonnes de U et V sont des vecteurs singuliers et que Di i sont des
valeurs singulières non nulles de A. Notez que si D est singulier, on peut négliger les co-
lonnes correspondantes de U et V et les réduire à une approximation plus petite avec les
mêmes propriétés. Sans perte de généralité, nous pouvons donc nous concentrer sur des
approximations du problème (2.2) qui sont de rang exacte r . Nous pouvons résumer le
raisonnement ci-dessus dans le théorème suivant.

Théorème 2.2 [31]
Soit A ∈ Rm×n (m > n et r ang (A) = t ). Si Ar (1 ≤ r ≤ t ) est un point stationnaire de

rang r du problème (2.2), alors il existe deux matrices orthogonales U ∈ Rm×m et V ∈ Rn×n

telles que :
A = UΣ̂VT et Ar = UΣ̂r VT

Où

Σ̂ =



σ̂1 0 . . . 0
0 σ̂2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . σ̂n
...

...
...

0 0 . . . 0

,


Σ̂r =



σ̂1 0 . . . 0 . . . 0
0 σ̂2 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . σ̂r . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


et les σ̂i sont des valeurs singulières triées de A. De plus, l’erreur d’approximation est la
suivante :

1

2
‖A−Ar ‖2

F =
1

2

n∑
i =r+1

σ̂2
i .
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Ce résultat montre que, si les valeurs singulières sont toutes différentes, il y a n!
r !(n−r )! points

stationnaires possibles Ar . Lorsqu’il y a plusieurs valeurs singulières, il y aura une infinité
de points stationnaires Ar puisqu’il y a une infinité de sous-espaces singuliers. Le pro-
chain résultat identifiera les minima parmi tous les points stationnaires. Les autres points
stationnaires sont des points selle. (voir Annexes)

Théorème 2.3 [31] Les seuls minima du problème (2.2) sont donnés par le théorème 2.1 et
sont des minima globaux. Tous les autres points stationnaires sont des points selle.

Preuve. Supposons que Ar est un point stationnaire donné par le théorème 2.2 mais non
par le théorème 2.1. Alors, il existe une permutation des colonnes de U et V, ainsi que des
diagonales de Σ̂ et Σ̂r telles que σ̂r+1 > σ̂r .Alors, nous construisons deux points dans le
voisinage ε de Ar qui donnent respectivement une augmentation et une diminution de la
distance mesurée. On obtient :

Σr (ε) =



σ̂1 +ε . . . 0 . . . 0
...

. . .
... . . .

...
0 . . . σ̂r . . . 0
...

...
... . . .

...
0 . . . 0 . . . 0

 , Ar (ε) = UΣr (ε)VT,

et

Σr (ε) =



σ̂1 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

... . . .
...

0 . . . σ̂r ε
p
σr

... 0
0 . . . ε

p
σr ε2 . . . 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 . . . 0


, Ar (ε) = UΣr (ε)VT.

Il est clair que Ar (ε) et Ar (ε) sont de rang r . Evaluer la mesure de distance précédent :

‖A−Ar (ε)‖2
F = 2σ̂r ε

2 + (σ̂r+1 −ε2)2 +
T∑

i =r+2
σ̂2

i

= ε2[ε2 −2(σ̂r+1 − σ̂r )]+
T∑

i =r+1
σ̂2

i

<
T∑

i =r+1
σ̂2

i = ‖A−Ar ‖2
F

Pour tous ε ∈ (0,
√

2(σ̂r+1 − σ̂r )) et

‖A−Ar (ε)‖2
F = ε2 +

T∑
i =r+1

σ̂2
i >

T∑
i =r+1

σ̂2
i = ‖A−Ar ‖2

F

Alors ∀ε> 0 nous obtenons :

‖A−Ar (ε)‖2
F < ‖A−Ar ‖2

F < ‖A−Ar (ε)‖2
F,

ce qui montre que Ar est un point de selle de la mesure de distance.
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3 Conclusion

Dans l’exemple (2.2), la matrice A est positive, alors que la décomposition SVD donne
comme matrices X et Y les deux matrices

X = US
1
2

=

[−3.4820 −0.4626 0
−0.9218 1.7474 0

]
et

Y = S
1
2 V

=

[−1.0893 3.4164 0.3399
−1.4182 −0.3461 −1.0660

]
On remarque bien que X et Y ne sont pas positives.Dans le domaine du traitement d’image,
les matrice sont positive. La technique SVD pour la decomposition 2.2 avec une contrainte
de positévité n’est pas efficace, d’où la nécessite de la factorisation NMF.
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Chapitre 3

FACTORISATION MATRICIELLE NON
NEGATIVE (NMF)

1 Introduction

Ce chapitre est une introduction au problème de factorisation de matrices non-négatives.
La formulation du problème sera présenté ainsi que la description des solutions et quelques
observations. Le terme ”factorisation” dans l’appellation NMF peut être trompeur car ça
ce peut être compris comme une décomposition exacte, telle que la décomposition SVD,
LU .. ., oú la matrice d’entrée est factorisée en tant que produit d’autres matrices.

Cependant, l’appellation ” factorisation de matrice non négative ” est devenue si po-
pulaire qu’elle à remplacé l’approximation d’une matrice non négative par un produit de
deux matrices non négatives.

Nous continuons à utiliser ce terme et nous nous référons à la factorisation matricielle
exacte non négative pour le cas exacte.

2 Enoncé du problème

La factorisation matricielle non négative a été introduite pour la première fois par Paa-
tero et Tapper ([32]). Mais elle a gagné en popularité par les oeuvres de Lee et Seung ([22]),
ils soutiennent le fait que la non-négativité est important dans les perceptions humaines
et donnent également deux algorithmes simples pour trouver une représentation non né-
gative pour des données non négatives.

Etant donné la matrice m×n non négative A (i.e Ai j ≥ 0 ) de rang réduit r (r < min(m,n))
, le problème de la factorisation matricielle non négative consiste à trouver deux matrices
non négatives U ∈Rm×r+ et V ∈Rn×r+ qui approxime A, i.e

A ' UVT

En regardant les colonnes de A, on voit que chacun d’eux est approximée par une
combinaison conique de r vercteurs de base non négatifs qui sont les colonnes de U :

A: j ≈
r∑

j =1
Vi j U: j

Nous pouvons considérer les colonnes de U, comme la base du cône U complètement
contenu à l’intérieur de l’orthant non négatif, chaque colonne de A est approchée par un
élément de U , généralement l’élément le plus proche de la colonne.
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Nous pouvons également échanger le rôle de U et V pour indiquer que chaque ligne
de A est approximée par un élément de V , généralement l’élément le proche de la ligne,
oú V est le cône généré par les colonnes de V .

Il existe plusieurs façons de quantifier la différence entre la matrice de données A et la
matrice UVT, mais la mesure la plus utilisée est la norme de Frobenius

F(A,UVT) =
1

2
‖A−UVT‖2

F =
1

2

m∑
i =1

n∑
j =1

(Ai j − [UVT]i j )2

qui est également appelé la distance Euclidiennne.
Supposons que U est fixé, la fonction F(U,V) = 1

2‖A−UVT‖2
F peut être vu comme une

composition de la norme de frobenius et une transformation linéaire de V. donc, F est
convexe par rapport à V, pareillement si V est fixé F est convexe par rapport à U. Le pro-
blème de la factorisation matricielle non négative sera étudié en partant de la norme de
Frobenius.

3 La Formulation du problème

Etant donné une matrice m ×n non négative A et un entier r < min(m,n), résoudre

min
u∈Rm×r+ ,V∈Rn×r+

1

2
‖A−UVT‖2

F

Où r s’appele le rang réduit, à partir de maintenant m et n seront utilisés pour désigner la
taille de la matrice A et r est le rang réduit de la factorisation.

Nous réécrivons la factorisation matricielle non négative en tant que problème stan-
dard d’optimisation non linéaire.(Voir Annexe)

min
−U≤0,−V≤0

1

2
‖A−UVT‖2

F (3.1)

La fonction Lagrangienne associé est

L (U,V,µ,ν) =
1

2
‖A−UVT‖2

F −〈µ,U〉−〈ν,V〉

où µ et ν sont deux matrices de même taille de U et V respectivement, contenant les
multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de non-négativité Ui j ≥ 0 et Vi j ≥ 0.

Ensuite, les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour le problème de la factorisation
matricielle non négative disent que si (U,V) est un minimum local, alors il existe µi j ≥ 0
et νi j ≥ 0 tels que :

U ≥ 0, V ≥ 0 (3.2)

∇LU = 0, ∇LV = 0 (3.3)

µ◦U = 0, ν◦V = 0 (3.4)

En développement (3.3) par les outils présentés au chapitre précédent nous aurons :

AV −UVTV −µ = 0 , ATU−VUTU−ν = 0

ou bien
µ = −(UVTV −AV) , ν = −(VUTU−ATU)
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4. MÉTHODES DE RÉSOLUTION

En combinant ceci avec µi j ≥ 0, νi j ≥ 0 et (3.4), on obtient les conditions suivantes :

U ≥ 0, V ≥ 0 (3.5)

∇FU = UVTV −AV ≥ 0, ∇FV = VUTU−ATU ≥ 0 (3.6)

U ◦ (UVTV −AV) = 0, V ◦ (VUTU−ATU) = 0 (3.7)

où les multiplicateurs de Lagrange correspondants pour U et V sont aussi le gradient de F
par rapport à U et V.

Comme la distance Euclidienne n’est pas convexe par rapport aux deux variables U et
V en même temps, ces conditions ne sont que nécessaires (Voir Annexe). Nous appelons
ensuite tous les points qui remplissent les conditions ci-dessus, les points stationnaires.

Définition 3.1 (Point stationnaire NMF) On appelle (U,V) un point stationnaire du Pro-
blème 3.1 si et seulement si U et V satisfont aux conditions KKT (3.5), (3.6) et (3.7).

4 Méthodes de résolution

Dans cette section, nous décrivons brièvement un certain nombre d’algorithmes exis-
tants pour le problème de factorisation matricielle non négative et les questions connexes
telles que : l’initialisation des algorithmes, les conditions d’arrêt et la convergence.

Nous avons choisi des algorithmes typiques dans deux catégories principales : les
mises à jour multiplicatives et les méthodes de calcul des moindres carrés alternatifs . Ceci
a été établie en fonction de la popularité des algorithmes dans la pratique. Le deuxième al-
gorithme est la méthode des moindres carrés alternatives proposée par Paatero [32] pour
la factorisation de la matrice positive. Moins d’attention a été attribué a cette technique
après l’introduction des mises à jour multiplicatives de Lee et Seung [22]. Le problème
a ensuite été rebaptisé en factorisation matricielle non négative. La simplicité des mises
à jour multiplicatives et l’interprétabilité des résultats ont permis d’étendre l’influence
du NMF à presque tous les domaines de recherche : traitement d’image [19] [14] [24],
traitement de texte [43] [34], musique. la transcription [35], l’analyse vidéo [9], la bioin-
formatique [15] , la chimie [25]. La méthode standard du gradient projeté a été appliquée
au NMF [23], qui présente certains avantages en termes de problèmes à grande taille.
Récemment, une version révisée des moindres carrés alternés a été proposée dans [3], of-
frant une implémentation plus rapide en sacrifiant la propriété de convergence. D’autres
tentatives tentent de changer la variable pour éliminer les contraintes de non-négativité.

4.1 Algorithme de Lee et Seung

L’algorithme le plus populaire pour le problème NMF sont les règles multiplicatives
(Algorithme 1) suggérées par Lee et Seung.

Pour formuler ces règles, nous choisissons de fixer l’un des facteurs (c’est-à-dire U ou
V) et essayons de minimiser la fonction de coût par rapport à l’autre facteur. Le dévelop-
pement suivant montre comment formuler la règle de mise à jour pour V. Nous suppo-
sons d’abord que U et V sont positifs et nous y reviendrons plus tard.

Puisque la fonction de coût peut être découplée comme suit :

1

2
‖A−UVT‖2

F =
1

2

n∑
i =1

‖A:i −U(V:i )T‖2
2.
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4. MÉTHODES DE RÉSOLUTION

On peut le minimiser par rapport à chacune de lignes de V séparément. Cela aboutit à la
résolution d’une séquence de problèmes quadratiques comme suit :

min
v≥0

F(v) où F(v) =
1

2
‖a −Uv‖2

2.

Considérons une approximation actuelle v̄ > 0 de la solution et formulons le problème
suivant :

min
v≥0

F̄(v) =
1

2

[
‖a −Uv‖2

2 + (v − v̄)THv̄ (v − v̄)
]

, (3.8)

où Hv̄ = Dx −UTU avec x = [UTUv̄]
[v̄] . Parce que nous pouvons prouver la semi-définitivité

positive de Hv̄ , nous avons F̄(v) ≥ F(v) pour tout v et surtout F̄(v̄) = F(v̄). De plus, la fonc-
tion est également convexe. Nous fixons la dérivée de F̄(v) à zéro, c’est-à-dire :

∇v F̄ = UTUv −UTa +Hv̄ (v − v̄) = 0,

pour obtenir le minimum v∗ :

(UTU+Hv̄ )v∗ = UTa −Hv̄ v̄ .

FIGURE 3.1 – Mise à jour multiplicative non croissante

Puisque UTU+Hv̄ = DUTUv̄ D−1
v̄ et Hv̄ v̄ = 0, nous concluons :

v∗ = v̄ ◦ [UTa]

[UTUv̄]
. (3.9)

Puisque v∗ est le minimum global de F̄(v), nous avons F̄(v∗) ≥ F̄(v̄). De plus, F̄(v) est
construit pour satisfaire F̄(v) ≤ F(v) pour tout v . Cela implique que F(v∗) ≤ F̄(v∗) ≤ F̄(v̄) =
F(v̄) ou nous avons une descente sur la fonction de coût. Ceci peut être résumé à la figure
3.1. La fonction F̄ est généralement appelée fonction auxiliaire.

La résolution pour toutes les lignes de V donne la règle de mise à jour souhaitée pour
V. La règle de mise à jour pour U peut être dérivée de la même manière. Et ces mises à
jour sont les deux étapes alternées de l’algorithme 1.

Le terme supplémentaire dans (3.8) peut également être considéré comme une fonc-
tion de pénalité pour : empêcher l’annulation de la solution. De plus, la matrice Dx−UTU

avec x = [UTUv̄]
[v̄] peut être vue comme une approximation de la matrice hessienne UTU.

Le développement ci-dessus peut être résumé dans le théorème suivant :
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4. MÉTHODES DE RÉSOLUTION

Algorithm 1 Multiplicative Rules

1: Initialiser U0,V0 et k = 0
2: repeat

3: Uk+1 = Uk ◦ [AVk ]
[Uk (Vk )TVk ]

4: Vk+1 = Vk ◦ [At Uk+1]
[Vk (Uk+1)TUk+1]

5: k = k +1
6: until Condition d’arrêt

Théorème 3.1 La distance euclidienne ‖A−UVT‖2
F n’augmente pas selon les règles de mise

à jour de l’algorithme 1.

Le théorème 3.1 est une version abrégée de celle de l’article de Lee et Seung [22]. Le
théorème d’origine comporte une partie supplémentaire affirmant que la distance eu-
clidienne reste inchangée selon les règles de multiplication uniquement lorsqu’elle se
trouve à un point stationnaire. Ce n’est en fait pas nécessairement vrai, car si elle converge,
seules les conditions (3.5) et (3.7) sont satisfaites au point fixe. Aucune preuve n’est four-
nie pour montrer que les conditions (3.6) peuvent être remplies. L’examen de la conver-
gence de ces règles multiplicatives se heurte à deux obstacles principaux.

Le premièr est que ces règles multiplicatives ne parviennent pas à faire une descente
suffisante de la fonction de coût. Pour voir cela, nous pouvons réécrire (3.9) en tant que
méthode de métrique variable :

v∗ = v̄ ◦ [UTa]

[UTUv̄]

= v̄ ◦ [UTa +UTUv̄ −UTUv̄]

[UTUv̄]

= v̄ ◦ (
1+ [UTa −UTUv̄]

[UTUv̄]

)
= v̄ − [v̄]

[UTUv̄]
◦ (UTUv̄ −UTa)

= v̄ −Dv̄∇v̄ F (3.10)

où Dv̄ est une matrice diagonale positive avec Di i = [v̄]i
[UTUv̄]i

. Avec cette mise à jour, une

condition nécessaire pour une descente suffisante est que les valeurs propres de la ma-
trice Dv̄ (c.-à-d. Di i ) soient délimitées au-dessus et à l’écart de zéro. Mais ce n’est pas vrai
pour Dv̄ en général. Par conséquent, les points limites de l’algorithme peuvent ne pas être
stationnaires.

Le deuxième obstacle est la possibilité de zéros dans U et V lorsque l’on considère les
conditions (3.6). La situation que nous voulons éviter est :

∇Vi j F < 0 t andi sque Vi j = 0 (3.11)

pour certains (i , j ) à un point limite. En supposant que les valeurs initiales U et V sont
positives, ce problème pourrait ne pas se produire car si, pour certains k :

∇Vk
i j

F < 0 ou [Vk (Uk )TUk ]i j − [AUk ]i j < 0,

nous avons de la mise à jour

Vk+1
i j = Vk

i j

[AUk ]i j

[Vk (Uk )TUk ]i j
,
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4. MÉTHODES DE RÉSOLUTION

Ceci est également soutenu par le lemme suivant :

Lemme 3.1 Si U0 et V0 sont positifs et que A ne contient pas ligne ou colonne nulle , alors
Uk et Vk sont positifs.

Mais dans la pratique, lors de l’utilisation d’un système numérique à précision finie, seuls
les nombres dont l’amplitude est supérieure à la constante εM (le plus petit nombre repré-
sentable d’un système numérique) peuvent être représentés par des nombres non nuls.
Sinon, ils seront arrondis à zéro. Et comme nous ne pouvons pas lier Vk

i j à zéro, il pourrait

être inférieur à εM et donc représenté par 0. Une fois que Vk
i j = 0, les mises à jour multipli-

catives ne le rendront pas positif à nouveau. L’algorithme sera alors probablement piégé
dans un point non stationnaire.

Une façon d’éviter cela est de considerer chaque Ui j = 0 (ou Vi j = 0), si l’élément cor-
respondant du gradient est négatif, nous pouvons définir Ui j = ε (ou Vi j = ε) avec ε > εM

ou faire un pas de descente progressive vers l’intérieur de l’orthant non négatif.

Remarque 3.1 il est possible que [Vk (Uk )TUk ]i j = 0 pour certains (i , j ), ce qui entraîne des
exceptions de division zéro. Nous étudions deux situations possibles suivantes :

bul l et Lorsque Vk
i j > 0, [Vk (Uk )TUk ]i j = 0 implique que

0 =
∑
l t

Vk
i t Uk

l t Uk
l j ≤ Vk

i j Uk
l j Uk

l j = Vk
i j

∑
l

Uk
l j Uk

l j

Cela se produit uniquement lorsque Uk
: j = 0, ce qui est dû à une approximation sans

rang et peut être corrigé en générant une substitution pour Uk
: j .

bull et Lorsque Vk
i j = 0, nous avons une situation 0/0 où

∇Vi j F = −[AUk ]i j ≥ 0.

Nous ne devrions donc pas remplacer [Vk (Uk )TUk ]i j par ε (petite constante positive
avec ε > εM) comme suggéré par de nombreux travaux, car cela gardera Vk+1

i j = 0, ce

qui est défavorable pour les mises à jour multiplicatives. Définir Vk+1
i j = ε > εM est

certainement un meilleur choix.

Les règles de multiplication sont également étendues à la factorisation matricielle pon-
dérée non négative , à la divergence généralisée de Kullback-Leibler et à une classe plus
large de fonction de coût, à savoir la divergence de Bregman [11]. Beaucoup d’autres ex-
tensions peuvent être trouvées dans [19], [39] , [26], [42], [10] , etc.

4.2 Méthode des moindres carrés en alternance (ALS)

Le premier algorithme proposé pour résoudre la factorisation matricielle non négative
était la méthode des moindres carrés alternatives [32]. Il est connu que, en fixant U ou
V, le problème devient un problème des moindres carrés avec une contrainte de non-
négativité.

Puisque les problèmes de moindres carrés de l’algorithme 2 peuvent être parfaitement
découplés en problèmes plus petits correspondant aux colonnes ou aux lignes de A, nous
pouvons appliquer directement des méthodes pour le problème des moindres carrés non
négatifs à chacun des petits problèmes. Les méthodes pouvant être appliquées sont [44],
[12], [4], etc.
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Une application directe du théorème 4.4 peut montrer que, si les sous-problèmes
(3.12) et (3.13) de l’algorithme 3 sont résolus de manière précise et unique, chaque li-
mite point de l’algorithme 2 est un point stationnaire du problème de factorisation non
négative de la matrice.

Algorithm 2 Alternance de moindre carré (ALS)

Initialiser U et V
2: repeat

Résoudre :

min
V≥0

1

2
‖A−UVT‖2

F (3.12)

4: Résoudre :

min
U≥0

1

2
‖AT −VUT‖2

F (3.13)

until Condition d’arrêt

Algorithm 3 Inexacte moindres carrés alternés (IALS)

Initialiser U et V
repeat

3: Résoudre pour U dans l’équation : UVTV = AV
U = [U]+
Résoudre pour V dans l’équation : VUTU = ATU

6: V = [V]+
until Condition d’arrêt

Mais même avec l’implémentation rapide de ces algorithmes, ils ne peuvent pas cor-
respondre aux autres méthodes en termes de temps d’exécution. Une modification a été
faite en remplaçant une solution exacte du problème des moindres carrés non négatifs
par la projection de la solution du problème des moindres carrés non contrainte dans
l’orthant non négatif [3] comme dans l’algorithme 3. Ceci accélère l’algorithme en sacri-
fiant la propriété de convergence . La figure 3.2 est un exemple typique de la convergence
des moindres carrés en alternance et des moindres carrés en alternance inexacts. On peut
voir que même si le premier effectue toujours une mise à jour en descente, le dernier ne
le fait pas. La méthode exacte produit également de meilleures erreurs d’approximation.
Mais avec le même nombre d’itérations, il passe beaucoup plus de temps que la version
inexacte (3.435s contre 0.02s). Notez que le solveur du problème des moindres carrés non
négatifs dans cet exemple est la fonction standard de Matlab, l sqnonneg . Pour un sol-
veur plus rapide tel que [4], il est rapporté que la méthode exacte est encore loin derrière
en terme de temps d’exécution. En pratique, les moindres carrés alternés exacts sont rare-
ment utilisés car ils sont très inefficaces. Et sa version inexacte ne converge généralement
pas vers un point stationnaire. Il est suggéré d’utiliser la version inexacte comme phase
d’initialisation d’un algorithme hybride [16].
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FIGURE 3.2 – Alternance des moindres carrés (ALS) vs Inexact Alternance des moindres carrés
(IALS)
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Chapitre 4

Expériences Numériques

1 Base de Données

Cet est consacré à la conception et réalisation de nos applications. La première partie
de ce chapitre est une application de la compression d’image par la méthode SVD et la
méthode NMF. La deuxième partie est dédiée à la reconnnaissance faciale .

Ces applications sont réalisées sur des base données. Il y a plusieurs bases de données
contenant des informations qui permettent l’évaluation des systèmes de reconnaissance
de visages sont disponibles . Toutefois, ces bases de données sont généralement adap-
tées aux besoins de quelques algorithmes spécifiques de reconnaissance, chacune d’elle
a été construite avec des conditions d’acquisition d’images de visages diverse (change-
ments d’illumination, de pose, d’expressions faciales) ainsi que le nombre de sessions
pour chaque individu.

Les bases ORL et YALE ([27],[27]), ont été les plus utilisées et ont permi de comparer
plusieurs méthodes de l’état de l’art. Cependant, d’autre bases de visages sont disponibles
et destinées à des évaluations adaptées à certaines variabilités du visage telles que les
bases (Color FERET, FRGC, CVL, AR et IV2).

1.1 La base de données ”ORL”

La base de données ORL a été élaborée entre avril 1992 et 1994 par le Laboratoire AT &
T à l’université de Cambridge en Angleterre [27]. La base de données contient les visages
de 40 personnes voir figure 4.1, chacune étant enregistrée dans 10 vues différentes comme
le montre la figure 4.2. Les images sont à niveau de gris et de 112 × 92 pixels (92 pixels de
colonne, 112 pixels de ligne). Pour certains sujets, les images ont été collectées à des dates
différentes et avec des variations dans : les conditions d’éclairage, les expressions faciales
et par port des lunettes. Toutes les images ont été recueillies sur un fond sombre. Les
formes de tête ont quelques différences de profondeur par rapport à la position frontale.
Cependant, ces différences ne concernent que des personnes spécifiques et sont donc
irrégulières.
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FIGURE 4.1 – Les 40 visage de base données ”ORL”.

FIGURE 4.2 – La 1èr e et la 35i éme personnes de ”ORL”.

1.2 La base de données ”YALE”

Elle se compose de 165 images frontales en niveau de gris de 15 personnes voir figure4.3,
avec 11 images pour chacune voir figure 4.4. On trouve trois angles d’éclairage différents :
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gauche, centre et droit, et il existe des images avec lunette et sans lunettes. La base offre
des images incluant différentes expressions faciales : normale, triste, heureux, somnolant,
étonnant, et clignotement de l’Sil

FIGURE 4.3 – La base de données ”YALE”.

FIGURE 4.4 – La 2èr e et la 14i éme personnes de ”YALE”.
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2. LA COMPRESSION D’IMAGE

2 La Compression d’Image

La compression de données consiste à obtenir des fichiers plus légers afin d’améliorer
la vitesse de transfert sur internet ou limiter l’espace de stockage utilisé sur un disque dur.

Les images numériques sont des fichiers volumineux qui occupent beaucoup d’es-
pace sur disque ou allongent considérablement les temps de transmission sur réseau. La
compression d’images permet de réduire énormément la taille des images.

2.1 Compression d’image par SVD

Le visage (h) dans la figure (4.5) est l’image originale. Soit A la matrice associée, en
utilisant décomposition en SVD (1.7) et (1.8), on peut exprime le visage (h) en fonction de
plusieurs valeur de k, où k est le nombre des valeurs singulières. Alors que (a) montre les
résultats de l’image de la reconstruction en utilisant 10 valeurs singulière, et (c ) montre
les résultats utilisant 20 valeurs et ainsi de suite. En examinant ces exemples, on a trouvé,
quand k ≤ 20, que les images sont floues et avec l’augmentation des valeurs singulière on
a un meilleur approche de l’image originale.

FIGURE 4.5 – Exemples d’image utilisée pour tester la compression d’images par SVD.
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Tableau (4.1) montre un résumé des résultats obtenus par la mesure de l’espace de
stockage, et les mesures d’erreur pour les images testées.

k Espace de CR MSE

stockage

(Octets) Comp (Qualité)

10 2050 5.03 96.89

15 3075 3.53 53.69

20 4100 2.51 32.02

25 5125 2.01 19.90

30 6150 1.68 12.78

35 7175 1.44 8.55

40 8200 1.26 5.74

Originale 10304 1

TABLEAU 4.1 – Resumé des résultats de la compression d’images.

A partir des résultats du tableau (4.1), on remarque :

1. Si k augmente, la qualité du visage sera proche de l’originale.

2. Plus la valeur singulière est grande (plus grand k), la mesure de qualitè MSE est plus
petite (meilleure qualité d’image).

3. Pour l’image de l’experience, à partir de k = 30, on a une image acceptable avec un
taux de compression CR = 1.68.

4. L’image est proche de l’originale quand k = 40. En ce point CR = 1.26 et MSE = 5.74.

2.2 La Compression d’Image par NMF

Le concept de NMF

Étant donné une matrice de données S = {Si j }n×m , la factorisation matricielle non né-
gative, décompose la matrice S en deux matrices W et H de taille n × r et r ×m, respecti-
vement, telles que

S = WH, (4.1)

les éléments dans W et H sont tous positives. À partir de cette décomposition, une repré-
sentation réduite est obtenue en choisissant r tel que r < min(m,n).

La reconstruction d’un objet est effectuée uniquement en ajoutant ses parties repré-
sentatives de manière collective. Chaque colonne de la matrice W est appelée une image
de base et une colonne de la matrice H est appelée un codage. Une image (colonne) en S
peut être reconstruite en combinant linéairement des images de base avec les coefficients
d’un codage. Les codages influencent l’activation des pixels dans la matrice d’origine via
des images de base.

Chaque élément de la matrice S peut être écrit sous la forme Si j =
∑r

k=1 Wi k Hk j où r
représente le nombre d’images de base et le nombre de coefficients d’un codage.
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Résultas de l’expérience

Soit A la matrice associée a l’image originale, en utilisant la factorisation matricielle
non négative (NMF) (4.1). Nous allons compresser l’image avec différentes valeurs du
rang r.

FIGURE 4.6 – Exemples d’image utilisée pour tester la compression d’images par NMF.

La figure 4.6 est les résultats obtenus en compressant l’image d’origine avec NMF avec
différentes valeurs de rang r .

À travers les résultats obtenus, nous notons que lorsque la valeur de r est petite, L’image
compressée est proche de l’image d’origine
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r Espace de CR MSE

stockage

(Octets) Comp (Qualité)

5 1025 10.053 0.0040

10 2050 5.0263 0.0032

15 3075 3.550 0.0087

20 4100 2.513 0.0182

25 5125 2.010 0.0167

30 6150 1.675 0.0417

35 7175 1.436 0.0365

40 8200 1.256 0.0771

45 9225 1.116 0.0373

50 10250 1.005 0.0920

55 11275 0.913 0.2609

60 12300 0.837 0.274

Originale 10304 1

TABLEAU 4.2 – Resumé des résultats de la compression d’images.

A partir des résultats du tableau (4.2), on remarque : L’image est proche de l’originale
quand r = 10. En ce point CR = 5.0263 et MSE = 0.0032.

3 La Reconnaissance Faciale

3.1 Resultats de la reconnaissance faciale par SVD

l’expérience est sous un ensemble de traitement d’image de storage M = 92× 112 =
10304, le nombre des visage connus N = 40. Sous différentes conditions : Toutes les incli-
naisons frontales et légères de la tête, différentes expressions faciales.

Essentiellement une image du visage est de M (disons 10000) dimension. Mais l’ordre
r de la matrica A est inférieur ou égal à N. Pour la plupart des applications, un nombre
plus petit de visages de base à r est suffisant pour l’identification. De cette manière, la
quantité de calcul est grandement réduit. Les images de ORL (4.1) l’image du visage de
base S, l’image suivante montre la moyenne de l’image de l’ensemble de traitement utilisé
pour cette expérience.

A partir de la base ORL, on a choisi la 247i ème comme image test où le résultat était le
suivant :
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FIGURE 4.7 – Image du visage moyen calculée des images de S.

FIGURE 4.8 – La reconnaissance faciale par SVD d’ image ∈ S.

This image is face : 247 Elapsed time is 21.084033 seconds.
Aprés on a choisi hors de l’ORL, le résultat était comme suit :
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FIGURE 4.9 – La reconnaissance faciale par SVD d’image ∉ S.

The input image is a unknown faceElapsed time is 38.245135 seconds.
Mais l’ordre r de la matrice A est inférieur ou égal à N. Pour la plupart des applica-

tions, un nombre plus petit de visages de base à r est suffisant pour l’identification. De
cette manière, la quantité de calcul est grandement réduit. Les images suivants montrent
l’image du visage de base, la moyenne de l’image de l’ensemble de traitement utilisé pour
cette expérience.

3.2 La Reconnaissance Faciale par NMF

Le concept de NMF

La matrice de données S est construite de telle sorte que les images de visage de base
occupent les colonnes de la matrice S. Soit l’ensemble des visages S = { f1, f2, . . . , fm}, puis
la matrice de données, S = [ f1 f2 . . . fm]. Maintenant, la décomposition de la ma-
trice S en deux matrices H et W est fait en utilisant (4.1), soit W = [w1 w2 . . . wr ] et
les codages sont H = [h1 h2 . . . hm]. Chaque visage fi dans S peut être approximati-
vement reconstruit en combinant linéairement les images de base et les coefficients de
codage correspondants hi = (h1i h2i . . . hr i )T (voir la figure 4.10). Il est donc possible
de modéliser un visage en termes de superposition linéaire. des fonctions de base avec les
codages suivants :

fi = Whi .

Pour chaque visage fi de l’ensemble S, nous calculons les coefficients de codage cor-
respondants. Les images de base en W sont générées à partir de l’ensemble des visages S.
Les encodages, hi de chaque visage de base fi est donné par :

hi = [WTW]−1 fi .

Une fois formé, l’ensemble des images de visage, { f1, f2, . . . , fm} est représenté par un
ensemble de codages {h1,h2, . . . ,hm} de dimension réduite r .
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3. LA RECONNAISSANCE FACIALE

≈ = ∗hi 1 ∗hi 2 · · · ∗hi 64

FIGURE 4.10 – L’image à gauche est l’image originale du visage, et la 2i ème image reconstruite à
l’aide d’images de base (W) et le codage d’image correspondant (hi ) sont affichés directement sur
l’image d’origine.

Résultas de l’expérience

Soit une image faciale f , nous pouvons trouver un codage représentatif de f comme
suit :

h = [WTW]−1 f

un produit scalaire est utilisé pour calculer la similarité entre les codages d’une image
hi ∈ S et d’une image test h ∈ l’ensemble test. Le cosinus de l’angle entre les deux vecteurs
de données est pris comme mesure de similarité :

si =
h.hi

‖h‖‖hi‖
.

La mesure de similarité si détermine le score de correspondance entre les codages h et hi

correspondant aux 2 visages S et Si . Le codage de correspondance optimal d’une image
de l’ensemble S peut être donné par hi∗ où

i∗ = ar g max
i

si

et si∗ > e1 indiquant que le visage f ∗
i est identifié comme étant le visage le plus proche

du visage f . Par conséquent, l’image obtenue qui correspond le mieux à une image de
test donnée est celle qui maximise le score si est supérieur à un seuil e1. S’il n’y a pas de
valeur hi pour laquelle le score est supérieur au seuil, l’image est rejetée. Le e1 est dé-
terminé de manière empirique comme étant le point auquel le taux d’acceptation fausse
(classification erronée) et le taux de rejet erroné sont égaux .

l’organigramme 4.11 resume tous les étapes de la reconnaissance faciale.
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3. LA RECONNAISSANCE FACIALE

Lire les données
d’image

appartient
à F?

Calculer
hi = [WTW]−1.WT fi

Calculer
h = [WTW]−1.WT f

si = hhi
‖h‖‖hi ‖

i∗ = ar g max
i

(si )

max si∗ < e1 visage ∈ F

visage ∉ F

Non

Oui

Non

Oui

FIGURE 4.11 – Organigramme de la reconnaissance facial avec NMF

Résultas de l’expérience

Dans cette expérience, on a pris la base ”ORL” comme l’ensemble des visage de base,
et on a choisi la 247i ème image de même ensemble comme image test avec r = 400 et
e1 = 0.4 où le résultat était le suivant :

FIGURE 4.12 – La reconnaissance faciale par NMF d’image ∈ S.

This image is face :247 Elapsed time is 5.399564 seconds.
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3. LA RECONNAISSANCE FACIALE

Aprés, on a pris la base ”ORL” comme l’ensemble des visage de base, et on a choisi la
50i ème image de ”YALE” comme image test avec r = 400 et e1 = 0.4 où le résultat était le
suivant :

FIGURE 4.13 – La reconnaissance faciale par NMF d’image ∉ S.

This image is not a face in the datasetElapsed time is 2.348423 seconds.
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Conclusion

Ce mémoire étudie un sujet relativement récent dans le domaine de la factorisation
matricielle à savoir, la factorisation de matrice non négative. On a vu que cette technique
permettait à la fois la compression et l’analyse de données positives tel que le visage hu-
main. En effet, en réalisant une factorisation de rang faible, on obtient une base positive
de taille réduite à partir de laquelle on peut reconstituer les données par combinaison
linéaire à coefficients positifs. Par exemple, pour des images de visages, la factorisation
génère les parties constituantes de celles-ci ; bouche, nez, yeux, . .

Les expériences réalisées sur des bases de données de visages, montrent l’efficacité de
la technique NMF par rapport à la technique SVD, en compréhension, on a obtenu des
images proche des originaux avec un rang plus petit , ainsi qu’en reconnaissance facial
les résultats obtenus était très satisfaisant.

A l’issue de ce mémoire, beaucoup de questions restent encore sans réponse. Plusieurs
directions de recherches peuvent être envisagées :

¦ Critère de décision pour le choix du rang de la factorisation.
¦ La possibilité de développer d’autres algorithmes de factorisation, en performant

encore plus le problème d’optimisation.
¦ Application à d’autres problèmes de reconnaissances.

La NMF est un domaine de recherche encore fertile et en plein expansion, notamment en
raison de l’usage toujours croissant de larges structures de données et des nombreuses
applications possibles. On espère que ce mémoire inspirera ou incitera d’autres travaux
dans le futur.
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Annexe

Cette partie présente les résultats de base et les concepts utilisés tout au long de cette
thèse. Les résultats connus ne sont indiqués que sans preuve.

A. Théorie des matrices et algèbre linéaire

A est la matrice réelle de taille m ×n tel que m le nombre des lignes et n nombre des
colonnes. Nous avons une matrice carrée lorsque le nombre de lignes est égal au nombre
de colonnes. L’ensemble de m×n matrices réelles est noté Rm×n . Dans cette thèse, toutes
les matrices sont réelles. Nous utilisons des lettres majuscules pour les matrices. La i ème

ligne de la matrice A est notée Ai :. La j i ème colonne de la matrice A est notée A: j . L’élément
à l’intersection de la ligne i et de la colonne j de la matrice A est noté Ai j ou [A]i j .

Un vecteur de colonne est une matrice d’une seule colonne. De même, un vecteur
ligne est une matrice d’une seule ligne. Sauf indication explicite, un vecteur est toujours
un vecteur colonne. L’ensemble de tous les vecteurs de taille n est Rn . Les vecteurs sont
désignés par des lettres minuscules, sauf lorsqu’ils font partie d’une matrice, comme dé-
crit dans le paragraphe précédent.

On dit qu’une matrice carrée A est symétrique si Ai j = A j i , pour tout i , j . Une matrice
diagonale D est une matrice carrée comportant des éléments non nuls uniquement sur sa
diagonale principale (c’est-à-dire, Ai j = 0 pour i 6= j ). Nous utilisons Dx pour désigner
une matrice diagonale avec le vecteur x sur sa diagonale principale (c.-à-d. Ai i = xi , i =
1, . . . ,n).

Voici quelques matrices spéciales :
• Matrices dont les éléments sont tous 1 : 11×n , 1m×1 , 1m×n .

11×n = (1,1, . . . ,1) 1m×1 = (1,1, . . . ,1)T 1m×n = 1m×111×n .

• Vecteurs base

ei = (0,0, . . . ,

i ème posi t i on︷︸︸︷
1 , . . . ,0)T

.
• Matrices d’identité In : matrice diagonale où les éléments diagonaux sont égaux à 1.
• Matrices de permutation : matrices carrées comportant sur chaque ligne et chaque

colonne un seul élément non nul, égal à 1.
• Matrices de sélection : toute sous-matrices de matrices de permutation.

A.1 Manipulation matricielle

Voici quelques opérations de base sur la matrice
• Matrice transposée AT :[AT]i j := A j i . A est une matrice symétrique ⇔ AT = A.
• Addition matricielle C = A+B : Ci j = Ai j +Bi j .
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• Produit matricielle C = A.B : Ci j =
∑

k Ai k Bk j . Le point de produit est souvent sup-
primé.

• Vectorisation matricielle de A ∈Rm×n

vec(A) =

A:1
...

A:n

 ∈Rmn .

• Produit de Kronecker de la matrice A ∈Rm×n et de la matrice B

A⊗B =

 A11B .. . A1nB
...

. . .
...

Am1B .. . AmnB

 .

Une relation importante entre le produit matrice et le produit Kronecker est la suivante
[41] :

vec(AXBT) = (B⊗A)vec(X).

On écrit A < B si Ai j < Bi j pour tous i , j et ainsi pour A ≤ B, A > B et A ≥ B. On utilise A < α,
A > α,A ≤ α et A ≥ α, où α ∈ R, comme abreveations de A < α1m×n , A > α1m×n , A ≤ α1m×n

et A ≥ α1m×n . La matrice absolue |A| est définie comme suit : [|A|]i j = |Ai j | pour tout i , j .
Nous définissons le produit scalaire des deux vecteurs réels x, y ∈Rn comme un réel :

〈x, y〉 =
∑

i
xi yi = xT y.

Les vecteurs x, y ∈ Rn non nuls sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est égal à
zéro :

〈x, y〉 = 0.

On considére une matrice A ∈Rm×n et sa vectorisation : vec(A) ∈Rmn , nous pouvons éga-
lement définir le produit intérieur de deux matrices réelles de même taille :

〈A,B〉 = vec(A)Tvec(B) =
∑
i j

Ai j Bi j = tr (ATB),

où la trace de A (tr (A)) est la somme de tous les éléments diagonaux de A. Ceci implique
la relation utile suivante :

〈I, ABC〉 = 〈AT,BC〉 = 〈BTAT,C〉 = 〈CTBTAT, I〉 = tr (ABC).

Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une matrice B telle que

AB = BA = I,

où B est appelé l’inverse de A et est noté B = A−1.
La somme matricielle C = A+B est définie par Ci j = Ai j +Bi j . Cet opération est dit

élément par élément ou par entrée puisque chaque entrée de la matrice de résultat C dé-
pend uniquement des entrées de A et B au même endroit. Ceci est contraire au produit
matriciel habituel C = AB où les relations ne sont plus locales. Un produit matriciel plus
simple, élément par élément, est appelé produit Hadamard ou produit Schur C = A◦B où
Ci j = Ai j Bi j et A,B et C sont des matrices m ×n. Cela aide considérablement à simpli-
fier les formules matricielles dans de nombreux cas. Voici quelques propriétés du produit
Hadamard [38] :
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• A◦B = B◦A
• AT ◦BT = (A◦B)T

• (a ◦b)(c ◦d)T = (acT)◦ (bd T) = (ad T)◦ (bcT)
Voici quelques relations du produit Hadamard avec d’autres opérations :

• 1T(A◦B)1 = 〈B, A〉
• A◦B = PT(A⊗B)Q, où P et Q sont des matrices de permutation

P = (e1 ⊗e1 e2 ⊗e2 . . . em ⊗em)

et
Q = (e1 ⊗e1 e2 ⊗e2 . . . en ⊗en).

À partir de la définition du produit Hadamard, nous pouvons définir d’autres opérations
élément par élément :

• Puissace de Hadamard : [A◦r ]i j = Ar
i j r ∈R

• Division de Hadamard : C = [A]
[B] = A◦B◦−1.

A.2 Sous-espaces de vecteurs

Un sous-espace linéaire E de Rn est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
d’un ensemble de vecteurs V = {v1, v2, . . . , vk } de Rn :

E =
{ k∑

i =1
αi vi ; αi ∈R

}
E est également appelé l’espace engendré par V et V est appelé un ensemble générant
de E. Dans un sous-espace E, il existe de nombreux ensembles générant. Parmi eux, un
ensemble dont aucun vecteur ne peut être supprimé et sans modifier l’espace engendré
est dit linéaire, indépendant et base de E. Le cardinal d’une base de E est fixé et est appelée
dimension de E.

Par exemple :

E = vect
({

(1,2,1)T, (1,0,0)T
})

est un sous-espace deR3 et di m(E) = 2 parceque
{

(1,2,1)T, (1,0,0)T
}

est linéaire indépen-

dant. Suite à cela, le rang d’une matrice A de taille m×n peut également être défini comme
la dimension du sous-espace engendré par les colonnes de A :

r g (A) = di m(vect (A:1, A:2, . . . , A:n)) ≤ min(m,n).

Un sous-espace linéaire est fermé sous addition et multiplication scalaire, c’est-à-dire :

u, v ∈ E ⇒ u + v ∈ E,

u ∈ E , α ∈R⇒ αu ∈ E.

A.3 Valeurs et Vecteurs Propres

Les concepts centraux de l’analyse matricielle sont les valeurs propres et les vecteurs
propres d’une matrice carrée. Ils fournissent des informations essentielles sur la matrice.
Les concepts associés aux matrices rectangulaires sont ce qu’on appelle les valeurs singu-
lières et les vecteurs. Ils jouent un rôle crucial dans les approximations de rang minimal
qui conservent les caractéristiques dominantes de la matrice d’origine.
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Définition 4.1 Le scalaire λ ∈ C est un valeur propre de la matrice A ∈ Cn×n s’il existe un
vecteur non nul x ∈ Cn tel que Ax = λx. Le vecteur x est appelé le vecteur propre associés à
la valeur propre λ.

Une matrice A de taille n ×n a exactement n valeurs propres. L’ensemble de toutes les
valeurs propres est noté σ(A). Le module maximum de σ(A) est le rayon spectral de A et
est noté ρ(A) :

ρ(A) = max{|λ| ; λ ∈σ(A)}.

Dans cette thèse, seules les valeurs propres et les vecteurs propres de certaines matrices
symétriques sont examinés. Pour ces matrices, les résultats bien connus suivants peuvent
être établis :

Théorème 4.1 (Théorème Spectral) [31]
Soit A une matrice réelle symétrique. Tous les vecteurs et les valeurs propres de A sont

réel.

De plus, pour une matrice réelle symétrique A, si toutes les valeurs propres de A sont non
négatives (respectivement non positives), A est dite semi-définie positive (respectivement
semi-définie négative ). Si toutes les valeurs propres sont positives (respectivement néga-
tives), A est dite définie positive (respectivement définie négative).

La décomposition en valeurs singulières définie dans le théorème suivant est un outil
très utile en analyse matricielle :

Théorème 4.2 Pour une matrice quelconque A ∈ Rm×n , il existe deux matrices orthogonal
U ∈Rm×m et V ∈Rn×n tel que :

A = UΣVT; (4.2)

Σ =



σ1 0
. . . Or×(n−r )

0 σr

O(m−r )×r O(m−r )×(n−r )


, (4.3)

où les valeurs singulières si sont des scalaires réels et décroissants :

σ1 ≥σ2 ≥ . . . ≥σr > 0. (4.4)

La preuve et les algorithmes peuvent être trouvés dans [13]. De plus, les colonnes de U et
V sont les vecteurs propres de ATA et AAT, respectivement.

A.4 Les Normes

Une norme est utilisée pour mesurer la magnitude d’un vecteur ou d’une matrice. Une
norme sur Rn (ou Rm×n) on la note ‖.‖ qui vérifié les quatre conditions suivantes :

1. ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈Rn ( ou Rm×n) ;

2. ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

3. ‖αx‖ = |α|‖x‖, ∀x ∈Rn ( ou Rm×n) et ∀α ∈R ;
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4. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖, ∀x, y ∈Rn ( ou Rm×n).

La norme la plus courante est la norme Euclidienne ou la norme de Frobenius dérivée du
produit scalaire :

‖x‖F =
√
〈x, x〉,

où x peut être un vecteur ou une matrice. Cette norme joue un rôle central dans les pro-
blèmes des moindres carrés, où l’on essaie de minimiser une erreur mesurée par cette
norme.

Les normes populaires sont des exemples des normes de Hölder (norme p) :

‖x‖p =
( n∑

i =1
|xi |p

) 1
p

, p = 1,2, . . .

où les plus couramment utilisés sont p = 1, p = 2 et p = ∞ :

Nor me1 : ‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ . . .+|xn |
Nor me2 : ‖x‖2 =

√
|x1|2 +|x2|2 + . . .+|xn |2

Nor me∞ : ‖x‖∞ = maxi |xi |.
Pour les vecteurs, la norme 2 (‖.‖2) est également la norme de Frobenius (‖.‖F). Mais ce
n’est plus vrais pour les normes p de la matrice, qui sont induites par les normes p du
vecteur :

‖A‖p = max
x 6=0

‖Ax‖p

‖x‖p
.

Il est prouvé que [38]
Nor me1 : ‖A‖1 = max

j

∑
i |Ai j |

Nor me2 : ‖A‖2 = [ρ(ATA)]
1
2

Nor me∞ : ‖A‖∞ = max
i

∑
j |Ai j |.

Puisque le problème principal traité dans cette thèse est un problème de moindres carrés
contraints, la norme de Frobenius sera largement utilisée. D’autres normes seront égale-
ment utilisées pour ajouter plus de contraintes au problème principal.

A.5 Cône convexe et cône polyédrique

Un ensemble C ⊂ Rn est appelé un cône convexe s’il est fermé sous l’addition et la
multiplication scalaire non négative, c.-à-d.

u, v ∈ C ⇒ u + v ∈ C,

u ∈ C , α≥ 0 ⇒ αu ∈ C.

Un cône polyhédral est un cône convexe non négatif généré par un ensemble fini de vec-
teurs V = {v1, v2, . . . , vk } de Rn :

C =
{ k∑

i =1
αi vi ; αi ∈R+

}
Dans cette relation, C est également appelé l’espace engendré par V et V est appelé un
ensemble générant de C. Il existe un ensemble V̄ ⊂ V qu’est une base génèratrice non
négative de C et dont aucun vecteur ne peut être retiré sans changer le cône. V̄ s’appelle
le cadre de C et son cardinal s’appelle la dimension de C.
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3.3 Matrices non négatives

Les matrices dont tous les éléments sont non négatifs sont appelées matrices non né-
gatives. Nous utilisons Rn+ et Rm×n+ pour désigner l’ensemble des vecteurs non négatifs à n
dimensions et l’ensemble des m×n matrices non négatives, respectivement. En effet, ces
sous-ensembles sont des cônes polyédriques et sont généralement appelés orthant non
négatifs.

Une matrice non négative est appelée ”ligne admissible” si elle n’a pas de ligne nul.
De la même manière, une matrice non négative est appelée "colonne admissible" si elle
n’a pas de colonne nul. Une matrice non négative est dite stochastique colonne (ligne) si
toutes les sommes de colonne (ligne) sont égales à 1. Une matrice non négative est dite
doublement stochastique si elle est stochastique en colonne et stochastique en ligne.

Le résultat le plus important pour les matrices non négatives est le suivant :

Théorème 4.3 (Perron-Frobenius, voir [6] ) Soit A une matrice carrée non négative. Il existe
une plus grande valeur propre de module de A qui est non négative et un vecteur propre non
négatif qui lui correspond.

Ce vecteur est généralement appelé le vecteur de Perron de la matrice non négative. Pour
une matrice non négative rectangulaire, des résultats similaires peuvent être établis pour
la plus grande valeur singulière et ses vecteurs singuliers correspondants.

Étant donné un sous-ensemble V ⊂ Rm×n et une matrice A ∈ Rm×n , l’élément le plus
proche de V à A (par rapport à une distance) est appelé la projection de A sur V, notée
PV(A). Lorsque le sous-ensemble V est l’orthant non négatif et que la distance considérée
est la distance Euclidienne, la projection de A est notée [A]+ et définie comme suit :

[[A]+]i j =

{
Ai j Si Ai j > 0
0 Si non

= max(0, Ai j ).

B. Optimisation

Avant de présenter quelques résultats de base sur l’optimisation, nous passons en re-
vue le concept des ensembles convexes et des fonctions convexes.

3.4 Ensemble convexe et fonction convexe

Définition 4.2 ( Ensemble convexe) Un ensembleΩ est dit convexe si et seulement si pour
chaque u, v ∈Ω, on a

αu + (1−α)v ∈Ω, ∀α ∈ [0,1].

Il est clair que les cônes convexes et le cône polyédrique sont, par construction, des en-
sembles convexes, ce qui implique que l’ensemble des m×n matrices non négatives (l’or-
thant non négatif Rm×n+ ) est également un ensemble convexe. L’ensemble Rm×n+ est l’un
des principaux objets utilisés dans cette thèse.

Définition 4.3 (Fonction convexe) Une fonction f définie sur un ensemble convexe Ω est
dite convexe si, pour tout u, v ∈Ω et tout α ∈ [0,1], alors :

f (αu + (1−α)v) ≤ α f (u)+ (1−α) f (v).

Si pour chaque α ∈ (0,1) et u 6= v, alors :

f (αu + (1−α)v) < α f (u)+ (1−α) f (v),

donc la fonction est dite strictement convexe.
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Pour plus de détails sur les ensembles convexes et les fonctions convexes, voir[8].

A.6 Conditions d’optimalité

Maintenant, nous résumons quelques résultats de base sur le problème d’optimisa-
tion

min
x∈Ω

f (x),

où f est une fonction à valeur réelle sur l’ensembleΩ ∈Rn .
Nous distinguons deux types de minimum.

Définition 4.4 (Minimum local) On dit qu’un point x∗ ∈Ω est un minimum local de f sur
Ω s’il existe un voisinage ouvert N(x∗) de x∗ tel que pour tout x ∈ N(x∗)

⋂
Ω, f (x) ≥ f (x∗).

On dit que x∗ est un minimum local strict si pour tout x ∈ N(x∗)
⋂
Ω et x 6= x∗, f (x) > f (x∗).

Définition 4.5 (Minimum global) On dit qu’un point x∗ ∈Ω est un minimum global de f
sur Ω si pour tout x ∈Ω, f (x) ≥ f (x∗). On dit que x∗ est un minimum local strict si pour
tout x ∈Ω et x 6= x∗, f (x) > f (x∗).

Généralement, à moins que f ne possède des propriétés de convexité, la recherche du
minimum global est une tâche très difficile qui nécessite une connaissance globale de la
fonction f . D’autre part, la recherche de minima locaux ne nécessite que la connaissance
du voisinage. Les conditions nécessaires aux minimum locaux peuvent également être fa-
cilement déduites par calcul différentiel. Cela explique pourquoi, dans notre problème de
minimisation, nous allons essayer de trouver un minimum local, au lieu d’un minimum
global.

Afin de mettre en place les conditions nécessaires satisfaites par les minimum locaux,
l’idée de base est de considère un point en utilisant le concept de directions réalisables. A
partir d’un point x ∈Ω, un vecteur d est une direction réalisable s’il existe un ᾱ> 0 tel que
x +αd ∈ Ω pour tout α ∈ [0, ᾱ]. Nous avons les conditions nécessaires de premier ordre
suivantes :

Proposition 4.1 ([28])
Soit Ω un sous-ensemble de Rn et f une fonction continuellement différentiable sur Ω.

Si x est un minimum local de f surΩ, alors pour chaque direction d en x, nous avons

(∇ f (x∗))Td ≥ 0. (4.5)

Inversement, chaque point qui verifié la condition (4.5) est appelé un point stationnaire.
Lorsque x est un point intérieur de Ω, chaque vecteur d est une direction réalisable et
(4.5) implique ∇ f (x∗) = 0.

SiΩ est convexe, pour créer toutes les directions possibles, on peut utiliser les vecteurs
d = x − x∗, pour chaque x ∈ Ω. Cela générera toutes les directions possibles en x, car à
partir de la convexité deΩ, avoir

x∗+αd = x∗+α(x −x∗) = αx + (1−α)x∗ ∈Ω, ∀α ∈ [0,1].

Par conséquent, un point x est dit être un point stationnaire s’il satisfait

(∇ f (x∗))T(x −x∗) ≤ 0, ∀x ∈Ω.

Dans le cas particulier où f et Ω sont convexes, chaque minimum local est également
un minimum global. De plus, l’ensemble de tous ces minimum est convexe. Pour plus de
résultats et d’implications, voir [28].
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3.5 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

Considérons le problème d’optimisation sous contrainte suivant :

min
hi (x)=0
gi (x)≤0

f (x),

où hi (x) = 0, (i = 1, . . . ,k) sont k contraintes d’égalité et g j (x) ≥ 0 ( j = 1, . . . ,m) sont m
contraintes d’inégalité. Ce qui suit est connu sous le nom de conditions nécessaires de
Karush-Kuhn-Tucker (ou conditions KKT) :

Proposition 4.2 ([7])
Soit x le minimum local du problème ci-dessus. Supposons que f , hi et g j soient des

fonctions continuellement différentiables de Rn à R et que ∇hi (x) et ∇g j (x) soient linéaire-
ment indépendants. Il existe alors des constantes uniques µi (i = 1, . . . ,k) et λ j ( j = 1, . . . ,m),
telles que :

∇ f (x∗)+
k∑

i =1
µi∇hi (x∗)+

m∑
j =1
λi∇g j (x∗) = 0,

λ j ≥ 0, j = 1, . . . ,m

λ j g j (x∗) = 0, j = 1, . . . ,m.

Ce problème contrainté est souvent écrit dans la fonction de Lagrange associée :

L (x,µi , . . . ,µk ,λ1, . . . ,λm) = f (x)+
k∑

i =1
µi∇hi (x)+

m∑
j =1
λi∇g j (x)

où µi (i = 1. . . ,k) et λ j ( j = 1, . . . ,m) sont identiques à ceux des conditions KKT et sont
appelés multiplicateurs de Lagrange.

3.6 Algorithme de descente de coordonnées sur un ensemble convexe

Nous décrivons une méthode pour résoudre le problème suivant

min
x∈Ω

f (x),

où Ω⊂ Rn est un produit cartésien d’ensembles convexes fermés Ω1,Ω2, . . . ,Ωm , où Ωi ⊂
Rni (i = 1, . . . ,m) et

∑
i ni = n. La variable x est également partitionnée en conséquence

comme

x =

 x1
...

xm

 ,

où xi ∈ Ωi . L’algorithme 4 s’appelle l’algorithme de descente . Si nous supposons que
l’étape 4.6 de l’algorithme 4 peut être résolue exactement et le minimum est uniquement
atteint, alors nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.4 (Méthode de convergence des coordonnées par descente) Supposons que
f soit une fonction continuellement différentiable sur l’ensemble Ω décrit ci-dessus. De
plus, supposons que pour chaque i et x ∈Ω, la solution de

min
ξ∈Ωi

f (x1, . . . , xi−1,ξ, xi+1, . . . , xm)

soit uniquement atteinte. Soit {xk } un ensemble généré par l’algorithme 4. alors, chaque
point limite est un point stationnaire.
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Algorithm 4 Descent

1: Initialiser xi

2: repeat
3: for i = 1 : m do
4: Résoudre

xi = ar g mi n
ξ∈Ωi

f (x1, . . . , xi−1,ξ, xi+1, . . . , xm) (4.6)

5: end for
6: until Condition d’arrêt
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Factorisation matricielle non négative pour la reconnaissance faciale

Résumé : La reconnaissance faciale est un domaine de la vision par ordinateur consis-
tant à reconnaitre automatiquement une personne à partir d’une image de son visage.
La reconnaissance de visage a de nombreuses applications en vidéosurveillance, bio-
métrie, robotique, indexation d’images et de vidéos, recherche d’images par le contenu,
etc. Plusieurs méthodes et approches sophistiquées ont été développés afin d’obtenir les
meilleurs résultats de reconnaissance en utilisant certaines bases de données de visages
spécifiques. Dans ce projet de fin d’études, nous abordons le problème de la reconnais-
sance de faces frontales capturées dans différentes conditions d’illumination et conte-
nant des occlusions naturelles telles que des individus portant des lunettes de soleil et /
ou des écharpes. L’approche adoptée est basée sur la technique de factorisation de ma-
trice non négative (NMF), vue son habilité à traiter les occlusions naturelles. La décompo-
sition en valeurs singulières (SVD) sera appliquée dans ce contexte pour une comparaison
directe.

Mots-Clés. NMF, SVD, PCA, Reconnaissance faciale, Traitement d’image.

Nonégative Matrix Factorisation for Facial Recognition

Abstract : Facial recognition is a field of computer vision that automatically recognizes a
person from an image of their face. Face recognition has many applications in video sur-
veillance, biometrics, robotics, image and video indexing, image search by content, etc.
Several sophisticated methods and approaches have been developed to obtain the best
recognition results using some specific face databases. In this final project, we address
the problem of recognition of frontal faces captured under different illumination condi-
tions and containing natural occlusions such as individuals wearing sunglasses and / or
scarves. The adopted approach is based on the non-negative matrix factorization tech-
nique (NMF), given its ability to deal with natural occlusions. The singular value decom-
position (SVD) will be applied in this context for a direct comparison.

Key Words. NMF, SVD, PCA, Facial Recognition, Image Processing.
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